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RAPPRESENTABILITÀ ED EQUIPOLLENZA
DI TEORIE ASSIOMATICHE (I) (*)

FLAVIO PREVIALE

RIASSUNTO. Viene ripresa e approfondita Fanalis , iniziata dall’antore in un precedente
lavoro (~), di alcnne notevoli relazioni matematiche concernenti coppie di insiemi di enunciati
con diverso vocabolario specifico, in particolare coppie di teorie assiomatiche, basate 8u diffe-
renti gruppi di nozioni printitíve. Il linguaggio formalizzato di base è essenzialmente quello
con più gpecie di variabili e gerarchie di tipi, considerato nel lavoro precedente ; 1’nnica

(inessenziale) modifica sta nell’introduzione in un operatore di intesa ad age-

volare il discorso di carattere applicativo, cui è dedicata la parte (II) dell’attuale ricerca

Introduzione

In un precedente lavoro(’) ho iniziato lo studio di varie relazioni logi-
che concernenti coppie di insiemi di enunciati con differente vocabolario

specifico. Tali relazioni costituiscono una precisazione metamatematica di fami-

liari, e fondamentali, nozioni della matematica di impostazione assiomatica.
Uno degli scopi che mi propongo con l’attuale ricerca è di mostrare come

i concetti metamatematici introdotti e i metodi ad essi connessi possono

venir applicati con profitto nella ricerca di tipo assiomatico, non solo agli
effetti del rigore del ragionamento e della precisione dei risultati, ma anche
a quelli della celerità e perspicuità delle dimostrazioni. Ciò dovrebbe ap-

parire dalle applicazioni di carattere geometrico a cui è dedicata la seconda
parte del lavoro. In questa prima parte mi propongo invece di semplificare
e di approfondire la teoria generale sviluppata in [2], al fine di renderne

più agevole l’applicazione ai problemi concreti che verranno in seguito affron-
tati.

Pervenuto alla Redazione il 22 Maggio 1969.
(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca del Comitato per

la matematica del C.N.R.

(1) F. PREVIALE, Introduxione a una teoria generale della rappresentazione per le teorie

aeeiomatiohe ([2]).
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Il linguaggio formalizzato che costituisce la base delle nostre conside

razioni metamatematiche, e in cui verranno espresse tutte le teorie assioma-
tiche della seconda parte, è sostanzialmente quello considerato in [2]
(Parte II), vale a dire un linguaggio del 10 ordine con più specie di variabili,
con variabili universali e con gerarchie di tipi soddisfacenti a un principio
di comprensione per la formazione di insiemi. Questo linguaggio non è,
nonostante tutto, più espressivo di un lingu’aggio del 1° ordine con una

sola specie di variabili, ma ha il pregio di tradurre con maggiore immedia-
tezza, senza troppe tortuose circonlocuzioni, il discorso comune dei matema-

tici. È anzi proprio per accentuare questo pregio, soprattutto in vista delle
applicazioni della Il Parte, che tra i simboli primitivi del linguaggio base
viene ora aggiunto anche un operatore di comprensione, che permette di

sfruttare nel modo più comodo e naturale il principio di comprensione sopra
menzionato.

La teoria generale qui sviluppata potrebbe peraltro venir estesa, pres-
sochè inalterata, a linguaggi essenzialmente più espressivi di quello consi-

derato, poiché non utilizza nessuna delle proprietà caratteristiche di un lin-
guaggio del 10 ordine (ad es. la compattezza). In particolare potrebbe venir
estesa alla versione del 20 ordine del linguaggio considerato, vale a dire al
linguaggio con la stessa struttura morfologica di questo, ma avente come
,modelli i soli principali del medesimo (2). A differenza di quanto
accade nel 1° ordine, nel 2° ordine si verrebbe tra l’altro a disporre di

un’assiomatizzazione categorica della teoria dei numeri reali, teoria rispetto
a cui sono relativizzate quasi tutte le asserzioni di rappresentabilità ed

equipolZenza della seconda parte della nostra ricerca. Nonostante ciò l’utiliz-

zazione di un linguaggio molto espressivo non sarebbe, nell’ambito dell’at-
tuale ricerca, del tutto giustificata. In realtà la stessa mancanza, nel 1°

ordine, di un’assiomatizzazione categorica della teoria dei numeri reali,
lungi dall’essere un inconveniente, ha l’effetto di conferire maggiore genera-
lità alla parte applicativa della nostra ricerca.

1. L’insieme dei sii&#x3E;iboli del linguaggio formalizzato L, base delle nostre
considerazioni, è costituito dalle costanti, logiche e non logiche, e dalle varia-
bili, universali e speciali.

1) Le costanti logiche sono : i connettivi proposizioitalí -1, A, v, -+,
-&#x3E; (3), i quantificatori BI, 3, i simboli di identità, di appartenenza, di in-

8ieme vuoto, = , E, , l’ope14ato1’e di coíiiprensione {... I ...}.

(2) Cfr. [1], cap. 7.

(3) In pratica il COUDOttiVO A verrà per lo più rappresentato con una virgola. Accadrà
pure di rappresentare la negazione - con un taglio obliqno, secondo l’uso corrente; cos
ad es. si scriverà anzich8 -I p E X.
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2) Le variabili universali formano un insieme numerabile U =

uz ~ ·..).
3) Le variabili speciali si distribuiscono in una famiglia V =

=  v) (4) di insiemi numerabili, disgiuuti tra loro e da Ú, detti specàe
di variabili. Le specie possono a loro volta far parte di certe sottofamiglie nu-
merabili privilegiate, a due a due disgiunte, di V, (G _ (T(i)|  w),
(~’ _ (T’~c~ j i  a», ... dette gera,rchie di tipi. Le variabili della specie V ~~~ ver-

ranno chiamate variabili di specie 1, o anche, nel caso che sia V~)== T (i) E G,
variabili di tipo i della gerarchia G. Le lettere v, con l’eventuale

aggiunta di indici interi, verranno riservate ad indicare rispettivamente
elementi di V~~’, 21(i), V = U Y.

4) LI insieme delle costanti logiche comhrende :
4a) per ogni intero n 2~ 1 e per ogni i cc-pla ordinata (~i, ... ~ Àn) di

ordinali  v, una cla,sse di -simboli detti simboli ’relazionali n- ar-

go í eittali di classe (03BBi,..., 03BBn)·
4b) per ogni intero n &#x3E; 0 e per ogni n -+-1- pla ordinata ~i,...,~n)

di ordinali  v, una classe di simboli detti simboli funzionali
classe (~~ , ... , 

Si suppone che nessun simbolo relazionale possa essere simultaneamente

di classe ·.. , .") e (Aí, ..., meno che sia ?&#x3E;i = n, e che nessun sim-

bolo funzionale possa essere simultaneamente di classe e

a meno che sia e inoltre si abbia nel caso

elle Al = ~..~~==~. ~
Un simbolo funzionale 0-argomentale di classe verrà anche detto

una costante ind ividuale di specie Ao. La specie di una costante individua.le
è, per quanto supposto, univocamente determinata.

Le condizioni poste per gli insiemi 3) e 4) non sono ovviamente suc-

cienti a determinarli. Al limite, tali insiemi potrebbero essere vuoti. Faremo
tuttavia l’ipotesi che L sia abbastanza ricco di variabili speciali, gerarchie
di tipi e costanti non logiche, da giusti6care ogni nostra considerazione

futura.

Una sequenza firlita di simboli di L vei°i°à&#x3E; detta un’espressione di L.
L’espressione che risnlta dal concatenamento delle espressioni eo , e1, ... , e. ,
verrà indicata come di consueto espressioni significauti
di L sono i e le forrrizcle. 1,linsieme T dei termini è la riunione di

una famiglia ove insieme dei te -iiii ti universali, è costi-
tuito da o e dalle variabili nniversali, e, per ogni i ~,  v, T ~~~ , insieme dei

(4) v è un ordinale. A varia sugli ordinali iuinori di v.

7. Aniiali della Scuola Norm. Sup.. 
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termini di specie Â, è definito, simultaneamente all’inisieme delle formule 0,
dalle seguenti regole ricorrenti di formazione (5) :

I) ogni variabile e ogni costante individuale di specie appartiene
a T (1) ;

II) ogni espressione della forma Tn, in cui f è un simbolo fun-
zionale di classe ,.. , ~~.) e (per ogni i tale che 1 _ i __ n) T ~~~~ ,
appartiene a T (1) ;

III) ogni espressione della z2 , o 1 ove T, e T2 sono

termini qualunque, oppure della forma ... ove R è un simbolo rela-

zionale di classe (~1, ... , h,) e appartiene a W ;
IV) ogni espressione del tipo v q y,  &#x3E; ~ y,

ove q e 1p appartengono a T e x è una qualunque variabile
di L, appartiene a ø (6) ;

V) ogni espressione della forma (t~’~ ~ ove è una variabile di

tipo i di una certa gerarchia Q’ e 99 è una formula, è un termine della

specie corrispondente al tipo i + 1 della gerarchia G.
Si verifica facylmente che due distinti insiemi T (1) sono disgiunti; ossia

la -specie di un termine è univocamente determinata.

Un’occorrenza di una variabile in una formula 99 si dice vincolata, o
non libera, in lp, se compare in una formula o in un termine del tipo

x y, 3 ;t 1p, o (x | che sia parte di 99. Una formula in cui ogni occor-
renza di variabile è vincolata si chiama enunciato. Altra importante classe
di formule è quella delle formule ridotte. Una formula si dice atomica ridotta
se è di uno dei tipi : E = z, Rv, ... = fvi ... vn ,
ove xi e ae2 sono generiche variabili, sono generiche variabili
speciali, R è un simbolo relazionale, f è un simbolo funzionale. L’insieme

delle formule ridotte è il minimo insieme di formule contenente tutte le

formule atomiche ridotte e chiuso rispetto alle operazioni elencate nella re-
gola di formazione IV).

Ci sarà utile estendere il concetto di classe alle formule atomiche ri-

dotte prive di variabili universali. Una formula di questo tipo verrà detta
di classe (A, Ân) allorchè le sue variabili hanno ordina~tamente specie
Al 2... &#x3E; A,,.

, (5&#x3E; Si suppone che non vi siano altri termini speciali e altre formule oltre a quelli
che si possono formare mediante le regole di foriitazione I)-V).

(6) Nel seguito scriveremo sempre 92 A 1p, q~ v 1p,  &#x3E; invece. di A ~y~,

-&#x3E; fPtp. Analoghe notazioni verranno adottate per i simboli rel azion ali e

fnnzionali biargomentali. Le ambiguità connegee a questo tipo di notazioni verranno eli-
minate, come mediante opportune parentesi (tonde e quadre). Altre parentesi, non
strettamente necessarie, verranno introdotte per esigenze di chiarezza tipogra-fica. C08}

ad es. si scriverà invece di f is ... Tn .
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Conclusa la descrizione della mof fotogia di L, passiamo a definirne la
sintassi logica,. L’essenziale è definire una relazione di conseguenza tra in-

siemi di formule di L. Arriveremo a tale relazione passando attraverso l’or-

dinario linguaggio del 10 ordine L’, dotato di identità e di più specie di

variabili, che risulta naturalmente associato a L, quando si interpreti U
come una particolare specie V(") di variabili, o come una costante indivi-
duale di sl)ecie v, E come un simbolo relazionale biargomentale di classe

(À , ~,2) con Àj , Å.2 __ v qualunque, e infine, per ogni formula 99 di L, il ter-

mine come un termine gxi ... x,~ , ove Xt,..., xn sono nell’ordine le
variabili libere in cp, diverse da í~~~, e g è un nuovo simbolo fnnzionale di

classe (~,° , Å.1 , ... , ~,,z), ... , Àn essendo rispettivamente la specie v)
delle variabili ... , 2 XII .

Indicata con i-’ la relazione di conseguenza di L’, definita in maniera
canonica (?), la relazione di conseguenza I di L viene definita nel seguente
modo. Dati due insiemi di formule di L (e di L’) Hi e si pone :

~l essendo 1a riunione dei seguenti tre gruppi di enunciati di L :

cc) gruppo degli assioi i  delle vai-iabilí costituito da tutti

gli i enunciati della forma:

b) gruppo degli assiomi dell’insierne .vuoto e delle gerarchie di tipi,
comprendente, per ogni gerarchiv di tipi 1 i ’ ay, e per ogni intero
i &#x3E;_ 0, gli enunciati :

c) di assionti (8), comprendente per ogni gerarchia i’ 
di tipi 11"i) i i  co), e per ogni intero tutti gli enunciati della

(7) Tale definizione è data ad es. in [2], pp. 22-24.
(8) Lo scheí ta di aétsioi èi di co versío te prende il posto dello 8chema di assion í di com-

Ft’OMMOM6 di [2].
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forma :

ove x1, ,.. , x~, sono le variabili libere della formula ~ diverse da t(i).

Due insiemi di formule Hi e Hz verranno detti equivalenti, e ciò si

scriverà : H1._--_ H2, allorchè H1 I- H2, H2 1- Hi. K essendo un terzo in-
sieme di formule, Hi e .g2 verranno detti equivalenti relcctivamente a K, o,
più brevemente, allorchè K U Hc « K U H2. L’ insieme delle

conseguenze di un insieme H di formule verrà indicato con Cn (H) ;
pertanto si avrà On --- Cn (H2) se e solo se .g2 .

Nella dimostrazione di alcuni teoremi, si farà uso della seguente pro-
prietà di cui omettiamo la facile verifica : ogni formula 99 di L è equiva-
lente a una formula ridotta di L avente le stesse costanti non logiche, gli
stessi termini universali, e le cui variabili speciali hanno tutte la specie
di qualche termine di ~. In particolare dunque 99 è equivalente a una for-
mula in cui non compare l’operatore di comprensione.

Al variare dell’insieme delle costanti non logiche, o delle specie di va-
riabili, o delle gerarchie di tipi di L, ferme restando le costanti logiche e
le variabili universali, si ottiene una famiglia di linguaggi morfologicamente
e sintatticamente affliti a L. Un sottolinguaggio di L è, per definizione, un
linguaggio affine in questo senso a L, e tale che : ogni specie di variabili
di Lo è una specie di L ; ogni gerarchia di tipi di Lo è una gerarchia di
L ; ogni gerarchia di tipi di L o è una gerarchia di LO 9 oppure non ha

specie di Lo come elementi ; infine ogni classe di simboli relazionali o fun-

zionali di Lo è una sottoclasse della corrispondente classe di L. Natural-

mente si possono considerare anche sottolinguaggi di sottolinguaggi di L.

La relazione « .L1 è un sottolinguaggio di L2 » verrà rappresentata con

Li C L2 ; rispetto a tale relazione d’ordine, la classe dei sottolinguaggi di L
costituisce un reticolo completo.

I}intersezione e la riunione reticolare di due sottolinguaggi Li e L2 di
L verranno indicate con Li n L2 , 9 Li U Lz . L, n L2 non contiene necessa.

riamente tutte le costanti non logiche comuni a L, e a L2. I)a ciò discende
che il reticolo dei sottolinguaggi di L può non essere distiibutivo.

Dato un insieme H di formule di L indicheremo con L (H ) &#x3E; il minimo

sottolinguaggio di L che ha tra le sue formule tutti gli elementi di H. In-
dicheremo invece con Z (L,) e con ~o rispettivamente l’insieme di tutti

gli enunciati del sottolinguaggio Lc , v e l’insieme di tutti gli enunciati di

Li privi di variabili universali.
Siano ora L, e L2 due sottolinguaggi di L. Chiameremo definizione di

L2 in L, un insieme A (L2 , Li) di enunciati di Li U L2 equivalente alla riu-
nione di quattro gruppi di enunciati, comprendenti rispettivamente :
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(i) per specie di variabili V1&#x3E; di L2 non appartenente a Li e
non coincidente con un tipo, uno e un solo enunciato della forma :

è una formula di avente la variabile universale u come sola

variabile libera ;
(ii) per ogni gerarchia di .tipi di L2 non appartenente a

Li, uno e un solo enunciato della forma :

ove 99 è una formulas di avente u come sola variabile libera ;
(iiil &#x3E; per ogiii n-pl,,t ordinata .,. , di ordinali  )’, corrispondenti

a specie d  L2 e ogni costante non logica o di classe (03BB1, ", , 5 A,,), apparte-
nente a L2 e non a L , uno ed nn solo enunciato della forma :

ove A ~ è una formula atomica ridotta contenente o, di classe (A, ... , 9 An)g
,.. , sono le variabili di ~ appartenenti a L2 e non a L~ , 9 

sono le variabili di A. appartenenti a L, n L2, íi flne 99 è una formula di

L1 non avente variabili libere diverse da ui , ... , i 9 ... xn .

(iv) per ogni n-pla ordinata (~11 , 5 1,1 Àn) di ordinali  v corrispondenti
a specie di L2, non tutte appartenenti a Li, e ogni costante non logica o
di classe (~,i , ... , appartenente sia a L, sia a L2 , uno e un solo enun-

ciato della forma descritta in (iii).

Può accadere che il gruppo (iv) sia conseguenza dei gruppi (i)- (iii).
In tal caso esso può venir omesso nella descrizione di d (L~, L1) e la defi-

nizione stessa viene detta, seiiiplice.
Si dimostra facilmente, per induzione sulla lunghezza di una formula

ridotta, che ogni formula (rjelotta o no) di L2 è equivalente, relativamente a
una definizione A IL2 , 5 LI) di L’l in L~ , a una formula di LI U L2 le cui

costanti non logiche e le cui variabili vincolate appartengono tutte a 7~ .
In particolare, ogni enunciato y di L2 è L1 (L2, L,)-equivalente a un enun-
ciato di Ls . Indicheremo con y * d (I2 ,  un enunciato di L1 , A (L2 , Li)-
equivalente a y, e costruito in una qualunque maniera canonica, che qui
non interessa precisare nei dettagli. Per ogni insieme si porrà
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poi anche

Da quanto appena detto si deduce subito che, se L3 è un terzo sotto-
linguaggio di L, ogni definizione 4 (L3, di L3 in L2 è L1 (L2 , 
valente a un sottoinsieme di E (L, u L3). Quest’ultimo, qualora sia costruito
in una certa maniera canonica, verrà indicato con A (L3 , L2) * 4 (L2, L~).
Nel caso particolare che si abbia .Li = L3n L2 , J (L3 r L2) ~ 4 (.L2 , L~)
è una definizione di L3 in .L1.

Dato un insieme ~’1 di enunciati di una definizione A (L 2, L~) di
L2 in L, verrà detta una definizione animissibile per ri, allorchè vale la

relazione

Il concetto appena introdotto è indipendente da in quanto la (1)
vale o non vale simultaneamente per ogni linguaggio per cui si abbia

e tale che sia una definizione di L2 in Ll. Si dimo-
stra pure senza difficoltà clie, se A (L2 , L~) è una definizione ammissibile

per essa è ammissibile pure per ogni insieme di enunciati Tl’ di Li ,
tali che r1’ 

Ún’altra, quasi immediate, proprietà di una definizione A (L2 7 LI) di
L2 in Li, ammissibile per un insieme r~ C ~ (L,), è la seguente: ogni
altra definizione d’ (L2 , L,) di L2 in L, tale che F, u A (L2 .L~ )
è ad essa l-’1-equivalente, dtiiiqne, a ammissibile per 

In seguito con d (L2 , Li), d’ (Lz , Li) verranno sempre indicate defini

zioni di L2 in L1.

2. Richiameremo ora (con alcune semplificazioni rispetto a [2]) i concetti

metamatematici fondamentali della nostra ricerca.

Siano dati due insiemi l-  e 1’2 di enunciati e un sottolinguaggio Lo
di L, tali che, posto Li = Lo U L (["’1)’ L2 = LO U L (l’2), si abbia Li n L2 = Lo.

DEF. I. T2 è ri allorchè esiste una definizione

4 (Lz , di L2 in L 1 , ammissibile per ["’1 , tale che

In tal caso F2 si dice Lo-iiiterpretítbile in Ti 11l6diante d (.L2 , 
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DEF. II. r2 è Lo-rappresentabile debolmente in rt allorchè esiste una

def »izio ie A (l. , 9L,), ammissibile per e tale ehe

7g Rj dirà allora Lo-raplJresentabile debohnente in Fj mediante L1 (L2, Z1).

I)EF. III. F2 è Lo-rappresentabile in r1 allorchè esiste una coppia di
definizioni d (L2 , I~~ ), 4 (Zl , L2) ammissibili rispettivamente per 1"1 e Jr2,
tale che

Tr si dirà in tal caso Lo rappresentnbiLe in ri 1mediante la coppia
d (1.~, Lzl,

DEF. IV. 1’1 e 7g sono .L0-equipollentz allonrhè esiste una coppia di

definizioni 4 4 (L. Lz) ammissibili rispettivamente per ri e ~’2 , tale
che

In tal caso 1"1 e r2 si dicono Lo-equipollenti rispetto alla Coppia 4 (L2, 9 L,),
A

I quattro concetti definiti possono venir relativizza,ti rispetto a lin in-
sieme K di enunciati di Lo. Limitiamoci a mostrare come ciò avvenga per
la Lo~equipollenza~.

e I 2 si dicono (Lo, [rispetto alla coppia L1 (L2, 
L1 Lz)J, allorchè K U r1 e K U 12 sono Lo-equipolienti [rispetto alla cop-
pia L,), 4 

I1 e I2 si dicono poi .K-equipollenti, allorché essi sono (L (K), K)-
eqtiipolleiiti, e semplicemente, eqiiipollenti, allorchè essi sono 0-equipollenti.

(9) In [2J, nelle condizioni (II) e al posto si trova Io (I,s), insieme
degli en nuotati di L2 privi di variabili universali. Nel caso assai frequente che 1’2 sia un
sottoinsieme di i 2’o(Z~), questa dii.ersità non ha influenza sulla Def. III, in cui la condi-
zione (III,) può essere sostituita indigerentemente sia con sia con

r2 == U J (L 2 , (L2) (come risulta dai teoremi seguenti). Ha invece influenza

snlla Def. Il, che risulta più restrittiva della corrispondente definizione di [2J. Il con-

cetto dt.’finito dalla Del. II di [2] è quello qui introdotto, sotto altro nome, con la Def. Il’
(che non ha corrispondente in [2]).



644

Analoghe specializzazioni si intendono introdotte per gli altri tre concetti

fondamentali.
Daremo ora alcuni teoremi concernenti i quattro concetti fondamentali.

Proprietà analoghe si dimostrano per le varianti di tali concetti.

TEOREMA. I. Condizione necessaria e sufficiente F2 sia Lo-inter.
pretabile in Tt mediante la definizione d L2) è che esista un ampliamento
di r2 (L2), T2’, Lo-rappresentabile debolmente in Tt mediante d (L~, 

Dm. La condizione è ovviamente sufficiente. Per dimostrare la necessità

basta porre ~’~ = Cn 4 ( L2 , L,» n I (L2).

TEOREMA. 2. Condizione necessaria e sufficiente affinchè r2 sia Lo -rap-
presentabile in 1’i niediaitte la coppia di definizioni d (L2, Li), A (Lt , L2),

che queste ultime siano ammissibili ríspettivamente per T1 e e che inol-

tre valgano le due relazioni :

Dm. La condizione è ovviamente necessaria. Per provarne la sufficienza,
ammettiamo la condizione stessa e deduciamone la (III,).

Posto T2’ = C7z (Ti U A (L2 , L~)) (L2), per la (2.1 ) si ha subito 
Per la (2.2) si ha d’altronde :

Se ne conclude r2 « r2, cioè la (III1).

V. Diremo 4 L2) reciproca di d (L2, Li) rispetto a 1"1’ allorchè
1- ¿J (L. , L2)

TEOREMÀ 3. Le tre seguenti condizioni sono tra loro equivalente
(a) Tt e r2 sono Lo.equipollenti rispetto a d (L2 , Li), 4 L2) ;
(b) 4 (Li, L2) ) è reciproca di d (L2, L1) rispetto a e inoltre Lo-

rappresentabile in T1 mediante la coppia L1 (L2 , Li), 4 (LI , L2) ;
(c) 4 (LI reciproca di d (L2 , Li) rispetto a Ti e inoltre r2

è Lo-rappresentabile debolmente in Ti mediante d (L2 , Li).

Dm. Tenuto conto del teorema precedente, si ha subito (a) -+ (b) e
(b) --~ (o). Non rsta dunque che provare l’implicazione (c) --~ (a). Ora, in
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generale, si ha :

Di qui, ammesso (c) si ricava immediatamente :

cioè la ( I V) e inoltre

cioè la condizione di ammissibilità di 4 L2) per F2 - Ciò è precisamente
quanto occorreva provare.

TEOREMA 4. Supposta llan i issibilità di d (Lz , per F, , condizione

necessaria e gítfj oieitte F2 sia Lo-i-appi-esentabile in T1 mediante la

coppia d (L2 , Lt), d (LI , L2) è che esista u é ampliamento 1’i di ~’1 (Li),
Lo-equipollente a 1’2 rispetto a tale coppia e soddiqfaceitte alla condizione :

DIM. La condizione è sufficiente, poichè implica sia l’ammissibilità di
4 (Li, L2) per 1~2 , sia, in virtù del teorema precedente, le relazioni :

e perciò pure le relazioni (IIIJ e (111 2)’
Per dimostrarne la necessità, supponiamo 12 Lo-rappresentabile in ri

mediante la coppia LJ (L2 , 5 LI), A L2) e proviamo che

soddisfa alla condizione stessa.
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Anzitutto Ti 9; In secondo luogo è Lo-rappresentabile
debolmente in l’2 mediante 4 (Li Lz), e inoltre, per ipotesi, d (I~2 , è

reciproca di 4 L2) rispetto a 1~~ . Si può pertanto applicare il TEOREMA 3
e concludere che r2 e sono .Lo-equipollenti rispetto alla coppia 4 Lz),
L1 (L2 , Li).

Lo stesso TXOREMA 3 e l’ipotesi fatta permettono infine di affermare

che entrambi i membri della (4) sono equivalenti a r2 e perciò sono uguali
fra loro.

TEORElBlA 5. (COROLLARIO DFL TEOREMA 3). Sia ancora Li = Lo U L 
e sia L2 un sottolingtiaggio di L tale che Li n L2 = Lo . * Sia inoltre d (.Lz , 2 Li)

definizione di L2 in Li a1n1nissibile per 
Condizione necessaria e sufficiente tlf§fiilcÌlè r1 sia Lo-equipollente a un insieme

(L2) rispetto a tlna coppia di definizioni comprendente L1 (L 2 Li) è
che A (L2, Li) ammetta una definizione A (Li, .L2) reciproca rispetto a Ti. In tal
caso supposto le tre seguenti condizioni risultano tra loro

equivalenti :

(i) 1 ~ è Lo-equipollente a r1 rispetto alla coppia A (L2 , Li), 4 (Li , L2);

DIM. In virt i del TEOREMA 3, è sufficiente provare, che se A (LI L2)
è reciproca di A (r2 , L,) rispetto a i secondi membri della (ii) e della (iii)
sono equivalenti. Ora ciò segue immediatamente dalla relazione

che è ovvia consequenza dell’ ipotesi fatta.

OSSERVAZIONE. Il TEOREMA 5 ha notevole importanza per quanto
concerne la ricerca di nozioni prií) itive adatte per Passiomatizzazione di

una teoria. Supponiamo che la teoria in questione sia già stata assiomatiz-
zata utilizzando il linguaggio Li e che ri sia il corrispondente insieme di
assiomi. Proponiamoci di assiomatizzare la teoria utilizzando, come nozioni

primitive, nozioni appartenenti al linguaggio .L2 , definite in L, mediante
una definizione 4 (L2 y LI) di L2 in L, ammissibile per F, . Ci si domanda :

Le nozioni cos  definite sono idonee all’assiomatizzazione della teoria t Il

senso preciso di tale domanda non può evidentemente che essere : Esiste
un insieme Lo-equipollente a Ti rispetto a, una coppia di defi-

nizioni comprendente la data d (L2 , L1) ~ Per il TEOREMA 5 la risposta è
dunque affermatira, se e solo se 4 (L2 , Li) ammette una definizione 4 (Li, L2)
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reciproca rispetto a Un insieme di assiomi nelle nuove nozioni primitive
(anche se di soli to non il più semplice) si ottiene molto facilmente costruendo

Iliiiisieme I’1 L2) (L1, Crz (d (L, , L2)) n I (L2)i.

TEOREMA6.Siano 1’1’ Y1-1 29 F3 nqiemi di enunciati di L tali posto
Lo U L (1’1)’ 1.., = Lo u L (r2), L3 = Lo U L (r’3), si abbia L, n L2= Lt Il

Il L3 = L2 n L3 = Lo. Sitp_í;o iiaino che /’1 e 1’2 Lo equipollenti rispetto
alla coppia di d (L2, 4 (L1,L2) e che T’2 e r3 siano Lo-equi-
pollenti rispetto alla coppia d (L3 , L2), 4 (L2 , L3). Ti e F3 sono allora, 

qzcipolleyiti
(a) rispetto alla coppia di definizioni di L3 in LA e di L~ in L3:

(b) rispetto a ogni coppia di definizioni i r1 (L3 , Li), d (Li, La) ta,li che

1’1 u 11 ( Lz , U A1 (L3 , L2) i-- d (L3 , 1 Lt) (L1, (o, equivalei tei ente,
tali che L1 (£:1’ 9 L,) U d (L~, L3), ~’ la di T~, ,1’2 , r3 , 9
e delle definizioiti date).

Per quanto concerne il (a), basta iimo8trare che 4* (L3 , L1)
è ammissibile pcr 1’1’ e inoltre che

Cominciamo a provare che dalle ipotesi fatte seguono le relazioni :

Il primo membro della (i) si può scrivere nella forma :

(10) e sono effettivamente definizioni del tipo indicato (Si
veda una delle osservazioui finali del § 1).
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e perciò, poiché è anche una definizione di L3 in Li U L 2 (’1),
ammissibile per [’t U d Li), è uguale a

Questo termine tuttavia, per l’ammissibilità di 4 (L2 , L,) per rt, è uguale
al secondo membro della (i). IJa (i) è cos  provata. In modo del tutto si-

mile si dimostra la (i’).
Il primo membro della (ii) si può d’altra parte identificare con

e perciò, poiché L1 (L2 , 5 LI) è una definizione di L2 in Li U L3 ammissibile

per P, U 4* (L3, L,), con il secondo membro della (ii) medesima.
Dalla (ii) e dalla (i) segue subito :

e cioè l’ammissibilità di 4* L,) per F, .
Si ha poi

dunque, per la (ii), pure

Infine, poichè

per la (i’) e la (ii) si ha :

cioè la (a.2).

(Li) Si verifica infatti facilmente che L3 L2) = Lo.
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Supponiamo ora che 4 (L3 , Ll)9 A (L19 L3) soddisfino alla condizione del
punto (b). Per la (ii) abbiamo :

perciò) per l’osservazione finale del § 1, 4 (L3 , 9 LI) è ammissibile per r1 ed
è ri -equivalente a 4* Ne segue immediatamente :

e tenuto conto della (a.2) :

Con ciò anche il punto (b) è completamente dimostrato.

3. Una notevole generalizzazione dei quattro concetti fondamentali del

§ 2 e dei vari loro derivati è costituita dagli omonimi concetti in senso lato.

Allo scopo di richiamare tale generalizzazione, consideriamo due sottolin.

guaggi 1 L2 di L, tali che 7~ U L2 sia isomorfo a L, U L2 e abbia in co-
mune con Li U 112 precisamente le specie e le costanti non logiche comuni

a L1 e a Lz. I,’isomorósmo tra L1 U L 2 U L2 inùnce una corrispondenza
tra variabili, costanti non logiche, termini, formule, insiemi di formule di

Li U L2 ed elementi omologhi di Li U L2 . Conveniamo che, se, in un certo

contesto, un elemento di .L1 U L2 è stato indicato con una certa lettera, la

stessa lettera con una sopralineatura indichi l’elemento corrispondente di

Li U .L2 . Data poi una definizione 4 (L2 , 9 LI) di L2 in L, , si indicherà, nel

medesimo contesto, con A (L2 , L,) la definizione di L2 in L, che si ottiene

da essa sostituendovi ogni elemento di .Lz con il corrispondente elemento di

L2. Un significato analogo avranno pure A (Li L2j, 4 (~, 
Infine, 9 data una formula C (u1 , zc2j di L avente come variabili libere

precisamente le due variabili universali tt1 e u2 , indicheremo con (C ;
L , L 1) l’insieme di enunciati costituito da ogni enunciato della forma :

(12) C (X, x) è na.tura.lmeute la formulas che si ottiene da C li2) sostituendovi le oc-

correnze libere ùi ui e U2 con x e x, Si osservi che tale formula, esiste en’ettivan ente sem-
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ove x è una variabile di L~ (e x è la corrispondente variabile di e ogni
enunciato della forma :

ove a è una formula atomica ridotta di Z1 di uno dei vi E v2 ,
~r1 = 3~ Rvi ... (dunque priva di variabili universali),
xi ... , x. sono le variabili di a appartenenti a Li e non a Lo , ... , 

sono le variabili di a appartenenti a Lo. 
-

In modo analogo si definirà (C ; Lz).

DEF. II’. r2 è Lo -rappreseittabile deGoLnzerite in s. l. senso lato) in I", ,
allorchè esiste una definizione 4 (Lz , Li) ammissibile per 1’1 tale che

DEF. III’. r2 è iya .9, 1 in ri alloreliè esiste una cop-

pia di definizioni 4 (L2 , Li), 4 ammis8ibili per T’1 e T’2 e una for.
mula 0 (ui , u2) non avente altre variabili libere che 1l{ e 1t2 tali che

IV’. 1"1 e Tz sono s. l. allorchè esiste una cop.

pia di detinizioni 4 9 LI)9 A (L , L2) ammissibili per e 1’2 e una coppia
di formule C (u1,u2 C’ (U 1 1(2) non aventi altre variabili libere che ul e t&#x26;2
tali che

pre, qualunque sia la variabile x.

xlessendo nna variabile della stessa specie di x.
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Anche i concetti iit s. l. si relativizzano rispetto a un insieme di enun-
ciati K di Lo , 5 e si specializzano come i corrispondenti concetti in senso

stretto. Danno pure luogo a teoremi analoghi ai teoremi 1-6 del paragrafo
precedente. Ad es. i teoremi 1 e 2 si trasformano in

TEOREhI À l’. Condizione necessaria e sufficiente l’i7tsien2e I2 C 
sia in I«  mediante la definizione L1 (L2, Li) è che esista 2c~t

tinplia iie tto r2’ C E0 (L2) ’di rz- Lo -rappresentabile debol1nente in 8. l. in F,
niediaitte A (.Lz , 2 

TEOREMA 2’. Condiz o te necessat’ia e sufficiente af’finclaè I2 C Io (L,) sia
L . -ra ppi-esentabile in s. l. in T1’ mediante la di definizioni A (L2 , 
A (Li, 9 L2) è che L1 (.Lz , L1), A L2) siano ai inissibili i i-i-spettivaiitente per
1’1 e r2 e che inoltre valgano le relazioni:

u tloppo -titita formula C (u1 , non avente nltre libere che rri e tt2 .
Il priino di questi due teorciiii è ovvio ; la dimostrazione del secondo

si fonda invece sul seguente Lem7rza :

LEMMA l. Silt C una di L avente 141 , 1’2 sole va-

ria,bili libere. una qitalsia-si (p di pi-iva di variabili uítivei--

sali, si laa :

xi , i ... xn essendo le variabili libere di 99 appartenenti a Li e non a Lo .
è un enunciato di .L di variabili universali, si ha:

Il LEMMA si dimostra facilmente per induzione sulla lunghezza di q,
supponendo, senza alcuna perdita di generalità,, 9 ridotta (13).

Per dimostrare il TEOREMA 2’, basterà ovviamente provare la sufficienza
della condizione del teorema, e cioè che tale condizione implica :

(s3) Per la dunostrazicne di questo lemma, si veda [21, 32-33.
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Posto :

si ha subito, per la (2. 1’) :

Per la (2,2)’ si ha poi :

vale a dire :

D’altra parte, per il LEMMA 1, F2’ e 7Y sono equivalenti relativamente
a Isoin (0; L2 , L2). Se ne deduce che

e di qui, tenuto conto del fatto che LJ (Li, L2) è ammissibile per r2 e
L1 (L2, Li) è una definizione di L2 in L2 U L, ammissibile per F2 U 4 L2) :
T2 

Ciò prova che 1,2 e r2’ sono equivalenti, come si voleva dimostrare.

I rimanenti teoremi 3~6 del paragrafo precedente si estendono ai con-

cetti in s.l. con maggiore difficoltà. Ci limiteremo a estendere i teoremi 3

e 4 sotto certe condizioni piuttosto restrittive su r1 e sulle definizioni

L1 (L2 , LI) e L1 (Li, L2) e infine sulla formula C (111, u2).
F, e F. siano insiemi di enunciati privi di variabili universali. Suppo-

niamo inoltre che le uniche variabili di Li = Lo U L (r1), rispettiv. di

L2 = Lo U L (T2), non appartenenti a Lo ~ siano quelle di una gerarchia
di tipi  m) rispettiv.  Con x, x(i), y, y(i), z, con 12even-
tuale aggiunta di indici interi, verranno indicate, nel seguito di questo pa-
ragrafo, rispettivamente, generiche variabili della prima gerarchia, generici
elementi di generiche variabili della seconda gerarchia, generici ele-
menti di Y~~~, e infine generiche variabili speciali di Lo.

In tali condizioni, una definizione 4 (L2 , Lt) verrà detta normale, allor-
ché verifica le seguenti condizioni : il suo gruppo (i) è privo di elementi; il
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gruppo (ii) si riduce a un unico enunciato della forma :

ove h è un intero &#x3E; 0, detto altezza della definizione, è una formula

di l~i priva di variabili universali avente al più x(11) come variabile libera ;
infine, in tutti g.li enunciati dei gruppi (iii) e della forma :

ove V è una formula di Li , y priva di variabili universale non avente varia-
bili libere diverse da xi , ... , 9 xln x,n+1, ... , z,~ e le cui variabili libere xi , .. , Xm,
hanno (nella propria gerarchia) il tipo di Yt,..., ym , aumentato di 1~.

Si verifica facilmente che, relativamente a nna definizione 

ogni enunciato appartenente a Io (L ’ è equivalente a un enunciato
appartenente a Io (L).

Diremo pure foi- nula di normale di altezza k ogni for-

mula C 1(’2)’ avente 1t~ e 1£2 come uniche variabili libere, tale che, per
ogni coppia di variabili, t’i~, di una qualunque gerarchia G = (T (i) 
la formula sia equivalente alla formula che si ottiene da essa,

sostituendovi le variabili universali (vincolate), eventualmente ancora pre-

senti, con opportune variabili della gerarchia G. Ad es. u2) =
- ~ u (il E ll2 E u) è una formula di trasforn1azione normale di altezza

2, poiché

Ciò premesso si ha :

TEOREMA 3’. Suppoyziccrrto d (L2,L1 di altezza hi, L1 L2)
ito -i iale di altezza lc2 e teni,,i ii-ssibile petO 1’2’ Sicx inolt1’e:

C(u 9 u,) evse tdo una fori tttla di tí»ttqfo *ii azio ie ito;rinale di altezza h2
(ippai-teiteiite al L linguaggio L0 .

Sotto tali il otes  le tre seguenti condizioni ’risultano tra loro equivalenti:
(a) I ~ i e I"’ 2 sono in s. I. alla coppia 11 ~L,, , L 1)2

d i L2) ; i

(14) Sicché gli enunciati stessi rimultano equivalenti a

8. della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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(b) r2 è Lo-i-appreseittabile in s. l. in I’1 iitediante la coppia 1 (L2, Li)
A 2 L2);

(c) T 2 è debolmente in s. l. in r1 mediante A (L2 
Anche questo teorema verrà dimostrato con l’ausilio di un di

cui omettiamo la dimostrazione (15):

LEMMA. 2. Se A (Z2 , L1) è definizione nO’fmale e C u2) è una

(qualunque) formula avente U,2’ come variabili libere si ha :

Sotto le ipotesi generali del TEOREMA 3’, si ha subito (b) - (c) e, te-

nuto conto del TEOREMA 2’, (a) - (b). Non resta dunque che provare l’im-
plicazione (c) -&#x3E; (a). Ammettiamo perciò la (c) e proviamo le relazioni (IVI’)
e (IV~) (le condizioni di ammissibilità per 4 (L2 , L~) e 4 (L 1 L) ) sono en-
trambe soddisfatte per ipotesi).

La (~V).) è un’immediata conseguenza delle ipotesi fatte. Per provare
la osserviamo che per la (o) e i LEIWMI 1 e 2, si ha :

D’altra~ parte 1 ’1 U I,s~o7rz ( G’ ; .L2 , L2) è, per le ipotesi fatte su 

equivalente a un sottoinsieme di Io (L2 U Li U L2), quindi, per la normalità
di 4 (Li , L2) e 4 (L2 , L~), equivalente, relativamente a 4 (L1, L2) U 4 (L2 , Li),
a un sottoinsieme di Io (L2), che indicheremo con r ~ . Tenuto conto delle
condizioni di ammissibilità di L1 (£2 , L,) e 4 (Li, L2), si 1a perciò :

quindi, per la (c), F2 i - F2*, e per il significato di 

Se ne ricava immediatamente la con C’ = C.

TEOREMA 4’. (L2 , L~) normale di e 

per T1 , d L2) norrraale di altezza h2. Sia inoltre :

(15) Per la dimostrazione rimandiamo ancora a [2], pp. 34-35.



655

e 1t2) essendo una di trasfoi-i tyzioite itormale di altezza hi + h2
appartenente a,l Iiiiguaggio Lo .

Sotto tali ipotesi, condizione necessaria e sufficiente affinché r2 sia Lo-
rappresentabile in s. l. in I’, n ediaiite la coppia d (L2 , 2 LI), d (Li, L2), è che

esista un ai ipliameitto T1 di I’1 in Io (Li), Lo-equipollente in s. l. a r2 i-i-

spetto alla A (L2 , d L2), soddi,àeeate alla condizione :

La dimostrazione di questo teorema è siinile a quella del TEOREMA 4.
In essa naturalmente si a~pplica il TEOREMA 3’, invece del TEOREMA 3.

Un problema aperto, che vale la pena di segnalare prima di concludere,
riguarda la possibilità di eliminare la condizione (li ammissibilità di 4 (Li L2)
per F2 tra le ipotesi generali del TEOREMA 3’. A tale possibilità è subor-
dinata quella di estendere ai concetti in s. I. l’importante COROLLARIO DEL
TEOREMA 3 (TEOREMA 5).
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