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SUR I’UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME
DE CAUOCHY POUR I’EQUATION LINEAIRE
DU TYPE PARABOLIQUE

J. CHABROWSKI

Dans la présente note nous allons démontrer un théoréme concernant
Punicité de la solution du probléme de Cauchy pour I’équation parabolique
de la forme

n n
(1) Lu = jzla@j(t, x) Uz, + 2 bi(t ) Uz, +ot,x)u —u =0
t, j= =1

(ag=ax 4,j=1,..,n)

dans la classe des fonctions qui vérifient 1’inégalité

T
(2) fdtfu—(t,x)exp(——a|x|2)dm<+oo,
0 £,

ol ’on a posé

= (t, #) = max [— u (,x),0], |x]*= 2’.: a?,
i=1

o est une constante positive.
Ce probléme a été traité par M. Nicolescu et C. Foias [5] pour I’équa-

tion de la propagation de la chaleur. P. Mustata [4] a étendu ce résultat a
Péquation

Ue =@ (b, X) Ugz -+ b (¢, &) u, + ¢ (¢, x) u.

Pervenuto alla Redazione il 21 Ottobre 1968,
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Dans ces travaux on applique la méthode de réflexion imaginée de M. Ni-
colescu. Notre démonstration sera basée sur lunicité des solutions non
négatives [1]. '

On suppose que les coefficients de 1’équation (1) sont soumis aux hy-
pothéses suivantes :

I. Les coefficients sont holderiens par rapport aux variables (¢, ) dans
une couche H= (0, T] < E, et de classe C? (H ) par rapport & la variable
spatiale * = (2, , ..., ) (E, est ici 'espace euclidien & »n dimensions et T
est un nombre positif).

II. 11 existe des constantes positives K, , K, et K, telles que

1
, bt o) | < Ky (|2 P4 1)7,

0
Ia"f(t’ w)!SKi, iﬁa.-,-(t, x)

2

0
A (t’ .’L’) ) | a_w_ bl' (ty $)

2
0; o y et | <Ey(|2P+1)

i,j=1,..,n pour (i, x)¢ H.

II1. La forme quadratique
n
4 ()= jZ_l“-'j (t, @) & &5

est uniformément définie positive; c’est-d-dire qu’il existe un nombre a > 0
tel que ;

A@) =|éPa

pour tout (¢, x)€ H et tout vecteur & =(&,,..,&) € By .

I1 résulte des hypothéses I, II et III qu’il existe la solution fonda-
mentale I'(t,x; 7,y) de ’équation (1) satisfaisant aux inégalités [2] (chap.
1, § 5, sec. 1 et 2)

. — 2
(3) Itz55y=<0t—1) uxp(—u'”t—_”%)
il | —y |2 )
W Geinl<oe—v ¢ ep(—ulEZ) G=1m

pour (¢, %), (v, y)€H, t > r, oo C et u sont des constantes positives.
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Nous disons que la fonction wu (¢, x) est la solution réguliére de I’équa-
tion (1) dans H lorsqu’elle est continue dans H, posséde les dérivées u,,,
Uzz;y Ue(lyj =1, ..., n) continues dans H et satisfait & (1) dans H.

Tout ceci étant adoptés, nous pouvons énoncer notre théoréme.

THEOREME. Supposons que les hypothéses I, IT et ITI soient satisfaites.
Soit u (t, x) une solution réguliere de I’équation (1) dans H satisfaisant a
Pinégalité (2) et telle que
(5) u(0,2) =0
pour z€E, .

Alors

_ u(t,x)=0
pour tout (¢, x)€ H.

DEMONSTRATION. Nous démontrerons que u (¢, #) = 0 dans une couche
[0,6] < E,, o un nombre 8 > 0 sera choisi convenablement.
Soit

E, n 2
W= J
ij=1 0%io%;

lay (6, ) ) —iz:l :?%;[b‘(t’w) w]4c(t,z) w4 aa—O: =0

I’équation adjoint & (1). On sait que pour des fonctions w et v assez régu-
litres aux supports bornés (par rapport & la variable x) nous avons ’égalité
suivante (voir [3], chap. 1, sec. 8)

8

(6) f dt f (w (t, @) L[v(t, )] — v (¢t @) Lw ¢, )} dv =
En

0

=/w(0,w)v(0,w)dw —/w(s,w)v(a,w)dw,
En Eﬂ
olt 8 << T. Soit (¢, #) un point arbitraire de [0, 8] < B, . Désignons par h (x)
une fonction de classe O%(H,) jouissant des propriétés suivantes
h(x)==1 pour |z—x|<R, h()=0 pour |z2—z|=R+1
0<<h(x)<<1 dans E, et

n n
2|h1||+2 lhz,-xj|SMy
=1 t, =1
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R étant une constante positive et de plus une constante M ne d_tf,pfnd pas de
R. Posons dans DPidentité (6) v (t, %)= wu(t, ), w(t,x) = (¢, x;t, 2)h(x),

s = t. 11 résulte de (5) et de la propriété bien connue da la solution fonda-
mentale ([3], chap. 1, sec. 1, formule 1.7) que

(7) u(t_,a_c-)=/dtfu(t,w)f[h(w)l’(i—,-;;t,x)]dw.
] E

Puisque I" (?, x ; t,x) en tant que fonction (¢, x) satisfait & ’équation adjoint
([3], chap. 1, sec. 8) donc

oh oI' n o%h

W) =2 3 a . ST
Lar) Z“Jaw.ax, 2 w,(9 a]I’-{—Elba I.

L’hypothése II, les inégalités (3) et (4) permettent d’écrire

(8) fdt{ tw)lL[h @) I'(t,«; tw]|dngexp( ’u;;z)x

detf u—(t, x) de < K exp |— “‘21;4— 2(R 4 1)? ]f ] u— (¢, x) X<

0 R<|z—z|<R+1 0 R<|z—z|<R+1
< exp (— 2a | — 7z |?) du,

ol une constante K >0 ne dépend pas de R. Il résulte de V’inégalité (2)
que

fdt fu-(t,w)exp(-— 2a | o — z |?) do < oo,

6 B,
donc en prenant dans l’inégalité (8) é = % on obtient grace aux (8) et (7)
que
t
(9) u (t, @) = lim f at f wt(t, @) L'[h@) L@@ t, @) do,
R - o0

0 RS |x—% | SR+1
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ot ut (t, z) = max [u (¢, «), 0]. Posons maintenant dans Videntité (6) » (¢, ) =
1

= [u(t, )® 4 &%, w(t,) = h(z) ['{¢ x; ¢t ), s =t En s’appuyant sur ’hypo-

thése III nous vérifions que

(10) In=2% 3 q ¢ Y5 bis 4
°= 7 i, j=1 % uxiwj + F i, j=1 i Yy uzj + —1; i=1 P

Cuu cu? ec
-—— > — — = —
+°” » = v + v’

d’ot

t t
1 o 1
fdtfw(t,x)h(x)r(t‘,i; t,x)[u(t,x)ﬁ-{-e]'?dmg/ dt/(u(t,w)ﬂ-}-s]?x
0 E, 0 Ey,

1
< L[k @) It a;t ) do — [u(t, 2 + el?+feh<w>r<t, z; 0,2) do.
B, '
Si ¢— 0 alors on obtient ’inégalité
t
|u(55)|g/dtf]u(t,mni‘[h(x)r(t?;; t, 2)] dw,
0 E,

d’olt selon (8) et (9), il découle que

|u(t, #)| < lim fdtfu'*‘(t,x)f[h(w)l’(tj;;t,w)]dx:u(t:;),
R — o0
o B,

donc la solution u (¢, #) est non négative dans [0, 4] < B, . Le théoréme sur
Punicité des solutions non négatives démontré dans [1] entraine 1’égalité
% (t, x) = 0 pour (¢, x) € [0, 5] < E, . Pour démontrer 1’égalité (¢, z) = 0 dans
H, on divise la couche H en domaines partiels par les plans ¢t = md
(m=1,..,r) et on établit de proche en proche 1’égalité » = 0 dans ces
domaines.
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