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SUR L’UNICITÉ DE LA SOLUTION DU PROBLÉME
DE CAUCHY POUR L’ÉQUATION LINÉAIRE

DU TYPE PARABOLIQUE

J. CHABROWSKI

Dans la présente note nous allons démontrer un, théorème concernant

l’unicité de la solution du problème de Cauchy pour l’équation parabolique
de la forme .

dans la classe des fonctions qui vérifient l’inégalité

où l’on a posé

a est une constante positive.
Ce problème a été traité par M. Nicolescu et C. Foias [5] pour l’équa-

v

tion de la propagation de la chaleur. P. Mustata [4] a étendu ce résultat à
l’équation

Pervenuto alla Redazione il 21 Ottobre 1968.
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Dans ces travaux on applique la méthode de réflexion imaginée de M. Ni-
colescu. Notre démonstration sera basée sur l’unicité des solutions non

négatives [1]. 
’

On suppose que les coefficients de l’équation (1) sont soumis aux hy-
pothèses suivantes :

I. Les coefficients sont hôlderienfi par rapport aux variables (t, x) dans
une couche H = (0~ T et de classe C2 (H ) par rapport à la variable
spatiale x = (Xi’ ... xn) (En est ici l’espace euclidien à n dimensions et T

est un nombre positif).

II. Il existe des constantes positives g2 et g3 telles que

1, j =1, ... ~ n pour (t, x) E H.

III. La forme quadratique

est uniformément définie positive; c’est-à-dire qu’il existe un nombre M&#x3E;0
tel que 1

pour tout (t, x) E H et tout vecteur ~ === (i , ... , E En .
Il résulte des hypothèses l, II et III qu’il existe la solution fonda-

mentale de l’équation (1) satisfaisant aux inégalités [2] (chap.
5, sec. 1 et 2)

pour (t, x), y) E H, t &#x3E; ry où 0 et IÀ sont des constantes positives.
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Nous disons que la fonction u (t, x) est la solution régulière de l’équa-
tion (1) dans H lorsqu’elle est continue dans H, possède les dérivées 

= 1, ... , n) continues dans H et satisfait à (1) dans H.
Tout ceci étant adoptés, nous pouvons énoncer notre théorème.

THÉORÈME. Supposons que les hypothèses I, II et III soient satisfaites.
Soit u (t, x) une solution régulière de l’équation (1) dans H satisfaisant à
l’inégalité (2) et telle que

pour x E En .
Alors

pour tout (t, r) E H.

DÉMONSTRATION. Nous démontrerons que u (t, x) = 0 dans une couche

[0, ô] où un nombre d &#x3E; 0 sera choisi convenablement.
Soit

l’équation adjoint à (1). On sait que pour des fonctions 10 assez régu-
liéres aux supports bornés (par rapport à la variable x) nous avons l’égalité
suivante (voir [3], chap. 1, sec. 8)

où 8 S T. Soit (t, .c) un point arbitraire de [0~ ~] Désignons par h (x)
une fonction de classe C2 (En) jouissant des propriétés suivantes

0 S h (x) s 1 dans .En et
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R étant une constante positive et de plus une constante M ne dépend pas de
R. Posons dans l’identité (6) v (t, x) = u (t, x), w (t, x) = l’ (t, x ; t, x) h (x),
s = t. Il résulte de (5) et de la propriété bien connue da la solution fonda-
mentale ([3], chap. 1, sec. 1, formule 1.7) que

Puisque I’ (t, x ; t, x) en tant que fonction (t, x) satisfait à l’équation adjoint
([3], chap. 1, sec. 8) donc

L’hypothèse II, les inégalités (3) et (4) permettent d’écrire 
.

où une constante g ~ 0 ne dépend pas de R. Il résulte de l’inégalité (2)
que

donc en prenant dans l’inégalité (8) ô = -2013 on obtient grâce aux (8) et (7)6a

que
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ou lt+ (t, x) = max [u (t, x), 0]. Posons maintenant dans l’identité (6) v (t, x) ==
1

(t, x)2 + e]~ , ~ (t, x) = h (x) r (t, x ; t, x), s = t. En s’appuyant sur l’hy~po~
thèse III nous vérifions que

d’où

Si e --~ 0 alors on obtient l’inégalité

d’où selon (8) et (9), il découle que

donc la solution u (t, x) est non négative dans [0, ô] X En . Le théorème sur
l’unicité des solutions non négatives démontré dans [1] entraîne l’égalité
u (t, x) = 0 pour (t, x) E [0, 5J Pour démontrer l’éga~lité u (t, x) = 0 dans
H, on divise la couche g en domaines partiels par les plans t = mâ
(m = 1,..., r) et on établit de proche en proche l’égalité u = 0 dans ces
domaines.
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