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SUR LES SYSTEMES DE PFAFF SYNTATIQUES
: DE PREMIKERE ESPECE

par I[. MOISINI

SUNI10 - L’Autore analizza alcune proprietd dei sistemi Jdi Pfatt’ di carattere due, sistatici,
di specie uguale a une. Nel primo paragrafo si dimostra che tule sistema & di genere
due e reciprocamente. Nel sccondo paragrafo, considerando i sistemi singolari di prima
specie per cui il corri~pondente sistema derivato non & completamente integrabile, si
dimostra che tali sistemi sono sistatici ¢ decomponibili nel senso di [3].

L’étude des systémes de Ptaff de caractére deux systatiques et singu-
liers a 6té entreprise par E. Cuartan [2]. La Note présente expose quel ques
proprietés de tels systémes, dans Phypotése supplémentaire que ’espéce du
gysteme est égale & unité. Le lecteur peut se familiariser avec les notions
qu’on emploie dans ce travail en consultant [1] et [2].

y 1. Systemes de premiere espece systatiques.
Soit
(3) w, =0

un systéme de Pfatt de s équations indépendantes a n variables a coefficients
vérifiant les hypothéses du théoréme d’existence et d’unicité de Cartan.

THEOREME. Supposons que (S) est un systéme systatique et de premiére
espéce [2, pp. H19]. Allors le yenre du systéme est égale a deux.
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La démonstration est simple. Dans nos hypothéses ont lieux les for-
mules suivantes :

(1.1) s, =2,
(1.2) o =2p,

(1.3) sF+1=1,
(1.4) A 0=23p—2.

La premiére paire de formules exprime que (S) est systatique, la deux-
idme qu’il est de premiére espéce. On voit immédiatement que dans ces
hypotheses la compatibilité des formules pour g nous montre que p =2
donc que le genre de (S) doit etre deux.

La réciproque est aussi vraie: Un systeme de Pfaft de caractére et
de genre deux et de premiere espece est aussi systatique. En vérité, dans
ce cas, la formule bien connue

n=s4s8 +..+s8+p

devient ici

n=s-+24 2

ce qui nous montre que ¢ = 4 donc p = 2p. Mais cette formule caractérise
les systémes systatiques.

§ 2. Les systémes singuliers de premiére espéce.

Considérons de nouveau un systéme de Pfaff (S) et faisons le hypothesis
suivantes :
a) (S) est un systéme de caractére deux singulier;
b) (S) est un systéme de premiére espeéce.
On a donc les formules suivantes :

(2.1) 8, =2,
(2.2) p41=1,
(2.3) sp— < 2,

.

On a montré [2, p. 540] qu’un systéme Pfaff de cette sorte a pour
systéme dérivé :

(2.4) wy=w,=..=w, =0.
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Nous allons supposer que ce systeme dérivé n’est pas completement inté-
grable. Alors, de (S), on peut extraire un sous-systéme :

(2.5) W =Wy =W, = . =w; =0

de caractére un et dont le systéme dérivé est toujours (2.4) [2, p. 542].

E. von Weber dans [4] a démontré que les systémes de caractére un
qui ont un systéme dérivé non complétement intégrable admettent des va-
riétés caractéristiques & ¢ — 1 dimensions qui s’obtiennent en intégrant des
équations différentielles ordinaires.

Pour intégrer le systéme donné (S) nous allons donc considérer une
variété intégrale non singuliere V, du sous-systéme (2.5) et nous cherche-
rons les varidtés intégrales contenues dans V, de ’équation de Pfaff:

w2=0

Mais ce procédé d’intégration est celui qui caractérise les systémes dé-
composables au sens de M. Haimovici [3]. Ici (S{") est constitué par les
équations (2.5) et (S§2)) par Péquation w, = 0. Donc (S) dans les hypothéses
faites est un systéme décomposable.

Comme dans le paragraphe précédent, les seules différentielles extérieures
non nulles, modulo les équations de (S), sont dw, et d w,.

Dans [2, p. 543] on a démontré qu’elles peuvent étre écrites sous 'une
des trois formes :

X ‘ dw, = [®, @,] (mod w, , wy , ..., W)
(2.6)

? dw, = (@3 @] + ... + [D2p—1 Dyp] (MOd W, , Wy, W3, .0y V)

e \ dw, = [®, By](mod w, , wy, ... , wy)
2.7 <
! dwy = (B By] + By B3] + (D5 Bg] + oo+ [Brp—1 Dop] (MO, gy ...y )
= [®, @,] (mod w, , Wy, .., W)
(2.8)

dw, = [®, dg) + [04 D3] + oo F [Drp—1 D2p) (MOd W) Wy, oer y W)
Mais les hypothéses faites sur (3S) excluent la troisidme possibilité (2.8). En
vérité, en calculant les caracteres du systéme (S) dans les trois cas possibles

on obtient pour (2.6) et (2.7)

8, =2, S =..=8_1=1; 8, =0,
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pendant que pour (2.8) on a:
s, =2; Sg = ..=8_ 1= 1; sy =1,

ce qui contredit la formule (2.2).

Le calcul des caractérs nous montre encore une propriété de ces syste-
mes, & savoir celles d’entre aussi systatiques.

En vérité, dans les cas (2.6) et (2.7), on a

e=2+(p—1—2+1)4p,

donc ¢ = 2p et nous savons déja que cette formule est caractéristique pour
les systémes systatiques.

La recherche des variétés intégrales de I’équation w, = 0 contenues en
V, domande done, dans les cas étudies plus haut, Pintegration d’une équa-
tion de Pfaff ayant des caractéristiques de dimension un. Autrement dit,
lintégration des systémes singuliers de premiére espeéce se réduit a inté-
gration d’équations différentielles ordinaires.

Remarquons encore que si le systeme dérivé (2.4) est completement
intégrable, ce fait n’a plus lien, comme la montré Cartan [1, chap. XII].
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