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SULLA CLASSIFIOCAZIONE DEI GRUPPI ANALITICI
COMMUTATIVI DI CARATTERISTICA POSITIVA

CARLO TRAVERSO (*)

Di gruppi analitici si parla solo nel titolo; in nessun punto si parla
di iperalgebre.

In questo lavoro viene data una classificazioue dei K-moduli canonici;
il titolo & giustificato dalla ben nota ([1], [2], [4]) equivalenza tra la categoria
dei K-moduli canonici ed una categoria di gruppi analitici contenente i
gruppi analitici equidimensionali.

Questa classificazione & diversa da quella data in [5], ma ad essa ana-
loga. Il § 4 & sostanzialmente il confronto tra le due: si pud vedere facil-
mente, ad esempio, che la topologia indotta sull’insieme delle classi di iso-
morfismo di K-moduli canonici dalla topologia di Zariski delle varieta para-
metrizzanti & la stessa nei due casi (con Povvia differenza che la classifica-
zione di (5] spezza in piu insiemi quello che qui & un solo insieme). La
classificazione data qui permette di ottenere alcuni risultati non riconoscibili
da [5], ad esempio la determinazione del numero di parametri di un gruppo
analitico (teorema 4) e la specializzazione (§ 5). Quest’ultimo argomento si
ricollega a (3], e ad un lavoro in preparazione di M. Poletti [6].

Nellappendice viene trattato un problema di classificazione per una ca-
tegoria pin vasta di quella dei K-moduli canonici. Il presente lavoro ha ori-
gine dall’approfondimento di alcuni punti di una tesi di laurea sostenuta
presso "Universita di Pisa nel Novembre 1967.

Pervenuto alla Redazione il 29 Marzo 1969.
(*) Lavoro eseguito nel’ambito del gruppo di ricerca per la Matematica N. 35 del
C.N.R.
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1. Preliminari e notazioni.

Sia k un corpo algebricamente chiuso di caratteristica p > 0, e K l'a-
nello dei vettori di Witt su k; indichiamo con .” Pautomorfismo di Frobe-
nius di K.

Se a €k, con (a), indichiamo la n-esima componente di . Sia M un K mo-
dulo libero finito, dotato di nn -7-semiendomorfismo n (ricordiamo che se 1
¢ un omomorfismo gruppale tra due A moduli M, M’, e 6 un endomorfismo
di A, 1 si dice un o-semiendomorfismo se per ogni a € A, m € M, abbiamo
Afam) = o (@) A(m)) e di un -*~' gemiendomorfismo ¢; esso & detto un
K-modulo canonico se, per ogni m € M, atm = tam = pm.

Un omomorfismo tra k-moduli canonici & detto canonico se commuta con
aoe .

Data una base (ossia un sistema libero di generatori) di M, X = (r ..., x,)*
di M, siano C,, C, le matrici (n < n) a coefficienti in K tali che C, X = nJX,
C; X = tX. Tali matrici sono dette matrici caratteristiche di M rispetto alla
base X. E immediato (2], p. 281) che C,Cf = (, Oj,'_]=p1 (e quindi
Cf C, = pI) e che, data una coppia di matrici quadrate A, B a coeflicienti
in K tali che AB® = pI esistono un K-modunlo canonico ed una sua base
tali che 4, B ne siano le matrici earatteristiche. Due K-moduli canonici sono
isomorfi (ovviamente come A -moduli con operatori, cioé deve esistere fra essi
un isomorfismo canonico) se ¢ solo se, fissata una base qualunque in en-
trambi. e indicando con (C,, ('), (C,, C}) le rispettive matrici caratteristiche,
esiste nuna matrice invertibile A tale che

(1.1) AT Cp = (4 C7AT = ACT.

Sono isomorfi modulo p* se e solo se tali egnaglianze sono verificate mo
dulo p".

Indichiamo con dimensione (risp. codimensione) di un K-modulo cano-
nico M, la k-dimensione di JM/adl (visp. M/tM); essa & uguale al valore p-adico
del determinante di C, (risp. (",,). Due K-moduli canonici si dicono isogeni
se ciascuno & isomorfo a un sotto K modulo canonico dell’altro. Due K-mo-
duli canonici isogeni hanno la stessa dimensione e codimensione.

Considereremo le varieta algebriche su k come insieme dei punti razio-
nali su .. In tal modo i gruppi algebrici sono veri e propri gruppi. Un
gruppo algebrico si dira lineare se & sottogruppo di G L (k"). Per corrispon-
denza algebroide si intende nn sottoinsieme localmente chiuso (nella topologia
di Zarigki) di una varieta prodotto di due varieta. Se tali due varietd sono
entrambe uguali a V, si parlera di una corrispondenza algebroide in V.
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Indicheremo con K, = K/p"K 1’ anello dei vettori di Witt di lunghezza
n. K ben noto che K, & un gruppo algebrico lineare di dimensione n, che
come varietda € uno spazio affine di dimensione =.

2. Risolubilitd di alcuni sistemi di equazioni.

TEOREMA 1. Consideriamo il seguente sistema di equazioni a cofficienti in
k, nelle incognite .x,:
m

(2.1) rl = Ziax, + ¢ 1<<i<m
1

Esso ha un numero finito di soluzioni in k.

Dim. Il sistema omogeneo associato

m
,rip = ‘f‘, aj .T,ZI’"‘ + ('tZI’
1

ha una soluzione non identicamente nulla; ma se poniamo z = 0, otteniamo
x? = 0 ; percio la varietd proiettiva associata non incontra I'iperpiano all’in-
finito, quindi ha dimensione 0, e il sistema non omogeneo ha un numero
finito positivo di soluzioni. 0.V.D.

TEOREMA 2. Consideriamo il seguente sistema di equazioni a coefficienti
in K, nelle incognite x,, yy:

m n

(2.2) o) = 2 a;x; + Zihay 1<<i<<m
1 1
m n
A) Py, = ]ZJ Cpy Xy + iy << h <<
1

I. Sia (x;, ys) una soluzione del sistema in I, ,; esiste allora una solu-

stone del sistema in K, (xé,}/,’l), tale che

ro=xi (P oy =y (pY).

1. Considerando (IV,)"t™ come gruppo algebrico su k, le soluzioni del si-
stema in K,. sono un sottogruppo algebrico di dimensione minore o uguale a n.
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DiM. Nel corso della dimostrazione useremo liberamente notazioni vetto-
riali e scalari, con ovvio uso dei simboli. Ogni volta che opereremo un cam-
biamento di coordinate, o trasformazioni analoghe, per non appesantire troppo
la dimostrazione, non cambieremo il nome delle coordinate né quello delle
matrici che in conseguenza di questo debbano subire un cambiamento.

Applicare -* o .»~! ad una matrice significa applicarlo ai singoli ele-
menti. X, ¥ indicano i vettori incogniti.

Sara spesso necessario « spezzare » i vettori incogniti, ossia considerare,
ad esempio, invece del solo vettore (ry,...,&;, Hspy,..., Tm)* 1 due vettori
(L g eer s L)* © (Lspgy ey ¥n)*, @ sara necessario spezzare in corrispondenza le
matrici dei coefficienti relative.

Nel corso della dimostrazione utilizzeremo la decomposizione di una
matrice A a coefficienti in K nella forma 4 = A"QA’" 4 pA’’’, con A’, A’/
quadrate invertibili, e ¢ a valori soltanto 0,1, e con (); =0 se i 3= j. La
possibilita di tale decomposizione e ovvia, considerando l’analoga decompo-
gizione di ogni matrice a coefficienti in k. Ogni volta che decomporremo una
matrice nel corso della dimostrazione, supporremo che si tratti di una de-
composizione del genere.

Con @, P, eventualmente indicizzati, indichiamo vettori di polinomi li-
neari omogenei generici in X, Y, a coefficienti in K; con ¢, y indicheremo
uno di tali polinomi.

2. Notiamo innanzitutto, per quel che riguarda II. che & ovvio che lin-
sieme delle soluzioni in K, sia una varieta, ed & un sottogruppo essendo
le equazioni @-lineari. Per quanto riguarda II resta percio da dimostrare
solo D’asserzione riguardante la dimensione.

3. Dimostriamo il teorema per induzione su n.

}l cagso n =0 & contenuto nel punto 13 (perche, con le notazioni che
allora saranno in vigore, tutto il sistema si riduce ad ay,)).

Sia dunque n qualunque, e supponiamo il teorema dimostrato per n — 1
esprimiamo la parte «) del sistema in forma vettoriale

a) XY= AX 4 BY.
Posto B = B’QRB’’ 4+ pB’’’, abbiamo
) (B )1 Xy = B AX 4+ QB”Y + p®

percio, cambiando coordinate in X secondo (B”"')—’, e in Y secondo B/,
il sottosistema &) 8i riduce alla forma
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a) X*= QY 4+ AX + p®

(con A, @, eventualmente diversi da prima; ad esempio il nuovo 4 é ugnale
a B'~'AB’»"'; inoltre anche i coefficienti della parte f) dovranno essere
opportunamente modificati). Spezzando ora Y in Y, e Y, (con Y, hase del
nucleo di @) e X in X, e X, come indicato sotto, «) si spezza in

2,) X'=Y + A4, X+ pd,
2,) =4, X+ 9,

e la a,) sotto forma scalare &

m

(2.3) a) =y + 2 a'].r]—'rpqol: 1<<i<s
1
4 p), sotto forma vettoriale, é
B pY*=CX 4+ DY

con D=D0D"Q" D" 4 pD"', cio®

B pEY" =" Y+ CX + p¥P
(con Y= D" Y, E = D1, C cambiato); ossia, sotto forma scalare,
24 B Shewn YL =¥i+ 2;;' Cj &y —+ Py, R = i
1
B2 Zhlun PYn = ]27 ¢ i + pyn 8 <i<n
1

5. Notiamo che le (y;),, 1 <Ci<<3s’, sono linearmente indipendenti es-
sendo componenti del prodotto di una matrice invertibile per il vettore di
base Y. Possiamo inoltre supporre che le (y;), . 1 << i< s, siano linearmente

8—1

indipendenti dalle (y;),, 1< j << 8’ ; sia infatti, ad esempio, y, -+ Zjg;y; =
1

3 ~
= 2, fn ¥n (p). Eseguendo il cambiamento in Y, della coordinata y,, definito
1
8—1
da y, =y, + Zj ¢j yj, e in X, il cambiamento della coordinata x,, definito
1

§—1

-1 . . -

da g =u, + 3 97 x,, per conservare ad «,) la forma di 2.3, possiamo ri-
1
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durci al ecaso in cui @

s ~
(2.5) ye=Zu Sy (p)

1

,
e n
=1

. < T . -1 .
Posto & = —p 2/  2yej " y, abbiamo
1 1

[ n
T — T N by ot
(7 = T,.,f, P < o Vi

e. tenendo conto di 23, 2.1, 2.5, abbiamo

m

(r)" = X, agx, + ppe
1

Inoltre r, == xr, (), percio. sostituendo al secondo membro x; a r,, si devono
modificare solo le ¢ e y.

N
6. Siano allora le (y),, 1 <2i<<s, e le (y),, 1 << j=»’, hnearmente in-
dipendenti : possiamo percio, cambiando coordinate in Y, fave si che le y; e

N N
le y, faceiano parte di una hase, ciné che le y, siano elementi di Y, . Pos-

P
siamo inoltre supporre che le y; costituisecano lintero Y, .
Supponiamo infatti, ad esempio, che y, non sia una delle y, né una

delle 7/\, Poiche le y,. 1 <Zi<s, e le 3;, 1 << j<<s’. sono le uniche Y che
compaiono al secondo membro con coetliciente non multiplo di p, y, compa-
rirebbe ovunque con coefliciente multiplo di p; moltiplicando allora f) a 'si.
nistra per E--!', si ottiene un sistema del tipo definito in ipotesi in cui y,
compare ovunque con coefticiente divisibile per p ; sostituendo allora y, = py,,
I'equazione n-esima di ) diventa un’equazione del tipo a), percio il nuovo
sistema ha n diminuito di 1 fe wm aumentato di 1) percio si pud applicare
Pipotesi di induzione. Ovviamente ad ogni soluzione modulo p“ del vecchio
sistema corrisponde una soluzione modulo p del nuovo, essendosi operate
solo sostituzioni; inoltre se due soluzioni del nuovo sistema sono congrue
modulo p*, e ad esse corrispondono soluzioni del veechio (ossia (y,), = 0) le
corrispondenti soluzioni del vecchio sono congrue modulo p"—' (piu precisa-
mente, se p},, =y E:@;,', = p;,, (p®). allora vy, = _;;, (p—1: per le altre in-
cognite invece la congruenza modulo p"” si conserva). Percio I ¢ dimostrato.

Per quanto riguarda II, notiamo che la varieta delle soluzioni del vec-
chio sistema in K, e uguale alla varieta del nuovo, intersecata con liper
piano (y,), = 0, e moltiplicata per lo spazio atfine di dimensione 1 con punto
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generico (¥y)w = (Yu)—y; percid la vecchia varietd ha dimensione maggiore
al pitt di uno della dimensione della nuova, percio, per induzione, pure II
segue.

7. Possiamo allora supporre che le;/\j, 1< j<+’ sianole Y,. L'intero
sistema & allora

(2.6) o) =Y+ 4, X+ pd,
o) Xy =4, X+ p®,
B pE Y =Y, + €, X+ p¥,
B8) pE,Y* = C, X 4 p¥,

Prendiamo ora in considerazione f,):
fy) PE, Y7 =0, X, 4 Cpp Xy + p'Py

con C,, = O, ,, C »(’yy', percid, cambiando ecoordinate in X, secondo
21 21 @oy Uy ) 1

Cy (e in Y, secondo Cy™" per conservare la forma delle «,)) e modificando
opportunamente le altre matrici, la f,) diventa

By PE, Y7 =, X, + Cy X, + pP,
e scindendo X, in .X,, e X,, ;) si scinde in

Pas! PEy Y7 =X\ + Gy Xy + pWTyy

Fao) PEy, Y7 = O Xy + pWyy .

Scindendo Y, in Y, e Y ,, in corrispondenza della scissione operata
in X,, la «;) si spezza quindi in

oyq) Yi=Y,+4,X+pd,
%) Y=Y, + 4,V 4 pd,,.

Analogamente, cambiando quanto occorre, .Y, 8i scinde in X, e X,y By
si scinde in

Baar) PEy Y= X; 4 p'Pyy,

Baze) PBoyy Y7 = pWyy, .
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Operiamo ora il cambiamento di coordinate .\ = X, 4 C,,, ¥,. Esso
elimina il fattore con X, da f,), e poiché X, oltre che in f#,) compare
solo nelle «,) (e, al secondo membro, nella forma A4, X, con A, matrice ge-
nerica) e nelle @, ¥, abbiamo

(X = X1+ Cp X =V, + (4, 4+ C5y 4,) X +pdy,

e la forma delle altre equazioni non viene modificata - fi,,) &

ﬂz,)~ pE, Y= X, +p'V,,.

Infine, operiamo il cambiamento di coordinate Y,; = ¥, 4+ 4, X, Y, =
=VY,+4,X, ¥y =T, 4 C X. Questo fa si che 4,,, 4, e C; diventino
uguali a 0, e non influisce ulteriormente altro che sulle @ ¢ P, perche al-
trove le Y compaiono solo con coefficiente divisibile per p.

I1 sistema in definitiva sara dunque

27 2y =Y, t+pP,
LY =V, +pP,
2y, X§ = Ay X pby,
%go) Yp=A4,\N +p®,,
B PE, Y™ =Y, +pV,
ﬂg.) pk, Y =X, + I"P-zi
Basy) PEy Y7 = Xy + p¥Wy,
Bags) PEyy, Y7 = PV

8. Possiamo supporre che f,,,) sia privo di eqnazioni: infatti notiamo
che E = (E}, B}, Eo;, Eo,)* & invertibile, essendo prodotto di matrici in-
vertibili, come si vede dalla sua definizione. Pertanto, cambiando coordinate
in Y secondo E~"' le equazioni di Bygs) diventano equazioni del tipo

Baze) pr=py, s’'<j<n

Consideriamo, ad esempio, 'nltima : dividendola per p, essa diventa un’equa-
zione del tipo «), ed il nuovo sistema ha n diminuito di 1 (e m aumentato
di 1), e per esso vale lipotesi di induzione.
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Ad ogni soluzione modulo p* del vecchio sistema corrisponde una so-
luzione modulo p*“~! del nuovo, inoltre ogni soluzione modulo p* del nuovo
sistema € una soluzione modulo p* del vecchio; percido I & dimostrato per
induzione. Per quanto riguarda [I, notiamo che la varietd delle soluzioni
del nuovo sistema, V’, & uguale a ¥V n V’/, con V varietd delle soluzioni
del vecchio sistema, (che & pura essendo un gruppo algebrico) e V’/ deter-
minata dall’equazione (y*— vy, ) . =0, e siccome VN V' == (¥, abbiamo
dim V/ > dim V — 1, percio per induzione segue II.

Colle semplificazioni fatte, la dimostrazione del teorema riposa ora sul
lemma seguente {la cui numerazione interna prosegue quella del Teorema 2):

9. LEMMA. Se il teorema 2 vale per n — 1, esso vale anche per il sistema
sequente (scritto in forma vettoriale)

(2.8) ay) XW=Y+p9
o) Xy =Y, 4p 2,
o) X7 =A,X +p b,
o) X' =4 X+)p D,
By) pE Y=Y, +p ¥
B,) pE Y =X, +p ¥,
Bs) PEY " = X, + p¥y

in cui le equazioni di #3,), f,), B3) sono in totale n.

DiM. Nel corso della dimostrazione, nella notazione degli indici, si
evita l'uso delle virgole; & da intendere che ogni simbolo costituisce un
indice staccato, a meno che due non siano uniti da un 4 o un —; ad
esempio, 4r 4 12 & da intendere 4, » 4 1, 2.

10. Suddividiamo X, e X, (salvi opportuni cambiamenti di coordinate)
in due sottoinsiemi ciascuno, X,, e X,,, X,, ¢ X,, nel modo sotto descritto
in A e B:

A Se X;=(J, poniamo X,, = X,, X,, = X,, X, =X\, = (.
B Se X, = (J), poniamo innanzitutto :

(2.9) X,=1Y, X=X, X=X, X,=XUX,
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e definiamo poi per induzione su », e nel modo che andremo a descrivere,
delle Y., X, , Y, X4 . in modo che soddistino le seguenti proprieta :

(2.10) «) XoUX,UX, =X
b) XN X=X, nX,=X,NX,, =)
¢) Yy Xy, el
d) . RN 0 P ) )
€) X VX =4,
/) Xorar = XU X U (Xy — Xurp) D Yo
9 X.,U ll:l, X=X,

Si noti che X, e Punione dei seguenti sottoinsiemi disgiunti: Xy, n X,
X, (per ) e 29); Xy Xy, 1-Zs<<r (per f). La parte a) del sistema,
scritta nelle variabili .., sara la seguente (interpretando X.pn4 cowme
X, N Xy e analogamente Y.q ) ricordando che Yy = Y,

(2.11)  az) Xp =Y, +p@,
%:nu) oo =Yeqo +p Pune
x,) XNoo=Y, 4p@,
oy) Y =4, 4p &y
gs) Xo = ALY 4p Dy, l<<s<r
aqr) Yo =4, 4p o,
o) X7 =4.X +)po,,.

Provvediamo ora a ridurre opportunamente la forma di x4); supporremo
che 4, sia gia ridotto alla forma in cui ridurremo 4, . Abbiamo :

% g) -"4::- = dyuNy, ‘t" AgnX, + Ay Yo + r @D,
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con Ayy = Ay Qo Ay + p A4 percio cambiando coordinate in X, se-
condo A}, (e in Y, secondo (4j,)* in modo di non cambiare la forma di
oyr)) otteniamo, facendo i soliti cambiamenti e spezzando X, in Xy € Xpp ¢

®4r1) Con Xiv= Xopy + Az X + Ayris Xor + » Din

) Cy X = Aypo; Yoo+ Agrag Xor + 9 Pirs

Eseguendo il cambiamento di coordinate X, = Xy, + 4y, X;, 8i elimina
il termine con .X;, da a):

(2.12)  ayyy) Con X = Xop + Agis Xov + » Puny
ma oy,) diventa :
oyr1) Xov=Yn+ 4, X+ p Doy

con Ay X = Aj,; X5 ricavato da aj,).

Eseguendo poi il cambiamento di coordinate Y, = Y, + 42y X si
elimina A, da ay,); inoltre, come abbiamo gid visto in 7 in una occa-
sione simile, tale cambiamento non modifica nlteriormente la forma del si-
stema. Cosl ay,) € tornato alla forma

%2r1) Xon= Yo +p Doy .
Consideriamo ora ag,): operando come al solito, lo spezziamo in
(2'13) a4r21) Cu‘ll X;; == ‘X.'»rl + Au?m Xﬁr +P ¢4r21

0t4r22) Cirny X7 = Agrorg Xor 4 P Papos .

N

Notiamo infine che C,, = (Cj;, Ol , Ofie)* & invertibile; pertanto, molti-
plicando a,,), nella forma finale, a sinistra per (}4,_.', si ottiene un sistema
di forma analoga a quello di partenza, ma con in pit A4, nella forma op-
portuna che si era annunciata; inoltre, se gli o), 8 <<, erano gia nella
tforma a cui si ¢ ridotto a«y), coi cambiamenti di coordinate che si sono
operati in o4, la loro forma non viene modificata. Procediamo quindi col-
l'induzione, e poniamo :

(2.14) Xy = Xin

I

Aar+1 A;‘»rz = X.’»r e A.'m

er-H = Xyp er —_ X‘m
Xoppr = XerU X0 U Xy

Le 2.10 sono ovviamente verificate.
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Dalle prime due delle 2.14 si vede che o X,,4; = (), ovvero X;., € X;,;
se per ogni » fosse X, = (), si avrebbe X;, = (J per r elevato, quindi
Xy = ; pertanto Xy, = per r elevato. Sia ! il minimo numero tale
che Y4 = (J; poniamo allora

23}
(2.15) 4"29 == AY21+1 - nl‘ 1\’-_],‘
v

i
Xpo =X, — ng = 9r Xy = 40N XosH—l

. 41
4‘4@ = X M4l = E‘r Agp

l +1
Yo=X,+ XNy = yr X = 'i," Xe= X0 Xul+1

r—1 r—1
(si nota infatti per induzione che X, — Xop = U, Yoy, Xy — Xy = Lg, X;,,l).
0

Con c¢ido gli .Y, , X, sono definiti in tutti i casi.
Il sistema 2.11, al passo | 4 1, tenendo conto di 2.10, 2.14, 2.15 risulta:

o) X'=Y,+p0,

%) Yoo = Yoo+ p Py

%z,) Yoo = Yo +p P

ag) X = Ay X, Ay Xy + Ayye Xopo + Asio Yo +p Py
%40) NG = A Xi + Aoy Xy + Asoro Xoo + Auoso Xio +p Pus
o40) Xo=d, X+ p Dy,

py) pEY =Y, +p ¥

B} pE, Y =X +p ¥,

fa) PEY =X+ ¥,
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Infatti
> l+l
Yoo = X5 N Xgigy5 o) = a,4y) U ®%4021) u %yg09) d4) = lljr (4r1) U agrar) U agrs)) 5

i I+1
Xo € X U N, UU XU U X, = X UK UK U,

11. Supponiamo dapprima X,, 3= (7. Moltiplichiamo allora as,), a4e) per p.

Abbiamo allora che X,,, X,,, Y, compaiono ovunque con coefficiente
divisibile per p; possiamo allora operare le sostituzioni Xy, = pXye; X4 =
=pXie; Yoe=pYy,.

Otteniamo c¢osi un nuovo sistema, per cui il teorema vale per ipotesi,
perche abbiamo ridotto n di un numero pari alla cardinalitd di Y,,; inoltre
ogni soluzione modulo p* del primo sistema & soluzione modulo p* del
secondo, e se due soluzioni del secondo sono congrue modulo p“+! e ad
esse corrispondono soluzioni del primo sono congrue moduli p“; quindi
vale I.

Sia ora V la varietd delle soluzioni in K, del vecchio sistema, e V'
la analoga varieta del nuovo. Indichiamo con g la cardinalitd di X, (e di Yy,)
e con ¢’ la cardinalitd di .X,,; Sia V' la varietd lineare determinata da
(Xie)g =10, (Vi) =10 € (Y4),=0; sia V'’ lo spazio aftine di dimensione
¢ con punto generico (Y3,),, = (Yoo)w—y ; sia W=(V'n V") x V'), V¥ lo
spazio affine con punto generico (Xgo, Xip)w = (Xop, Xyo)—1 (di dimensione
g+ ¢’) e V¥ la varieta determinata dalle equazioni (age)u—1 € (Xsp)w—1. Ab-
biamo V =(W x Vv)yn V¥, Ma per ogni punto P& W, abbiamo che
(P < W™)n VY ha dimensione 0 (per il Teorema 1), percio dim V =dim W <
< dim V + ¢, cioé¢ vale II.

12. Supponiamo allora X,, = (JJ; notiamo che, in tal caso, per ogni 7,
a4r92) deve essere privo di equazioni. Indichiamo infatti con ¢ il numero di
equazioni di a), e con ¢ il numero di equazioni di ). Ovviamente g, = g,
¢ ¢, = ¢;. Inoltre, poiché ogni Y compare una ed una sola volta al secondo
membro al di fuori delle @, ¥, abbismo n=g¢;+ ¢+ g:s=9,+ 9.+ 91
quindi g, = g3 = ¢;.

Notiamo che g4 = gan + Yarat + Yar22 = ¢2n1 + ary1 + ars2; Percid som-
mando rispetto a tutti gli », e ricordando che g; =g¢,,, abbiamo

l l 1
Y3 = fr Yo + %r Yurs = Gos + 2t G2 ;
0

]
ma gy, =g — Yoo = ¢» = ¢z, Pereio Zo‘r Gares = 0.
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13. Riseriviamo lintero sistema nella forma definitiva :

(2.17) o) Xt — (Y, + P, =0
%991 Xiy — (Y, + p Dy )=0
g11) XYoo — Yy + p Py )=0
0‘211.) Ao — (Y + p Dy V=0
%401) Cpp AT — Ny + duge Yoo TP Cy V=0
%402 Cioz Xy =y, + Ay X TP Dys ) =0
%g11) Ciny Xfl - “\’zn 4 A X +» 4’411 )=20

7T v v
ogi—11) Con Y1 — (Nouon 4 Adyene Yo +p Py_yy) =0

“4!—12) Cét—-lz X:!l | (‘\’u ‘|’ A4l—-l'.’(i Xl;l—-l + ¥4 ‘Dat—lz) =0

) Coo X% + (Yo 4 Adwe Xu +pPu )=0
ot4p2) %)

se) XL, — (A, X +pDy )=0
By pEYr — (Y +p¥, )=0
P2 pEYT — (Y +p¥ )=
fg) pE Y (4 +p¥ =0

Esso & ora tale che, datane una soluzione in K,, ne esiste una in Kyqy
congrua ad essa modulo p. 11 problema si riduce a risolvere una con-

gruenza wmodulo p.
Siano infatti X/, ¥’ tali che (indicando il sistema in forwa sintetica) :

(‘Y/),.__ AX’ — BY' = o(pw)

(PY /) — CX' — DY’ =0 (p")



¢ 8ia

¢ supponiamo di riuscire a trovare X’/, Y’/ tali che

analitici commutativi di caratteristica positiva

(AY’)-" — AX’ — BY’ Epw F(p“""l)

(pY 'y —CX' — DY = p G (p*t))

Allora X’ —p» X7/,
Il problema & allora ricondotto a trovare una soluzione del sistema 2.17
modulo p, con al secondo mewbro costanti arbitrarie; ciod alla soluzione di

(2.18)

Con tutte le congruenze modulo p, F: e G costanti.

oy)

o)
%401)
O 409)

®4q4)

%gi—11)
Ogi—12)
g1
)
By)

Bs)

B3)

U4l—ll

Cy—12

1
(/411

xXP o+ F
X+ F oo
X + Ky,
X + Fyy
YT — A Xy t+ Fyy
X7 — Ay X + Fyp
X4 Ayye oo+ Fagy
Xy — Au—ne Yo + Fy-n
X1 — Agaos Xooy + Fuone
Xo —Aws Xa + Fa
- 'fy — 4 4006 Xesl+l + Fw

G,

G,

Gy

— O0X" — DY =

(4\'11).-;_ AX” — BYI/ e l"(p)

G (p)

Y’ —p« Y’ & soluzione del sistema modulo p¥+! .,

I
<

I

X201

= X,

I
b

211

‘Xﬂ—l 1

Il
b
2

Amy LY

Y,

I

.
X,
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Tali congruenze sono in effetti equazioni in &k sulla componente 0 di X, Y.
Tale sistema ha soluzione qualunqne siano F, G, e ne ha un numero finito :
da $,), B5), B5) ricaviamo infatti il valore della componente 0 di Y,;, X,, Xy;
sostitnendo i valori trovati ovunque possibile, si determina la componente 0
di Y, da o)), di X, da o,y,), di X, da a,,), e sostituendo X, in a,,),
8i ricava Y,,,.

Per induzione determiniamo percio la componente 0 di X,.4; e di Xpy
e da questa la componente 0 di Y,,, notando che quando si viene a con-

r r—
siderare a,) € og), g = 1, U XU L,J,, X,V Lojl, Xy, (da (2.14)) e gia stato
determinato.

Determiniamo cosl la componente 0 di X,, X,, X,, X, V,, ¥, ¥y, e
resta da determinare X,,; ma operando tutte le sostituzioni possibili in a,,)
questo si riduce ad un sistema del tipo studiato nel teorema 1, ed bha percio
un numero finito positivo di soluzioni.

B cosi dimostrata lesistenza di una soluzione modulo p“+' congrua a
quella data modulo p*, e passando al limite si ottiene I; per induzione su
W si dimostra inoltre che le soluzioni modulo p* sono in numero finito, e
il lemma (e con esso il Teorema 2) ¢ completamente dimostrato. C. V. D.

3. Classificazione.

TEOREMA 3. Siano M, M’ K-moduli canonici di dimensione d ¢ codimen-
sione ¢, isomorfi modulo p", con n =cd + 1.
Allora M > M’.

DiM. Notiamo che, dato un K-modulo canonico M di codimensione ¢, ne
esiste una base tale che, rispetto ad essa, C,= @4, con A invertibile, e
(Q)j =0y se i <"¢, (Q;=1p 0y se i>c¢; sia infatti .4y, ..., repq una k-base
di tM/pM; estendiamola ad una base a, .., x.4q di M/pM; siano &,,..., Tty
rappresentanti in M di a;, ..., r.pq; essi costituiscono una base di M che
soddisfa alle condizioni richieste, percheé nw.y; € n¢tM = pM. Sia ¢’ tale che
QQ’ = p; rispetto alla base trovata sara (7 =A7' Q’.

Siano ora (C., O e (C,, (i) matrici caratteristiche rispettivamente di
M ed M’ rispetto a basi scelte come sopra, e sin C, = Q4, C, = QA’.

Il teorema sard dimostrato se troveremo una soluzione del sistema,
seritto in forma matriciale con incognita la matrice quadrata X di ordine
cHd:

2) A7@Q= QA’ XA!
1) @ X7=A'XA"1 @

tale che, inoltre, X sia invertibile, ossia (det X), 5= 0.
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I’isomorfismo modulo p* di M e M’ assicura Desistenza di nna matrice
invertibile X’ che sia soluzione modulo p* del sistema. Indichiamo con 1;
(risp. w,;) I'equazione nelle X;; che si ottiene eguagliando le componenti (7,7 )
delle matrici della prima (risp. seconda) equazione. Abbiamo che

p A coincide con u; se i<<¢, j<<c¢
Aiy » » iy 8e i > ¢, l = ¢ opp. U G ’ >
Ay > > Py Se 1>, j >

percio possiamo limitarei a congiderare A; per j<<e¢, e pu, per j > ¢, e le

altre equazioni sono conseguenza di queste. 1;;, per j<<c¢, e del tipo

» T ~ »
X 15j = > Wijnt /‘hl
h.l

e cOSl pure s, per i_-c¢. ) >c; Se invece i <l¢, ) 2> ¢, p, & del tipo
\'.'Z v >
P Ay = P (’ijhlAX-hl
hot

In complesso percio abbiamo un sistema del tipo ¢onsiderato nel Teorema 2,
con c¢d equazioni del tipo f); esiste percid una soluzione in K, X, tale che

3

X’ = X’ (p); percio det X" = det X’/ (p), quindi XY’’ & invertibile 5. V.D.

Cowr. Siano M, M’ K-moduli canonici di dimcnsione 4 e codimensione
c ed esista un isomorfismo ¢ di K-moduli tra di essi tali che @on=np
(prt1). con n=cd 4 1: allova M2 M.

Dim. Le ipotesi implicano che esistono basi di M/ e M’ tali che, rispetto
ad esse, C,= C,(p"): allora pO7 = 07 €, 07 = O 0, 67 =pC/” (p"™),
quindi C,= C; (p™), M= M’ mod p".

TROREMA 4. Fissati ¢ e d, esistono nn gruppo algebrico lineare irriduci-
bile G ed una varieta affine irriducibile V, sulla quale G opera razionalmen-
te, tali che le classi di K-moduli canonici di dimensione d e codimensione ¢
rispetto all’isomorfismo siano in corrispondenza biunivoca colle orbite di G in
V; ogni orbita ha codimensione in V minore o uguale a cd.

Div. Sia M un K-modulo canonico; per il cor. del teorema 3 esso &
determinato a meno di isomorfismo assegnando le prime n 4+ 1 componenti
della matrice C, rispetto ad una base qualunque, con »n = ¢d + 1. In par-
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ticolare possiamo scegliere tale base come nella dimostrazione del teorema 3.
I’ingieme di tali matrici & l'insieme delle matrici 4, quadrate di ordine
m=c-+d, a elementi in K,;,, tali che A;;epK,., se i > ¢, ¢ che la ma-
trice B a elementi in k, definita da By = (4,7 se i <e¢; By=I(4;), se
t > ¢; abbia determinante non nullo.

Tale insieme & una varieta affine irriducibile di dimensione m?(n 4 1) —md.

Due matriei 4, 4" provengono da moduli isomorfi se e solo se esiste
una matrice invertibile .Y, a elemeuti in K,;,, tali che X" AX1= A’
Una matrice X invertibile trasforma in tal modo un punto di V in un
altro punto di V se e solo se (Xj), =0, quando j > ¢, j < c (cioé se tra-
sforma in s& tM/pM).

Tali matrici formano un gruppo algebrico lineare irriducibile G di dimen-
sione m?(n 4 1) — ed.

Sia A € V; Papplicazione ¢,: G >< A — V & razionale, e gli elementi
X di G tali che ¢, X= A sono un sottogruppo algebrico G’ di g¢. Sia
A = (QA’, con A’ invertibile.

G’ & la sottovarieta di G intersezione di G colla varieta U delle solu-
zioni di X*@Q = QA" XA’—!. Tale sistema & del tipo studiato nel Teorema 2,
ed in esso compaiono dm equazioni del tipo f); percido G’ ha dimensione
minore o uguale a dm; quindi orbita che contiene 4 & di dimensione al-
meno m?(n -+ 1) — ¢d — dm; quindi ha codimensione in V al pilt ¢d c.v.D.

Notiamo che la codimensione cd & effettivamente raggiunta; basta in-
fatti considerare il K-modulo canonico N, 4([2], P. 303) con semplici calcoli,
seguendo la traccia del Teorema 2, si vede che la sua orbita ha codimen-
sione cd.

La scelta di V e @G. nel corso della dimostrazione del teorema 4, & in
buona parte arbitraria, sia perché si sono considerate matrici C, modulo
p* con n =cd 4 1, anzicch® modulo p’, con » > n; inoltre si & richiesto
che le matrici C, siano considerate rispetto ad una base opportuna, invece
che rispetto ad una base qualunque. Infine potrebbe essere scelta la matrice
C. invece della C,. Si pud vedere perdo che questa arbitrarietd non & es-
senziale, essendovi relazioni precise tra le varieta che si ottengono nei varii
casi; in particolare, la struttura topologica dello spazio quoziente di V per
G & la stessa in ogni caso.

Se nella dimostrazione del teorema si prende, invece della V descritta,
la varieta V' delle prime n 4 ¢ 4+ 1 componenti della matrice C, (sempre
scelta rigpetto ad una base del tipo considerato nella dimostrazione) e il
corrispondente G’ che opera su V’, indicando con A" lo spazio affine su &
di dimensione », abbiamo V'V x 4™, G > G < A" (quest’nltimo
isomorfismo inteso come varietd e non come gruppo), ad ogni orbita di G’,
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in V’ & uguale, per il teorema 3, alla corrispondente orbita di G in V
moltiplicata per A" . Consideriamo invece, al posto della V descritfa, la
varieta V’ delle prime n -+ 1 componenti delle matrici C, rispetto ad una
base qualunque, ed il corrispondente gruppo G’ = GL (K,4;)™). V & sotto-
arieta di V’/, e G di (' : Dapplicazione razionale V’/ > G’ — V’ induce
una applicazione razionale V < G’ — V’, che & surgettiva, e tale che il
prodotto di un’orbita di G in V per @’ vada in nun’orbita di G’ in V’.
Lo spazio topologico quoziente di V' per G’ & omeomorfo allo spazio quo-
ziente di V ~< G’ per ¢ - G’ (V’ & infatti omeomorfo al quoziente di V < G’
determinato dall’applicazione razionale V < @’ — V'), e il quoziente di
V> G’ per G~ G’ & omeomorfo al quoziente di V per G.

Infine consideriamo la matrice C, invece della C,, sempre rispetto ad
una base come nel teorema 4. Per quanto abbiamo visto nel primo caso,
tenendo presente che tutte le varieta che consideriamo sono definite su un
corpo primo e sono pertanto isomorfe al -? di loro stesse, & sufficiente di-
mostrare che esiste un isomorfismo che porta orbite in orbite tra la varieta
V delle prime n -+ 1 componenti delle ¢)—' U, e la varietd delle prime
n 4~ 1 componenti delle €F (QY"' (@, @ come nel teorema 3). Tali varieta
sono isomorfe a G L({K,;,™), e I'isomorlismo cercato & la ¢ definita da
p{X)=X"1,

4. Corrispondenze algebroidi in V.

Dal Teorema 4 si vede che la corrispondenza che ad ogni A € V asso-
cia P’insieme dei punti che corrispondono a K-moduli canonici isomorfi &
una corrispondenza algebroide di V (tale corrispondenza & DPimmagine del.
Papplicazione G ~ V — V ..V che porta (X, d) in (X (A), 4).)

Qui esaminiamo altre corrispondenze.

Sia L=(l;,....1). LEN. 0 <<l, < ...<< ;. Sia M un K-modulo libero
finito di ordine s, M’ un suo sotto K-modulo; diciamo che M’ ha livello
L su M se esiste una base x = (x,....,x,;) di M tale che p X = (pl1 Xyyeen ,pl“xs)
sia una base di M’.

TEOREMA 5. Sia V come del teorema 4. La corrispondenza che ad ogni
K-modulo canonico M di dimensione d e codimensione ¢ associa Uinsteme det
suot sotto K-moduli canonici aventi un determinato livello L su M, induce su
V una corrispondenza algebroide.

DiM. Sia M’ un sotto K-modulo canonico di M di livello L su M,
siano X, X’ basi qualunque di M, M’, e C,, C, le relative matrici carat-
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teristiche per n. Per ipotesi esiste X base di M tale che p“ X sia base di
M’ ; esistono cio® matrici invertibili £, F, tali che, indicando con C,, C; le
matrici caratteristiche per n rispetto a X—L ph f, si abbia E~C, E-!' = C,,
C,= (F— )= O, F. Deve essere C, pl=pl C,, percio abbiamo

(4.1) Fapl Bn 0, = O, FpL B .

Inoltre, dati O, e O, se esistono F, @ invertibili tali che valga 4.1, esse
sono matrici caratteristiche per = di un K-modulo canonico e di un suo
sotto K-modulo canonico di livello L. Sia I =1I..4; consideriamo come V,
anzicché quella del teorema 4, la varietd delle matrici C, module pt+i+1
rispetto ad una base qualunque.

La 4.1 definisce una corrispondenza algebroide in V, composta dalle
coppie (4, B) con BFp“E = F~plE*A, con A,B¢€V, E, Fe G. Tale cor-
rispondenza, per il teorema 3, tenendo presente che si & moltiplicato al
pit per p* con i<Cl, & la corrispondenza definita in ipotesi.

Le osservazioni finali del § 3 assicurano che tale corrispondenza, co-
stante sulle orbite di @ in V, & algebroide anche per le altre possibili
scelte di V esaminate.

CoR. La relazione di isogenia induce una corrispondenza algebroide in V,

DimM. Da [5] si sa che, dati ¢, d, esiste un livello L tale che se M, M’
sono isogeni di dimensione d e codimensione ¢, esiste un sotto K-modulo
canonico di M, avente su di M livello minore di L, isomorfo a M’; pertanto

la corrispondenza definita in ipotesi & unione di un numero finito di corri-
spondenze algebroidi, quindi ¢ algebroide.

5. Cambiamento di corpo base. Specializzazione.

Sia k un corpo algebricamente chiuso contenente k; possiamo conside-
rare K = vectk, i K-moduli canonici e le varieta V, G corrispondenti come
dal teorema 4.

VY, G sono estensione di V, G a k, e i K-moduli canonici che sono esten-
gione a K di K-moduli canonici corrispondono alle orbite di G in V che
hanno punti razionali su % (equivalentemente, che sono definite su &, poiche
G & definito sul corpo primo).

Siano M, M rispettivamente un K-modulo canonico e un K-modulo ca-
nonico ; diciamo che M & specializzazione di M se esiste una schiera valu-
tante B di k con corpo residuo k e, posto TR = vect R, se esiste un fR-mo-
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dulo libero finito (i) con operatori ¢, 7, tale che M > MQQx K. ¥ > M Rx K.
L’insieme di R, (N, e degli isomorfismi di definizione ¢ detta una specializza-
zione di M in M.

Notiamo che, dato un TR-modulo libero finito () con ¢ e n tali che
tn=p, =M @« K ¢ un K-modulo canonico, che ha come base I'imma-
gine di una base di (.

TEOREMA 6. Siano M, M’ K-moduli canonici di dimensione d e codimen-
stone c: stano V, G come nel teorema 4. Sono equivalenti:
a) L’orbita di G in 1V corrispondente a M é contenuta nella chiusura
dell’orbita di G in V corrispondente ed N.
b) Esiste k algebricamente chiuso contenente k, tale che M sia specia-
lizzazione di N @x K.
La schiera R di k puo essere presa archimedea.

DIM. (a =>b) Sia Y un punto generale di G, e sia k un corpo alge-
bricamente chinso su cui Y sia razionale; Y corrisponde ad un cambia-
mento di coordinate di K-moduli.

Sia data una base di .M ed una di N, ed i relativi punti A€ V, Be V.

Il punto X di V ottenuto da B operandovi tramite Y, & un punto ge
nerale su & dell’orbita di G in V contenente B, quindi A e specializzazione
su k di X. Sia R una schiera valutante archimedea di k con corpo residuo
k, che induca una specializzazione di X in A.

X & il punto di V individuato dalle prime » 4+ 1 componenti della ma-
trice C, di un K modulo canonico isomorto ad N @k K rispetto ad una base
opportuna. Per il teorema 3, salvo operare un cambiamento di base, possia-
mo supporre che le componenti di posto maggiore di n dei vettori (di Witt)
che sono elementi di tale matrice C, siano uguali a 0.

Tale matrice C, & della forma @A, con A invertibile in K, A a elementi
in TR, e A ®x I' invertibile; percio A @& invertibile in TR. Ne segue che
esiste una matrice (', a elementi in TR tale che C.(Cf = p; queste due ma-
trici individuano un ¢ ed un x di un TR-modulo ) tale che

m®1k K > 1\7®K K, m®m If_-_\i M

N

(Questo secondo isomorfismo & ovvio come isomorfismo di K moduli;
I'immagine del = di ) & congrua al n di M modulo p*t!, quindi si ha l’iso-
morfismo di ) @x K con M).

(b => a) Consideriamo invece della V" descritta nel teorema 4, la va-
rietd corrispondente alle matrici C, modulo pt! rispetto ad una base qua-
lunque ; per l'osservazione finale del § 3 questo non ha influenza sul risul-
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tato del teorema, che rignarda soltanto la struttura topologica del quoziente
di V per G.

(onsideriamo una base dell’fll) definito dall’ipotesi; il = di () definisce
una matrice C, a elementi in R, che individua un punto A di V. Tale punto
A di V & il trasformato di un punto 4 di V razionale su k (ottenuto pren-
dendo come base di N @k K una base di N) secondo un punto di G; &
pertanto specializzazione di un punto X generale su K dell’orbita di & in
V contenente A. X & a maggior ragione punto generale dell’orbita di @ in
V contenente A. Ma l'omomorfismo di () in M e la base di () che definisce
C, individuano una base di M tale che il corrispondente punto B€ V sia
specializzazione di A. Ne segue che B & specializzazione di X, & cioe ade-
rente all’orbita di ¢ in V contenente A. C.V.D.

APPENDICCE

Pud avere interesse studiare K-moduli canonici « non necessariamente
liberi », (ossia K-moduli finiti dotati di m e ¢ con fx = ntf = p) sopratutto
perchd tale categoria (ovviamente abeliana) & equivalente ad una categoria
di gruppi analitici facilmente identificabile.

Nel corso di questa sezione, parlando di K-moduli eanonici, 8i intende
sempre « non necessarianente liberi ».

Se M ¢ un K-modulo X, con M, indicheremo il sotto K-modulo degli
elementi a torsione. Se M & canonico, M, & canonico.

Notiamo che ogni K-modnlo finito M ha una topologia naturale in cni
p*M sono un sistema fondamentale di intorni di 0.

E Vunica topologia separata che rende M un K-modulo topologico con
topologia K-lineare, dato che K e linearmente compatto; con questa topolo-
gia M & completo; pertanto qualunque considerazione topolegica & naturale
e priva di difficolta.

OSSERVAZIONE. Sia M un K-modulo canonico tale che aM = M ; per ogni
x € M, abbiamo nx = 0—>1x = 0.

Dim. Sia, per ogni i, M; = {r€ M | n*x = 0}. Per noetherianita, esiste n
tale che M, = M,,.

Sia « tale che nx = 0. Poiché n"M = M, esiste x’ tale che a2’ = x;
ma allora x'€ M, , = M,, quindi z = a"z'=0.

CoR. Sia M un K-modulo canonico tale che aM = M, M’ un sotto K-mo-
dulo canonico ; allova aM’ = M’.
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DiM. Si applica 'osservazione a M/ M’.

CoRr. Sia M un IK-modulo canonico tale che a M = M; se x€ M e nx€tM,
allora x € tM.

DiM. tM = pl; sia py = ax; allora ty = .

TEOREMA Al. Sia M un K-modulo canonico tale che n M = M ; esiste un
sistema minimale di generatori di M, (x,,.....x,) tale che ar; = x;.

Div. Sia X = (%, ..., r,) un sistema minimale di generatori di M (equi-
valentemente, un insieme tale che, ridotto modulo p, dia una k-base). Sia C,
una matrice tale che C.X = nX. C, e invertibile, e 'esistenza di un sistema
di generatori come richiesto discende dall’esistenza di una matrice inverti-
bile A tale che C,.l = A7. Tale equazione & del tipo studiato nel Teorema
2 con incognita A e n = 0. Pertanto basta dimostrare l'esistenza di 4 tale
che C,4 = A~ (p), ossia dimostrare il teorema quando pM = 0. In tal caso
M & uno spazio vettoriale su k.

n
Sia x, € M. xr 0, e sia x;, = 7,5 sia 7x, = X;¢; x5 non tutti gl a;
1
sono nulli, per P’osservazione precedente.

Consideriamo il sistema di equazioni

-p -
a, X, =X,

Xili-l + Un Aan = “,1 1 < i < n.

Con sostituzioni successive, si riduce ogni soluzione del sistema ad nna
soluzione della

N

n—1 " r—2 n—1
P -p f » > P > P -
b = a, X, 4+ as X, + o+, Xy — X, = 0.

. dd . . . .
Poiche ’bd = — 1, la soluzione X, =0 & soluzione semplice, e siccome
n

non tuntti gli a; sono nulli, esiste una soluzione non nulla; partendo da
questa ricaviamo una soluzione del sistema non identicamente nulla; sia
essa (b, ..., by).

n n n—1 n
Posto y = 3;h;x,, abbiamo ay = b/ nri= Z; Wiy, + 05 Siaixi =
1 1 1 1
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Consideriamo ora M’ = M/Ky; M’ & un K-modulo canonico tale che
aM’ = M’, pM’ = 0, ed ha ordine minore di quello di M ; per induzione,
ha una base (z,,...,2,—1) tale che mz; =2;. Sia y; un rappresentante di z;
in M; sia ny; =y, + diy; sia ¢; soluzione dell’equazione

di+Xr =X

allora n (yi+ ¢;y) = yi+ diy + ¢/ yi+ eiy; allora (y, ¥, + ¢, ¥, s Yn + 0n¥)
@ una base di M che soddisfa alle condizioni richieste. 0.V.D.

CoRr. Sia M un K-modulo canonico tale che nM = M ; esiste un K-modulo
canonico libero di cut M é quoziente.

Notiamo infine che tutto quanto precede resta valido sostituendo ovun-
que ¢ con n e viceversa.

TEOREMA A2. Sia M un K-modulo canonico; e si definisca

M, = fl\,, M M,= fl1,, "M M, =|[zeM|limt"r = lim n"x = 0}
My, M,, M, sono sotto K-moduli canonici di M, e inolive nM, = M,, tM,= M,,
M=MPM,D M.

DiM. I’unica asserzione non ovvia é M =M, P M, D M,. Sia xre M;N M_;
se x == 0, esiste n tale che x ¢ p" M, = t"M,; abbiamo percio n‘x ¢ ¢* M; qua-
lunque sia i = 0; d’altra parte, se x€ M,, lim n*x = 0, perche aM,= pM,;
percio deve essere M;N M, = 0.

Supponiamo ora x€M,, y€M,, xr+ y€e€M,; allora limt"(x 4 y)=0;
ma abbiamo pure lim ¢*x = 0. percio lim "y =0, y = 0.

Analogamente x = 0, e la somma M,+ M, -+ M, & diretta.

Resta da verificare che essa coincide con M, e questo sara fatto per
induzione (transfinita) sul rango di M e sulla lunghezza di M, ordinati les-
sicograficamente.

Se M;= M, =0, abbiamo a"M € p™M, t"M € p™M, se n & maggiore di
un opportuno n, ; percio M = M,. Sia invece, ad esempio, M,== 0, e po-
niamo N = M/M,; N precede M : infatti se M, M, , il rango di N & uguale
a quello di M, ma la lunghezza di N, & minore di quella di M, ; altrimenti
il rango di N & minore di quello di 7.

Dimostriamo che non esiste nessun y€XN, y == 0 tale che ny = y; sup-
poniamo che esista, esso sara immagine di un x € M tale che nx — x € M,,
e ciod x = nw + 2, , 2y € M, = aM,; 8ia 2, = 71z, , avremo & =7 (¥ + 2,) = ax,,
ALy — Ly == — 2, € M,; cosl procedendo per induzione determiniamo x;€ M
tali che n'x; = x; cid vuol dire perdo x € M;, ovvero y = 0.
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Per il teor. A1 abbiamo percio N,= 0, ¢ per ipotesi di induzione
N=N_,-+4 N,. Cid vuol dire, considerando che y€ N, 4N, => lim a"y=0,
che per ogni m esiste i, tale che se > 1,, Az € p™M + M., ossia che
esiste 2j, € M, tale che ='™x — n'™z), € pmM, ossia 7t (Zpyy — 2n) EP™M ; sia
2 =1limz,; 22€M,. Avremo n'(x —z2')€Ep™M per i=in, quindi
lim n* (x — 2%) = 0.

Consideriamo ora M’ = {y€ M |lima"y = 0}. M’ & un sotto K-modulo
canonico di M, e contiene M, -+ M, ; ha intersezione 0 con M,, percio pre-
cede’ M : infatti, se M, € M., la lunghezza di M, & minore di quella di M,
ed il rango non maggiore, altrimenti il rango di M’ & minore di quello di M.

Per induzione avremo percio M’ = M, + M, = M, + M, ; ma abbiamo
dimostrato che ogni elemento di M & somma di un elemento di M, e di
uno di M’, percio M =M+ M =M, B M, D M, . C.V.D,

TEOREMA A3. Nia M un K-modulo canonico a torsione ; esiste un K-mo-
dulo canonico libero di cui M é quoziente.

DiM. Abbiamo M = M, P M,H M,; percio possiamo considerare i tre
tattori separatamente.

Se M = M, (oppure M = M,) il teorema & gia stato dimostrato; sia
allora M = M, . Poiché M = M, , esiste ! tale che p* M = 0, percido esiste &
tale che "M = n"M = 0.

Consideriamo il K-modulo canonico a torsione L cosi definito: un suo
gistena di generatori e dato da x;,x 0<<i<<Lh con x, =a;, pr—ta; =
= ph—ixri = 0 e nessun’altra relazione ;

4 [
ANy = Xy, Q0= DPx,_y, Ab;=Pri_y, Xi=10.

Si nota immediatamente che L & quoziente del A -modulo canonico li-
bero che ha un sistema di generatori omologo a quello di L, con le rela-
zioni ¥y =y, ) =&, e su cui ¢ e n sono definiti come su L.

Sia ora 2 € M; esiste un omomorfismo canonico ¢, di L in M che porta x
in 2, cosl definito: @, ¥;=n'2; @, =t'z ed esteso per linearita. Esso &
h h—1

ben definito: se X a; x; + 3, aixi =0, abbiamo che a;, a; & multiplo di
] 1

ph—t, e allora a; a2z = a; p"—' 7'z = a,; t"—* a2 = 0 ; analogamente a; 'z = 0.
Poiché M & somma di un numero finito di immagini di omomorfismi ¢,, &
quoziente di un K-modulo canonico libero. . V.D.

TEOREMA A.4. Sia M un K-modulo canonico; esiste un K-modulo cano-
nico libero di cui M é quoziente.
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Dim. Sia x€ M, e sia M, il minimo sotto K-modulo canonico di M che
contenga « (ossia il sotto K-modulo di M generato da (t'w, n*x}y<:). E’ suf-
ficiente dimostrare il teorema per M, , percio supponiamo M = M, .

Sia (t,,.., ) un sistema minimale di generatori di M, .

Dimostriamo che esiste un sistema minimale di generatori di M del tipo
fu,ete,da|l<<l<<r,1<<i<<m,1<<j<nj. B sufficiente dimostrarlo
quando M, = 0, perche altrimenti si puo passare a M/M, .
M, che & generato da {r,t'x, n/x|1 < i, 1< j| essendo noetheriano & gene-
rato da un suo sottoinsieme finito, ossia da o, fx,n/2x |1 <1< m,
1 << j << n} e bisogna dimostrare che m, n possono essere scelti in modo che
€880 sia un sistema minimale di generatori, ossia, passando a M/pM, indi-
cando c¢on y Pimmagine di «, in modo che [y, 'y, 7iy|1 < i<m,
l<<j<<n}=Y,,, sia una base del k modulo M/pM .

Sia (m,n) minimali tra le coppie tali che Y, , generi M/pM; Y, , &

allora una base. Supponiamo che sia invece, ad esempio, "y = 3 a;t' y +
i=h
+ by 4 a,y: se abbiamo qualche «; 5= 0 con I > h, abbiamo ¢! y =
= — a1 Zh ,a.t‘y + b2l y 4 ayy — thy); altrimenti abbiamo, per ogni
iz
h—1
s >0, thtry= 3, a:‘”s 8y + a,t*y  (ricordando che tn = p = 0), e
1

(m, ») non sarebbe minimale
Sia allora o; = t'w, 2,4, =a""tl2 0<Li<m, 1< j<<n. Abbiamo
’ + ’ ]

nx, = Xiy 01 <<m try = Tyuym

ax, =2d4¢;xr, +o ta, = pai—1 l<i<m
nx, = Prip m<i<<m-+tn tr,p,=2bax+ o

AT ppgn = PO, tx, = ai; m4+1<i

con o,0" €M, , u;, b € K.
Poiche deve essere ntw, 41 = P&t1, t7x, = I, , 8i deve avere

—1 14
(RPN i 2P —_— T P pht o — T .
o = [}”lO,tO—a1n+10 ’bm— “m-{-l,
[(FER]
br= —br=— b, A = Pltirg —i < m;
[P}
_a a,
0. i+1 .
= s 0= - = m < m+ 0

ntm Ayt ¢ U1
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Sia ora J, quoziente del K-modulo canouico libero N secondo l’omo-
morfismo 1; consideriamo il K-modulo libero L con base {y:|0 <<i<<m 4 n}.
Notiamo ora che o a,4; o b, sono unitd; supponiamo ad esempio che ap,
sia unita, e sia s € N tale che A (8) =o0; posto s’ =(a;;:+’l)-‘ ts, abbiamo
A(8’) = o’. Consideriamo M’ = N @ L; esso diventa canonico, definendo ¢ ¢
n su L come segue :

ny, = Y O0<<i<m Wy, =Yutm

Y e | =2ay +s ty, = pyi—, l<i<m
Y = PYit1 m<i<m4tn typp =2 by + ¢

Yo tn = PYy ty, = Y- m+ 1 <.

Date le relazioni tra a;, b, 8,8, si verifica immediatamente che tn =
at = p; & anche immediato che M & quoziente del K-modulo canonico li-
bero M’ . 0.V.D.

Pisa, Universita
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