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SULLA CLASSIFICAZIONE DEI GRUPPI ANALITICI

COMMUTATIVI DI CARATTERISTICA POSITIVA

CARLO TRAVERSO (*)

Di gruppi analitici si parla solo nel titolo ; in nessun punto si parla
di iperalgebre.

In questo lavoro viene data una classificazioae dei K-moduli canonici ;
il titolo è giustificato dalla ben nota ([1], [2], [4]) equivalenza tra la categoria
dei K-moduli canonici ed una categoria di gruppi analitici contenente i

gruppi analitici eq uidimensionali.
Questa classificazione è diversa da quella data in [5J, ma ad essa ana-

loga. Il § 4 è sostanzialmente il confronto tra le due: si può vedere facil-

mente, ad esempio, che la topologia indotta sull’insieme delle classi di iso-

morfismo di K-moduli canonici dalla topologia di Zariski delle varietà para-
metrizzanti è la stessa nei due casi (con l’ovvia differenza che la classifiea-
zione di (5J spezza in più insiemi quello che qui è un solo insieme). La
classincazione data qui permette di ottenere alcuni risultati non riconoscibili

da [5], ad esempio la determinazione del numero di parametri di un gruppo
analitico= (teorema 4) e la specializzazione (§ 5). Quest’ultimo argomento si

ricollega a [3], e ad un lavoro in preparazione di M. Poletti [6].
Nell’appendice viene trattato un problema di classificazione per una ca.

tegoria più vasta di quella dei K-moduli canonici. Il presente lavoro ha ori-
gine dall’approfondimento di alcuni punti di una tesi di laurea sostenuta

presso l’Università di Pisa nel Novembre 1967.

Pervenuto alla Redazione il 29 Marzo 1969.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca per la Matematica N. 35 del

(J,N.R.
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1. Preliminari e notazioni.

Sia lc un corpo chiuso c~i caratteristica, h j 0, e, li l’a-

nello dei vettori (li Witt Hn k ; indichiamo con 1f l’autoinorfismo di Frobe-

nius di K.

Se a E le, con (a)n indichiamo la n-esima, componente di a. Sia M nn K mo-
dulo libero finito, dotato (li un n-semiendomorfismo n (ricordiamo che se A
è un omoinorfismo gruppale tra due A moduli M, e o all ei domorfismo

di A, A si’ dice nn o-semiendomorfismo se per ogni a E A, abbiamo
= a (c) ()li)) e (li un . --l semiendomorfismo t ; esso è, (letto un

K-modulo canonico se, per ogni Í1t E 11£, ’llt1n = = 

Un omornorfismo tra canonici è detto canoni.o se commuta, con

::7 e t.

I)ata nna base (ossia iin sistema libero di generatori) di ~’ = 

(i siano Cli, Ct le matrici (ii Il) a coefficienti in K tali ehe OnX = J1X,
C’t ¿l = Tali matrici sono dette matrici caratteristiche (li M rispetto alla

hase ..:r. FJ immediato «2j, 1~. 2R l) che C’ = = pl (e qniu(li
= pI) e che, data una ’1)1)111I1 di matirici quadrate A, 1&#x26; a coeficcienti

in K tali che AB .--- pl un K-modnlo canoui(’o ed una sua base

tali .4, B ne siano le natl’ie Due K-moduli (-a oi i(-i sono

isomorfi (ovvhunente K-moduli con operatori, cioè deve esistere f’ra, essi
lln isomorfisino canonico)se  solo fissata una hase qualunque in en.

e indicando con ((;7f, l !, ({) , le rispettive matrici caratteristiche..
esiste una invertibile A tale (’lle

Sono isomorfi modulo pn se e solo se tali eguaglianze sono verficate mo

dulo pn .
Indichiamo con dimensione (iisj&#x3E;, codimensione) di un K-modulo cano-

nico 31, la k-dimensione (ti essa è uguale al 
(lel determinaante di C, (risp. h,). Dne K-moduli canonici si dicono isogeni
se ciascuno è isomorfo a iiii sotto ti modulo canonico dell’altro Due 

duli canonici isogeni lmnuo lu stessa dimensione e codimensiuue.

Considereremo le varietà su k come insieme dei punti i’azin.

nali su k. 1n tal modo i gruppi algebrici sono veri e propri gruppi. Im

gruppo algèbrico si dirà lineare se è sottogruppo di Per corrispon-
denza algebroide si intende un sottoinsieme localmente chiuso (nella topologica
di Zariski) di una varietà prodotto di due varietà. Se tali due varietà sono

entrambe uguali a fT, si parlerà di una corrispondenza algebroide in V.
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Indicheremo con K,, =: l’anello dei vettori (li Witt eli lunghezza
it. Ì1J ben noto che K,, è un gruppo algebrico lineare di dimensione n, che

come varietà è uno spazio affine cli din1ensione n.

2. Risolubilità di alcuni sistemi di equazioni.

TEOREMA 1. Consideriamo il siste1na di i equazioni a cofficiciiti in
k, nelle incognite x, :

Esso lacr un finito di soluzioni in k.

DIM. Il sisteina omogeneo associlo

ha una soluzione non identicamente nulla; ma se ponian1o z = 0, , otteniamo

= 0 ; perciò la varietà proiettiva associata non incontra 1’iperpiano all’in-

finito, quindi ha dimensione 0, e il sistema non omogeneo ha nn nnmero

finito positivo di soluzioni. a

TEOREMA 2. il di fJurtzioni a coefficiei ti
in 1[, nelle incO{lnite ,xy , Nh :

1. Sia&#x3E; del in 1, ,, ; esiste allora una 

xinftP, del in 1(, (,xí , tale ejie

11. algebrico su k, le soluzioni del si-

,sterria in algebiico di dimensione minore o uguale a n.
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1)iM, Nel corso della dimostrazione useremo liheramente notazinni vette

riali e scalari, con ovvio uso dei simboli. Ogni volta che opereremo un cam-
)iamento di coordinate, o trasformazioni analoghe, per non appesantire troppo

la dimostrazione, non camhieremo il nome delle coordinate nè quello nelle
matrici che in conseguenza di questo debba~no subire un cambiamento.

Applicare z o .-l ad una matrice significa applicarlo ai singoli ele-

menti. X, Y indicano i vettori incogniti.
Sarà spesso necessario i vettori incogniti, ossia considerare,

ad esempio, invece del solo vettore (x, , ... ... , i due vettori

e sarà, necessario spezzare in corrispondenza le

matrici dei coefficienti relative.

Nel corso della dimostrazione utilizzeremo la decomposizione di una

matrice A a coefficienti in 1( nella forma

quadrate invertibili, a valori solta,nto 0, 1, e con (Q
possibilità di tale decomposizione è ovvia, considerando l’analoga decompo-
sizione di ogni matrice a coefficienti in k. Ogni volta che decomporremo una
matrice nel corso della dimostrazione, snpporremo che si tratti di una de-

composizione del genere.
ø, W, e,ventualmente indicizzati, indichiamo vettori di polinomi li-

neari omogenei generici in X, I", a coefficienti in .1~; con cp, y indicheremo

nno di tali polinomi.

2. Notiaino innanzitutto, per q iel clle rigu31rda II, che è ovvio che 1’in-

sieme delle soluzioni in 1%7,,, sia una varietà, ed è un sottogruppo essendo
le equazioni Per quanto riguarda II resta perciò da dimostrare
Rolo 1’asserzione rigiiarda,nte la dimensione.

3. Dimostriamo il teorema per induzione su n.

Il caso n = 0 è contenuto nel pnnto 13 (perché, con le notazioni che

allora saranno in vigore, tutto il sistema si riduce ad 

Sia dunque n qualunque, e supponiamo il teorema dimostrato per - 1 ;

esprimiamo la parte x) del sistema in forma vettoriale

Posto B = B’QB" + abbiamo

perc;iò, cambiando coordinate in X secondo ~I3’~-’)-~, e in 19" secondo B",
il sottosistema a) si riduce alla forma
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(con A, 4%, eventnaln1ente diversi da prima ; ad esempio il nuovo il é iigiiale
a B’~~ A,~’~ ~~~ ; inoltre anche i coefficienti della parte fl) dovranno essere

opportunamente modificati), Spezzando ora Y in ~""t e Yz (con Y2 hase del
nucleo di Q) e .X in e -V2 come indicato sotto, a) si spezza in

e la x) sotto forma scalare è

4 sotto forina vettoriale, è

con .~ = I)’ Q’ 1)" + p 7~~ , cioè

(con Y = Y, E = D’-i , C, cambiato); ossia, sotto forma, acalare,

5. Notiamo che 1 ~ i c ~’, sono linearmente indipendenti es-

sendo componenti del prodotto di una matrice invertibile per il vettore di
base Y. Possiamo inoltre supporre che le (yi)o , 1  i:25~ s, siano linearmente

-

indipendenti dalle 1  j s’ ; sia infatti, ad esempio, y, +

. Eseguendo il cambiamento in j"t della coordinata definito
J.

da x’ -

e in X, il cambiamento della coordinata definito

~J’ per conservare ad ai) la forma di 2.3, possiamo ri-
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durei al 1 caso in 

e, tenendo conto di 2 3, :!. ~, 2..- , 

Posto yl, abbiamo

I nolt re i,,, ==- ,xs ( I , soqtif tlenflo al secondo membro .1’,: 1 .r" si devono

solo lf’ q e li,.

fi, allora le (il ,, , 1 - i  s, e le (Y.1)o’ 1 .j .‘, linearmente in-

dipendenti: possiamo perciò eaubiado coordinate in Y, fare s  ehe le y, p

1 f’ 7 , P a l’ t p (li una base. cloe e h e 1P 1! siano element i dl Pos

Riamo inoltre 5111)11()1’1’e 1(’ ,yi (-ostitiiise-, o 

Supponiamo i Il fat t i. a(1 exenij&#x3E;io, che y,, non sia una delle y, nè una

delle .’/.,. Poiché le t!, , 1 ;: i ;., e y , 1  :/. sono le uniche Y che

compaiono al secondo membro con coefficiente non multiplo (li p, yn compa.
rirehhe ovunque con coefficiente multiplo di p ; 11oltipliean(lo allora, fl) a ’si-
nistra per f}--, Ri ottiene un aistelna del tipo rlefinito in ipotesi in cui y,,

eonpare ovunque f’011 coefficiente divsibile per p ; sostituendo allora y 
l’eqtiazione n-esima eli /1) diventa un’equazione (Iel tipo a), perciò il nuovo

sistema ha it diminuito eli 1 ru ,ti i eiitato eli 1 ) perci r si può applicare
l’ipotesi £li induzione. ()vvian}ente ogni soluzione modulo p del vecchio

si,st,ema corrisponde nna Roluzione modulo piI’ del nuovo, essendosi operate
solo sostituzioni ; inoltre se diie soluzioni del nuovo sistema sono congrue
modulo ao’’ , e ad esse soluzioni del vecchio (ossia O) le

corrispondenti soluzioni (lel vecchiu sollo modulo p"’--i (più precisa-

mente, ge pyn = y;t « = allora -,, y = (’-1) : per le altre in-

cog.nite invece la congruenza mofiulo pii’ si conserva). Perciò 1 è dimostrato.

Per quanto riguarda 11, notiamo ehe la varietà delle soluzioni del vee-

(ho sistema in 1,, P uguale allu varietà (lel iiitos,o, intersecata con l’i)er-
ltiano (y’)0 = 0, e Illoltihlicata per lo spazio affine (li dimensione 1 con punto
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generico (y;,)~~, = (y,,)",-1 ; perciò la vecchia varietà ha~ dimensione maggiore
a1 pi i di uno della dimensione della nuova, perciòs per induzione, pure II

-

7. I’ossiamo allora supporre che le y; , 1 ,j s’j siano le I’2 . I/intero

sistema è allora

Prendiamo ora in considerazione 03B2,):

con (21 = 19 + })(’;;’, perciò, cambiando coordinate in j’" secondo

(e in }Y secondo per conservare la forma delle e modificando

opportunamente le altre matrice la fJ2) diventa

e scindendo X, in ~r11 e "B~12’ si scinde in

Scindendo r"1 in e in corrispondenza della scissione operata
in ~I1’ la oc,) si spezza quilH1i in

Analogamente, cambiando quanto occorre, .J:2 si scinde in ~r21 e X22 ; ~~?
si scinde in
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Operiamo ora, il cambiamento di coordinate = 4r11 i + C212 ’v 2 Esso
elimina il fattore con X2 da 03B22í ), e poiché .11 oltre che in compare
solo nelle x/) (e, al secondo memhro, nella forma A, ~.’, con A &#x3E; matrice ge-

nerica) e nelle abbiamo

e la forma delle altre equazioni non viene modi ticatu . ~2~) è

Infine, operiamo il cambiamento di coordinate = l’li + -A ti ..~-, YI’2 =
= Y~~ + Y2’ = 1~2 + Ci --17- fa s  che A12 e C, diventino
uguali a O, e non influisce ulteriormente altro che sulle 0 e ’1, perchè al-

trove le 1 compaiono solo con coefficiente divisibile per p.
Il sistema in definitiva sarà dunque

S. Possiamo supporre che sia privo di equazioni : infatti notiamo

E = (E‘, F1, :*l, F,2zl è invertibile, essendo prodotto di matrici in-

vertil)ili, come si vede dalla sua definizione. Pertanto, cambiando coordinate
in }1’ secondo le equazioni di P222) diventano equazioni del tipo

Consideriamo, ad esempio, Pu tima : -, (tividendola, per p, essa diventa unleqiia-
zione (lel tipo ed il nuovo sistema, ha n diminuito di 1 aumentato

di 1), e per esso vale l’ipotesi di induzione.
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Ad ogni soluzione lodulo piO del vecchio sistema corrisponde una so-
luzione modulo p"’-’ del nuovo, inoltre ogni soluzione modulo pu’ del nuovo

sistema è una soluzione del vecchio ; perciò I è dimostrato per
induzione. quanto riguarda II, notiamo che la varietà delle soluzioni

del nuovo sistema, I", è uguale a vn T~ ", con V varietà delle soluzioni

del vecchio sistema, (che è pura essendo un gruppo algebrico) e V" deter~
minata dall’equazione - V,,,)W-1 = 0, e siccome V n 0, abbiamo
dim ~’’ &#x3E; dim V - 1, perciò per induzione segue II.

Colle semplincazioni fatte, la dimostrazione del teorema riposa ora sul
lemma seguente (la cui numerazione interna prosegue quella del Teorema 2) : *

11. il L 2 vale n - 1, esso vale anche per il sistema

seguente (sc1’itto iti 

in cui le equazioni di 1), (.,), Pa) sono iit totale i.

Nel corso della dimostrazione, nella notazione degli indici, si

evita l’uso delle virgole ; è da iuteudere che ogni simbolo costituisce un
indice staccato, a meno che due non siano uniti da un + o un - ; ad
esempio, 4r 4- 12 è da intendere 4, r -~- 1, 2.

10. Suddividiamo e ~ (salvi opportuni cambiamenti di coordinate)
in due sottoinsiemi ciascuno, X2~ e .£12a, X4N e X4Q nel modo sotto de8critto
in A e B :

A Se X3 = ~, poniamo X2e = X2, X4, = X4, "¥2a - X4y -- ’
B Se X~ ~ 0, poniamo innanzitutto :



490

u (Ichiii,-t o poi per ii di zionti su r, e nel odo che andreniu a 

delle II’, 4r41" .¥5r, 4tHr’ in modo che soddisfino le seguenti proprietà:

( ~.1 U ~ 1) ti) .B:1,. U ,i

Si noti che l’unione dei segnenti sottoinsiemi disgiunti: 
.f1 (per .1’) e 2,tl) ; .~:~: ’¿B4~’ 1 . .~ c::;: 1" (per f ). La parte a) sistenut,
ijcritta nelle variabili i sara la seguente (interpretando come

e analogamente 1", n ,;,.I ricordando che .B"40 = "B"3 :

Provvediamo ora a ridurre opportunamente la forma di x4r) ; supporremo

che sia già ridotto alla forma in cui ridurremo 14,.. Abbiamo :
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con perciò cambiando coordinate in X2, se~

condo ~~?.2, (e in Y2r secondo (.4~.2)~ in modo di non cambiare la forma di

otteniamo, facendo i solit,i cambiamenti e spezzando ~2r in e X2r2 :

Eseguendo il cambiamento di coordinate si elimina

il termine con

ma diventa :

con ricavato da oc.5,).
Eseguendo poi il cambiamento di coordinate Y2r1-~. Y2rl + A2rl X si

elimina da az;i) ; inoltre, come abbiamo visto in 7 in una occa.

sione simile, tale cambiamento non modinca ulteriormente la forma del si-

eterna. Cos  (X2/’l) è tornato alla forma

Consideriamo ora operando come al solito, lo spezziamo in

Notiamo infine che è invertibile ; pertanto, molti-
1

plicando a,,), nella forma finale, a sinistra per t%4;~’ , si ottiene un sistema

di forma analoga a quello di partenza, ma con in più A4’ nella forma op-
portuna che si era aiinunciata ; inoltre, se gli OC4,1), s C 9-, erano già nella
forma a cui si è ridotto a~r), coi cambiamenti di coordinate che si sono

operati in a4r) la loro forma non viene modificata. Procediamo quindi col-

l’induzione, e poniamo :

14e 2.10 sono ovviamente verificate.
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Dalle prime due delle 2.14 si vede che i ovvero

se per ogiii i 7~ fosse si avrebbe per i- elevato, quindi
pertanto - per r elevato. Sia L il minimo uumero tale

poniamo allora

(si nota infatti per induzione che
Con ciò gli X,2 sono definiti in tutti i casi.

Il sistema 2.11, al passo 1 + 1, tenendo conto di 2.1U, 2.14, 2.15 risulta:
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Infatti i

11. Supponiamo dappriuia J~p ~= 0. Moltiplichiamo allora X2p)) a4e) per p.
Abbiamo allora che ....r2e, Y2, compaiono ovunque con coefficiente

divisibile per p ; possiamo allora operare le sostituzioni = ~Xz~ ; =

Y2e =PY2e.
Otteniamo cos  un nuovo sistema, per cui il teorema vale per ipotesi,

perché abbiamo ridotto it di un numero pari alla cardinalità di Y2e ; inoltre
ogni soluzione del primo sistema è soluzione modulo pW del

secondo, e se due soluzioni del secondo sono congrue modulo e ad

esse corrispondono soluzioni del primo sono congrue moduli quindi
vale I.

Sia ora V la varietà delle soluzioni in del vecchio sistema, e V’

la analoga varietà del nuovo. Indichiamo la cardinalità di X2e (e di Y2,)
e con g’ la cardinalità di .~’4Q ; Sia V" la varietà lineare determinata da

lo spazio affine di dimensione

g con punto generico lo

spazio affine con punto generico (di dimensione
1 

la varietà determinata dalle equazioni Ab-

biamo Ma per ogni punto I&#x3E; E W, abbiamo che
BY ha dimensione O (per il Teorema 1), perciò dim 
cioè vale I 1 .

12. Supponiamo allora .~’2P = ~ ; notiamo che, in tal caso, per ogni r,
OC4,122) deve essere privo di equazioni. Indichiamo infatti con g, il numero di

equazioni di a,), e con g~ il numero di equazioni di Ovviamente 9. = 92
e 92 = g3. Inoltre, poichè ogni Y compare una ed una sola volta al secondo
membro al di fuori delle W, W, abbiamo

quindi
Notiamo che perciò som-

mando rispetto a tutti g’li 1’, e ricordando elle 93 = 940’ abbiamo

ma perciò
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13. Riscriviamo l’intero sistema nella deiinitiva :

Esso è ora tale che, datane una soluzione in K,w, i ne esiste una in 

congrua ad essa modulo p," . Il problezua si riduce a risolvere una con-

gruenza modulo p.
Siano infatti X’, I" 

i tali che (indicando il sistema in forma sintetica) :
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e sia

~ supponiamo di riuscire a trovare X", ~’" tali elle

Allora è soluzione del sistema modulo p°°+1 .
Il problema è allora ricondotto a trovare una soluzione del sistema 2.17

modulo p, con al secondo membro costanti arbitrarie; cioè alla soluzione di

Uvn tutte le congruenze modulo p, F~ e (}~ costanti.
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Tali congruenze sono in enetti equazioni in k sulla componente 0 di X, Y.
’1’ale sistema ha soluzione qualunque siano F, G, e ne ha un numero finito :
da 1), fJ2), ricaviamo infatti il valore della componente 0 di Xi, X3 ;
sostituendo i valori trovati ovunque possibile, si determina la componente U
di Y1 da di X2o1 da a4o1), di 1~~1 da e sostituendo ~r201 in (X20 t),
si ricava Y201. ·

Per induzione determiniamo perciò la componente 0 di e di X2r1
e da questa lu componente O ;. notando che quando si viene a coll-

siderare ( (da (2.14)) è già stato

determinato.

I)eterminiamu cos  la componente 0 di XI, X~ , X:J, ~~’4a , l~’ 2, 1’’’3’ e

resta da determinare .~’~e; operando tutte le sostituzioni possibili in 

questo si riduce ad un sistema del tipo studia,to nel teorema 1, ed ha perciò
un numero finito positivo di soluzioni.

cos  dimostrata l’esistenza di una soluzione modulo p"’+’ congrua a

quella data modulo p’’ e passando al limite si ottiene I ; per induzione su
si dimostra inoltre clte !e soluzioni modulo p,, sono in numero finito, e

il lemma (e con esso il Teorema 2) è completamente dimostrato, u. V. D.

3. Classificazione.

TEOREMA 3. li-muazcli canonici di dimensione d e codimen-

sione c, modulo p", con 7i = cd + 1.
Allo’fa 31 

Di.m. Notiamo che, dato u1i K-modulo canonico M di coclirnensione c, ne

esiste una base tale che, rispetto ad essa, con A invertibile, e

= Oij se ~d  e, = ~‘l se i &#x3E; e ; sia infatti ". ? ~+d una k. base
di estendiamola ad una base .’~’; , di siano xi, ..., 2 Xc+d
rappresentanti in di ’! , ,.. , x+ ; essi costituiscono una base di M che

soddisfa alle condizioni richieste, perché Sia Q’ tale che

rispetto alla base trovata sarà~ C7 = A -1 Q’.
Siano ora (Cn, Ct) e (C’,,, Ct) matrici caratteristiche rispettivamente di

M ed rispetto a basi scelte come sopra, e sia Cn = QA, é?# = QA’.
11 teorema sarà dimostrato se troveremo una soluzione del sistema,

scritto in fornia matriciale con incognita la matrice quadrata X di ordine

tale che, inoltre, X sia invertibile, ossia (det X)o =t= U.
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L’isomorfismo modulo pn di flf e assicura l’esistenza i nna natrice

invertihile X’ che sia sollzione modulo pn del sistema. Indichiamo 

(risp. l’equazione Delle che si ottiene eguagliando le componenti (i,.i)
delle matrici della prima (risp. seconda) equazione. Abbiamo che

p Âíj coincide con se

se

se

perciò possiamo limitarci a conisiderare a per.i  n, e per j &#x3E; c, e le

altre equazioni sono conseguenza di queste. è del tipo

e cos  pure per . )..&#x3E;(1; se invece &#x3E; (, del tipo

In complesse perciò abbiamo nn sistema del tipo considerato nel Teorema 2,
con ed equazioni dei t.ipo (1); esiste perciò una soluzione in li, l~’’, tale che

X’ = X" (p) ; perciò rlet A ’ - det X" ( ), quindi V" è invertibile C.V".D.

Siano K-i o(liili i di d e 

~ ed di i tra (li tali i che rp7r =-= ~r~

(pn+1), cnn n = + 1 : ill lllr’.

1W t. I,e ipotesi implicano che esistono basi di tali che, rispetto
ad esse, -, a llora

quindi mod pn.

4. c e d, algebrico lineare irriduci-

hile G ed 2ena al:tf lle irriducibile y’, qitale G opera, razio otlii eii-

ta,li che le classi di K-moduli canonici di e c

in corí-iql)oi dei za biunivoca colle oi-bite di G i t

V ; ogni orbita hcc in V minore o cr cd.

1)1)1. Sia Af un K-modulo canonico ; per il cor. del teorema 3 esso è

determinato a meno di isomorfismo assegnando le prime n -- 1 component i
della matrice Cn rispetto ad una base qualunque, con n = ed + l. In par-
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ticolare possiamo scegliere tale base come nella dimostrazione teorema 13.

L’insieme di tali matrici è l’insieme delle matrici A, quadrate di ordine

n~ = c + d, a elementi in tali ch e . e che la~ ma-

trice B a elementi in k, definita da se

abbia determinante non nullo.

Tale insieme è nna varietà affine irriducibile di dimensione ~(~-)- 1)2013~7.
Due matrici 1~., A’ provengono da moduli isomorfi se e solo se esiste

iina matrice invertibile ll’, a elementi iu Kn+i , tali che X n AX-1 = A.’.

Una matrice invertibile trasforma in tal modo un punto di V in un

altro punto di V se e solo se = 0, quando j &#x3E; c, (cioè se tra-

sforma in sè 

Tali matrici formano un gruppo algebrico lineare irriducibile G di dimen-
sione m2 (&#x3E;1 + 1) - cd.

Sia A é Y; l’applicazione Q’ x A - V è razionale ? e gli elementi
tali che souo un sottogruppo algebrico G’ di g. Sia

A = (~)A’, con A’ invertibile.
G’ è la sottovarietà di G intersezione di G colla varietà delle solu-

zioni di Xn R = QA’ ,x’A’-’ . Tale sistema è del tipo studiato nel Teorema 2,
ed in esso compaiono equazioni del tipo #) ; perciò G’ ha dirnensione

minore o uguale a din ; quindi 1’orbita che contiene A è di dimensione al-

meno 1n2 (n + 1) - cd - quindi ha codimensione in V al più cd c. V.D.

Notiamo che la codimensione cd è effettivamente raggiunta ; hasta in-

fatti considerare il K-modulo canonico Nc, d ([2], P. 303) con semplici calcoli,
seguendo la traccia del Teorema 2, si vede che la sua orbita ha codimen-

sione ccl.

La scelta di V e G, nel corso della dimostrazione del teorema 4, è in
buona parte arbitraria, sia perchè si sono considerate matrici Cn modulo

pn con n = ed + 1, anzicchè modulo pr, con i- ~&#x3E; ~ ; inoltre si è richiesto

che le matrici (’n siano considerate rispetto ad una base opportuna, invece
che rispetto ad una base qualunque. Infine potrebbe essere scelta la matrice
Ct invece della Si può vedere però che questa arbitrarietà non è ea-

senziale, essendovi relazioni precise tra le varietà che si ottengono nei varii

casi ; in particolare, la struttura topologica dello spazio quoziente di V per
G è la stessa in ogni i caso.

Se nella dimostrazione del teorema si prende, invece della ~T descritta,
la va.rietà Y’ delle prime n + i + 1 componenti della matrice C~ (sempre
scelta rispetto ad una base del tipo considerato nella dimostrazione) e il

corrispondente G’ che opera su V’, indicando con Ar lo spazio affine su k

di dimensione r, abbiamo Y’ V X i G’ - G X Aim’ (quest’ultimo
isomorfismo inteso come varietà e non come gruppo), ad ogni orbita di G’,



499

in V’ è uguale, per il teorema, 3, alla corrispondente orbita di G in V

moltiplicata per (consideriamo invece, al posto della V descritta, la

varietà V’ delle prnne n + 1 componenti delle matrici Cn rispetto ad una
base qualunque, ed il corrispondente gruppo G’ = GL V è sotto-

varietà di V’, ’~ e G di G’ ; -, l’applieazione razionale G’ - V’ induce

una applicazione razionale V i G’ - V’, che è stirgettiva, e tale ehe il

prodotto (li iiiiloi»I&#x3E;it-,  di ( in V per (1’ vada in intorbila di G’ in V’.

Lo spazio topologico qiiozieiite di per (l’è omeomorfo allo spazio qno.
ziente G’ per G . G’ (17’ è infatti olneomorfo al quoziente di V X G’
determinato dall’applicazione razionale G’ V’), e il quoziente di

~T X G’ per G ’v G’ è omeomorfo al quoziente di V per G.
lnfine consideriamo la inatrice Ct invece della C%, sempre rispetto ad

una base come nei teorema 4. Per quanto abbiamo visto nel primo caso,
tenendo presente che tu tte le varietà. che consideriamo sono definite sn un

corpo primo e sono pertanto isomorfe al .P di loro stesse, è sufficiente di-

mostrare che esiste un isomorfismo che porta orbite in orbite tra la varietà

V delle puírue n + 1 componenti delle ~~I-’ e la varietà delle prime
n + 1 1 componenti i delle h; (lll’)-’ (Q, Q’ come nel teorema 3). Tali varietà

sono isomorfe a e l’isomorfismo cercato è definita da

9) (X) = À’-1 .

4. Corrispondenze algebroidi 111 1’.

Dal Teorema 4 si vede che la chce ad ogni A E V 
cia l’insieme dei punti che corrispondono a 7f moduli canonici isomorfi è

una corrispondenza algebroide di V (tale corrispondenza è l’immagine del.

l’applicazione G X, V -+ r Y’ che porta, -I) in ( 1’ ( ), A).)
Qui esaminiamo altre corrispondenze.
Sia L = (l,i , ,.. , N. 0  ... _ 18. Sia M un K- modulo libero

finito di ordine s, J1/’ iiii suo sotto K.modulo ; diciamo che M’ ha livello

L su Nf se esiste una base x = (xl.,... , di Al tale che ~L X = Xi ... 
sia una base di 

ílel ,1. La che (trl ogni
K-modulo canonico ll di d e e dei

sotto z aventi un livello L induce s~c

V 1tna corrillpondellzn 

Dim. Sia M’ iin sotto K.modulo canonico di Il di livello L su 11T,
siano X, X’ basi qualunque di ;r~~r’, e C~ , C, le relative matrici carat’
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teristiche per . Per ipotesi esiste X base di M tale che pr, X sia base di
esistono cioè matrici invertibili E, F, tali che, indicando con e,, 9 Cn le

matrici caratteristiche per n rispetto a X, pr, X, si abbia . ..

C;~ = ~F- )n Cn F. Deve essere perciò abbiamo

Inoltre, dati C e Cn, se esistono F, G invertibili tali che valga 4.1, esse
sono matrici caratteristiche per n di un K-modulo canonico e di un suo

sotto K-modulo canonico di livello L. Sia 1 = consideriamo come V,
anzicchè quella del teorema 4, la varietà delle matrici Cn modulo p~~+i+1
rispetto ad una base qualunque.

La 4.1 definisce una corrispondenza algebroide in V, composta dalle

coppie (A, B) con con A, B E V, E, F E G. Tale cor-

rispondenza, per il teorema 3, tenendo presente che si è moltiplicato al

più per pi con è la corrispondenza definita in ipotesi.
Le osservazioni finali del § 3 assicurano che tale corrispondenza, co-

stante sulle orbite di G in V, è algebroide anche per le altre possibili
scelte di V esaminate.

CoR. La relazione di induce una corrispondenza algebroide in V.

DIM. Da [51 si sa che, dati c, d, esiste un livello L tale che se M’

sono isogeni di dimensione e codimensione c, esiste un sotto g-modulo

canonico di M, avente su di ~~I livello minore di L, isomorfo a ~11’ ; pertanto
la corrispondenza definita in ipotesi è unione di un numero finito di corri-

spondenze algebroidi, quindi è algebroide.

.5. Cambiamento di corpo base. Specializzazione.

Sia k un corpo algehricamente chiuso contenente k ; possiamo conside-
rare K = 2?ect k, i h-moduli canonici e le varietà Y, G corrispondenti come
dal teorema 4.

V, G sono estensione di V, G a k, e i K moduli canonici che sono esten-

sione a K di K-moduli canonici corrispondono alle orbite di G in V che
hanno punti razionali su k (equivalentemente, che sono definite sn k, poichè

è definito sul corpo primo).
Siano 31, M rispettivamente un K-modnlo canonico e un K-modulo ca-

nonico ; diciumo che M è specializzazione di 1 se esiste una schiera valu-

tante ft di 1 con corpo residuo k e, posto lk = vect h, se esiste un 
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diilo lihero finito con operatori t, n, tale che

L’insieme di e degli isomorfismi di definizione è detta una specializza-
zione c~i M in ~.

Notiamo che, dato nn IR-modulo libero finito re con t tali che

tn = p, è un K-modulo canonico, che ha come base l’imma-

gine di una base di 

TEOREMA 6. Siano canonici di d e 

e -, siano V, G nel 4. Sono 

a) L’orbita di G in lT corrispondente a l~l è contenuta nella chiusura

dell’o1.bita di i G in V ed N.

b) Esiste k a,[gebrica1nente chiuso contenente k, tale che Jf sia apecicc-
lizzazio ie di YOK K.

La di k awe.scc 

1)1:B1. (n ---&#x3E; b) Sia Y un punto generale di G, e sia k un corpo alge-
bricamente chinso sn cui r sia razionale ; F corrisponde ad un cambia-

mento di coordinate di K-moduli.

Sia data una base di Il ed una di ed i relativi punti A E V’, B E TI.

Il punto X di V ottenuto operandovi tramite }7", ~ un punto ge
nerale su k dell’orbita di G contenente B, quindi A è specializzazione
su k di X. Sia h una schiera valutante archimedea di k con corpo residuo

k, che induca una specializzazione di X in A.

X è il punto di V individuato dalle prime n -~-1 componenti della ma-
trice C~ di un K modulo canonico isomorfo ad rispetto ad una base

opportuna. Per il teorema 3, salvo operare nn cambiamento di base, possia-
mo supporre che le componenti di posto maggiore di n dei vettori (di Witt)
che sono elementi di tale matrice Cn siano uguali a 0.

Tale matrice Cn è della forma con A invertibile in K, A a elementi
in 1R, e A li invertibile ; perciò A è invertibile in segue che

esiste una, matrice 1"t a elementi in 1k tale che queste due ma-
trici individuano un t ed iiii n di nn lk-n odiilo 10 tale che

(Questo secondo isomorfismo è ovvio come isomorfismo di K moduli;
l’immagine del n di a è congrua al n di J/ modulo pn+1, quindi si ha l’iso.

morfismo di ~ h’ con 111).
(b -&#x3E; a) Consideriamo invece della I’ descritta nel teorema 4, la va-

rietà corrispondente alle matrici On modulo p?’+1 rispetto ad una base gua-

lunque ; per l’osserva,zione finale del § 3 questo non ha influenza sul risul-
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tato del teorema, che riguarda soltanto la struttura topologica del quoziente
di V per G.

Consideriamo nna hase dell’m definito dall’ipotesi ; il n di /)&#x26; definisce
una matrice Cn a elementi in che individua un punto A di V. Tale punto
A di j’ è il trasformato di un punto A di y razionale su k (ottenuto pren-
dendo come base di N ®h K una base di N) secondo un punto di G ; è

pertanto specializzazione di un punto X generale su lí dell’orbita di G in

V contenente A. X è a maggior ragione punto generale dell’orbita di (~ in

V contenente A. Ma l’omomorfismo di m in e la base di ,~p che definisce

Cn individuano una base di 3f tale che il corrispondente punto B E V sia

specializzazione di A. Ne segue che B è specializzazione di X, è cioè ade-
rente all’orbita di G in V contenente A. c.v.D.

A 

Può avere interesse studiare K-moduli canonici 

liberi », (ossia i finiti dotati e t con 1n == j7~ = p) sopratutto
perchè tale categoria (ovviamente abeliana) è equivalente ad una categoria
di gruppi analitici facilmente identificabile.

Nel corso di questa sezione, , parlando di K-moduli canonici, si intende

sempre necessariamente libcri ».

Se è un con indicheremo il sotto K-modulo degli
elementi a torsione. Se M è eanonico, è canonico.

Notiamo che ogni g-modolo finito M ha una topologia naturale in cui

sono un sistema fondamentale di intorni di 0.

È l’unica topologia separata che rende llt un K-modulo topologico con
topologia K-lineare, dato che 7f è linearmente compatto ; con questa topolo-
gia 2V è completo ; pertanto qualunque considerazione topolegica è naturale
e priva di difficoltà,.

OSSERVAZIONE. Sia, lll un canonico tale 11M = M ; per ogni
x E 3f, abbiamo ,~x = 0 ==&#x3E; x = 0.

Dtm. Sia, per ogni i, (.v E i 7li x = 0 ~. Per noetherianità, esiste n
tale che = 

Sia x tale che nx = 0. Poichè = esiste x’ tale che = x ;
ma allora x’E M,,+, = Mn, quindi x = 

CoR. Sia ilf un K-modulo canonico tale che nM = M, 
dulo canonico ; allora nM’ = M’.
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I)IM. Si applica l’osservazione a 

CoR. Sia, Jli un canonico tale che 331 = ,1l ; ,cP ,X’ e E tnf.

allora x E 

= p.1/; i ~ny = 7TX ; allora, t~t = .T.

TEOREMA Siu ill canonico tale che esiste 

i i ti ) (vle !r 11[, (,x1, .... .r,,) tale che = xi .

Sia .Y== Y ... ,r") un sistema minimale di generatori di 1J/ 

valentemente, un insieme tale che, ridotto modulo p, (1ia una le-hase). Sia Cn
una matrice tale che = Cn è invertibile, e l’esistenza di un sistema

di generatori come richiesto diseende dall’esistellza di una matrice inverti-

bile zt tale che C~~~ = l~’ . Tale equazione è del tipo studiato nel Teorema
2 con incognita A e it = o. Pertanto basta dimostrare l’esistenza d  A tale

che --- A~ (p), dimostrare il teorema quando pJl = 0. In tal caso

/V è uno spazio vettoriale su k.
,i

Sia xi E =f: 0, e sia zi+i = sia x" _ non tutti gli ai
1

sono nulli, per l’osservazione precedente.
Consideriamo il sistema di equazioni

Con sostituzioni successive, si riduce ogni soluzione dei sistema ad una

soluzione della

Poiché  - -- 1, la soluzione Xn = 0 è soluzione semplice, e siccome
dX,, 

P a
‘"1 rl

non tutti gli a.i sono ntilli, esiste una soluzione non nulla ; partendo da
questa ricaviamo una soluzione del sistema non identicamente nulla ; sia

essa (b~ , ... , 
@  ra n

Posto abbiamo ny :
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Consideriamo ora = l!f’ è un K-modulo canonico tale che

~uV’=111’, pAf’=O, ed ha ordine minore di quello di ~~~r; per induzione,
ha una base (Zl , ... , tale che uzi = Sia yi un rappresentante di zi

in ali ; sia sia ci soluzione dell’equazione

allora allora

è una base di i1l che soddisfa alle condizioni richieste. o. V.D.

COR. ‘Sia M un h=nioclulo canonico ta,le che = u; esiste un K-modulo
canonico libero di cui è quoziente.

Notiamo infine che tutto quanto precede resta valido sostituendo ovun-

que t con n e viceversa.

TEOREMA A2. un K-modulo canonico ; e si definisca

1 A.

M,,, sono ,sotto K-moduli canonici di Al, e inolíre

DIM. L’unica asserzione non ovvia è Sia 

esiste tale che abbiamo perciò qua~

lunque sia i &#x3E; 0 ; d’altra parte, se perchè 
perciò deve essere Mt f1 Aln = 0.

Supponiamo ora x E Alt, y E x + y E Mr ; allora lim t’~ (x + y) = 0 ;
ma abbiamo pure lim tux = 0, perciò lim tny = 0, y = 0.

Analogamente x~ = 0, e la somma è diretta.

Resta da verificare che essa coincide con M, e questo sarà fatto per
induzione (transfinita) sul rango di M e sulla lunghezza di ordinati les-

sicograficamente.
Se abbiamo @ tnlVl C pmM, ~ se n è maggiore di

un opportuno nn, ; perciò = Sia invece, ad esempio, Mt ~ 0, e po-
niamo N = M/Mt ; N precede in fatti se il rango di N è uguale
a quello di M, ma la lunghezza di Nz è minore di quella di l~l= ; altrimenti
il rango di 1~’ è minore di quello di Af.

Dimostriamo che non esiste nessun y E N, y ~ 0 tale sup-

poniamo che esista, esso sarà immagine di un x E M tale che nx - x E Mt,
e cioè a sia z1 = avremo

cos  procedendo per induzione determiniamo xi E M
ciò vuol dire però x E Mt, ovvero y = 0.
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Per il teor. Al abbiamo perciò e per ipotesi di induzione

Ciò vuoi dire, considerando che lim 
i

che per ogni M esiste tale che se ossia che

esiste z’ m E tale che ossia sia

Avremo per quindi

Consideriamo ora M’ è un sotto K-modulo

canonico di e contiene + ha intersezione O con Mt, perciò pre-
intatti, se Mt ç; J1.c, la lunghezza di Nh’ è minore di quella di llz

ed il rango non maggiore, altrimenti il rango di 1’~’ è minore di quello di M.
Per induzione avremo perciò M’ = M;z + Mr = + Mr ; ma abbiamo

diniostrato che ogni elemento di M è somma di un elemento di e di

uno di ~’11’, perciò = + M’ = h~T~ ® I~~T,~ ~ I~,.. C.V.l).

TEOREMA A3. b’ia 1B1 un canonico tt esiste un 

d2clo canonico libero di cui è quoziente.

D~lB’I. Abhiamo J/ = .llt EB perciò possiamo considerare i tre

tattori separatamente.
Se Mt (oppure il teorema è già stato dimostrato ; sia

allora Poichè J11 =11T,. , esiste 1 tale che = O, perciò esiste h
tale che = = 0.

Consideriamo il K-modulo canonico a torsione L cos  definite *. un suo

sistema di generatori è dato O  i à h = x~ , _

= = 0 e nessun’altra relazione ;

Si nota immediatamente che L è quoziente del canonico li-

bero che ha un sistema di generatori omulog.o a quello di L, i con le rela-

zioni x~ = xó, Xh = e su cui t sono definiti come su L.

Sia ora z E M ; esiste un omomorfismo canonico cpz di L in M che porta x
in z, cos  definito : ed esteso per linearità. Esso è

ben definito : se abbiamo che ai, ai è multiplo di

ph-i , e allora analogamente
Poichè M t~ somma di un numero finito di immagini di omomorfismi è

quoziente di un K.modulo canonico libero. o. V. D.

TEOREMA A.4. Sia 1W un K-modulo canonico ; esiste un cano-

nico libero di cui M è quoziente.
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1)IM. Sia x E e sia lllx il minimo sotto K-modulo canonico di M che

contenga iz&#x3E; (ossia il sotto K-modulo di M generato da (ti x, I;’ suf- -

ficiente dimostrare il teorema per perciò supponiamo M = Mx .
Sia .. , un sistema minimale di generatori di M1.
Dimostriamo cho esiste un sistema minimale di generatori di M del tipo

L sufficiente dimostrarlo

quando = O, perchè altrimenti si può passare a 
che è generato da t~ x~, 1 ~~) essendo noetheriano è gene-

rato da un suo sottoinsieme finito, ossia da

e bisogna dimostrare che possono essere scelti in modo che

esso sia un sistema mininiale li generatori, ossia, passando a M/pM, indi~
cando con y l’immagibe di .x, in modo che

sia una base (Iel k modulo 

Sia (rt, n) uiiniinali tra le cuppie tali che Y,,,,,, generi Y m, n è
allora una base. Supponiamo che sia invece, ad esempio,

se aubbiamo (Itia (!he III =- 0 con 1 &#x3E; h, abbiamo tl y =

altrimenti abbiamo, per ogni

(ricordando = p = 0), e

(ma, 7i) non sarebbe minimale
Sia allora x Abbiamo

con tti, b~ E K.
Poichè deve essere = = si deve avere
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Sia ora quoziente del K-modulo canonico libero N secondo l’omo-

consideriamo il K.modulo libero L con base (y; U i m + nj.
Notiamo ora elle o cr,"4+~ o bm sono unità ; supponiamo ad esempio che 
sia nità, e sia s E tale che A (s) = a ; posto s’ _ (a.7C-I )-1 ts, abbiamot " ’M+1 l ’

À (8’) = a’. Considerimuo M’ = N e) L ; esso diventa canonico, definendo t e

21 su L come seg.ue :

l)ate le relazioni tra ai , hi, s, s’, si verifica immediatamente che tn =

nt = p ; è anche iniiiiediato c·im è qnoziente del K-modulo canonico li-

bero . o. v . D.
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