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SUR LA G-GEOMETRIE
DES VARIETES DIFFERENTIABLES

par PIERRE MOLINO

(*) Soient V une variété différentielle (C*°) de dimension n, @ un sous-
groupe de Lie fermé de G@GL(n, B). Un certain nombre de problémes con-
cernant les @G-structures ont un caractére purement local. Comme sur toute
variété il existe localement des @-structures, il est naturel d’étudier direc-
tement la « @G-géométrie » de V sans faire a priori d’hypothéses d’existence.
Ceci revient & traiter simultanément le cas de toutes les structures locales
du type considéré sur V. Bien entendu cette étude a un lien étroit avec
la théorie des déformations qui 8’intéresse & un « continuum » de structures
sur une variété. Pour simplifier on se limite au cas des structures du pre-
mier ordre.

I. L’espace des G-structures sur V.

1.1. Soit E°= E°(V, GL (n, R)) le fibré principal des repéres linéaires
de V muni de sa 1 forme fondamentale 6°. L’espace F§= E°/G quotient de
E° par les translations a droite de G sera dit espace des @ structures sur
V. Dans le triangle commutatif de fibrations:

go —I° o+ Fo

G
(L1.1) Y\ /po
v

Pervenunto alla Redazione il 18 Marzo 1969,

(*) Cet article a 6t6 écrit pendant que I'auteur était invité par ’Ecole Normale Su-
périeure de Pise. Le sejour de l'auteur a été financé par le CNR (Contratto di Ricerca,
n.° 115.2755.0 4930).
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7% est une fibration principale de groupe structural @, et 6° est tenso-
rielle pour cette fibration.

Une section globale (différentiable) s de F¢ au dessus de V définit une
G-structure sur V, c’est a dire le couple [E,, 6] d’un fibré principal sur
V, By, de groupe structural @, et d'une forme fondamentale 0, sur E;
(1-forme tensorielle & valeurs dans E™ de rang » en tout point). K, et 0, sont
induits par E° et 6° sur l’image s(V) de la section, ce que 'on notera :

(1.1.2) [B,, 0, = s* (B°, 6°)).

Toute G-structure s’obtient par ce procédé.

Une famille différentiable & un parameétre }s,, ¢€ R{ de sections de Fg
définira une famille différentiable & un parameétre de G-structures.

Une section locale s, de Fg au dessus d’un ouvert U de V définira
une @ structure locale [E,, , 0,] = 8§ (E °, 6°)) sur U. Muni de cette structure,
U sera dit «domaine G-structuré ».

On appellera faisceau des germes de G-structures sur V le faisceau Fg
des germes de sections locales de Fg.

REMARQUE : L’espace fibré principal E'— F¢ définit des classes carac-
téristiques sur F¢. Si s est une section de Fg, les classes caractéristiques
définies sur V par K, seront les images des précédentes par Dapplication
induite s*: H*(F3,A)—>H*(V, A) ou A est Panneau de coefficients con-
sidéré. Il est clair que les classes obtenues ne dépendent que de la classe
d’homotopie de la section s. En particulier, deux G-structures qui définissent
des classes caractéristiques distinctes ne peuvent étre relies par une famille
différentiable & 1 paramétre de structures. Ainsi les classes caractéristiques
sont invariantes dans les composantes connexes par arcs de H°(V, Fg).

1.2. Considérons Vespace Cg = C¢ (Fg, GL (n, R)) des repéres transverses
a la fibration Fg— V. On a le diagramme commutatif de flbrations :

(1.2.1)
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€& est muni naturellement d’une 1-forme fondamentale 0% & valeurs
dans R* dont la restriction a E° est 6°. KE° par linjection i% est un
G-sous fibré principal de €¢. Si E, est la G-structure définie par une section
s de Fg-—>V, (a° o0 PO~—1(s(V)) = (P°~'(HE,) est un G-sous fibré principal
& de g, «projetable » celui-la pour la fibration P°. Si 7o = Cg/G est le
fibré quotient de €¢ par les translations a droite de @, on a le diagramme

commutatif':
Pol 1 p\
E° -——--¢- Fo 1

~ ~ i’o
L’image (n° o i) (K°) détinit une section S° de Fg— F§. De méme, si
s est une section de Fg—> V, &= (P°)™! (E,) définit une section s de

vy Fo . e
Fg — F§ « projetable » suivant p,, i.e.:

(1.2.3) ;0 05 =3 o p°.

Une famille ditférentiable a 1 parawmeétre s, de G-structures sur V dé-
finit une famille différentiable & 1 paramétre s, de sections projetables de
Fo—F§ (c’est a dire une famille & un parametre de @G-sous-fibrés principaux
de &¢ @ projetables) et réciproquement.

Naturellement si on se contente d’étudier dans i‘g les section (ou les
familles de sections) projetables cela revient simplement a étudier directe-
ment les sections (ou familles de sections) de Fg. Au contraire il semble
intéressant d’étudier les sections (ou familles de sections) quelconque de i’g
Soit S une telle section. Elle définit un G-sous fibré principal €5 de 63 .

Si on regarde ?’3 comme le produit tibré Fle_l Fé, S est le graphe d’une
v

application fibrée F},’—» Fg et définira donc¢ une « corrélation entre struc-
tures » : pour toute G-structure (ou germe de G-structure) s, S(s) sera une
autre @-structure (ou germe de @ structure). On pourra encore dire que §
définit un « morphisme structural » sur V. §° définira le morphisme identité,
et pour toute section s de Fo— v, 3 définira un morphisme constant. On
a la proposition immédiate :
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Propros1TION 1.2.1: 8’il existe une famille différentiable & un parameétre
{S;,0<t<"1} de sections de Fy— Fo avec 8, =~8" et 8, = s, alors
H' (V, F§) est connexe par arcs.

REMARQUE : Plus généralement, si G’ est un autre sous groupe de Lie
fermé de GL (n, R), soit Fg ¢ == €4/G’. Une section 8 de F¢ o — Fg défi-
nira une corrélation entre structures de types différents.

1.3. En fait, dans les constructions précédentes, comme dans Détude in-
finitésimale qui va suivre, n’intervient essentiellement que le diagramme de
fibrations :

0
Eo.__ﬂ__..

1]
FG

(1.3.1) l p°
v

Ou #° est une G-fibration principale munie d’une 1 forme tensorielle
0% i valeurs dans R™ dont le noyau en chaque point est le sous-espace
vertical pour la fibration p°® o 2% Ceci conduit & une généralisation naturelle
(qui sera élargie ultérieurement dans I’étude des G-structures quotient):

DEFINITION [.3.1: Soit un diagramme de fibrations:

T

F
(1.3.2) l p
v

Ou «z est une ftibration principale de groupe G < GL (n, B) — n = di-
mension de V — et ol £ est muni d’une 1 forme tensorielle 6 a valeurs
dans R® dont le noyau en chaque point est le sous-espace vertical pour la
fibration w == p o 7. On dit que le couple [F, 6] est une @G-structure trans-
verse & la fibration p. Le fibré F — V, muni du couple |E, 0], est dit fibré
@ structuré.

Etant donné un fibré arbitraire F — V, considérons le fibré principal

Ep(F, GL (n, R)) des repéres transverses a la fibration. Soit F=¢ /G- Une

@G-structure transverse & la fibration sera définie par une section § de F—F.
P

On a une projection naturelle ¢, — E°(V) qui induit une projection
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d: F— F§. Les @ structures transverses projetables correspondront aux
sections s de F— F qui sont l'image réciproque par p de sections s de
Fl(;—> V.

Si [E, 0] est une G structure transverse A la fibration ¥ — V, on a un
diagramme commutatif de fibrations :

1 p

(1.3.3) | l l ~ ‘

-~

F— F —b—= f2
\\—/
f

qui montre que [E, 0] est I'image inverse de [E° 6°] par une application
f: F—> Fg respectant la fibration. En ce sens, le couple [E° 6] joue un
role universel. Mais cela n”’empéche pas d’étudier d’autres fibrations G-strac-
turées sur V que la fibration « universelle» Fg—s V. On obtiendra, 3 l'aide
des sections (ou des sections locales) de F — V des G@G-structures (ou des
G-structures locales) sur V. Toute fibration @-structurée F-— V, munie de
sa G-structnre transverse [E, 6] définit ainsi un faisceau ¥, de germes de

N . . 0 . .
G-structures sur V, c’est a dire un sous-faisceau de Fg. On aura ainsi des
« G-géomdtries restreintes » sur la variété V.

EXEMPLES :

(1) Soit E(V, ) une G-structure sur V munie de sa forme fonda-
mentale 6. Si H est un sous groupe de Lie fermé de G, F,= E/H, le couple
[E, 6] définit une H-structure transverse a la fibration ¥, _, V. La H-géo-
métrie restreinte correspondante sur V est celle des H-structures subordon-
nées a la @ structure FE.

(2) Soit E = E (V, G) un G-fibré principal arbitraire su V. Considérons
le produit fibré E5= E"X] E et le quotient Fp = E}}/G. Fg—> V sera dit
« espace des soudures » sur K. Si 0% est Pimage réciproque de 6° par la
projection Kpg— E°, le couple | 7%, 0%] définit une G-structure transverse
sur D’espace des soudures. La G-géométrie restreinte correspondante sur V
(que Pon peut appeler « géométrie des soudures sur E») est ’étude des
G-structures sur V appartenant & la méme classe d’isomorphisme de fibrés
principaux (celle de E).

L’intérét essentiel de la géométrie des soudures consiste dans la pos-
sibilité de linéariser les problémes. Kn effet Fj est un ouvert (dense) dans
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le fibré vectoriel Ly — V des 1 formes tensorielles sur E a valeurs dans
R», D’onr Vintérét de I’étude des soudures, en particulier dans les problémes
de déformations: soit V une variété compacte. On considére une famille
4 un parametre différentiable de @G-structures sur V. Toute les structures
de la famille sont isomorphes en tant de G-fibrés principaux (étant induits
A partir de E° — F§ par une famille continue d’applications V — Fg). Soit
E un @G-fibré principal appartenant a la méme classe d’isomorphisme. La
famille de G-structures définit alors une famille de soudures. Au voisinage
de la section &, on a donc une variation infinitésimale dont 1’étude est un
probldme linéaire car le fibré tangent vertical & Fy le long de s° s’identifie
canoniquement & Lz. Ainsi, dans [3], GUILLEMIN - STERNBERG utilisent
l’espace des soudures (en imposant bien entendu une condition de rigidité
pour les soudures d’une méme famille, dont on verra qu’elle se traduit par
un systéme différentiel qui — dans ce cas — est linéaire).
(3)- Soit W une autre variété différentiable et la fibration triviale
V< W— V. Si [E,0)] est une G-structure transverse & cette fibration, elle
définit une famille différentiable de G-structures sur V paramétrées par
la variété VW. Par exemple une famille différentiable a 1 paramétre de
G-structures sur V correspond & une G-structure transverse pour la projection
V< R— V.
Prenons pour W une sphére S8?. Supposons V munie d’une G-structure
[E(V, @), 0]. Considérons I’espace g, des reperes transverses a la fibration
V < 82 — V., Munissons la sphére S? d’une origine 0 et identifions V a

V < {0}. Dans f‘s,,= €4p/G, on a une section de F'\"S,,—r V < 87 au dessus
de V < {0}, a savoir la section s, définie par la G-structure [E,6]. Les

classes d’homotopie de sections S de ﬁsp—> V >< 8?2 qui coincident avec
8, sur V < [0} définissent ’homotopie de ’espace H'(V, %) en dimension p.

REMARQUE: Chaque section § de Fy,— V > §7 définit un G-fibré
principal sur V >< 8%, donc des classes caractéristique sur V < §2. De la
suite d’applications /R V< 8?25 v on déduit une suite d’applications
H*(V, A)i)ll* (V< S",A)‘—’>H*( V,A). Une classe d’homotopie de HO(V, FJ)
en dimension p définit des classes caractéristiques dans H*(V < 87, 4)
dont les images par i* sont les classes caractéristiques de la G-structure [E, 0].
L’élément neutre du groupe d’homotopie correspond aux images par p* des
clagses caractéristiques de la @ structure [F, 0].

II. Les G-prolongements de V.

Les constructions que l’on va faire sur ’espace des G-structures F¢
pourraient étre faites de la méme maniére sur tout fibré @-structuré. Mais
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il suffit de traiter le cas de Ff;, compte tenu du roéle universel du couple
[EY 0°] (diagramme I.3.3): si F'—> V est un autre fibré @G-structuré, on a
nne application f': F— Fg qui nous permettra de reporter sur F les con-
structions faites sur F¢ .

IL.1. Pour étudier la géométrie infinitésimale de ’espace des @ structures,
on introdunira les espaces de jets de sections du fibré Fg-» V. Par commo-
dité, on notera FE=JF Flle fibré des k-jets (k entier > 0) de sections
de F§ et on lappellera espace des k-jets de G-structures sur V. On aura,
pour tout couple d’entiers &, I avec k> 1> 0 un diagramme commutatif
de fibrations :

(IL.1.1) ™~ . AN !

Tout germe de section s de Fg définira un germe j* s de section «ir-
tégrable » de Fg§. Réciproquement, un germe de section s* de F§—» V sera
intégrable si et seulement si:

(11.1.2) sk = jl(p;_, o s").

En général le second membre de (11.1.2) appartient a J}(Fg_l). On a une
injection naturelle F¢ — J }(Fg_]) qui donne un sens A la condition précé.
dente.

I1.2. On se propose de construire les « G-prolongements » de V, c’est a
dire des espaces fibrés qui réalisent simultanément les prolongements suc-
cessifs de tous les germes de G-structures sur V. Pour cela on adoptera,
en ce qui concerne les prolongements, la méthode de SINGER-STERNBERG
(voir [7]). Dans ces conditions la définition n’est pas entiérement intrinséque:
pour tout groupe G d’automorphismes linéaires de R" on devra choisir une
fois pour toutes un supplémentaire @ de 9 (9 Q R" ») dans R" @) A% (R &)
olt g est 'algébre de Lie de G et g Papplication définie par:

d(S)(eAv)= 8 (u)v— S(v)u.
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70, fibré sur F§, et muni de sa forme fondamentale 6° pourra étre regardé
comme le @-prolongement d’ordre 0.

Considérons la famille E(',v formée des sous-espaces «horizontaux » de K°
dont la «torsion » appartient & C. Si ¢ désigne P’image réciproque du
fibré E°—» F¢ par la projection p(', : F(';—+F,'}, on a le diagramme commu-
tatif de fibrations :

(I1.2.1) ‘ " F‘

ot la fibration Eg —> ¢ est une fibration principale de groupe structural
G Qralgeébre de Lie g (avec les notations de SINGER-STERNBERG). E;,
en tant que fibré de repéres sur £° est muni d’une 1-forme tensorielle 0
a valeurs dans R" + ¢gl(n, R). En tout point 2'€ E§ on a un « sous-espace
canonique » H,, qui est image réciproque par 0% du sous-espace k" —+ g
de R* -+ gl(n, R). H, peut encore étre défini comme suit: si =! (2!) = y! et
pi(y') =y° y' définit en y° un sous-espace k, horizontal pour la fibration
F¢— V. Alors H, est I’image réciproque de h, par Papplication linéaire
tangente en z' a pl o n'.

!
DEFINITION IL2.1: Le couple [E4, 0] formé du fibré E;— F¢ muni
de la forme 0§ sera dit G-prolongement d’ordre 1 de V.
L.e @G-prolongement d’ordre 1 possede la propriété caractéristique sui-
vante :

PropPOSITION II.2.1: Si s est une section (respectivement une section
locale, un germe de section) de Fg—> V, B, la G-structure associée (respec-
tivement @ structure locale, germe de G-structure), le premier prolongement
E} de E;, muni de sa forme fondamentale 9, est induit a partir de E4 ,
muni de sa forme fondamental 9};, par le jet d’ordre 1 de s, soit:

(11.2.2) (B, 0= (j's* (B, 0%) -

On remarquera que dans I’énoncé de la propriété caractéristique n’in-
. « ge 1 3
tervient que la restriction de 04 aux sous-espaces canoniques en chaque
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point de Eg. (Vest en réalité cette restriction que l’on appellera forme
Jondamentale sur Eg. (Pest donc une 1-forme partiellement définie en cha-
que point.

Les G-prolongements d’ordre supérieur de V seront construit par récur-
rence de facon A vérifier, pour les ordres correspondants, une propriété
caractéristique analogue a la précédente. Supposons construit de la sorte
le G-prolongement d’ordre Fk, E{;, muni de sa forme fondamentale 9'(‘;. On
va indiquer comment se construit le prolongement d’ordre k¥ +4 1. Par hypo-
theése on a un diagramme commutatif:

° K
(I1.2.3) Pﬁ-ll \
-1

Sur E’é on a une 1-forme Gi; définie sur le sous-espace canonique I en
chaque point 2* € B, : si 2% (2¥) = y*, pf_ | (y*)=y*"", y* définit un sous-espace
horizontal hyk en y*~! pour la fibration p*—'. Alors H, ::(p’,f__] o qk)—! (hyk).
0 est & valeurs dans R" 4 ¢ -+ gV + ... 4 g%=1. Par hypothése le couple
[E'&,O’&] vérifie la propriété analogue & la proposition I1.2.1 pour lordre k.

Ceci étant, soit ¢§"' image inverse du fibré E& —> F& par la projec-

tion p’,ﬁ“ CFETY S F5. On a diagramme commutatif :

e+l e pktl

G G
"
(11.2.4) L l ol
" k K
EY ———F} P .y
>

Un point ZF*+1e Ek+1 est un couple (2%, y*+1) avee pkt! (y*+1) = ak () = y*. y*
définit en y* un sous espace horizontal h iy, pour la fibration p*. Soit

ﬁ;k'ka:(n")’—' (",,H—l)- Pour toute G-structure locale ayant y*+! comme

(k 4+ 1)jet en (p* o =*) (2%), 7::,,’!/,4_1 représente, d’apres ’hypothése de récurrence,
Pespace tangent en z* 4 son k éme prolongement. Le (k -4 1)-eme prolonge-
ment définira alors en z* une famille distinguée de repéres de ’I\:;k‘ka . De
plus cette famille de reperes ne dépend pas de la structure locale considé-
rée, mais seulement de son (k + 1) éme-jet y*+!. Ce qui revient & remarquer
que la fibre en un point du (k + 1)-éme prolongement d’une G-structure
ne dépend que de son (k -+ 1)eéme-jet en ce point.
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On a ainsi obtenu pour tout couple (%, y*t1), c’est a dire pour tout
point FHe (f’f;"'l, une famille distinguée de reperes de h:k S La réunion

de ces familles aux différents points de (f'f;‘” forme alors un G**tV.fibré
principal E§" sur €& si 2! appartient a la fibre de Ef'', au dessus
de Fk+1, zZk+1 définit un repeére de 'h“z,wkﬂ. Done on aura sur E’(‘;ﬂ une
1-forme fondamentale 6%t!, i valeurs dans R™ + g + g 4 ... 4 ¢®, définie

sur 'image réciproque de h J+1 Dar la projectlion B — E'&, c’est a dire

sur image réciproque de hy;,_,.l par la projection E(';"'" —» F§, autrement
dit le sous-espace canonique H ;.

I1 est clair par la construction méme que le couple [E‘f’,-'H , o ]] possede
pour l'ordre k-}-1 la propriété caracteristique analogue a la proposition 11.2.1.

On a donc établi par récurrence :

ProrositioN I1.2.2: Pour tout k> 0 on peut construire un couple
[E:;, 0%] unique tormé d’un fibré E& — Fé et d’une forme fondamentale o
(1-forme a valeurs dans R" 4 ¢ -+ ... + ¢'*~V partiellement définie sur les
sous espace canoniques de la‘f;) tel que si s est une section (respectivement
une section locale, un germe de section) de Fo— V, K, la G-structure
associée (respectivement G-structure locale, germe de @structure) le km®
prolongement Esk de F,, muni de sa forme fondamentale Gf, est induit a

partir de Ef, , muni de sa forme fondamentale 9’{;, par le jet d’ordre k de
s, soit :

(11.2.5) (B .00 = (ja)* ([Eg,06))-

I1.3. Sur le k™ prolongement (’une @-structure se trouve défini un
« tenseur de structure» d'ordre k. Construisons le tenseur correspondant
sur les G-prolongements de V.

La valeur du tenseur de structure d’ordre & au dessus d’un point de

V dépend, pour une G-structure, du jet d’ordre (k 4 1) de la G-structure
en ce point. Autrement dit, dans le diagramme commautatif :

Ek*1

N

(I1.3.1) K+l o e kel
Ce Fo

l P:H
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le tenseur de structure d’ordre Fk, t , Sera un tenseur sur le fibré fy},ﬁ"l———>Ff;+' .
On peut également prendre son image réciproque sur E&T, mais ceci don-
nera un décalage sur les ordres. Etant donnée une section s de Fg— V.,
et la @G-structure associée H,, si Pon veut construire son k*™° prolongement
muni de son tenseur de structure tf, il faudra prendre le couple [Ef, ff] in-
duit & partir de [¢&T', ¢h] par Vapplication j**'s: Vv — Ft!,
Soit. maintenant V, une variété différentiable de méme dimension n
que V. Etant donné nn pseudo-groupe de Lie transitif I" sur V,, d’ordre
1 et 'de groupe d’isotropie linéaire G, on peut définir sur V la notion de
germe de I structure, de I'structure locale, éventuellement de Istructure
globale. On notera fr le faisceau des germes de I['-structures sur V. Pour
tout entier ¥ > 0, pour qu’'un germe de @G-structure soit un germe de
I'-structure, on aura une condition nécessaire portant sur le tenseur de struc-
ture d’ordre k, qui devra étre constant et égal au tenseur correspondant de
la Istructure associée au pseudo-groupe sur la variété modele V. Cette
condition sera vérifiée sur une partie du fibré C’f;H—> F{ﬁ“, c’est a dire
au dessus d’'un sous-fibré F}‘w+l de F;ﬂ . En particulier, si ’on prend
k41 =1Fk,= ordre de stabilité pour la cohomologie de Spencer de ’algébre
de Lie de @, on obtient un sous-fibré Fp de Fg"; c’est & dire un systeme
différentiel (non linéaire) d’ordre k, sur le fibré Fg— V. Ce systdme sera
appelé systéme différentiel fondamental pour les I-structures sur V.

En restreignant pour tout k¥ > 0 les G-prolongements de V aux sous-
fibrés FIkv, on obtient des « I-prolongements de V », E,’i, munis de la 1
forme 6% obtenue par restriction de 6%, .

Une « presque [-structure » sur V (ou un germe de presque I[-struc-

ture) sera définie par une section s de F¢ (ou un germe de section) dont:
le jet d’ordre k, soit a valeurs dans Flkv". De facon équivalente elle sera
définie par une section (ou un germe de section) intégrable de Ff. Soit :

ProprosITION I1.3.1: Les presque I-structures sur V correspondent
aux solutions du systéme différentiel fondamental pour les I-structures,
c’est a dire aux sections s de F,’ﬁ" veréfiant la condition :

(11.3.2) sk = 41 (p::;_l o ko),

Si 'on prend pour I' le pseudo-groupe de Lie d’ordre 1 plat I'(@), on
obtient un systéme différentiel fondamental d’ordre k, pour les G-structures
plates, défini par un sous fibré Ffg de F§ , dont les solutions seront les
@G-structures formellement plates sur V.
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I11. Les I-deformations.

IT1.1. Tout champ de vectewrs X sur V définit de fagon naturelle une
opération infinitésimale sur les k jets de G-structures de V, pour tout entier
k= 0. Donc X se reléve en un champ de vecteurs projetables X(',f sur F¢.
En fait, si y'c est un point de Fé, la valeur de X(',f au point yk ne dépend
que du (k 4 1)jet de X au point x = p* (y*).

Pour 0 < ! <k on notera y'= p¥(y*).

Notons T* Fg le fibré tangent a Fg; T' Fé(0 <1 < k) 'image récipro-
que du fibré T' F/. par la projection Fé— Ff,

Jm T désignant le fibré des m-jets de vecteurs tangents a V, notons
J"To F& I'image réciproque du précédent par la projection Fi— V.

La correspondance .Y —> ,\'g définit un morphisme de fibrés vectoriels

s PRE L L . .
TeceF; — T Fg;. De méme, pour 0 << I <k on aura un morphisme

f7 +
7”" To F(,———> T' Ft d’on Pon dédnit un morphisme (encore noté Al+1)
"W o FE—> T'F(, et on a le diagramme commutatif:

K+l k o 1k K o 1 | — L
J ToFG JTOFG e —=J TOFG TOFG

(HL.1.1) A"“l A l al l ”

K EX k=1 gk 0 gk K
™F —= TR = = TOR —=T o0 Fy

En fait, (T' Fg )¢ Sidentifie & (T'Fg);y. En particulier, considérons le
cag | =k —1.-y* définit un sous-espace horizontal hyk en y"_‘ dans F('ﬁ—l .
(Considérons lyk.—_(l"')—‘ (Izyk)-lyk g’identifiec & un sous-espace de l’espace
(J*¥ T), des k-jets de champs de vecteurs en x = p*(y*). Notons l’k ce sous-

espace. Tout k-jet de champs de vecteurs en x appartenant a F Sk 8€ relévera
de facon naturelle au dessus de y"-l en un vecteur tangent en chaque point
de la fibre correspondente de Ei7' — FE'. Autrement dit, si x5! (y k-l)Ehy
alors X&' (") se releve dans E*-1.

Les espaces [ peuvent g’'interpréter de la facon sunivante comme défi-
nissant un systéme différentiel d’ordre k: considérons le fibré To Fo—V
des vecteurs « transverses » de Fg. Le fibré des k-jets de sections (sur V)
de T o FY s'identiie & J* T o Ffi. Si I est par exemple un pseudo-groupe
de Lie transitit d’ordre 1 de groupe d’isotropie linéaire @, en un point
yk € F}f, le sous-espace [, de J% T o F& qéfinit les k-jets de I'-champs relatifs
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a y*. Prenons la réunion des [, pour tous les y" € Ff. On obtient ainsi un
systéme différentiel (non linéaire) d’ordre & sur le fibré T o F qui sera dit
systeme différentiel des Ichamps de V d’ordre k. Ce systeme différentiel esg
« projetable » sur F (par construction). Une solution de ce systeme sera
une [-presque structure (pour k =k + 1)sur V munie d’un automorphisme
infinitésimal. On remarquera enfin que la restriction de ce systéme au des-
sus d’une ['presque structure est un systéme différentiel linéaire, celui qui
définit les automorphisme infinitésimaux de la structure considérée.

IIL2. On notera désormais lj le sous-fibré de J* T o F& qui définit le
systeme différentiel des I'-champs de vecteurs de V d’ordre k. On a diagra-
mme commutatif de fibrations :

___L__..(:k

(111.2.1) \ 1

Pour 0<p < %, on notera lk ® AY(T)* le fibré obtenu en faisant le pro-

G st St g .

duit tensoriel sur'F(, de If et de A (T* o FS. Si on prend l’espace
Jy (I '® A”) des m-jets de sections (sur V) de l£® A%, on notera
'"(I ® 4%) la restriction du précédent au dessus de FE™ c Jd ().

PropPoSITION 111.2.1: On a la suite de SPENOCER:

1 ¢32 P
0~ B ~g3( 1) P gp (L @) 2 BLgene( gle a)

(111.2.2) l 1 i 1

Fk*m
T — Fktm e FRkM-Z . Fk"'"zP

dans laquelle les carrés sont commutatifs (ici p = inf (k, n, m)) et D+ o D' = 0.
En réalité la proposition résulte immédiatement de ce que, pour un
point donné y¥tme€ F¥f™, si on considére une I-presque structure locale

E, telle que jE+™ g = ykt™, la suite de SPENCER,

I D* p?
(I11.2.3) 050> Hi > i@ T — o > iy @ A2 (p < mymy k)
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relative aux automorphismes infinitésimaux de K, correspond, au point
x == pk+m (yk+m) 3 des morphismes de fibrés qui ne dépendent pas de la
section.

Par commodité, on prendra les images réciproques des fibrés

T (e, @ 4

fm AT™%  On obtiendra ainsi des fibrés

sur FiT™ par la projection Fit™ — F
notés Jr' “{ (l,f_,, &R A")pm y et la suite :

¢ I ~m I o cym—1,I * 0*
(ITL.2 4) 0— by = Jr (k) —>Ir (1 @ T*hgn ——> ...

F v
e — —> ;‘711 —® (I;_p® Ap)lH_m
de fibrés et de morphismes de fibrés vectoriels sur Fpi™,
11 est clair que la suite précédente ne définit pas d’opérateurs différen-
tiels lin€aires mais, sous la forme (III.2.2), une suite d’opérateurs différen-
tiels non linéaires d’ordre 1.

I1L.3. Eecrivons la suite (111.2.2) pour m = 2. On obtient ainsi :

r ry o 2*
0= for == gLl 8) = JH K@ = @M T

| : | |

+2 K+ 2 K - pk-2
P Fr Fr r

(D? est linéaire au dessus de chaque point y* de Ff. Soit (9r_, ), le noyau
de D? en y* 9F_, la réunion de ces noyaux aux différents points de Ff.

i, est un sous fibré de l'espace J (l,f'_1®T"). Done il définit un
systeme différentiel d’ordre 1 sur le fibré W, @ T*— V. Ce systéme sera
dit : systéme différentiel des I“déformations infinitésimales & 1’ordre k — 1. 11
est, par construction, projetable sur Fg. Une solution de ce systéme sera
une presque I-structure £, sur V munie d’un cocycle global pour la suite
de SPENOER ordinaire (I11.2.3) dans H;—; @ T'*. On sait (voir GUILLEMIN-
STERNBERG, op. cité) qu’une déformation infinitésimale d’une I'structure
correspond précisément & un tel cocycle.

Un élément &€ C}’(f_l au dessus de y* dans FI"v gera dit 1-jet de défor-
mation infinitésimale relatif au kjet de I'structure y*.
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II1I.4. Un autre point de vue sur les déformutions. Reprenons les nota-
tions de 1.2, Une I-structure E; sur V définit une section s de Fo—V,
au dessus de laquelle E; correspond a la restriction de E'—F§. On a

une section S’ de ﬁg——> Ff,. Pour déformer K, on peut, sans changer s,
déformer S° au dessus de s(V). On peut alors se demander 8’il n’est pas
possible de « déformer » §° au dessus de Fgy de facon que pour tout germe
de I'structure s on obtienne une déformation de I“structure. Si une telle
détormation existe on dira que c¢’est une « I'déformation simultunée sur V ».
En fait on peut toujours construire de telles déformations, mais qui sont
pour chaque I'structure des équivalences globales, en partant d’un difféo-
morphisme ' de V sur elleeméme. On peut se poser la question de savoir
si toute I-déformation simultanée est nécessairement une équivalence.
Donnons la version infinitésimale de ce probléme. En reprenant les
notations du paragraphe précédent, C}Zf_, définit un sous-fibré de
J;lr(l,f_1® T%. On peut en déduire un sous-fibré Sty de J;,Ilc,—x (lf_1® T*):

un 1-jet de section & du fibré lf_,® T* — F,’i_‘ appartiendra a cjf_l si et
seulement si pour tout y'€ Ff la restriction de & au dessus de h . appar-
tient a CF_,.

cS,f., définit un systeme différentiel d’ordre 1 sur le fibré l{_x® T* —
— F'. Ce systéme différentiel sera dit « systéme différentiel des [-défor-
mations infinitésimales simultanées » sur V a Pordre k — 1. Il est clair que
une solution de ce systéme définira pour tout germe de I-structure sur V
un cocycle pour la suite de SPENCER (I11.2.3) correspondante dans

H_ QT"

IV. G-Structures quotient.

La plupart des coustructions faites précédemment peuvent, convenable-
ment adaptées, s’étendre au cadre plus général des « G-structures quotient»
(comme on Pavait déja fait remarquer pour les @ -structures transverses a
une fibration). On se contentera d’indiquer rapidement comment cette gé-
néralisation peut se faire, et de montrer le role (en un certain sens) uni-
versel des @-structures quotient par rapport aux @G-structures usuelles. Ce
dernier point avait été indiqué dans [6] avec une erreur évidente, rectifiée
ici (c’est le groupe linéaire et non le groupe orthogonal qui intervient dans
la construction).

IV.1. Soient F une variété différentiable de dimension N, n un entier
<N, G un sous-groupe de Lie fermé de GL (n, R). Une G-structure quo-
tient sur F sera définie par le couple |/, 0] d’un G-fibré principal de base
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F et d’une 1-forme tensorielle sur E, 4 valeurs dans R" et de rang maximum
en tout point. 6 définit un systéeme de Pfaff, et donc un champ d’éléments
de contact {M,,y€ F}| de codimension » sur F. Si & (F, GL (n, R)) désigne

Pespace des repéres transverses au champ {M,}, ﬁ=6/G, E correspond a

une section globale de F— F, et toute autre section définirait une autre
@-structure quotient ayant le méme systéme de Pfaff sous-jacent.

Il est clair que le cas des G-structures transverses a une fibration est
un cas particulier de G@G-structures quotients. Une situation intermédiaire,
également importante, est celle des G-structures transverses & un feuilletage.
Dans ce cas on a un feuilletage relevé dans €. Sila @G-structure transverse
est réunion de feuilles du feuilletage relevé, on dit qu’elle est projetable,
ou feuilletée. Elle est dite Istructure transverse si elle est localement
Pimage réciproque d’une I“-structure par la projection suivant le feuilletage.
Les I'structures transverses ont été étudiées par HAEFLIGER (voir [5]).

Si [#, 6] est une G-structure quotient sur F et si V est une n sous
variété de F transverse au champ d’éléments {M,}, alors |E, 0] induit une
G-structure [Evy, Oy]sur V. Ou encore, étant donnée une n-variété V, toute
immersion f: V — F transverse en chaque point au champ d’éléments {M,}
induit une @-structure sur V, définie par:

(IV.1.1) By, 0v]=f"(E, 6).

ReEMARQUE : On notera en particulier que si [E, 0] est une @-structure
transverse a une tibration F-— V, toute application f: V — F transverse
a la fibration (pas nécessairement une section) induit une @G-structure sur V.

IV.2. On peut, a Uaide du théoréme de plongement de WHITNKY,
construire une « G-structure quotient universelle» en ce sens que pour
toute n-variété V et pour toute G-structure [Evy, Oy] sur cette variété,
[Eyv,0v] est induite sur V par une immersion dans 'espace de la G strue-
ture quotient universelle.

Pour cela, considérons le groupe affine GA (2n 4 1, R) et Vespace quo-
tient F'= GA (2n + 1, R)/GL (n + 1, R) < G. On notera E° lespace
GA(2rn+ 1, R)/GL(n + 1, R). On a alors le diagramme de fibrations:

go ._,:'T.__.._..o Eo°

(IV.2.1) l po

RE"*l =GA(2n+1,R)/6L(2n +1 , R)
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dans lequel 7% est une tibration principale de groupe structural G. On a
sur E° une 1-forme tondamentale 6° 3 valeurs dans R" de rang n en tout
point, définie de la fogon suivante: soit 2°€ K9 y' = a0 (2"), x = p° (y°), 2°
définit le couple |[J,, z:) d’un (n 4 1)plan M, en = et d’un n-repére P
transverse a M, . Soit N, le sous espace engendré par ce repere transverse.
Pour tout vecteur v, tangent en 2° & EY soit v, sa projection sur R¥+!
en z. Soit Y (vy,) la composante sur N, de v,. On posera alors 0% (vg) ==
=2y (N (vrez)). Il est clair que la 1-forme 6" ainsi définie est tensorielle et
de rang n» en tout point
On a donc une @ structure quotient [EY, 6°] sur F°,

ProrosiTION IV.2.1: Pour toute n-variété différentiable V, toute G-
structure [Ey, 0y] sur V est induite a partir de la G-structure quotient
[EY, 6°] par une immersion transverse f, soit:

(Iv.2.2) (Ev, Ov]=S" (£ 6°).

En eftet, le théoreme de WHITNEY permet de plonger différentiablement
V dans R»t1. Muanissant R?**+! de sa métrique habituelle, en tout point
x €V on obtient un (n 4 1) sous espace M, supplémentaire de I’espace tan-
gent T, 2 V en x. Si V est munie d’une @ structure [Ey, 0y], celle ci
définit en chaque point r une classe de repéres de T,. Cette classe de
repéres, avec le sous-espace M., correspond a un point y°€ F° au dessus
de x. On obtient ainsi une application (y° = f(x)) de V dans F°, et il est
clair que f* (K9, 0°)) coincide avec [Ey , 0y].

COROLLAIRE : Pour qu’il existe une G-structure sur V, il faut et il
suffit qu’il existe une immersion transverse de V dans F°.

Ainsi la @G-structure quotient |[K 6°] sur FO joue un role universel
pour les G-structures (sur les m-variétés). Pour cette raison on pourra l’ap-
peler « G-structure quotient universelle », a condition toutefois de préciser
qu’elle n’est pas la solution canonique d’un probléme universel. On remar-
quera que le systeme de Praff sous-jacent a [K°, 6] sur FY n’est pas inté-
grable ; il ne s’agit donc pas d’une G-structure transverse a un feuilletage.

REMARQUE : Il serait intéressant d’arriver a construire des G-structures
quotient universelles (au sens précédent) ayant des propriétés plus mania-
bles, par exemple (a) d’étre transverses 4 un feuilletage (b) vérifier la pro-
priété que si f, et f, sont deux immersions transverses d’une variété V,
alors les G-structures qu’elles définissent sur V sont les mémes si et seu-
lement si il existe une homotopie traunsverse entre f, et f,. Le probléme
est ouvert.

e



178 Precrre MoriNo @ Swr la (i-géométrie

1V.3. Venons en a la géométrie des (-structures quotient. On reprend
les notations de IV.1.

On définit sans difticultés, pour k > 0, ’espace des k-jets de sous va-
riétés transverses au champ d’éléments de contact {M,j. On notera F* cet
espace. On aura des projections:

pk
Fk ..__L..,. FB

1V.3. : y
( 1) \ i o¥
pk .

F

On construira les prolongewments successits de £ — F exactement comme
au paragraphe (11.2) a ceci prés que la construction du premier prolonge-
ment n’aura pas les propriétés particulieres d’un espace de repéres: ce sera
une famille de sous-espaces transverses dans ¥, et la 1-forme fondamentale
n’y sera définie que sur les sous espaces canoniques. De facon générale on
aura un diagramme commutatif a Vordre &k 4 1:

Ex#l

.
l \\:w

Ck o Fk* 1

LI

Ek .,...Ir_.._» Fk

(1V.3.2)

ott la fibration E*+! — ¥+ gera principale de groupe structural GE+D. gkl
est muni d’une 1-forme fondamentale 6*+1 3 valeurs dans R+ g+ ¢+ ...+ g
définie partiellement sur les sous-espaces canouiques de E*t!., De méme,
sur ¢*t! gera défini un tenseur de structure d’ordre k, t.

Si f est une immersion transverse d’une n variété V dans F, f définit
de facon naturelle pour tout k>0 une immersion f* de V dans F*, trans-
verse au champ d’éléments de contacts {M:k, ¥ e F") obtenu par image ré-
ciproque du champ {#M,, y € F| par la projection F*— F. On a alors:
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ProrosirioNn IV.3.1: Si (Hy, 0y] est la G-structure induite par Pim-
mersion transverse f: V — F, son k% prolongement, muni de sa forme
fondamentale, est induit par DPapplication f*: V — F¥ & partir du k*° pro-
longement de K — F muni de sa forme fondamentale. Soit :

(I1V.3.3) By ,0y ] =s*[E0)=>|8F, 6%]=/s" (£, 6").

Ainsi, par exemple, ["étude des prolongements successifs d’une G-strueture
quotient universelle (pour les » variétés) permet ’étunde simultanée des pro-
longements de toutes les G-structures usuelles.

Si I’ est un pseudo groupe de Lie transitif d’ordre 1, de groupe d’iso-
tropie linéaire G, la condition pour gqu’un k-jet transverse soit nn kjet de
presque-I'-structure définit une sons-variété Ff de F*. Si on prend k>
> ky+ 1 (ordre de stabilité de G) on obtient un systéme différentiel fonda-
mental pour les I'structures transverses sur F. Une solution de ce systéme
détinira une sous-variété transverse sur F telle que la @-structure induite
sur cette sous-variété par [E, 0] soit une presque I'structure.

Soit T-F le fibré vectoriel sur F défini en chaque point y par le quo;
tient de Vespace tangent en y, C,, par le sous-espace M, -T.F sera dit
fibré vectoriel transverse (ou quotient) sur F. On a sur 7-F un champ
d’éléments de contacts {7'-M,, z€ T-F} de codimension n, image réciproque
du champ {M,} par la projection T-F — F. Une sous variété transverse 2
ce champ d’éléments de contact dans 7-F sera formée du couple d’une
sous-variété transverse sur F et d’un champ de vecteurs sur cette sous-
variété. Les k-jets de sous-variétés transverses dans 7T-F se projetteront
sur les k-jets transverses de sous-variétés de F. On notera J*T.F* l’espace
des kjets transverses dans T-F; au dessus de y*e¢ F*, la condition pour
qu'un k-jet 2¥€ J*T.F* définisse un automorphisme infinitésimal du k-jet
de @-structure défini par y* détermine un sous espace vectoriel lyk de la
fibre J*T.F* — F*. La réunion de ces sous espaces aux différents points
de F{f forme une sous variété Il de J*T.F*, donc un systeme différentiel
d’ordre k sur la variété 7-F; et pour k==L, -+ 1 on obtiendra le systéme
différentiel des I-champs transverses sur I'. Une solution sera une sous-va-
riété transverse dans F munie par [F, 6] d’une presque I’ structure, avec
un automorphisme infinitésimal sur cette variété.

Enfin, si Pon note I,f'® A” (T*) le produit tensoriel sur F* ae If par
Pimage réciproque du fibré A? (1), 0 <<p<<u, et si 'on considére la re-
striction T (If ® AY (T*) au dessus de Ff'™ de Despace des m-jets de



180 Pierro MovriNo @ Sur le G-géométrie

sous-variétés de l{® AP (T*) transverses au champ d’éléments de contact
relevés & partir du champ {M,}, alors on a nue suite de SPENCER :

r 2! - D2 @ .
0> gl u) 2> grt( ter ®T%) B B ghP( bh-p @ )

P | l

F)F\*m —— Fk#m ——— Fk#m*Z _— F)dm-Zp

T

(IV.3.4) ou les carrés commutent et QP+ o QP = 0.

En particulier le noyau de Q@ définira une sous-variété i_, de Des.
pace des 1-jets transverses a I,','_,® 7*, donc un systeme ditférentiel d’ordre
1 sur l,f,,@T*. Une solution de ce systeme sera formée d’un variété
transverse dans F, munie par [F,6] d’une presque I['structure, et d’un
cocyele de déformation infinitésimale de cette structure. Ainsi ce systéme
sera-t-il appelé systéme différentiel des I'-déformations infinitésimales trans-
cerses sur F (a Pordre k — 1),

REMARQUE : Pour que les constructions précédentes soient correctes,
il taut faire certaines hypothéses de régularité sur la G-structure quotient.
On peut remarquer que ces hypothéses seront automatiquement satisfaites
sur la @-structure quotient universelle introduite an paragraphe précédent,
pour des raisons ¢videntes d’homogénéiteé.
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