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SUR L’ALTERNATIVE DE FREDHOLM
POUR LES OPERATEURS NON-LINEAIRES AVEC
APPLICATIONS AUX PROBLEMES AUX LIMITES

v v
JINDRICH NEQAS

§ 1. Introduction.

La théorie des opérateurs monotons s’est montrée une base pour la so-
lution des problémes aux limites pour les équations non-linéaires aux déri-
vées partielles du type elliptique.

On considére un opérateur 7 d’un espace de Banach B, complex, ré-
fiéxif, dans son antidual B*, en désignant par (Tu, v) la dualité entre B* et
B. Le probléme fondamental: sous quelles hypothéses 7' (B) = B*. Deux
hypotheses suivantes sont importantes :

(1.1) monotonie : Re (Tv — Tu, v — u) => 0,
(1.2) coercitivité : Hm | (Tu, w)|-||u]~! = co.
ful]] »oo

Si encore T est continu de chaque sous-espace de dimension finie dans

B* faible, on a T (B) = B*, cf. le théoréme 1 de ce travail; si B est réel

et séparable et lim (Tu,u). |u|~! = oo, cf. J. Leray, J. L. Lions [1];
Il

u|| - o
sans séparabilité cf. F. E. Browder [2] et J. Nedas [6].
Si B est un espace de Hilbert et 7 un opérateur linéaire, continu et
(v, v) le produit scalaire, on peut se donner encore un opérateur S de H
dans H, complétement continu, et de considérer la question sur la surjec-
tivité de 1’opérateur A; =T — 18, 1€ C,. L’alternative de Fredholm a

Pervenuto alla Redazione il 31 Agosto 1968.
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lieu : ou bien A est une valeur propre, ou bien il existe un opérateur in-
verse. La structure des valeurs propres est bien connune et on connait aussi
Pimage de 7 — A 8 pour 4, une valeur propre. La condition (1.2) est rem-
placée dans ler applications linéaires du type elliptique par l’inégalité de
Giirding. C’est ’idée principale qu’on a suivie en considérant les opérateurs
non-linéaires.

Sous certaines conditions sur la monotonie et la coercivité de 7, sous
la condition que 8 est continu de la topologie faible dans la topologie forte
et encore sous certaines conditions, dont un cas particulier trés important
est x-homogénéité de T et §: pour u >0, u€B, T (uu)=p*T (u), 8 (uu)=p*S(u),
nous avons obtenu un analogue de l’alternative de Fredholm : 8’il n’existe
pas u de B, u 3= 6, telle que Tu — A Su = 0, alors T — A § est surjectif.
On démontre aussi qu’il existe un sous-espace F de B* de dimension finie,
tel que chaque f de B* s’écrit sous la forme f = f,+ f,, ou f, €(T—A48) (B)
et f, € F.

EXEMPLES : Dans les exemples qui suivront, on désigne par

Ik

0 étant la frontidre d’un domaine 2 de Ry.

ou

3 _
Wn'(R) = a7

u

—|—]u[’")dw<oo, =0 sur dfQ¢,

ExXEMPLE 1. On cherche u de Vi)’é“(.Q), telle que pour v€ Vf’é”(!)):

Jowav, juf = -
f"fl a—w;a—z:dx—lfmuvdx_!jvdx,
Q2

2

8
formellement : » = 0 sur 08, — du — Au 1—'_:”—“', = f dans Q. f€ Ly(Q),

8 > 0. Alors pour chaque f de L,, il existe une solution si 4 3= 4;, ol
{A)x—=1 est le spectre pour le probléme de Dirichlet et ’opérateur de Laplace.

ExXxEMPLE 2. On cherche u de ﬁ’f“(!)), telle que pour chaque v de

W @)
N
] s
=1
2

N
formellement ¥ =0 sur 62, — % a—aw_[

i1=1

2 gu 9o

—-——dz-—ﬂ.f]1¢]21¢;dx=jf;dx,
Q2 2

ox; 9x;

cu
ox;

2 Ju
8:v.~

ou
o0x;

] — A|u[*u=/f dans Q. Alors
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pour chaque f de L4 (£2), il existe une solution, 8’il n’existe pas u de

3

(1) (), v == 0, telle que pour chaque v € W‘“ @)

N
|2
=1

Q2

Ju
o0&

oL, Ol

ou 60 ;
07 e - l]| uPuwede =0
2

o '
EXEMPLE 3. Soit 1 < m < oco. On cherche n de¢ H',‘,l‘ (2), telle que

pour chaque v de HO',(,,"(SJ) on a

(l,(l‘

N N A 2w : \ m_ _ _
/z (1+§|§"!) ot e, 1_7[|+|ug2 l-urd,v=/fvd.v.
o ' “w

Formellement v = v sur (£,

. 0 ou |1\t ou m_
N ' = — A1 )27 u =/ dans Q.
ila [(1 + 2 31) ) 5 )'( + Iu| ) 3 _f dans
Alors pour chaque f de L ,, , il existe une solution, ¢’il n’existe pas u de
m—1

ﬁ’?(,f’ ), & == 6, telle que pour v de W,f.” (£2):

* N N
[3(3
Jooi=1 \j=1
Q

m_, - .
22 [ -
P S [T =

0®; ox;

ou

O.l'}

7]

§ 2. Une généralisation du théoréme de Leray-Lions.

Nous considérons dans la suite les espaces de Banach B, complex. Par
B*, on désigne l’antidual de B, a savoir l’espace des fonctionelles antili-
néaires. On désigne par (f, ») la dunalité entre B* et B.

HYPOTHESE 1. Soit A, un opérateur borné, continu de tout sous-espace
de B de dimension finie dans B* faible. A soit coercitif:

(2.1) lim |
ull »oo
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HYPOTHESE 2. Il existe une application bornée de B < B dans B*, soit
A (v, u), telle que A (u, u) = A (u) et telle que

M u de B, Vapplication v— A (v, u) est hemicontinue (continue de

(2.2) toute droite de B dans B* faible) et telle que pour u, v de B,

Re (4 (v, u) — A (v, u), w — v) = 0,

(2.3) st w, — u (convergence faible) et si (A (u,, uy) — A (u, u,),
B u, — u) — 0, alors pour v de B: A (v, w,) — A (v, u) dans B*,
(2.4) 80wy — u et A (v, n,) — v* dans B*, alors (4 (v, u,), u,) -— (v*, u).

Nous dirons que A (B)= B* réguliérement, si de f € B* || f|| <R<oo,
suit ||u || << » < oo, u étant la solution de A (w) = f.

THEOREME 1. Soit B un espace de Bunach réflexif, complex, de dimension
= 2 et A une application de B dans B*, satisfaisfaisant aux hypothéses 1 et
2. Alors A (B) = B* réguliérement.

DEMONSTRATION. Soit F ¢ B un sousensemble de dimension finie, F*
son antidual et désignons par (f, v)r la dualité entre F* et F. Définissons
Ap de F dans F* par u, v € F—> (dpv, u)p = (Av, u). Si lon introduit
dan F et F* une base biorthonormale, soit e;, ef, 1,j =1 2,. %, alors u
de F g’écrit comme u = 2‘ xie;, f de F* g'écrit comme f = Z yj €} et on

=1
peut 1dentlﬁer F et F* avec Pespace euclidien C,, au produit scalaire
(%, ¥) =_2‘ x; y; et Vopérateur Ap avec un opérateur R, continu de C,. dans

=]
x

lui méme, defini par (4dpv, u) = (Re, y)g,, ot v = 2 e, u=2ye;.

i=1 i=1

On a
(2.5) lim | (B, 2)o, | | #|' = oo.

Iz |l +o0

Soit £ € B* (fr, v)r = (f, v) et soit 5 € C, avee fr = 2 n: ¢ff . Considérons
=1

encore Ur = Rx — 7 qui satisfait aussi & (2.5). 1l s’agit de trouver x € C,

de sorte que Ur = 0. Soit ¢ > 0 si grand pour que |(Ux, ) | 3= 0 pour

| #| = o. Sans restreindre la généralité, on peut supposer » = 2. Dans ce

cas, on peut trouver arg (Ux, x) de sorte qu’il résulte continue sur la sphére

x| = o. Posons V (2) = exp( ' I arg( mg,ﬁ g)) . U(x); cest
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une application continue de C, dans lui méme. Sur |#|=yp, on a (V (r), ) >0,
alors on peut trouver ¢ > 0 si petit pour que la transformation x — &V (x)
transforme Ja boule | 2 | << ¢ dans elle méme. D’aprés le théoréme de Brouwer,
il existe un point fixe zr, dans cette boule, alors V (xp)=0, d’ott U (xF)=0.
Désignons par up le point correspondant dans F. Nous avons alors pour v
de F:

(2.6) (Apur, v)p = (Aup, v) = (f, V).

I1 suit de (2.1) qu’il existe une counstante ¢ > 0 telle que pour chaque
F,||up| < c. Désignons par A ’ensemble de tous les sous-espaces de B de

dimension finie et = 2 et par By, = %, . Soit By, la fermeture de By
v A3F R F v 0

dans la topologie faible. La famille de By, possdde la propriété des intersec-

tions finies. Il en suit que FQA Bp, == 0, donc il existe “05104 Bp,. Soit v
0 0

de B et F € A contenant » et u,. Il existe maintenant une suite u, de Bp,,

telle que wu, — u. Comme wu, est une suite bornée, A (v, wu,) 'est aussi,
alors, on peut supposer que 4 (u,, u,) — u*. Vérifions que

(2.7) (d (Ui y Un) — A (89 y Up)y Uy — uy) —> O,

En eftet, (4 (u,, upn), 1) = (fy n) = (f) %g) ) (A (20 y Un)y 165) = (15, f) D’aprés
(2.4) ¢ (A (g, un)y tp) —> (u*, ug) et enfin (A (ug, tn), ug) — (¥*, %) ; tout cela
entraine (2.7). Alors pour » en question, compte tenu de (2.3), A (v, up,) —
— A (v, 4y). Il 8’en suit de (2.4) que (A (v, uy), u,) —> (4 (v, ), up). Boit 0, =
= (A (tny ) — A (*y ),y —v), On a 0, —(f— 4 (v,u), %, —v). Mais
d’aprés (2.2), Re C,, = 0, done on a

(2.8) Re (f'— A (v, u())! Uy — ") =0

pour chaque v de B. Si nous posons v == u,— Aw, v de B,4 > 0, il suit de
(2.8) que Re(f— A (uy— Aw,uy), 1)=0 et en fulsant tendre i —> 0, il en
suit que Re (f — 4 (uy), w) =0, dolt A (uy) ==f; pour chaque boule
K, = (|| /|| < ¢, 1l suit de (2.1) que A~!(K,) est bornée, d’oir 'assertion.

§ 3. Alternative.

Boit 7 (w) un opérateur du théordme 1, tel que
(3.1) (T (), w) = 0.

¥ Annali delia Seuvla Norm, Sup. - Pisa,
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HYPOTHESE 3. Soit S (u) un opérateur de B dans B*, continu « de la to-
pologie faible dans la topologie forte» : si w, — u, alors S(u,)—> S(u) dans
B*. Soit encore
(3.2) (8 (w), u) = 0.

Désignons par A; (v) = T (u) — AS (v). Evidlemment, il suit du théoréme 1:
CONSEQUENOE 1. Pour 1< 0, 4, (B) = B* réguliérement.

THEOREME 2. Soit A =4, 4 i1, et A; = T — A8 avec T satisfaisant aux
hypothéses 1 et 2 et S a Vhypothése 3. Supposons encore (3.1). Alors 8i 1, 4= 0,
Vopérateur A, est réguliérement surjectif.

DEMONSTRATION. 11 suffit de démontrer (2.1). Mais (3.2) : | (A u, u) | =
= (Tu, u)* 4 i} (Su, w)® — 24, (Tu, u) (Su, u) 4 23 (Su, u)’ = (Tu, u)* (1 — edy) +

+ (}} + 2} — %) (Su, w)* pour chaque &> 0.

1 .
Si nous prenons 0 e < < Inais assez proche de 1/, , nous obtenons
1

le résultat.
Nous avons un lemme important :

LeEMME 1. Soit T un opérateur borné de B dans B*, satisfaisant & Uhy-
pothése 2. Alors 8t up,— u et T (uy)—> g, il en suit que g = T (u).

DEMONSTRATION. On peut supposer que T (u,u,) — u*; d’aprés (2.4),
(7' (uy up)y 1) —> (u*, u), Aot (T (wp, un) — T (0, uy), 4, — u) — 0, d’ot d’apres
(2.3) pour chaque v de B: T (v, u,)— T (v,u). D’apres (2.2) Re (T (un , un) —
— T (vy Up)y 4, —¥) = 0; 8i n—> co, on obtient de (2.4) que (T (v, u,), un) —
— (T'(v, u), u), d’out lim Re (TI'(uy ,u,) — T (v, Un), 4 — v) = Re (9 — T (v, u),

u—v) >0, i

Si nous posons v = u — Aw, 1 > 0, w de B, nous obtenons Re (g — T (v —
— Aw, u), w) = 0 et en faisant tendre A— 0, on obtient Re (g — 7' (u), w) = 0,
d’ot g = T (u).

Nous dirons qu’un opérateur N de B dans B* est x > 0 homogene, si
pour chaque 0 < u,u de B:N(uu)= u* N (u).

Nous dirons qu’un opérateur N de B dans B* est x > 0 quasi-homo-
géne, s§’il existe un opérateur N, de B dans B* x-homogeéne, tel que: si
Wy —>w et si les nombres u, > 0, u,—> 0 et 8i up N(%:) — g, alors

(3.2)" lim N(%-) = N, ().

n -+ o0
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Nous dirons que N est fortement x > 0 quasi-homogéne si (3.2)" est
valable pour chaque g, — 0, u,, > 0, w,, — w. (Dans ce cas N, est x-homo-
géne automatiquement),

ProrosiTioN 1. Seit 8 un opérateur de B dans B* continu «de la to-
pologie faible dans la topologie forte». St S est x-homogéne, il est x quasi-
homogéne fortement avec S, = 8.

En effet ux 8 (1£'—l) = 8 (1ty) — 8 (w).
. i

PROPOSITION 2. Soit T' un opératewr de B dans B*, satisfaisant & Uhy-
pothése 2. Alors s’il est = homogeéne, il est x quasi-homogéne avec T, = T.
w, . .
En effet s T(~-) = T'(w,). Maintenant, on utilise le lemme 1.
M

n,

PPROPOSITION 3. Si T est un opdrateur de B dans B* satisfaisant
(2.1) et 8’il est x-homogéne, on a

(T (), w) | =euft+, o> 0.

En effet, pour | || =g, avec o assez grand, | (T (v),u)|=¢, > 0. On
a pour n de B

|(T(u)’“)|___,(T(Hj{|’, u Q),Hull u 0){2(H“H)l+uc“

e el e |l e

d’out Passertion.

THEOREME 3. (alternative) Soient T et S les opérateurs satisfaisant cux
hypothéses 1 et 2 et a Uhypothése 3 respectivement. Soit T x-quasi-homogéne et
S fortement x-quasi-homogéne. Supposons encore

(3.3) (T (w)yu)=cllu|t*,c>0.

Soit A > 0. Alors

(i) ou bien ¢l existe w==0, «un éElemént propre» tel que T, (u) —
— A8, (u)=186

(i) ou bien il wexiste pas; dans ce cas A; = T — A 8 est réguliérement
surjectif.

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 2, si nous posons A* =1+ ii,,
2, > 0, nous obtenons que A, est régulidrement surjectif. Considérons 1 > 0
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qui n’est pas une valeur propre et soit A* =14 il,, 0 < 1, << 1. J'affirme
que AR (Ir) est uniformément borné par rapport a 0 < 4, << 1. Supposons
que ceci n’est pas vrai. Dans ce cas, il existe f, de B* || fu || << R, dgn—> 0

et u, de B, telles que A, () =71, ,| %, | — co. (,— 0 en vertu du théo-
n

Uy

[ 2ea ]

. On

réme 2, ol on a démontré de plus linégalité (3.2)’). Soit v, =

peut supposer que v, — v. On a

(3.4) “ 'Ln H-k A‘: (1tll) = ” "Il \_” AA: (H "N ” vn) = ” un ”—“ j;l

et d’autre part, etant
(3.5) [ |7 8 (|| wa || ©) — 8 (v),

on a |[a |7 T (|| wn || va) — 28, (v),

done || ay ||=* I'(]| wa || ©2) = Ty (v). On a alors T (v) — 48, (v)= 0.
D’autre p&l‘t, || Uy H—k (T (” Uy ” vn)y V) == H Uy ”—-l—x(T(vu ” Uy ” ), vn” Up “)2
= ¢> 0, et ¢tant lim || w, ||~ (T (|| wn || v2), v.) = (T (v), v), on a (T, (v), v) > 0,
7N — 0o

donc v = 0. Mais c’est une contradiction.

Soit alors f de B* et u, de K,, les solutions de A4, (v) = f, pour
A=A+ i, 1, > 0. Soit i, — 0 et désignons u,« = %, . On peut suppo-
ser que u, — u. Mais A« (v )= T (u)— % 8 (u,) =ﬁ. Jy dou T'(u) — f+ 4.
Su, alors d’aprés le ]emmta 1, Tu = f + 4 Su, d’ou Dassertion.

ProrosiTION 4. Sous les hypothéses du théoréme 3, les valeurs propres
sont réels, positives.
En effet, si 4 est une valeur propre, (7} (u), ) = 4 (8, (u), u), (S, (u), u) == 0,

v (T (u),u)
dod 1= (8, (), u)

§ 4. Image des applications 7 — 48.

Dans ce paragraphe, nous donnerons quelques résultats simples sur
Iimage de 7 — AS au cas général, alors aussi au cas, ou 4 est une valeur
propre de T, — A8,. Ces résultats généralisent dans un sens les résultats
de F. F. Browder [4].
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Nous supposerons pour opérateur 7 I’hypothese 2 et la coercitivité
dans une forme un peu plus forte :

(4.1) [(T()w) | =¢ ||u|t*—cy, e ,0>0, >0,
Pour Popérateur S, nous supposerons :

HyYPOTHESE 4. Il existe G, un espace dc Banach, tel que B € G algé-
briquement et topologiquement ¢t tel que Vapplication identique de B dans G
est compacte ; S est continue de G dans B*.

Désignons par || ||, la norme dans G.

HyYpoTHESE 5. Il existe une application complétement continu, soit S, de
G dans B*, x-homogéne, et telle que

(4.2) IS )— 8 ]| <<e@- ul|), 0 << < x.
Nous avons le lemme suaivant:

LEMME 2. Soit N, une application complétement continue de G dans B,
x-homogéne. Alors & chaque ¢ > 0, il existe une application complétement con-
tinue, x-homogéne, soit R, de G dans un sous-espace F de B de dimension
finie, telle que pour u de G:

(4.3) 1S () — R@) || <<ellwl-

DEMONSTRATION. I’application §;, étant completement continue de @,
l'image de la sphére K = {||ju ||, = 1}: 8, (K) est compacte. Donc, il existe
un ¢ > 0 réseau dans N, (), soit f,,f,..,/p tel que si f€ 8, (K), alors
il existe f; tel que ||/ — fi|| <e Soit F le sous-espace engendré par fj,
j=1,2,..,p. Posons pour u de K:

pe) = — | S, —/ill, si |8 —si|<e et pw=0

i
2 pu(u) fi
1=

si || 8 (w) — fi]| > & Posons P (u)= =~

Enfin soit R (u) == || u, |-

P(H—}:W) On obtient aisément (4.3), d’ou D’agsertion.
0

THEOREME 4. Soit T une application de B dans B* satisfaisant a Vhy-
pothése 2, a Dinégalité (4.1) et S Vopérateur complétement continu de G dans
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B* satisfaisant aux hypothéses 4 et 5. Alors il existe un opérateur R, com-
plétement continu de G dans B*, x-homogéne, avec image dans F < B*, un
espace de dimension finie, tel que T— A8 = T, — AR, ou T, satisfait a Uhy-
pothése 2, et & Vinégalité (4.1). Il en suit que chaque élément f de B* peut
8'éerire comme f=f, 4 f,, ou f, € (T — A8) (B) et f,€F.

DEMONSTRATION. T — A8 =T — 1 (8 — 8,) — AS,. L'opérateur T,=T—
— A (8 — 8,) satisfait & I’hypothése 2 et & (4.1): ’hypothése 2 est évidente
en vertu de la continuité compléte de S de G dans B*. Mais

(T, (), u) | = [ (T — 2(8 — 8,) (w)yw)| = ¢, || w|[+* — ¢, —

— 2@l el = g || |+ — o,

d’o2 D’énoncé. Pour 8,, on applique le lemme 2 et on construit E. On
obtient T — A8 = T, — 4 (8, — R) — AR. Si nous posons Ty=1T,—A(8,— R),
on a de nouveau P’hypothése 2 en vertu de la continuité compléte de R
de G dans B*. Pour obtenir (4.1), on a | (T, (u),u)| = ¢y | u|!+t* — ¢, —
—|4|ses| u|*t*, ot ¢; est la norme de I’application identique de G dans
B. 11 suffit maintenant de prendre & < cc|—31| Si fe B* il existe v de B
tel que T, (u) =f. Posons f, = AR (u) et uf1 = (T — A8) (u), d’ou la démons-
tration.

§ 5. Applications aux problemes aux limites.

D’abord, nous démontrerons encore un lemme facile, utile dans la suite.

LEMME 3. Soient T,, n=1,2,.., une suite des opérateurs de B dans
B*, monotone :

(5.1) Re (T, () — Ty, (v), 4 — v) = 0
et tels que
(6.2) lim T, (u) = T (u) dans B* pour chaque u de B.

Soit Vopérateur T hemicontinu. Alors si u, — u et si T, (u,) =g, alors
T (u) =4g.

En effet, pour chaque v de B: 0 << Re (T, (u,) — T, (v), u, — v) —>
— Re(9 — T (v), w — v). Si nous posons » = u — Aw, 1> 0, nous obtenons
Re(9 — T (v — Aw), w) =0 et par le passage & la limite A—> 0: Re (g —
— T (w), w) = 0, d’ott le résultat.
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Dans la suite, on va se bormer aux applications simples de la théorie
ci-dessus. Le lecteur pourrait faire les généralisations lui méme. Pour la
littérature, cf. J. Leray, J. L. Lions [1], J. Neéas [3].

Soit 2 un domaine borné de ’espace euclidien Ry, & frontiére lipschit-
zienne. On désigne par €D (L) l’espace des fonctions complexes, & support
compact dans Q. La notation usuelle D= ——ﬁlil-—— est utilisée. On in-

0w’ ... 9z,
troduit comme d’habitude lespace W) (£) avec la norme | u o =
. | s - iy
m o
=( | IZ k{D" u|m dx) . On désigne encore par W,(,,")(Q) le fermeture de

Jli=

Q2
D () dans W, (Q).

On définit les fonctions a;(x, ;) pour z de 2, || < oo, |i|<<k [j|< .
On suppose que a;(x, ;) sont mesurables en x pour tous [;, {; fixés et con-
tinues en {; pour presque tout # (condition de Carathéodory). On suppose
encore

(5.3) | ag(x, 55) | < e (1 —|—| 'liklc,-l)""", 1< m< oo,
j

Il est connu, cf. par exemple M. M. Vajnberg [5]: l'opérateur a;(x, D’ u)
1
résulte continu de W, (Q) dans L, (Q), % + . 5=1
Soit f de Ly (9), u, de W, (2). On s'occupera du probléme de Diri-
chlet (pour les autres problémes cf. J. Nedas [3]). Une fonction « de WP (RQ)

est dite une solution faible du probléme de Dirichlet :

(5.4) S (— 1) D¥a;(x, Diu)=f dans £,
ji|<k
au LT

(5.5) sz I=0, ],...,k—l sur 8.9

0 .
(3_1» étant la dérivée selon la nomale extérieure) si pour chaque v de
o (k)
Wi (2):

(5.6) > ai(®,Diu)-Div-dx =ff5dx,
18] <k
Q0 Q2

(5.7) % — U, € v‘faﬁ" (£2).
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Désignons encore par a;(x, (., {g) = a;(2,{j), ot |a | =k, | B| < k. Supposons

(5.8) lilzska;(w,tj)ﬁzcimZ:lefl'",

(5.9) Re 2 (@ EasLp) = (@ e, Ly) &—m)>0
pour ¢ == 7,

(5.10) mikai(x,éa,nﬂézasmz_kl&lm—04-
Posons

(T (u, v), w) L 3 o« (#, D*uy + D* u, Df uy 4 D v) D* w dax +

li|=k

+f S ai(w,Diuy+ Div). Diw da.
i) <k
2

11 est démontré dans J. Leray, J. L. Lions [1] ou dans J. Nedas [3] que
Popérateur T (u, v) ainsi défini satisfait aux hypothéses du théoréme 3. Soient
b; (x, {;) définies comme a;(x, ;) mais pour |i| <k, |j|<<k. On suppose

(5.11) [bi(x, &) | <e(+ = |&G|)m,
AR

(5.12) S bi@,t)Li=0
|i|sk

et posons

(5.12) S@,v) = | 3 b Diu)Divda.

3] <k

Q

Compte tenu de ce que l’application identique de w.P (£2) dans W (£)
est complétement continue, on a Phypothése 3. Si nous supposons que pour
chaque u >0, x >0 fixé, x=m —1:

ai (@, ulj) = p*-ai(x, L)),
(5.13)

bi (x, ulj) = p* bi(x, Lj),

nous pouvons utiliser les propositions 2 et 3. Dans ces conditions, nous
avons :
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THEOREME 5. On suppose les conditions (5.3), (5.8), (5.13), u, =0 de (5.7).
Alors 8t Im A0, A<<0 ou st A>0 et dans le dernier cas 8’il n’existe pas u==0

o o —_—
dans W.2 (Q) telle que pour v de w0 Q) : f 2 a (@, Diu) D'vdx —
i<k

—1 / 3 bi(x, Diu) Divda =0, alors pour chaque f de Ly (2) (@ plus forte
Joli<k

raison pour f de (I?f,ﬁf’ (£))*) il existe une solution faible u de w¥ (L) de

Péquation

(513 5 (— 1)l Di(gg(w, Diu)— A 3 (— 1)1% D(bs(w, DIiw) = f
11|k 1<k

dans Q. (Cf. exemple 2).
Supposons maintenant pour x =m — 1 et 0 < u<<1 que

‘ 'um—l a; (.’IJ, %) = q; (.’E, Cj y ,u)?

(5.14) ‘
_ i

?Inm 1, ( ,—;) =b; (&, {5, p),

\

o a;(w, L, u)y bi(x, L, u) & c6té de la condition de Carathéodory sont pour
presque tout x de £ et pour tous {; continues en u dans lintervalle
0 << 4 < 1. Supposons

lai@, &y p) | <<e(l 4 3 [T,
HEY

(5.15)
[bi(w, Gy | <e(1+ 3 | &) )mt.
i<k

Pour fixer les idées, sopposons encore que pour u > 0:

(5.16) Rel 'I};‘ k(“i (@) &ay ) — @i (2, May u)) (Et et 7—70 =0.

Définissons :

(5.17) (T, v)=| 3 ai(z,Diu)D'vax
li|sk

et S(u) comme audessus. Nous avons :
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LEMME 4. L'opératewr T, défint par (5.17), sous les conditions (5.3), (5.14),
(5.15) et (5.16) est m — 1 quasi-homogéne avec T, (u) défini par (T, (w),v) &£

ar S ai(x,Diu,0) D'vdx et B= ﬁ’nﬁf’ (92).
lil <k

DEMONSTRATION. Définissons 7', (u) par

(T (wyv)=| = ai(@,Diu,u Dvde
HEX]

et soit u, — 0, u, — u et T,,n (w,) — g. Pour appliquer le lemme précédent,
on voit de (5.16) que (5.1) est satisfaite. L'opérateur T, est continu. 11 faut
encore voir (5.2). Mais a;(x, D/ u, u,) — a;(x, D u, 0) presque partout et en
vertu de (5.15):

n —+ oo

lim f] a; (xy, DI u, pp) — a;(x, Diu, 0) |™ de = 0,
2

d’ou (5.2), donc le lemme 3 s’applique, d’ott I’assertion. On a aussi:

LEMME 5. L'operateur S, défini par (5.12)’, sous les conditions (5.14),
(5.15) est fortement m — 1 quasi-homogéne.
En effet, il suffit de voir que pour wu, — 0, u, — u:

(5.17) lim f| bi(x, D uy, pn) — bi(x, DIu, 0) | = 0.
11—’009
Mais b; (x, DI u, (), wa)—>0; (x, D’ u(x), 0) presque partout et les intégrales (5.17)
sont en vertu du théoréme de limmersion: W% (2 c Wq“k_l) (), ¢ > m,
algébriquement et topologiquement, absolument équicontinues. Il suffit d’ap-
pliquer le théoréeme de Jegorov.
Nous avons alors, en vertu des Lemmes 4 et 5:

THEOREME 6. On suppose les hypothéses (5.3), (5.8), (5.11), (5.12), (5.14),
(5.15), (5.16), uy =0 de (5.7). Alors st ImA3=0 ou 8 A<<0 ou 8 1 >0 et

81 dans le dernier cas il w’existe pas u 5= 0 dans vﬁ,ﬁ{" (82) telle que pour V‘[”,(,f o))

> a.-(w,Dfu,O)Dada:—).f 3 bj(x, Diu,0)-D;vde =0,
i<k P 1§l <k
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alors pour chaque f de L, (£)(( ﬂc;,(,f) (8™, il existe une solution de Véquation
(5.13)".

En effet, il suffit de définir 7 (w, v) = T (u), out T (u) est défini par (5.17).
T (u, v) satisfait aux hypotheses du théoreme 3. Cf. les exemples 1 et 3.

REMARQUE. On voit aisément que le cas du probléme de Dirichlet non-
homogeéne se résout par le théoréme 6, ot ’on peut remplacer la condition
3.2 par la condition (T (), u) =¢, || w|*t* —cg| u |+, — 1 < %" < .
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