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VERALLGEMEINERUNG DES BERTINISCHEN
THEOREMS IN ABELSCHEN MANNIGFALTIGKEITEN

WoLF BARTH

§ 1. Der Komplex-projektive Fall.

1.1. Einfithrung : In letzter Zeit hat man eine genaue Untersuchung
von Einbettungen positiv-dimensionaler algebraischer Unterriiume in gewisse
leicht zu behandelnde algebraische Mannigfaltigkeiten, etwa in den komplex-
projektiven Raum P, oder in abelsche Mannigfaltigkeiten, begonnen [5].
Am interessantesten sind Fortsetzungs-eigenschaften, die man von Hyper-
ebenenschnitten her kennt, und die sich leicht auf « mengentheoretische
vollstiindige Durchschnitte » verallgemeinern lassen. Anscheinend sind die
meisten dieser Eigenschatten nicht auf vollstiindige Durchschnitte beschrinkt:
So liisst sich jede Funktion, die in einer zusammenhiingenden Umgebung
der algebraischen Menge Ac P, positiver Dimension meromorph ist, mero-
morph auf ganz P, fortsetzen ([3, 5, 6, 8, 9]).

Fortsetzungseigenschaften analytischer Mengen, wie sie zuerst von
W. RoTHSTEIN [9] nnd jiingst von H. Rossi [8] gezeigt wurden, stehen
in engem Zusammenhang mit tolgender BERTINI-Eigenschaft :

Z(A,B): A und Bc P, seien irreduzible algebraische Mengen mit dim A -
+ dim B > n. Dann ist das Urbild von A unter der Normalisierungsabbildung

vg: B—B zusammenhingend.

Ist A vollstindiger Durchschnitt, so folgt Z (A4, B) aus dem Satz von
BERTINI. Wir werden Z (A, B) allgemein beweisen (1.3), und vorher kurz
auf den Zusammenhang mit der Fortsetzbarkeit analytischer Mengen ein-
gehen (1.2).

Unser eigentliches Ziel ist der Beweis eines Analogons zu Z (4, B)
in einer abelschen Mannigfaltigkeit ¥ an Stelle von P,. Dabei miissen

Pervenuto alla Redagione il 2 Dicembre 1968,
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wir Voraussetzungen an Y (Y darf keine abgeschlossenen Untertori enthal-
ten), an A (A darf keine Singularitiiten besitzen) und an die Einbettungen
A — Y, B — Y machen (die induzierten Homomorphismen 7, (4) — =, (¥),
bzw. n, (B) — &, (Y) miissen surjektiv sein).

Die Beweisidee besteht darin, aus 4 und B eine Uberlagerung = von
Y zu konstruieren, deren Bliitterzahl die Anzahl der Zusammenhangskom-
ponenten von »3!(A) ist. Lokale Fortsetzungseigenschaften fiir analytische
Mengen gestatten die Unverzweigtheit vou n nachzuweisen. (Hierbei geht
wesentlich der Kontinuitiitssatz ein. Der Beweis ist also transzendent.) Dass
dann die Blitterzahl 1 sein muss, folgt aus der Voraussetzung iiber die
Homotopiegruppen. Die Anwendung eines Fortsetzungssatzes fiir meromorphe
Funktionen ([3] oder [5]) gestattet eine kurz zu formulierende Version des
endgiiltigen Ergebnisses: Der Durchschnitt zweier zusammenhingender Unter-
mannigfaltigkeiten A und B eines «irreduziblen » Torus Y ist zusammenhdin-
gend, falls dim A 4 dim B > dim Y. Die Voraussetzungen iiber die Singu-
larititenfreiheit der beiden Mengen lassen sich abschwichen, vollig kann
man auf sie nicht verzichten: Wir geben ein Beispiel fiir eine Untermannig-
faltigkeit A und eine lokal-reduzible analytische Menge B in einem irre-
duziblen Torus Y, die der Dimensionsbedingung geniigen, und deren
Durchschnitt nicht zusammenhiingt.

1.2. Fortsetzbarkeit und BERTINI-Eigenschaft : Es sei A € P, algebraisch,
abgeschlossen und iiberall a-dimensional. In einer offenen Umgebung Uc P,
von A sei eine irreduzible b-dimensionale analytische Menge B, gegeben.
Falls A n B, == (/§ und

(1) at+b=>n+41,

gibt es eine abgeschlossene b-dimensionale algebraische Menge Bc P,, die
B, enthilt. (Dies wurde zuerst in [9] gezeigt kann aber auch aus [1, Théo-
réme 6| gefolgert werden, wenn man Pseudo-konkavititsaussagen fiir kleine
Umgebungen von A benutzt, s. [3,5.1]).

Damit B eine Fortsetzung von B, ist, muss man zusitzlich fordern:
Fiir eine offene Umgebung U, c U von A gilt

BanU =B, nU,.

Dies ist dquivalent zu Z (4, B). Beweis:
o) Aus Z (A, B) folgt die Fortsetzbarkeit: B, seien die irreduziblen
Komponenten von B~ U. Wenn »3'(4) zusammenhiingt, muss B.n A leer
sein fiir x 4= 1. Dann gibt es ein U, mit Ea U, =B, n U,.
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B) Fortsetzbarkeit von beliebig kleinen U aus impliziert Z (A, B). Die
Voraussetzung lautet jetzt: A n B besitzt eine offene Umgebungsbasis
yU4 mit irreduziblen Mengen B n U,. ‘Aquivalent ist, dass »3 (U, zusam-
menhiingt. Wiirde Z (A, B) nicht gelten, so wiire C:==»3!(4) nicht zusam-

menhiingend. Ve B sei eine offene Umgebung von C und in jeder Zusam-
menhangskomponente von V liege hichstens eine Zusammenhangskompo-
nente von C. Nach [3, Hilfssatz 3.1] gibt es eine Umgebung W,= U, n
n BCy, (V) von A n B derart, dass vy, |v5! W, eigentlich ist. Insbesondere
ist »31(W.,) n 8V leer. Das Bild jeder Zusammenhangskomponente von »z! W,
ist W,. Denn es ist analytisch in W,, und W,= B~ U, ist irreduzibel.
Daher schneidet jede Zusammenhangskomponente von »3;!' W die Menge C.
vz (U) liegt also ganz in V und kann deswegen nicht zusammenhiingen.
Widerspruch !

1.3. Beweis von Z (A, B). — A, BC P, seien algebraisch, abgeschlossen
und mogen (1) erfiillen. Weiter gelte

(2) A v B liege in keiner ITyperebene.

(3) Die Hyperebene P,_,c P, enthalte keine irreduzible Komponente
von A~ B.
Wir zeigen : Das Urbild der Diagonale AC P, < DIn unter der Abbildung

idA < T'If:AXB—)AXB(—ﬁl)nf\( l'n

hingt zusammen.

Dazu . wiihlen wir homogene Koordinaten x,,..,z, des ersten und
Yo sy Yn des zweiten Exemplars von P, so, das P, = jr,= 0f, bzw.
P,_, =}y, =0{ Keine Komponente von Adn A4 > B liegt dann in §:=
=}, ¥) € P, X P,: &y =y, =0} Durch

(g y voey Zn) DX (Yo g oee s Yn) 1= (X Yoy oo y Yo 3 Lo Yq 5 ooe y g Yn)

wird eine birationale Transformation <:70I,x< I’,— P,, definiert. Es gibt

eine Faktorisierung v =1, o 771, wo 7! die monoidale Transformation mit

Zentrum § ist, und 7, biregulir im Komplement von 7, ' (I, v I,) mit
I, =132€ Py :2y=2, = ..=2, = 0}

I =12€ Py i 2y = 2yqg = oo = 2y, = 0.

7. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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(Falls z =1 (x,y)¢ I, v I,, ist ja weder xy=0 noch y,=0). Schliesslich
werde noch ein Faserprodukt ausgefiihrt

Fo g (A< BN\S)
[T
AxB—— AxB

id, X vy

Wegen (2) gilt A < B¢ S und wegen (3) hat das eigentliche Bild
C:=1(4<xB\ 8) von A X< B wieder die Dimension a -+ b>n. Das
eigentliche Bild von 4 ist der n-dimensionale lineare Unterraum F£: =
=32 € Py 12, = 2pp1, ooy 2 = 2o} und 7v: 4— F ist bireguliir. Nach n-maliger
Anwendung des Satzes von BERTINI iiber Linearsysteme [2, p. 33] ergibt
sich der Zusammenhang von (r, o 0)~! B. Wegen (3) liegt keine Komponente
von A X Bn 4 im Bild S der Entartungsmenge von 7, . Dann liegt auch
keine Komponente von (id, <X »,)~! 4 im Bild der Entartungsmenge von o,
Da z, die Menge ;! E bijektiv auf 4 abbildet, bildet ¢ die Menge (ry00)~! B
bijektiv auf (id, >< »,)~! 4 ab. Aus dem Zusammenhang von (z, o 0)~! F folgt
dann der von

(idA > vB)“l 4d=p (v, 0 o)1 K.

§ 2. Yorbereitende Hilfssiitze.

Zunichst fixieren wir die Notation: X sei eine komplexe Torusgruppe
mit neutralem Element 0 und u:(C? 0) — (X, 0) der universelle ﬁberlage-
rungs-Homomorphismus. Vektoren aus C® bezeichnen wir mit deutschen
Buchstaben. Ein fiir alle mal seien komplexe kartesische Koordinaten
(#y y vy 2n) in Cn festgehalten. Die Koordinaten eines Vektors n seien
Uy y ey Un . Weiter setzen wir fiir reelles » > 0

B=ueC: 3 uu <r ,
1

8B, (x): =+ u(B,) fir z € X,

(A),:=A + pu (8B, fir Ac X.
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2.1, Tubenumgebungen. Die Koordinaten (2, ,...,2,) stiften eine Trivia-
lisierung.

TX)32Z¢, 88 I— (x, C) € X > C»
1

v |z

des holomorphen Tangentialbiindels 7'(X). Fiir jede komplexe Untermannig-
faltigkeit Ac X ist

A xC3(a,t)—a+4put)eX.

holomorph.
Wir bezeichnen mit T, (4) c }u} < C* den komplexen Tangentialraum
in « an A und mit Y (4): = UAC)’Z‘, (4),
ace

Wa(4): = Ya, 8) € C': S 5,6, = 0 fiir alle t € Ty (A)}
1

das reell-analytische Normalbiindel zu A. Wi:ihlt man » >> 0 klein genug, so
bildet ¢, die Menge ) (A)n (A >< 38,) bekanntlich reell bianalytisch auf die
Parallelmenge (A4), ab. In diesem Fall heisst (4), Tubenumgebung von A.

2.2. ﬁberlagerungen 2u zwei analytischen Mengen aus X. — Nun sei
zusgiitzlich eine irreduzible analytische Menge B ¢ X gegeben. Wir setzen
voraus :

(4) A <X B3(a,b)l—>a—beX ist surjektiv.

Aus den Abbildungen y,: A4 X X3 (a,2)l—>a 4+ x€X und »,: B—>B
bilden wir das Faserprodukt 0: =4x<X X B B= e,y x,’\I;) €EAx Xx B:
a4+ x =g (b){. Die kanonischen Abbildungen seien X ¢ — B und
w: 0 — A < X. Durch (a, x, 'Z) — (@, @ + .r,'i)') wird biholomorph auf
A< B abgebildet, ist also normal. Die Projektion (a, x, 'I;)|—+ « induziert
eine (wegen (4)) surjektive holomorphe Abbildung 7n:0—X Istn=no w,
w: 0— 0, n: C— X, , die STEIN-Faktorisierung von .7;; so sind die Fasern von
w gerade die Zusammenhangskomponenten der Fasern von 7. Unser Inte-
resse an n und 7 wird motiviert durch die Isomorphie

(5) V@) = Y, &, 0 a4+ =9, beEB Ny (4 +a), € X



322 Worr BarTH : Verallgemeinerung

_ Tiir festes # und reelles » > 0 definieren wir: b, (r) (bzw. by (1), ¢4 (7),
¢ (1)) sei die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von v3;'(A + z), (bzw.
vz (A + &)y 271 (3B, (@), 2~ (3B, (x)).

Bei kleinem » haben wir iibersichtliche Verhiltnisse :

LEMMA 1: v > 0 sei so klein, dass (A), eine Tubenumgebung ist. Dann
gilt fiir o << r:
(1) bz (o) = ¢ (), bz (0) = ¢z (o)
(ii) by und E i8t monoton fallend
(iii) b, ist unterhalbstetig und b, ist oberhalbstetig.

Bweis : (i) Da w zusammenhiingt, ist ¢, (o), bzw. c_z(g) auch die Anzahl

der Zusammenhangskomponenten von ;—I(JBQ (x)), bzw. ! (B, (x)) . Das y-
Bild jeder dieser Komponenten liegt ganz in einer Zusammenhangskompo-

nente von »;!(4 + x),, baw. »; (A4 + x),. Es folgt b.(¢) < es(¢) und
b, (0) < c—x(g). Giibe es eine Zusammenhangskomponente Z c vz (A + x),
(bzw. »5' (;l“—i-—_av)e), in deren Urbild y—!(7) zwei Zusammenhangskomponen-
ten Z,,Z, c 71 (IBo (®)) (bzw. oS! (m)) liigen, 8o enthielte »p (Z)
das vy ,-Bild der beiden Mengen » Z, und o Z,. Da n eine Ifberlagerung ist,
trifft w Z; die Menge A >< }r!{ und damit

N (A): = Ya, &) € A < B, (1): & = u(t), L€ Wa(A) n By} .

Nach Voraussetzung ist ¢, | N (4)n JB, reell bianalytisch und deswegen
auch v, | M (A). Aus Eigenschaften rell-analytischer Mengen folgt :

v, (@Z; a N (A) = Y, (0Z n wZ, n N (A) = v, (Z).

Also liegt wZ;n M (A) in der Singularititenmenge von (4 >< I8, (x)) n y7'(B)
und »g(Z) in der Singularititenmenge von B, Widerspruch! Es folgt die
Gleichheit.

Wegen (i) folgen (ii) und (iii) aus entsprechenden Aussagen fiir ¢ bzw.

c_, die trivial sind, da n eine Uberlagerung ist.

2.3. Das Verhalten von (A), n B am Rande von (4),. — Die Entartungs-
menge

B:=1q¢ C: dim, 72! (n¢) > dim ¢ — dim X{ c ¢
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von 7 ist gerade die Entartungsmenge von w. Im Komplement 5\E sind
also beide Abbildungen 7 und w offen [7, Satz 28].

LEMMA 2: Es sei wEX\; (E) und r >0 so klein, dass 3B, (x) n ;(E) leer
ist. Dann gilt

! (3B, (@) = 7~ (B, (@)).

Beweis : z ist auf einer gemeinsamen Umgebung beider Mengen stetig
und offen.

LEMMA 3: Es sei x € X\;(E) und » > 0 so klein, dass

(6) B, @) nx(B) =1

(M) (A), Tubenumgebung von A.

Qibt es ein g, < r Mmit b, (o) =£ by (0,) fiir alle g, 0, < 0 < ¥, 0 existiert ein
[X: vz (6 (A + X)o) und zu jeder Umgebung @ c B von b ein a’c B,, (x) mit

(A-'—.’E’)OVB(QI'\B"):F@

Siir mindestens zivei verschiedene Zusammenhangskomponenten B; von vz (A4),, .

Beweis: Wegen (7) ist Lemma 1 anwendbar. Aus Lemma 1, iii) folgt:
(Tx(go) < ¢z (gy), d.h. 7l (¥B,, (x)) besitzt weniger Zusammenhangskomponen-

ten als 7—! (1B, (@)). Die Zusammenhangskomponenten von 71 (3Bo, (®)) seien
Ci, 1 < i<ecy(py). Da wegen (6) auch Lemma 2 anwendbar ist, folgt

U G = 7' (B, (1)) = 7 (B, @)

und es konnen nicht alle C; disjunkt sein.

Es existiert also ein ¢ € a1 (03B, (x)) das in zwei verschiedenen C; liegt.
Da wegen Lemma 1 i) die Zusammenhangskomponenten B; von »3! (4 &),
gerade die Bilder yO; sind, ist yq € »3' § (4 + ), . Nach [3, Lemma 1.3 i)]
ist vgyg = a + ¢/, mit a € A, t'€ §3B,, («).
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Sei eine offene Umgebung @ c B von 2 q vorgegeben. Da y stetig ist
besitzt ¢ in O eine offene Umgebung Uc 27! @. Da w offen ist (wegen der
Voraussetzung (6)), besitzt wq eine offene Umgebung U c @9('17). U kann
man insbesondere so wihlen, dass n|U: U — alU eine Uberlagerungs-
abbildung ([3, 3.1] oder [4, III B 6.]) auf eine offene Menge nU c 3B, (x) mit
zusammenhiingendem nU n 3B, (x) ist. Da sich mindestens zwei verschiedene
Zusammenhangskomponenten C; von 71 (3B,, () gegen q hiufen, sind min-
destens zwei verschiedene offene Mengen w (C;n ﬁ) n U nicht leer. Da
aU a 3B, (r) zusammenhiingt und in ;(;{"1 Bo, () n ﬁ) = l:l ;(ﬁn C)) liegt,

liegt ein @’ € 7U a IB,, () in zwei verschiedenen offenen Mengen ;(ﬁn Cy).
Fiir diese i ist a—! (®’)n C;in U = ¥, und es folgt mit B;: =y C;

vl (4 +.7v')nBinQ:)x(;_’(x')nC.-n?j):i:@.

2.4. Unrerziceigtheit von n. — Wir benutzen den Kontinuititssatz in
der Form des folgenden Lemmas, um ein Kriterium fiir die Unverzweigtheit
von =z zu finden.

LEMMA 4: Es sei P:=)0€C :|u | <1, ...,|u|<<1{ der Einheitspo-
lyzylinder und G = G, v G,

Go:=3NEP:|u |[>1 —s ., ug|>1— s
Go: =3NEP: |ugpr| < 8wyl up| << 8¢

Jiir 1 <<d < b und reelles 8 > 0 eine Hartogsfigur. B c P X D, D cc (9 sei
analytisch. Die DProjektion auf den ersten Faktor induziere auf B eine Uberla-
gerung A: B — P. Ist nun B irreduzibel, so auch 1~ (@G).

Beweis : Die Koordinaten des C? seien 2,,..,2,. Da die Projektion
B 3 (u, v) I— (u, n,) € P < (! eigentlich ist, kann man o. B.d. A. ¢ = 1 anneh-
men. — 17! (@) zerfalle in zwei Komponenten — B, und B,. Ist §; die
Blitterzahl von 1| B;, so geniigt die Funktion z, | B; einer Gleichung
DPi (zi l B,-) = 0, WO

Bi
p(X)= 3 ai X! (i=1,2)

l==0

ein Polynom mit in @ holomorphen Koeffizienten a;j. Ebenso wie ihre Koef-

fizienten a lassen sich die p, mit Hilfe des Kontinuititssatzes auf ganz P
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holomorph fortsetzen zu Polynomen p;. Dann ist B= B, v B,,
Bt =1}(u,0)€ P Ct:p; () (v) = 0},

reduzibel, Widerspruch !
Wir erinnern: A4 (bzw. B) ist rein a — (b z w. b —) dimensional.

LEMMA 5. (Unverziwceigtheitskriterium): KEs set 0 € X —7 (E) und r >0
mindestens so klcin, dass (6) und (7) aus Lemma 3 mit ® = 0 erfillt sind. Zu
Jjedem q=c—4 u(t) €0 (A)n B, 0 <p < r,c€EALEJIB,, gebe es eine offene
Umgebung @ < X wund dort lokale, in q zentrierte, komplexe Koordinaten
Byyeeey 2y Mit:

(8) A4+ 1) nQ =3r€Q: 254, (@) = .. =2, (x) = 0}
(9) q ist isolierter Punkt von B alr€Q 12, pp (@) =..=2,(x) =0/
(10) REQnd)yn (A + u(h) >2n 41 (@) = =2, () = 0

Dann ist by (o) konstant fiir 0 < o < 7.

Beweis : Andernfalls existiert g, > 0 mit b, (0) < b, (g,) fiir alle g, o, <
< pe<r. Aus Lemma 3 folgt dann die Existenz von TjE %, c€A und einer
Folge t; € J8,,, die gegen t€ ¢ J5,, konvergiert mit ¢ : =, g=c+ u (£)€0 (A)g,
und 8o, dass

Bavzl (A4 pu(t)aU, = Q,v, (U)c 33,1‘_(0)

fiir jeweils mindestens zwei verschiedene Zusammenhangskomponenten
B; c »3' (4), und eine Umgebungsbasis Uy c B von E

Definiert man 1: Q 3% 1— (2u—p41(2), e y 2, (2)) €C* und Ap: =1|Q n B,
8o ist wegen (9) ¢ isoliert in 13! (A, ). Nach [3,3.1] oder [4, III B 6] existiert
ein Polyzylinder P cc @, o. B.d. A.

P=jxeQ:|z (@) <Il,u,|za(r)] <1
so, dass 1p: = 1z| B n P eigentlich, d.h., eine UJberlagerung iiber
D= neC:|u | <1,..,|u| <1}
ist. (Dies ist der TFall, wenn man die Koordinaten so bestimmt hat, dass
Bajlz |=1oder|z,—p|=1,|2npp1 | <1yu,| 2. | <1} = Q).

Wihlt man g€ (C? klein genug (mindestens so klein, dass P(8): = P —
— p(8) ce @), und setzt 28 (x): =2, (¥ 4 u(8) fir »=1,...,n, so ist auch

Bajlzf|=1loder|z}_,|=1,][25_,  [<1.,|2|<1l{=Q.
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Also wird auch durch lm): BaP(8)3xi—>(25_,, (%), ..,28 ()€ Ct eine
ﬁber]agerung auf den Polyzylinder P, definiert.
Nach Voraussetzung (10) ist fiir kleine § die Menge
1;1)(3uEPb:|ui|=1,...,]u |=1,u

0, ., u, =0}

a+-b—n a+b4+1—n =

ganz in (4), enthalten. Nach eventueller Streckung der Koordinaten kann
man daher fiir kleine § annehmen

Ao G, (8) c(4),,

wo ein s 0 < 8 <1, fest und @, (5): = U € Pp:|u |>1—3, ..
seey I Ug4b—n l > 1— 82.
Bestimmt man 8 so, dass ¢ — u(8) € 38, (¢c), 8o kann man 8(8) > 0 so
klein wiihlen, dass l;('s)(G2 (8 (8)) = (4) oo WO
G2(8)1 = ;llE Pb : |"a+b+]—n l < 89""‘“6 l < 8%'

Setzt man insbesondere 8;: =1t — t; (k so gross, dass JB,_ (9 € P (8) o D,

k
8o enthiilt v, (U,) n 11';(’5,‘) (G, (8(8k) v G,(3(8) Punkte zweier verschiedener
irreduzibler Komponenten von P (8;)n B (A4), .

Andererseits kann Uy so gewidhlt werden, dass es nur Punkte einer
einzigen Zusammenhangskomponente von »3!'(P(8x) enthilt. Dies wider-

spricht Lemma 4.

§ 3. Irreduzible Tori,

3.1. Wir nennen einen komplexen Torus X’ irreduzibel, falls X’ keine
abgeschlossenen echten Untertori enthilt. (Einige Eigenschaften irreduzibler
Tori sind in [3] zusammengestellt). A’C X’ sei eine zusammenhingende abge-
schlossene komplexe Untermannigfaltigkeit der Dimension &’ und B’ € X’
irreduzibel, abgeschlossen und analytisch von der Dimension b > 0. Ist

Vg ! B’ — B’ die Normalisierungsabbildung von B’ und g: B’ — X die

Albanese-Abbildung von §’, so kann man faktorisieren (B:= ﬂﬁ’):
B —ﬂ—> X

wl |
s

B —— X’
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Dabei ist o affin und surjektiv (wegen der Irreduzibilitit von X). Die Me-
triken auf X und X’ kann man so einrichten, dass aJB, (x) = JB, (ax) fiir
kleine » > 0. Wir setzen noch A: =a"14’c X, n:=dim X, »’ : = dim X"’
und fordern

(11) a’ +b>n'.

Wie in 2.2 definieren wir v, : A < X3(a,0)—>a+a€X, 0= A4 x X < B
und 7o w=n:C—> X. Nach [3,4.5] ist (4’ + 2’) n B’ fiir 2’ € X’ und daher
(A - @) n B fiir x€ X nie leer, 7 also surjektiv.

HAUPT-LEMMA : Unter diesen Voraussetzungen ist n: C — X eine unver-
zweigte ﬁberlagerung.

Beweis : Das Bild 7 E der Entartungsmenge E von 7 ist analytisch in
X und besitzt mindestens die Codimension 2 |7, Satz 26]. Da das abge-
schlossene Bild V der Verzweigungsmenge von n analytisch und entweder
leer oder rein 1-codimensional ist, geniigt es zu zeigen: V n (X 7 E)= ().

Sei deswegen x, € X \ 7 B und x,€ V. Wir bestimmen x ¢ V, v € X\ 7 E
8o, dass z,€ JB, () € X\ ;{E, wo r > 0 so klein, dass (4), eine Tubenum-
gebung. Ist p die globale Blitterzahl von =, so ist b, (o) = p fiir kleine
o > 0, aber b, (r) < p, wegen x,€ V. Dies ist ein Widerspruch zu Lemma 5,
angewandt auf A 4 x, denn wir verifizieren nun die Voraussetzungen dieses
Lemmas :

Sei dazu g =1c¢ -+ u(t)€d(4), n B. Wir definieren zundchst Koordinaten
2]y .y 2n auf einer Umgebung @' <X’ von ¢ = aq€d (A’), n B’. Die
Bedingung A’ au (t) " Q' =32’ € Q' : 244, (¥') = ... = 2, (¢') = 0}, ist ohne
weiteres zu erfiillen. Da wegen I8, (z) € X \_ zE gilt: dim (A" 4 ap(t)) ™ B’ =
=a’ 4+ b—n’ fiir alle t€JB, c C*, kann man die 2, so bestimmen, dass

¢ in B/ alr'€Q 12y (&) = ... = 2, (&') = 0} isoliert ist.
Da « lokal-trivial ist, kann man auf einer Umgebung ¢ von ¢ das
System 2,ip—p:=2,0a, »=1 ...,n’, zu einem lokalen, in ¢ zentrierten,

Koordinatensystem z,, ..., 2, erginzen. Dann ist (8) trivial erfiillt und ebenso
(9), denu fa| B’ =, ist diskret. Weiter ist @ n 8 (), n (A + u(t) wegen
[3, Satz 2.2] enthalten in ¢ n a—!¢’, und dies liegt in }x€ Q : 2yp_py; (¥) = ...
wo = 2y (x) = 0{. Daraus folgt (10) wegen n — b > n — n’.

3.2. Das Analogon zu Z (A, B). Den Fortsetzungssatz [3, 4.6] bzw. [5, 4.5.1]
kann man auch so interpretieren: Ist A analytisch im irreduziblen Torus
Y und 2 dim A > dim Y, so hingt das Urbild n—1(A) unter jeder affinen
Abbildung n: X— Y eines anderen Torus X auf Y wieder zusammen.
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Letzteres ist diquivalent zur Surjektivitit des von der Einbettung induzierten
Homomorphismus 7, (4) — #, (Y).

SATZ 1: Es sei X’ ein irreduzibler Torus, A’ € X’ eine zusammenhin-
gende Untermannigfaltigkeit und B’ € X’ analytisch und irreduzibel. Falls
7wy (A7) — 7, (Y') surjektiv und

dim 4’ 4 dim B’ > dim Y,

dann hingt das Urbild von A’ unter der Normalisierungsabbildung v, : B'— B’
stets zusammen. .
Beweis : Wir zeigen zuniichst, dass n: C— X eine triviale Uberlage-
rung ist. Dazu sei 0.B.d.A. 0 € A. Dann gibt es eine Einbettung e¢p: B
30— (0, ,33, ’17)6 0 mit 7o ¢, = f. Man kann also die Albanese-Abbildung f

faktorisieren iiber w o &y B’ — €. Aus der Universalitit von g folgt die
Trivialitiit.

Wegen der Surjektivitit von =, (A’) — n, (X’) hiingt A und deswegen
auch O zusammen. n ist also einblittrig und aus (4) erhdlt man den Zusam-
menhang von »;'A. Nun ist aber v, = av, und

v (A7) =vgla! (A)) = v ! (A)
Wendet man die Pseudokonkavitiitsaussage [3, 4.2], sowie [1, Théoréme 6]
und 1.2,a, an, so folgt hieraus der

FORTSETZUNGSSATZ FUR ANALYTISOHE MENGEN: B, sei irreduzibel und
analytisch in der Umgebung U c X einer Untermannigfaltigkeit A des irredu-
ziblen Torus X. Hs gelte :

(i) 7, (A) —> n, (X)) ist surjektiv
(i) AnB, &= @&
(iii) dim 4 4+ dim B > dim X.

Dann gibt es eine analytische Menge Bc X mit Ba U, = B, ~ U, fiir
eine offene Umgebung U, <« U von A.

SATZ 2: Es sei X ein irreduzibler Torus, A c X zusammenhingend und
singularititenfrei und B < X irreduzibel und lokal irreduzibel. Falls n, (B) —
— 7, (X) surjektiv und dim A 4 dim B > dim X, dann hingt A n B zusammen.

Beweis : Wieder ist die Uberlagerung = trivial: Nimmt man 0€ A an

und definiert wie oben sB:'Eaﬂélﬂ(O,vB(Ai)),’\I;)E'é, go gilt ;eB= Vg
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Da v, injektiv ist, muss auch 7 | webﬁ injektiv sein. Da 0~4 < B zn-
sammenhiingt, muss auch n—! B zusammenhiingen und die Bliitterzahl von
n ist 1. Aus (4) folgt die Behauptung.

Die in 1.1 angegebene Aussage erhidlt man sofort aus Satz 2, da ja
wegen der Dimensionsbedingnng entweder 2 dim A > dim Y, oder 2 dim B>
= dim Y, und dann aus dem zitierten Fortsetzungssatz fiir meromorphe
Funktionen die Eigenschaft der Homotopiegruppen folgt.

1is wire interessant zu wissen, ob das Komplement einer rein a-dimen-
sionalen Untermannigtaltigkeit A in einem irreduziblen Torus X streng
(dim X — a) pseudokonvex ist, da man dann den technischen Teil der Beweise
vereinfachen konnte.

3.3. EHin Gegenbeispiel : Wir zeigen hier, dass Satz 1 i.a. falsch ist,
wenn man weder B lokal irreduzibel voraussetzt, noch annimmt, dass
7, (A)— 7, (Y) surjektiv ist. Dazu sei etwa Y’ ein Torus der Dimension 7
und A’ € Y’ eine zusammenhiingende Untermannigfaltigkeit der Dimension
3. Wie in [3, 4.4] findet man eine endliche Untergruppe 0 &= G € ¥’ mit

(A" +g)n (4" +g)= fiiralle g, = g,€Q.

Das Geradenbiindel 7 iiber Y’ sei ample. Dann gibt es ein », = v, (4 J)
so, dass H!'(Y’, 7*@ J) fiir alle » =v», verschwindet (J Idealgarbe zu
U (A’ + g¢i). Fiir diese » ist die Einschriinkung I'(Y’, 7)— B I'(A"+g¢:,

g9;e @ ;€@

P& O,.,,) surjektiv. Aus nachfolgendem Lemma erhilt man ein » =,
und zwei Schnitte f, und f,€ I'(Y’, ), fiir deren gemeinsame Nullstellen-
menge N (f,, f,) gilt

12) (0" — g+ [N (fi, oA+ g a|N(f, fpn(A'+ 9=, 9F9 € G

Wir setzen B’:=N(f,,/,), Y:= Y’/G und definieren 4 und Bc Y als
die Bilder von 4’ und B’ unter Y’ — Y. A besitzt keine Singularitiiten
und wegen (12) zerfiillt B n .l in soviele disjunkte Kurven, wie G Elemente
enthilt. Bn A ist also keineswegs zusammenhidngend.

LEMMA : A sei eine 3-dimensionale projektiv-algebraische Mannigfaltigkeit.
F,,.., F, seien ample Geradenbiindel iiber A. Dann gibt es eine gemeinsame
Potenz v und in jedem Biindel F,), » =1,...,k zwei holomorphe Schnitte
77 und £, mit

’

N a N LY =0 fiir % == .
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Beweis durch vollstindige Induktion nach %k: Es seien f.-(")EI‘ (4, F),
i=1,2, so bestimmt, dass fiir C.:=N(f", ) gilt: Cx n Cuw = ¥, falls
x3F=x’, und %4, eine weiteres amples Biindel iiber A. In einer Potenz
FeL, gibt es einen Schnitt £, mit

k
Uoa N =ipdoe it

und in einer anderen Potenz ?7,:_1_1 einen Schnitt fg(""'”, der in keinem p,

verschwindet. O.B.d.A. kann man schliesslich » = », = », setzen.
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