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SULL’OMOLOGIA DEGLI APERTI ¢-COMPLETI
DI UNO SPAZIO DI STEIN

SALVATORE COEN

Questa nota si propone di estendere alcuni teoremi dimostrati da L. Kaup
in [3] e da R. Narasimhan in [4]; precisamente si provera:

(1.4) TEOREMA. Sia Q un sottospazio aperto q-completo (*) di uno spazio
di Stein ; sia dim Q = n; allora si ha

Hi (Q,Z) =0 per k>n-+gq
H,1,(0,2) privo di iorsione.

(3.2) TEOREMA. Nia G un gruppo abeliano finitamente generato e siano
k,q, n numeri interi tali che
i)y k=1
i) ¢=0
iii) n>k4+3 —¢q, n=>¢q;
allora esiste in C* un dominio D q-completo, tale che Hy (D, Z)=> G.

(3.3) TEOREMA. Sia G un gruppo abeliano numerabile e siano k,q,n
numers interi tali che
i)y k>1
i) ¢=0
iii) n>=>2k+4+2—g¢q, n=>4q;

allora esiste in C* un dominio D q-completo tale che H,(D,Z)~ G.

Pervenuto alla Redazione il 23 Ottobre 1968.

(!) Alcuni autori (cfr. [1], [5]) chiamano (¢ + 1)-plurisubarmoniche le funzioni che
qui sono chiamate ¢-plurisubarmoniche; con tale posizione si dicono fortemente (g + 1)-
pseudoconvessi e (¢ + 1)-completi gli spazi complessi che qui sono chiamati rispettivamente
fortemente g¢-psendoconvessi e ¢g-completi.
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In [4] questi teoremi sono mostrati nel caso ¢ = 0. Riguardo ad (1.4) v.
pure L. Kaup ([3] Satz 1).

Nel § 0 del presente lavoro si espongono alcune definizioni ed alcuni
teoremi noti ed utili per il seguito; nel §1 si presenta la dimostrazione di
(1.4); il § 2 contiene alcuni corollari ad (1.4); il §3 & dedicato ai teoremi
(3.2), (3.3).

Ringrazio i proff. A. Andreotti e V. Villani per avermi dato utili sug-
gerimenti durante la redazione di questo lavoro.

§ 0.

Con il termine spazio complesso si intende spazio analitico complesso
nel senso di Serre e numerabile all’infinito; se X & un tale spazio, cobn
dim X si intende la sua dimensione complessa.

Con N, Z, Q, R, C si indicano rispettivamente gli insiemi dei numeri na-
turali, interi, razionali, reali, complessi, con le loro strutture naturali.

Sia £ un aperto di C*; una funzione :p\t 2 — R di classe C> si dice
Jortemente q-plurisubarmonica (risp: ¢-plurisubarmonica) su £ quando per
ogni x€ Q2 la forma di Levi

~ n 2A
Lo, z)(u)= 3 ( d (p_) w;u;

i, j=1 \0%; 0%;

ha almeno n — ¢q autovalori positivi (risp: positivi o nulli).

Sia X uno spazio complesso, una funzione ¢ : X — R si dice fortemente

q-plurisubarmonica (1) (risp : ¢-plurisubarmonica) quando, per ogni x€ X, esistono

a) un intorno aperto U di « in X

b) un isomorfismo y di U su un sottoinsieme analitico di un aperto £
di un opportuno spazio C»

¢) una funzione ;?: 2 — R che sia fortemente g¢-plurisubarmonica
(risp : g¢-plurisubarmonica) su £ e tale che su U si abbia q)=:;;o 2

Si dimostra che tale definizione & indipendente dalla scelta dell’iso-
morfismo .

Si dice che uno spazio complesso X & fortemente q-pseudoconvesso (risp :
g-pseudoconvesso) quando esiste una funzione ¢ : X — R di classe O, forte-
mente ¢-plurisubarmonica (risp: ¢-plurisubarmonica) al di fuori di un com-
patto K c¢ X e tale che gli insiemi

B.: ={xeX| o) <c

siano relativamente compatti in X per ogni ce R; X si dice g¢-completo ()
quando K = @ e ¢ & fortemente ¢-plurisubarmonica.
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Enunciamo ora alcuni teoremi che saranno usati in seguito.
In [2], A. Andreotti ed R. Narasimhan, sulla base della teoria di Morse,
hanno esteso un precedente teorema di A. Andreotti-T. Frankel dimostrando :

(0.1) TEOREMA. Sia X uno spazio di Stein di dimensione n. Sia Y un
sottospazio aperto olomorficamente convesso in X. Supponiamo che le singola-
ritg di X siano isolate, allora

H, (XYmod Y,Z) =0 per k>n
H, (X mod Y,Z) non ha torsione.

Inoltre se Y é relativamente compatto ed ha frontiera differenziabile, allora
H, (X mod Y,Z) é un gruppo libero.

R. Narasimhan in « The Levi Problem for complex Spaces — Math.
Annalen 142 (1961) pagg. 355-65 » ha provato :

(0.2) TEOREMA. Uno spazio complesso é di Stein se e solo se é 0-completo.
Nel lavoro [1], a pag. 250, A. Andreotti e H. Grauert hanno dimostrato :

(0.3) TEOREMA. Se @ é uno spazio q-completo ed F un fascio analitico
coerente su Q, allora H* (Q, F)=0 per k> q.

Il seguente risultato di G. Sorani [5] mostra la validita di (1.4) quando
@ non abbia punti singolari.

(0.4) TEOREMA. Sia @ una varieta fortemente q-pseudoconvessa relativamente
ad una funzione ¢ fortemente q-plurisubarmonica su Q — K (K compatto
di Q). Sia dim Q =n e poniamo cy,=sup ¢; per ¢>c, s ha (ponendo

K

B.={zxeQ|op@)<ed)):
H,(Qmod B,, Z) =0 per k>n-+gq

H,1,(Q mod B;, Z) privo di torsione ;

se inoltre la frontiera di B, é differenziabile, allora H,,(Q mod B, Z) é libero.

§ 1.

(1.1) LEMMA. Sia @ uno spazio q-completo rispetto a wuna funzione ¢
fortemente q-plurisubarmonica, sia p: @ — R una funzione 0-plurisubarmonica
e sia R: = {rx€@Q|p(x)<0}. Per ogni c€R, poniamo

B.:={x€ Q| @) <cl
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Allora, per ogni c€ R esiste una successione .1, We2,.. Ai funzioni che
definiscono la q-completezza di B, ed esiste una successione a,, ay , ... di numeri
reali tali che, ponendo B, ,: = {x € B, | y,,(r) < a,} si abbia

i) Bc v C ch V+l

ii)y U B,,=B.NR.
veN
v# 0

Inoltre, se @ mon ha punti singolari, ogni B, , puo essere scelto a frontiera
differenziabile (%),

DiMOSTRAZIONE. Sia ¢ € R. Possiamo supporre che si abbia B, N R== .
Per semplicitd di notazione scriviamo B, = B. Sia m=|minp |, si ha m 3= 0.
B

Definendo la funzione

p+m
= —
m
si ha
BNR=(z€eB|na(r) <1}

e n|pz & una funzione non negativa.
B noto (cfr. [6] Prop. (2.2)) che B come sottospazio di ¢ & g-completo e

che la funzione y = p ne definisce la q-completezza.

(?) Un po’ pitt generalmente si pndo dimostrare con lo stesso metodo:

« Sia @ uno spazio fortemente g-pseudoconvesso rispetto ad una funzione ¢ fortemente
g-plurisubarmonica al di fuori di un compatto Kc¢; sia p: @ -R nuna funzione di
classe C® O-plurisubarmonica al di fuori di K e sia R: ={x€ @ |p (x) < 0|{> K. Per ogni
¢ € R, poniamo

B: ={reQ| @@ cl|.

Allora, per ogni ¢ > max ¢ = — oo esiste nna successione 1wy, 10 Ve, 90 di funzioni che
K . :

definiscono la forte g-pseudoconvessita di B, ed esiste una successione di numeri reali
a,,a,, .. tali che, ponendo B,  : =|{x€ B, |y, , (¥) <a,] si abbia

i) Ec,v < Bc, »+1

ii) U Bc'v=BcnR
v7£0, vEN

Inoltre, se @ non ha punti singolari, ogni B, , pud essere scelto a frontiera differenziabile »
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Esiste un numero naturale v_che, per semplicitd, supporremo uguale a
0, tale che per ogni »€ N,» >» si ha B ; == ¢ ; per tali » consideriamo
c—L

su B la funzione
_ 1 (%) .
XV(m)_'z(max x)!’
1 /]

B
¢ —
v

essa definisce ancora la g-completezza di Beperx€ B ; si ha 0 <y, (#) < 1.
=1

Per ogni »€ N, » &= 0 poniamo
w, =" =4 2.

Dimostriamo che tali funzioni v, (che ovviamente dipendono da c¢) sono
le . , della tesi.

Osserviamo, anzitutto, che poiché = e y, sono non negative su B, allora
n* & O-plurisubarmonica su B e j* & fortemente g-plurisubarmonica su B,
cosi w, & una funzione fortemente g-plurisubarmonica su B. Inoltre, per ogni
deR, si ha

@w€B |y, (v) <dlclzeB|y @@ <d

e quindi, poich® {v € B|y’(x) < d} & relativamente compatto in B, anche vy,
definisce la g-completezza di B.

Sia {a,)2¢M una successione di numeri reali tali che 0 < a, <a, <..
e che lim a, = 1.

v — 0O

Poniamo B, , = {x€ B |y, (x) < a,} e verifichiamo i), ii).
i) La chiusura di B,, in B é f%m cioé & uguale alla chiusura di B, ,
in . Basta ora osservare che se wEE,, allora nt1(x) 4 x:j_‘i () < n” (x) +
+r@=<a<a,,.
ii) Mostriamo BN R <:V£JN B.,, (infatti Pinclusione opposta & ovvia).

Sia x € B N R, allora esiste u € N tanto grande da aversi y, (¥) <<1, quindi,
fissato arbitrariamente d,0 < d <1, per ogni » € N abbastanza grande si ha
x, (@) + n” (x) < d < a, da cui la disuguaglianza cercata

2 @)+ 7 (@) < 1, (@) + 2 (1) < a,

pe v abbastanza grande.
Supponiamo che ¢ sia una varieta, allora per ogni funzione o di classe
C® & noto che {x€ Q|p (r) < d} & a frontiera differenziabile per tutti i d€ R
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al di foori di un insieme di misura di Lebesgue nulla (teor. di A. . Morse);

quindi & possibile scegliere la successione {«,},cn in modo che B, , sia a
v#=0
frontiera differenziabile.

(1.2). LEMMA. Sta ¢ una varietd q-completa, dim Q = n; sia data una
Junzione p: ¢ — R 0-plurisubarmonica e si ponga R = {x€Q|p(x) < o}; al-

Y

lora, se G é un arbitrario gruppo abeliano di coefficienti, si ha:
Hy(Qmod B, G) =10 per k> n+ q.

DiMoSTRAZIONE. Usiamo le notazioni di (1.1). Sia (B, ,}. , la famiglia
degli aperti a frontiera differenziabile di cui (1.1) assicura 1’esistenza. Da
{0.4) si deduce

H, (B, mod B, , ,Z)=0 per k >n + ¢

H,,,(B. mod B, ,,Z) & un gruppo libero,

per ogni ¢c€ R e per ogni »€N »=£ 0.
Sia @ un gruppo abeliano, dalla formula dei coefficienti universali

H;(B, mod B, ,, G)= H;(B,mod B, , ,Z)Q G & Tor (H;_,(B.mod B, ,,Z),Q)

ponendo j=n -+ q+1, n 4+ g+ 2, ... si ricava

Hy (B, mod B, ,,G)=0 per k >n 4 q.

Poiche tale uguaglianza vale per ogni ¢c€ R e per ogni »€ N » 3= 0, da
((1.1), ii)) segue la tesi (3).

Una nota a (1.2): con ragionamenti analoghi a quelli usati nella dimo.
strazione di (0.1) e di (0.4), si vede che H,y, (¢ mod B;,,Z) & un gruppo
libero per ogni ¢c€ R e per ogni »€N.

(3) Sulla hase della nota (?) si pudo dimostrare qnalcosa di lievemente pili generale :

«Sia @ nna varieti fortemente ¢-psendoconvessa rispetto ad una funzione fortemente
g-plurisubarmonica al di foori di un compatto K c @, sia dim Q@ =n; p:Q — R sia una
funzione di classe C* O-plarisubarmonica al di fuori di K esia R:={x€Q|p(x) <0|> K
Allora si ha

H, (@ mod R, G)=0 per k >n + ¢

e per ogni gruppo abeliano di coefficienti G ».
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(1.3) LEMMA. Sia X uno spazio di Stein, dim X = n e sia A un sotto-
insieme analitico (chiuso) di X, allora esiste un sistema fondamentale di intorni
aperti {Uplgep di A in X del tipo Ug=|x€ X |pg(x) <O} ove pg: X— R
é una funzione O-plurisubarmonica su X,

DIMOSTRAZIONE. (cfr. [4] Theor. 2 pag. 380). Sia U un intorno aperto
di 4 in X, allora esiste (v. [4] Theor. 1) per un opportuno numero naturale
N, un’applicazione olomorfa f: X — C¥ tale che f—1(0)= A, f x -4 ¢ iniet-
tiva ed fjx_u & propria.

Quindi, f (X — U) & chiuso in C¥ ¢ non contiene I'origine. Esiste, al-
lora, un numero reale f = f(U)> 0 tale che, definendo la funzione

N
vg: C¥ — R con v4(2, ...,zN)=j£|z,-|2—ﬁ 8i ha

feeC¥ ) <ONfX—U)= Q.

La funzione pg = vz o f & O-plurisubarmonica su X e soddisfa le condizioni
volute, avendosi A c Ugc U.

I lemmi ora mostrati ¢i permettono, estendendo una dimostrazione di
[4], di mostrare il seguente

(1.4) TEOREMA. Sia Q un sottospazio aperto q-completo di uno spazio di
Stein X ; sia dim @ = n; allora st ha

H (9,2)=0 per k>mn+ q
H,\,(Q,7Z) privo di torsione.

DIMOSTRAZIONE. In primo luogo osserviamo che non e restrittivo sup-
porre si abbia dim X = n. Infatti sia {Xj}sc,4 la famiglia delle componenti
irridueibili di X le quali abbiano intersezione non vuota con @; allora

X: =5U4 X;, essendo chiuso in X, & uno spazio di Stein di cui @ ¢ un
€

sottospazio aperto. Inoltre da dim X; << dim @ = n segue dim X= n § pos-
siamo, quindi, porre X = X.
Sia h una funzione olomorfa su X e tale che

A:={x€X|h(x)=0}

contenga l’insieme dei punti singolari di X ; supponiamo, inoltre, che » non
si annulli identicamente su alcuna componente irriducibile di @.
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Allora A & uno spazio di Steinedim AN Q < n; X — A & una varieta
di Stein. Osserviamo che il sottospazio aperto di X Q — 4 = (X — 4)N @
& una varietd ¢-completa (v. [6] Prop. (2.4)) e che si ha dim (§ — 4) = n.

Sia {Ug}s r un sistema fondamentale di intorni aperti di 4 scelto come
in (1.3). Per ogni 3¢ B si ha

(Ugn Q) — A ={xeQ — A|pg(x) <0}

ove ps & una funzione O-plurisubarmonica su X — A (precisamente p; & del
tipo pg = pp|x—a ove pg & una funzione O-plurisubarmonica su X); siamo,
percio, nelle condizioni di (1.2) e possiamo scrivere

He (@ — A)mod (Usn Q) — 4, G) =0

per ogni k > n + ¢, per ogni B€ B e per ogni gruppo abeliano di coeffi-
cienti G.
Per excisione si ha

Hy (Qmod UsN @, G =0

al variare come sopra di k, 8, G.
Ora {UgN Q}sc g & un sistema fondamentale di intorni aperti di A n

in @, quindi

Hi(Qmod An Q, ) =1im I (Q mod UgN Q, G) = 0
<

al variare come sopra di k, f, G.
Ragioniamo, adesso, per induzione sulla dimensione di ¢: supponiamo
che per ogni gruppo abeliano di coefficienti G si abbia

H(T,G)=0 per k> dim T -+ q

per ogni aperto T ¢-completo di uno spazio di Stein § con dim 7' < .
Poiché AN @ & un aperto g¢-completo dello spazio di Stein A e
dim 4 N @ <n, allora si ha

Hy (AN Q, G)=0 per k >n 4+ q — 1.
Dalla successione esatta
o > H (ANQ, G)— Hy (Q, G)— H; (Qmod A n @, G) —

> He (AN Q, G)—> ..
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segue H; (Q, G) =0 per k > n 4 q: con cid si conclude il ragionamento in.
duttivo e si vede in particolare

H, (Q,Z)=0 per k>n+q.

Finalmente, dalla formula dei coefficienti universali

Hn+q+l (0, G)= IIn—{—q«H (@, Z) ® G @ Tor [H»z+f] (Qy Z), G]

si deduce
H,,(Q, Z) privo di torsione. q.e. d.

Si da ora qualche condizione sufficiente perché un aperto di uno spazio
di Stein sia g-completo.

(1.5) OSSERVAZIONE. Nia ¢ un aperto di uno spazto di Stein X ; allora
Q & un sottospazio q-completo di X se e solo se é q-pseudoconvesso.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ una funzione q-plurisubarmonica che definisca
la g-psendoconvessita di ¢ e z sia una funzione fortemente 0-plurisubarmo-
nica che definisca la 0-completezza di X (v. (0.2)); possiamo supporre che
7 e @ siano positive su ¢. Supponiamo che ¢ sia g¢-plurisubarmonica al di
fuori del compatto K. Sia x¢ K ed U sia un intorno aperto di x, immerso
mediante I’isomorfismo analitico y come sottoinsieme analitico in un aperto
Q di C¥. Iisistono su £ una funzione 7 fortemente 0-plurisubarmonica ed
una funzione (,p\ di classe C= tali che 7o y =, ;o\o y = @. Restringendo
eventualmente £2, possiamo supporre che gli autovalori di .Q(,z:, y) si man-
tengano su £ maggiori di un numero m > 0 che gli autovalori di B@, Y
si mantengano su £ maggiori di un numero s > — oco. Sia M > 0 tale
che mM -+ s > 0, allora M x + ;)\ ¢ una funzione fortemente O-plurisubar
monica su Q.

Ricopriamo K con un numero finito di aperti scelti come U, allora
esiste un numero positivo A tale che la funzione Az 4 ¢ definisce la q-com-
pletezza di Q.

(1.6) OSSERVAZIONE. Sia X wuno spazio di Stein, sia ¢ : X — R una
funzione gq-plurisubarmonica su X e sia Q: = (v € X | (x) < 0}; allora @ é
un sottospazio aperto q completo di X.

DIMOSTRAZIONE. Sia n: X — R una funzione positiva fortemente 0-plu-
risubarmonica che definisca la 0-completezza di X. La ¢-completezza di @ &
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definita dalla funzione

Verifichiamo che y & fortemente g-plurisubavmonica. Sia U un intorno di z
immerso secondo I’isomorfismo y come sottoinsieme analitico in un aperto 2
P -~
di €¥; le funzioni x =7 o y~', @ = ¢ o y~! sono rispettivamente forte-
Ea
mente O-plurisubarmonica e g-plurisubarmonica su ¢. Ponendo v = y o 3!
si ha per ogni y ¢ 2
Ly ) = Ly + L Ly )+ ——<|gradp X uf?
(— @) (— )P

e quindi ,L)(,l;, y) ha almeno N — q autovalori positivi.

Per ogni c€R poniamo B.=(x€Q |y (r)<e}; si ha B.c {xe X |a(r)<cl.
Quindi, per vedere che B, & relativamente compatto in ¢, Dhasta osservare
che si ha QN B, = @ (0 denota la frontiera in X).

§ 2.

(2.1) CoROLLARIO. Sia .\ uno spazio di Stein e¢ @) sia un sottospazio
aperto q-completo di X, dim Q = n allora si ha:

i) H¥(Q, Z) = 0 per k > n + q + 1
ity H*¥ (O, G) = 0 per k > n + q e per ogni gruppo divisibile Q.

DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo il teorema dei coefficienti universali
H(Q, G) = Ixt (H_, (§, 4), 6, & Hom (H;(Q, £), G).

Dal precedente teor. (1.4) e dalla formula ora scritta applicata nel caso
j>n -+ q -+ 1, segue i). Si ottiene ii) applicando ancora (1.4) e la formula
scritta nel caso j > n 4 q e ricordando che un gruppo & uno Z-modulo
iniettivo se e solo se ¢ divisibile.

In particolare, H"ta+1 (¢, Q) = Ht1+1(Q, Q/Z) = 0.

Quando ¢ & uno spazio complesso di dimensione n, Hy(Q, Z) = 0 per
k>mn-+qe H,p, (Q,7Z) & libero, allora, essendo Ext(H,,,(Q, Z)Z) =0,
ne segue H*(¢,Z) = 0 per ¥ > n 4+ ¢q. Un caso in cui si verifica tale pro-
prieta & quello di uno spazio @ come in (2.1) e tale che H,,(Q, Z) sia fini
tamente generato; un altro esempio & dato dagli spazi di Stein i cui punti
singolari siano isolati (cfr. (0.1), [4]); in particolare se X & uno spazio di
Stein 1-dimensionale si ha H?(X, Z) = 0; un ulteriore esempio & dato, ri-
cordando (0.4), dalla seguente
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(2.2) OSSERVAZIONE. Sia ¢ una varieta q-completa di dimensione n; al-
lora, H¥(Q,Z) = 0 per k > n + q.

(2.3) COROLLARIO. Sia @ una varieta q-completa ed A sia una sottova-
rieta (chiusa) di Q ; si abbia dim A << dim @ = n.

Allora, indicando con -13(A) il fascio (non analitico) dei germi delle fun-
zioni olomorfe, mai nulle e¢ che valgono identicamente 1 su A, abbiamo :

i) H*(Q, B (A) > Ht1(Q mod A,Z) per k> ¢
ii) H*(Q, WB(d)) =0 per k> max(q, n + ¢ — 1).

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che ii) & conseguenza di i). Si ha la succes-
sione esatta

we —> H"9(A, 1) — H"*tet1(Q mod A, Z) — H tit1(Q, Z) — ...

Poiche, per (2.2), H*~'(4,Z) = 0 = H*(Q, Z) per s > n + ¢, allora si ha
H*(Q mod A, Z) =0 per s > n -+ ¢q. Quindi, se & valido i), quando sia
max (¢, n 4+ q¢ — 1) < k, si ha H*(Q, DV (4)) > H*'(Q mod 4, Z) = 0.

Proviamo i). Indichiamo con J(A4) il fascio degli ideali dei germi delle
funzioni olomorfe che si annullano su 4 ; indichiamo con Z (4) il fascio su
@ le cui sezioni sono quelle del fascio Z che si annullano su 4. Si ha la
successione esatta

0—>Z(A)— J4A)— V44—
da cui la successione esatta di coomologia
e — HI(Q, 13 (A) —
— HH(Q, Z(4)) — Ht1(Q, T(A) — HI(Q, B(4) —
— Ht2(Q, Z (A)) — H*t2(Q, T(4)) — ...

Da (0.3) si vede 0 = HIt1(Q, J(4)) = Ht?(Q), I(4)) = ... Per concludere
basta osservare che si ha H*(Q, Z (d)) > H*(Q mod 4, Z).

Si puo, evidentemente, ripetere il discorso ora concluso anche in altri
casi, secondo qnanto si & fatto intorno alle osservazioni (2.1), (2.2). Per
esempio se X & uno spazio di Stein 1-dimensionale ed A un sottoinsieme
analitico (chiuso) 0-dimensionale di X, allora H?! (X, 93(4)) = 0.

Se X & uno spazio g-completo o, pii in generale, se X & uno spazio
coomologicamente g-completo [i.e. H* (X, F) = 0 per ogni k¥ > ¢ e per ogni
fascio analitico coerente & su X|, allora H*+1(X, P (@) X H*+2(X, Z) per
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k = q. E noto, per un teorema di H.J. Reiffen, che uno spazio complesso
arbitrario di dimensione n & coomologicamente n-completo, quindi per un
tale spazio gli isomortismi precedenti valgono a cominciare da H"H! (X,
B(D) X H"2(X, 7).

In particolare se X & una varietd complessa di dimensione n, allora,
poiché X & una varietd n-completa (cfr. ad es. [7]), ne segue H2*(X, B()) =10
per n > 0 (tale uguaglianza & falsa per # = 0); con lo stesso metodo si
vede che se 4 ¢ una sottovarieta chiusa con dim 4 < dim X, allora
H> (X, WV (4)) = 0 per = > 0.

(2.4) COROLLARI10. Nia ) un sottospazio aperto q completo di uno spazio
di Stein X. Siu A un sottoinsieme analitico (chiuso) di ¢ con dim A <<dim Q=mn.
Allora, indicando con B (A) il fascio (non analitico) dei germi delle funzioni
olomorfe mar nulle e che valgono identicamente 1 su A, abbiamo :

i) HY(Q,BA) X HMH (Qmod A, Z) per k>gq

i) H* (@, B(2) =0 per k>mn+q.

DIMOSTRAZIONE. Si procede analogamente a (2.3) sulla base di (2.1).
Quest’ultimo risultato estende il Korollar 3 pag. 222 di [3], dove, con
lo stesso metodo, si prova ii) nel caso ¢ = 0.

§ 3.

(3.1) LEMMA. Sia U un aperto di R™+21; si consideri R™ immerso natu-
ralmente in C™ e si identifichi R* con C?; allova esiste un aperto q-completo
D cC < Ctale che Uc D ¢ che U sia un retratto di deformazione di D.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con z,,...,&, le coordinate di R™, con
2y =& + tY, e, %mn = Tm + 1Yn le coordinate di C™; indichiamo con
Ty eoe s Timpog 1€ coordinate di R che si identifica con C¢ di coordinate
Zimt1 = Litl F Wagghi s oee s Emyq = Tingg + g -

In ([4] Lemma 6 pag. 383) si dimostra che esiste una funzione g : R™ X<
< R*%— R tale che: i) U = {x € R™ > R¥| ¢ (x) > 0}, ii) g (r) = 0 per ogni
x ¢ U, iii) le derivate di tutti gli ordini di ¢ sono limitate in R™ < R%.

Fissata una funzione g di tale natura, per ogni & > 0 definiamo la

Al

funzione p,.: €™ < C? — R ponendo

Pe(2yy ooy Zmpg) =Y} + oo Y — €9 (Ly 500y Timyrg)-
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Per 1 < i,j << m si ha, indicando con J; il simbolo di Kronecker,

0%p. 1 0%
— = — | 20; — .
oz 0z, 4 ( % * 6, o2y

Si puo, quindi, per la proprieta iii) della funzione g, fissare un ¢ > 0
tanto piccolo che per ogni (2) ., ,..,2p, )€ C? la funzione p; (2, ..., 2m ,
z"’nH y ey zt’nﬂ) sia fortemente N-plurisubarmonica in ogni (2, ,..,2n) € C"
Scriviamo p, = p.

Vogliamo vedere che p ¢ fortemente g¢-plurisubarmonica su tutto
Cm > C¢. Una condizione necessaria e sufficiente percheé cio si verifichi ¢
che per ogni punto 2° € (™ >< (C esista una applicazione biolomorfa t,, del

m
diseco D,, = %t €Cm| X ¢ty <1 in €™ < C? tale che 70(0) =2° e che pory
j=1

sia fortemente O-plurisubarmonica su D,,. Nel nostro caso tale proprieta &
soddisfatta, basta porre :
) 0 0 U
T (t1 g veey tm) = (t1 + z|l g seey i + Ty Bl g evey Zm-{-q)-
Sia, ora

D:={zeCmx< C|p(2) <0}

Per (1.6) D e un aperto g-completo.
Resta da dimostrare che U & un retratto di deformazione di D. Osser-

Fa)
viamo subito che U c [): infatti se z € U, allora, per i) 8i ha

N N\ Py

N P
Y= . =Yn=20, g@&) =g,y Puyz) > 0

N N

e quindi p(2) =0 — eg(x) <<O.
Inoltre, si ha

D = {(2)y ey Zmtg) EC™H| (@) 5 vury Bongag) €U, Yt 4 oo+ Y < £9{@4  vevy Tmag))
infatti, basta notare che se (x,,..., Xmy2,) € U, allora, per ii), g(a, .y Xmypq) =0
e quindi p(@) =0, cioé¢ z¢ D. Cido mostra che la funzione continua

J i D — R™ < (¢ definita da

P, 4+ 1Y,y s @+ Wmy Togr + @inggt1 ) oor y Tmpg + WCmipag) =

= (‘L.l y e g Ty Loty + i-l‘m+q+l y ooy mtgq + iwm-{-m/)
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prende i valori in U. Consideriamo la funzione F: D x [0, 1] — D defi-
nita da

Fe,) =1 —t)z 4 tf(2);

essa determina una retrazione di ) su U,

(3.2) TEOREMA. Sia G un gruppo abeliano finitamente generato e siano
k, q, n numeri interi tali che

i) k=1
ii) ¢=0
i) n>k+3—4¢q,n=gq;

allora esiste in C* un dominio D q-completo tale che H, (D,Z) > @G.

DIMOSTRAZIONE. In ([4] pag. 384) si dimostra che, fissati arbitrariamente
un gruppo abeliano finitamente generato G, un intero ¥ = 1, ed un intero
8 =k + 3, esiste un complesso L finito e connesso immerso in R? tale che
Hy(L,7Z) > G e che L & un retratto di deformazione di un proprio intorno
U in Re.

Nel nostro caso, essendo per iii) (n —¢q) + 2¢ =% + 3 e n = ¢, pos-
siamo, quindi, dire che esiste un aperto U di R(»—?+2/ tale che si abbia

H. (U, Z)> aq.

Basta ora applicare il lemma (3.1).
(3.3) TEOREMA. Sia G un gruppo abeliano numerabile ; k, q, n siano nu-
meri interi tali che si abbia
i)y k=1
ii) ¢g=0
iii) n=>2k+4+ 2 —¢q, n>=¢q;
allora esiste in C* un dominio D q-completo tale che Hy (D, Z) > @G.
DIMOSTRAZIONE. Esiste un complesso X connesso localmente finito di
dimensione % 4 1 per cui H;(X,Z)> @. Si pud realizzare X in un X

contenuto in R2*+1) (4), Sia D,y4 o3¢+ il disco reale di dimensione
n+q—2(k+4+1) e sia K= X X Dyjq—2i+1); allora si ha H(K,Z) = G.

(*) Risultato gentilmente comunicato dal Prof. R. Narasimhan.



g-completi di uno spasio di Stein 303
Sia U un aperto connesso di K fno R"—2+2¢ per cui si abbia
H (U, Z)~ Hy(K,7) >~ G;
allora esiste per (3.1) un dominio ¢-completo D in C"—7¢ < (¢ tale che
H (D, 1) > H, (U, 7).

Universita di Pisa.

Igtituto di Matematica.
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