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SUR UNE MESURE ASSOCIÉE A L’ÉQUATION
DIFFÉRENTIELLE AUX DERIVÉES PARTIELLES

DU TYPE PARABOLIQUE

par J. CHABROWSKI (Katowice)

Dans la théorie des problèmes aux limites de Dirichlet et de Fourier

on peut introduire grâce au théorème de F. Riesz sur la répresentation
d’une fonctionnelle linéaire la notion de mesures harmonique et parabolique
(voir Brelot [2] et [3], Bauer [1], Doob [4], Hunt [7]). Récemment M. Krzyzanski
a introduit la mesure parabolique par rapport au problème de Cauchy pour
les équations paraboliques (voir [9]). Dans la note présente nous allons

considérer la mesure associée aux solutions de l’équation parabolique définies
dans tout l’espace-temps.

§ 1. Théorèmes auxiliaires.

Soit En+l l’espace-temps de points (t, x) = (t, ... , Xn) et

l’équation parabolique en question.
On suppose que

I. Les coefficients et la fonction f (t, x) sont définis dans En+l et il

existe des constantes positives A, telles que

pour (t, x) E 

Pervenuto alla Redazione il 14 Gingno 1968.
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M

II. La forme quadratique l aij (t, x) ei ej est définie positive.
i, j=l

Les solutions qui vont être étudiées appartiennent à une classe E (M, k)
de fonctions non bornées, et une fonction P (t, x) est dite de classe E (M, k)
dans l’espace-temps En+l (M, k étant des constantes positives) lorsque

pour (t, x) E En+18
D’abord nous établissons quelques théorèmes qui interviendront dans

la suite.

Soit

Il est évident qu’il existe un nombre positif ko tel que

pour (t, x) E En+l et 0 ~ v ç ka .

THÉORÈME 1. Supposons que les hypothèses 1 et II soient satisfaites.
Soit u (t, x) une fonction définie dans de classe C 1 (où k 
et possédant des dérivées partielles du second ordre par rapport aux varia-
bles xi ~ ... , x,, continues dans et telle que

dans En+1. Avec ces hypothèses l’inégalité

a lieu dans ·

DÉMONSTRATION. Nous montrerons seulement la première partie du

théorème. Dans ce but nous posons

où k  v  k.. L’inégalité (1.3) est équivalente à l’inégalité
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pour (t, x) E Il suffit donc de démontrer (1.4). 0 arbitraire. Il
est aisé de voir qu’on peut lui faire correspondre un nombre Ro tel que pour
n

on ait
i=l 

t 0

Nous montrerons que l’inégalité (1.5) est verifiée dans Dans le cas

contraire il existe un point (to , xo) tel que

où D’après l’inégalité (1.5) (to, xo) est un point
intérieur de la boule donc

pour tout système (,l1’’’. , Â,,). D’autre part, on a

Selon (1.2) et (1.6) le second membre de cette inégalité est négatif au point
(to, xo), ce qui est impossible.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème 1.

COROLLAIRE 1. Sous les hypothèses 1 et II l’équation (1.1) admet dans
la classe E (M, k) (k  au plus une solution.

En modifiant un peu la démonstration du théorème 1 on parvient au

THÉORÈME 2. Supposons que les hypothèses I et II soient satisfaites
0 0

pour (t, x) E Si = ~(t, x) ; xi~ (xz étant un nombre fixé). Soit u (t, x) une

fonction de classe E (M, k) dans Si possédant des dérivées partielles ’I1xi’ 1 
ut (i, j = 1, .. , n) continues dans Si et telle que

dans Avec ces hypothèses l’inégalité

a lieu dans S~ .
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REMARQUE 1. Le théorème 2 reste valable lorsque nous remplaçons
0

l’ensemble Si par l’ensemble Pi = ~(t~ x) ; xi  xil (resp. P = ~(t, x) ; t  to)).
0

Dans ce cas l’inégalité initiale est donnée sur xi, t = to respectivement.
Avant de passer aux autres théorèmes, il est nécessaire d’introduire

une hypothèses supplémentaire sur l’équation (1.1).
Considérons un domaine borné D découpé à l’intérieur de la couche

(t~ ~ t  t2) X En (En étant l’espace euclidien à n dimensions) par une surface
C orientée dans le temps (c’ert-à-dire, non tangente nulle part à aucnne

caractéristique de l’équation (1.1 )). Soit h’ la partie de la frontière Fr (D)
située sur le plan t == ~ . Posons a n Fr (D) et ~ = r U a (la frontière

parabolique du domaine D).
Le premier problème de Fourier relatif à l’équation (1.1) et au domaine

D consiste à chercher une solution u (t, x) de l’équation (1.1), régulière
dans D (c’est-à-dire continue dans D et admettant des dérivées ut

(i, j=1,...,n) continues dans l’ensemble D - Z) et satisfaisant à la condition

pour (t, x) E -Y, OÙ 0 (t, x) est une fonction continue dans ~.
Le domaine D est dit régulièr par rapport au problème de Fourier pour

l’équation (1.1) avec la condition (1.7) lorsque ce problème a une solution

pour toute continue sur Z et pour toute fonction f (t, x)
hôlderienne par rapport aux variables (t, x) dans D.

L’hypothèse supplémentaire sur l’équation (1.1) est la suivante.

III. L’espace-temps est supposée être une somme d’une suite crois-
sante de domaines Dp dont la distance de la frontière parabolique ~~ à
l’origine des cordonnées tend vers l’infini lorsque p oo, chaque domaine

Dp étant régulier par rapport au premier problème de Fourier pour l’équa-
tion (1.1).

On a le théorème suivant

THÉORÈME 3. Supposons que les hypothèses ly II et III soient satisfaites.
Soit f (t, x) une fonction localement holderienne dans de classe

JE7(M~)(~;~o). Soient les solutions de l’équation (1.1) régulières
dans Dp (où p = 1, 2, ...) et satisfaisant aux conditions u p (t, x) = 0 pour

(t, x) E ~p (Zp étant la frontière parabolique du domaine Dp).
Alors la suite u r (t, x) converge presque uniformément dans En+1 vers

une fonction u (t, x) de classe

de l’équation (1.1) dans 

qui est une solution



103

DÉMONSTRATION. Posons

où h,  v  ko. Par un calcul simple nous vérifions que la fonction v P vérifie
à l’équation

dans où

Le membre droit de la dernière égalité satisfait à l’inégalité

dans EI1+1; il résulte donc du principe d’extremum (voir [5], chap. 2, ou

[8], § 1) que

pour (t, x) E Dr = 1, 2,... Pour établir la convergence de la suite {up (t, x)~
introduisons les fonctions auxiliaires

où le paramètre v satisfait à l’inégalité k  v  v Soit

D’après (1.8) et (1.9) on a

pour La fonction satisfait à l’équation
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dans où

D’après le principe d’extremum on a

dans Soit Choisissons q de façon que

D’après la dernière inégalité on a

dans KR, où No = sup H (t, x, v). Il est clair que la dernière inégalité
KR

permet de prouver que la suite (t, x) converge presque uniformément

vers une fonctioll u (t, x) appartenant . à la classe E 
2n+2 m 

, v . A la finvers une fonction (t, x) appartenant à la classe E 2n+2 ç , v . A la nn
. 

( m M )vers une fonction u (t, x) appartenant à la classe E 
B m / 

A la fin

nous montrons que u (t, x) est la solution de l’équation (1.1). Soit zq la solution
du premier problème de Fourier relatif à Inéquation (1.1) dans Dq avec la

condition limite

pour Cette solution zq existe d’après la régularité du domaine Dq.
La suite converge vers u (t, x) donc

dans Zq pour p ( p~ étant un nombre assez grand). Il résult du principe
d’extremum que

dans Dq , Par passage à la limite on a

dans Dq, donc zq (t, x) = u (t, x) dans Dq.
Considérons une suite fp (t, x)~ de fonctions localement hôlderiennes

dans de classe E (M, k) (k  ko). Supposons que la suite fp (t, x)) converge
presque unifermément dans En+i vers une fonction fo (t, x). Cette fonction
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est localement hëlderienne et de la classe E (M, k) dans Les hypothèses
I, II et III etant admises, on déduit du théorème 3 l’existence d’une suite

litp ~t, x)) de solutions de classe

équations

dans des

Nous montrons le

THÉORÈME 4. Sous les hypothèses 1, II et III la suite ~up (t, x)l converge
presque uniformément dans vers la fonction u° (t, x).

DÉMONSTRATION. Soit

"-.1 "-.1

où k  v . Il est évident qu’il existe pour tout e &#x3E; 0, un qo tel

que entraîne I p (t, x) ç E pour F=0,12... On a
2 

_p  , ,

d’une part

pour D’autre part, on a

où

pour (t, x) E Dqo. La suite fp converge uniformément vers fo dans donc

d’après le principe d’extremum nous avons

dans Dqo . h résulte de (1.11) et (1.12) que
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dans On a donc

presque uniformément dans ce qui achève la démonstration.

§ 2. La mesure parabolique.

Nous introduisons maintenant la mesure parabolique. Dans ce but con-
sidérons l’espace vectoriel Ch de fonctions f (t, x) hôlderiennes dans En+i
et à supports bornés. Comme norme nous prenons sup If (t, x) 1.

Supposons que les hypothèses 1 et II soient satisfaites. Soit u (t, x) une

solution de l’équation (1.1) définie dans En+l de classe E (M, k) (k  ko). En
supposant qu’une telle solution u (t, x) de (1.1) existe, il résulte du corollaire
1 qu’elle est unique. A l’aide du théorème 1 on peut facilement montrer que

dans Ayant fixé un point (t, x) E on a, - u (t, x) = F ( f ) où ~’
est une fonctionnelle linéaire définie sur Ch (En+¡). En vertu du théorème 1
12 0 entraîne F ( f ) &#x3E; 0 ; y entraîne F ( f 1) ~ ~’ ( f 2). La fonc-
tionnelle F ( f ) est par conséquent non négative et isotone. Il résulte de (2.1)

que la norme de la fonctionnelle F satisfait à l’inégalité f Ç 1 . En
in

vertu du théorème de Banach-Hahn il existe une extension de la fonctionnelle

sur C avec la même norme, C étant l’espace vectoriel de fontions
continues aux supports bornés. Désignons cette extension aussi par F ( f ) _
- - 2c (t, x). Il est évident que F ( f ) ~&#x3E; 0 si f &#x3E; 0. Donc d’après le théorème
de F. Riesz il existe une mesure unique ,u (t, x ; E) régulière dans la classe
des ensembles boreliens Ec En+l et telle que

pour toute fonction f (t, x) de l’espace 0 (voir Halmos [6] ~ 52).
Nous démontrérons que si la fontion f (t, x) est localement holderienne

dans En+l et satisfait à une condition concernant l’ordre de sa croissance

à l’infini, la solution de l’équation (1.1) donnée par la formule (1.1) existe.
Nous allons utiliser la méthode donnée par M. KrzyÉaùski dans [9].

Commençons par démontrer le
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THÉORÈME 5. Il résulte des hypothèses l, II et III que pour chaque
nombre k (0  1~  ko) on a

DÉMONSTRATION. Soit (t, X) ) une suite non décroissante de fonctions
continues de classe .E (1, k) dans En+i, à supports bornés et telles que

En vertu du théorème 3 la suite

des solutions de classe des équations

dans existe, ainsi que la solution u(t,x) de classe de l’équation

dans En+i . D’autre part, on a

pour (t, x) E =1, 2, ... La suite (t, x)~ est monotone non décrois-
sante et on a (t, x)  - M (t, x) pour (t, x) E et p = 1, 2, ...

Par suite le point (t, x) E En+l étant fixé, la suite des intégrales
formant le membre droit de (2.3) est bornée supérieurement. Il résulte du

théorème de Lebesgue sur l’intégration terme à terme des suites monotones
que

THÉORÈME 6. Supposons que les hypothèses l, II et III soient sati-
sfaites. Soit f (t, x) une fonction localement hôlderienne de classe E (M, k)

(k  ko) Soit u (t, x) une solution de l’équation (1,1) de classe
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dans On a l’égalité

pour (t, x) E 

DÉMONSTRATION. Il est aisé de construire une suite ifp (t, x)) de fonctions
localement hôlderiennes appartenat à la classe E (M, k) et aux supports
bornés et convergeant presque uniformément vers la fonction f (t, x). Soient

où p = 1, 2, ... et u (t, x) les solutions de classe -

tions

des équa-

respectivement. On a

pour (t, x) E et

pour (t, x) Il résulte du théorème 5 que les functions f r (t, x) sont
bornées par une fonction commune, sommable (intégrable) par rapport à la
mesure fl (t, x ; E), donc d’après le théorème de Lebesgue sur l’intégration
terme à terme (voir Halmos [6] § 26) par passag’e à la limite dans (2.5)
nous obtenons l’égalité (2.4).

§ 3. Quelques propriétés de la mesure parabolique.

Nous allons étudier ici quelques propriétés asymptotiques de la mesure
parabolique p (t, x ; E).

Soit, comme dans le théorème 2,
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THÉORÈME 7. Sous les hypothèses l, Il et III on a

DÉMONSTRATION. Nous montrerons seulement la relation (3.2). Désignons
par Ip (t, x) la fonction indicatrice (caractéristique) de l’ensemble P. Il est

évident qu’il existe une suite 1 de fonctions hôlderiennes dans

qui converge vers la fonction Ip (t, x). On peut supposer que
N = sup sup ~ 1 Pp (t,  oo.

p 

Considérons la suite des solutions des équations

dans y suite qui existe d’après le théorème 3. Il est facile de vérifier
à l’aide du théorème 1 que

dans En+i . Posons

où t1, y ~ 0 étant des nombres choisis de façon que supp Wpc ((t, x) ; t  
0 ~ y  m. La fonction satisfait aux conditions

pour t¿t1 et xEEn,p=1,2,..., pour i ti et xEEn,
c’est-à-dire
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pour t et x E ._-_ 1, 2~ .,. Par passage à la limite on a

pour t et x E d’où résulte la formule (3.2). De manière analogue
et en s’appuyant sur le théorème 2 et la remarque 1 on peut prouver

0

qu’il existe des constantes t2’ &#x3E; 0~/g &#x3E; 0 telles que

pour t --- t2 et x E En,

pour

0

Les constantes ri et y2 satisfont aux conditions

dans ·

REMARQUE 2. Il résulte du théorème 7 que pour chaque ensemble E
borelien et borné on a

lim p (t, x ; E) = lim p (t x ; E) = lim p (t, x ; E) = lim p (t, x ; E) = 0
t - oo t -· - oo Xi -.. 00 x i -. - o0

i = 1 ... , n et de plus ,u (t, x ; E) satisfait aux inégalités analogues aux
(3.5), (3.6), (3.7) et (3.8).

THÉORÈME 8. Supposons que les hypothèses I, II et III soient satis-

faites et que de plus - K à c (t, x) ~ - m, f (t~ x) ç - k f dans En+l (la
fonction f (t, x) est localement hôlderienne et appartenant à la classe .E (M, v),

sont des constantes positives). Soit uK (t, x) une solution
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de l’équation (1.1) dans de classe -

on a:

Dans ces hypothèses

pour chaque (t, x) E E,,+, .

DÉMONSTRàTION. Soit 0  a  1. La fonction uK (t, x) - 1 vérifie l’iné-

galité suivante

pour (t, x) E et g assez petit, d’où en vertu du théorème 1 on a

dans donc

. COROLLAIRE 2. Si nous prenons f (t, x) := - 1 et par ,u~ (t~ x ; . ) dési-

gnons la mesure parabolique alors lim x ; En+l) = oo.
Entre les coefficients de l’équation (1.1) et la mesure parabolique exi-

ste certaine dépendance.

THÉORÈME 9. Supposons que les hypothèses 1 et II soient satisfaites

et que les coefficients soient localement hëlderiennes. Alors la mesure pa-

rabolique ~u (t, x ; · ) existe et de plus on a les formules suivantes
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ou

DÉMONSTRATION. Il est évident que l’hypothese III est satisfaite (voir
[5], chap. 3, sec. 4, corollaire 2), donc la mesure parabolique p (t, x ; . ) existe
(voir § 2). Nous montrerons les formules (3.9)-(3.12) à l’aide de la méthode
dite « des substitutions ».

Soit z = ... , zn) E En un point fixé. La fonction au = (x - zi) (x; - z)
satisfait à l’équation

D’après le théorème 6 on a

Si nous posons xi = Zi (i =1, ... , r~) dans la dernière formule on a (3.9).
En substituant 1, t - s, on parvient aux (3.10), (3.11) et (3.12).

REMARQUE 3. Il résulte de la formule (3.12) que sous les hypothèses
des théorèmes 8 et 9, on a

THÉORÈME 10. Supposons que les hypothèses du théorème 9 soient satis-
faites. Soit C ensemble compact de dont l’intérieur est non vide.

Alors la mesure ,u (t, x ; C) en tant que fonction du point (t, x) satisfait à

l’équation

DÉMONSTRATIO.IN. Il est clair que nous pouvons écrire l’égalité C =

sont des ensembles ouverts, Il existe des fonctions f ~ (t, x)
n=l
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hôlderiennes et telles que fm (t? x) = 1 pour (t~ x) E C, jm (t, x) = 0 pour (t~ x) E
0 f,,,,  1 dans En+l . La suite des fonctions (t, x) converge

vers Io (t, x) (Io (t~ a;) étaut la fonction caractéristique de C), donc il en ré-

sulte que

Soit (t, x) un point de l’intérieur de C. Il existe un cylindre W =

i(T5 y) ; I y (  r,8i  7:  8211 telle que (t, x) E Wc Int C. Soit W1 un do-
maine borné et tel que W. L’inégalité (2.1) et les estimations inté-

rieurs de Schauder-Friedman (voir [5] chap. 3, sec. 2, théorème 5) permettent
de choisir une suite um , qui converge uniformément vers u dans Wi avec
les dérivées Um t i, j =1, ... , n. Il est clair que Lu = 1 dans

mais d’apres le convergence de toute la suite Um (t, x) vers (t, x ; C)
nous obtenons u (t, x) = p (t, x ; C), donc Lft =1 pour (t, x) E Int C. De ma-
nière analogue on montre que Lft = 0 pour (t, x) E C.
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