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SUR UNE MESURE ASSOCIEE A I’EQUATION
DIFFERENTIELLE AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TYPE PARABOLIQUE

par J. CHABROWSKI (Katowice)

Dans la théorie des problémes aux limites de Dirichlet et de Fourier
on peut introduire grice au théoreme de F. Riesz sur la répresentation
d’une fonctionnelle linéaire la notion de mesures harmonique et parabolique
(voir Brelot [2] et [3], Bauer [1], Doob [4], Hunt [7]). Récemment M. Krzyzatski
a introduit la mesure parabolique par rapport au probléme de Cauchy pour
les équations paraboliques (voir [9]). Dans la note présente nous allons
considérer la mesure associée aux solutions de ’équation parabolique définies
dans tout espace-temps.

§ 1. Théordmes auxiliaires.

Soit K, , l'espace-temps de points (¢, x) = (¢, ,, ... , &u) €t

n n
(1.1) Lu= 2 a;(t, ®)ug .z, + 2 bilt, @) uy, + ¢ (¢, @) u — = [ (¢, x)
=1

i j=1

I’équation parabolique en question.
On suppose que

I. Les coefficients et la fonction f(¢, ) sont définis dans E,, et il
existe des constantes positives A, B, m telles que

Iaii(taw)[£A7 ]bi(tyx)ISBy cte)—m 4,j=1,..,n

pour (¢, x)€ B,4,.

Pervenuto alla Redazione il 14 Gingno 1968.
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II. La forme quadratique X a;;(t, «) &;&; est définie positive.
i, j=1
Les solutions qui vont étre étudiées appartiennent & une classe E (M, k)
de fonctions non bornées, et une fonction ¥ (¢, #) est dite de classe E (M, k)

dans l’espace-temps F,, (M, k étant des constantes positives) lorsque

|T(t,x)|gMexp§k (iéllw,-l—{—lt])}

pour (¢, x) € By,

D’abord nous établissons quelques théorémes qui interviendront dans
la suite.

Soit

n
H (t, z, ») = II cosh »x;- cosh »t.

=1

11 est évident qu’il existe un nombre positif &k, tel que

n n
(1.2) LH=H(v2 2 ag tgh va;-tgh vao; -+ v 3 by tgh va; -+ ¢ — v tgh vt) < — %H
] i=1

1, j=1
pour (t,x)€ E,yy et 0 <» < k.

THEOREME 1. Supposons que les hypothéses I et II soient satisfaites.
Soit u (t, ) une fonction définie dans K, ; de classe B (M, k)n O! (ou k <)
et possédant des dérivées partielles du second ordre par rapport aux varia-
bles x,, ..., x, continues dans FE,, et telle que

Lu=0 (Lu << 0)
dans H,,,. Avec ces hypothéses P’inégalité

(1.3) u(t ), <<0 (u(x)=0)
a lieu dans H,4,.

DEMONSTRATION. Nous montrerons seulement la premieére partie du
théoréme. Dans ce but nous posons

u(t, @)= w(t, ) H(,x,»),
ol k < v <k,. L’inégalité (1.3) est équivalente a I'inégalité

(1.4) w({t,x)<< 0
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pour (¢, x) € E,y,. Il suffit donec de démontrer (1.4). Soit & > 0 arbitraire. 11
est aisé de voir qu’on peut lui faire correspondre un nombre R, tel que pour

22?4 t* = R, on ait

i=1

(1.5) w (t, ¥) < e

Nous montrerons que 1’inégalité (1.5) est verifiée dans H,y,. Dans le cas
contraire il existe un point (¢;, z;) tel que

e << w(ty, xy) = max w (¢, x),
KRO
ou Kp = g(t, ®); 3 a2 + ? << Ry(. D’aprés linégalité (1.5) (¢, x,) est un point
i=1
intérieur de la boule Kg,, donc
(1‘6) wwi (tO ) wo) =0 1= 1’ voe g My Wy (t(n wo) = 0) > ’wa:ixj (tox xo) l‘L lj =<0
3, j=1
pour tout systéme (1,, ..., 1,). D’autre part, on a

n
. 2 Qij (z‘”i ij
i, j=1

0< Lu= LwH = H( Z i Wa We + 2 b; wxi> +
=1

1, j=1
+ 20; Hz) + w LH — Hw,

Selon (1.2) et (1.6) le second membre de cette inégalité est négatif au point
(ty, 4,), ce qui est impossible.
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théoreme 1.

COROLLAIRE 1. Sous les hypothéses I et II ’équation (1.1) admet dans
la classe K (M, k) (k < k,) au plus une solution.
En modifiant un peu la démonstration du théoréme 1 on parvient au

THEOREME 2. Supposons que les hypothéses I et II soient satisfaites
pour (¢, x)€8;= {(¢, w);xi>£i} (.;,- étant un nombre fixé), Soit u (f,x) une
fonction de classe E (M, k) dans S; possédant des dérivées partielles u,, Uz ;5
u(t,j =1,..,n) continues dans S; et telle que

Ul o=0 (| o=0), Lu=<0(Lu=0)

T, =; % =
dans S;. Avec ces hypothéses l’inégalité

_ w(t,z)=0 (u(x)=<0)
a lieu dans §;.
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REVMARQUE 1. Le théoreme 2 reste valable lorsque nous remplagons
Pensemble §; par DPensemble P;= {(t, x);x; < ow,} (resp. P ={(t, x);t <t}
Dans ce cas I'inégalité initiale est donnée sur x; = aco.-, t = t, respectivement.

Avant de passer aux autres théorémes, il est nécessaire d’introduire
une hypothéses supplémentaire sur I’équation (1.1).

Considérons un domaine borné D découpé a Vintérieur de la couche
(¢, =<t <t,) < B, (E, étant ’espace euclidien & n dimensions) par une surface
¢ orientée dans le temps (c’ert-a-dire, non tangente nulle part & aucnne
caractéristique de Péquation (1.1)). Soit I'/ la partie de la frontiere Fr (D)
gituée sur le plan t=t,. Posons o ={NFr(D) et I =1Ugo (la frontiére
parabolique du domaine D).

Le premier probléeme de Fourier relatif a ’équation (1.1) et au domaine
D consiste a chercher une solution u (¢, ) de D’équation (1.1), régulisre

dans D (c’est-d-dire continue dans D et admettant des dérivées Us; y Ugyarjr U,

(3,j=1,...,n) continues dans ’ensemble D — 3) et satisfaisant & la condition
(1.7) u(t,x) = D (t, x)

pour (¢, x) € X, ou D (t, #) est une fonction continue dans 3.

Le domaine D est dit réguliér par rapport au probléme de Fourier pour
Véquation (1.1) avec la condition (1.7) lorsque ce probléeme a une solution
pour toute fonction @ (f,x) continue sur X et pour toute fonection f (¢, x)

holderienne par rapport aux variables (f, ) dans D.
L’hypothése supplémentaire sur I’équation (1.1) est la suivante.

III. L’espace-temps E,, est supposée étre une somme d’une suite crois-
sante de domaines D, dont la distance de la frontiere parabolique X, a
Vorigine des cordonnées tend vers Vinfini lorsque p — co, chaque domaine
D, étant régulier par rapport au premier probléme de Fourier pour ’équa-
tion (1.1).

On a le théoreme suivant

THEOREME 3. Supposons que les hypothdses I, IT et III soient satisfaites.
Soit f (¢, x) une fonction localement holderienne dans K., de eclasse
E (M, k) (k < ky). Soient u?(t, x) les solutions de 1’équation (1.1) réguliéres
dans D, (o p =1, 2,...) et satisfaisant aux conditions u?({,r) =0 pour
(t, x) € Z, (Z, étant la frontiére parabolique du domaine D).

Alors la suite u? (f, ) converge presque uniformément dans E,;, vers
2nt+2 M

une fonction w (f, x) de classe E(

de ’équation (1.1) dans Eny;-

s v) (k <<» < k;), qui est une solution



a Véquation différentielle aux dérivés partielles ete. 108

DEMONSTRATION. Posons
(1.8) u? (¢, 2) = v? (¢, x) H (t, x, ¥)
ol k<< » <k,. Par un calcul simple nous vérifions que la fonction v? vérifie
a ’équation
~ n n ., ~ t x)
Iv? = i (¢ r b (t ? t P __ P __ f()
v i,ila]( ) &) Vg, 2 +i51 i (b @) vz, 4 ¢ (8, @) v Vi ", w,_v)

dans D, — 2, ou

~ __ LH (%, m
G =F ey <7
’Zi (¢ x) = ; 21; (@i (8, ) + aui (8, x)) H,, + b (¢, x).

H (t, x,v) =1

Le membre droit de la derniére égalité satisfait & ’inégalité

17,2
on+1
Hian =" M

dans H,y;; il résulte donc du principe d’extremum (voir [5], chap. 2, ou
[8]’ §1) que

(1.9) va(t,w)|§2n+2M

m

pour (t,x)€ D, =1,2,... Pour établir la convergence de la suite (u? (t,x)}
introduisons les fonctions auxiliaires

w? (t, o) = v? (t,x) H (t, x, ;), ud (t, ) =07 (¢, x) H (t, x, ;),
ot le paramétre » satisfait a linégalité k < » < » < k,. Soit
uPl = yu? — u?, 51"‘1=;P—551, p=q.
D’apres (1.8) et (1.9) on a

— 92n+4
(1.10) |21 (t, ) | <

M oxp(— (v — » R,

n —
pour (¢, x)€2,, R, = inf( I w| 1t l) . La fonction v?¢ satisfait & ’équation
Z, \i=1

~ n — n .~ — ~ —_ —_
Lo™ =‘2_ i (b, %) Vg% + 21 bi (t, @) vay + ¢ (t, ®) v — 0T =10
, =1 i=
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dans D, — Z,, ol

~ LH (¢, x, ») m
c¢(t,x :#T<— o .
2 H (t, x,») 2

D’apres le principe d’extremum on a

om+4 Y

| vP1 (8, x) | < —

exp[— (»y — ) R,
dans 1—)(,. Soit K = %(t, x);ﬁ x? 4 ¢ _<_R§ Choisissons ¢ de facon que
Kgrc D,. D’aprés la dernié;:linégalité on a
|wre(t, @) | < N, ?#;—M— exp [— (v — ») R,
dans Kp, ot N,= slzlp H (i, x, »). Il est clair que la dernidre inégalité
R

permet de prouver que la suite {u? (f,x)} converge presque uniformément

. 2n+2M
vers une fonction u (¢, x) appartenant & la classe E

,7). A la fin

nous montrons que u (t, ) est la solution de ’équation (1.1). Soit 27 la solution
du premier probléeme de Fourier relatif & I’équation (1.1) dans D, avec la
condition limite

22 (¢, @) = u (t, x)

pour (t,x) € X,. Cette solution 27 existe d’apres la régularité du domaine D,.
La suite {u? (¢, x)} converge vers u(t, ) done

fu? (t,2) —ut, )| e

dans X, pour p = p, (p, étant un nombre assez grand). Il résult du principe
d’extremum que

|u? (t,x) — 29 (t, 2) | < &
dans i)q. Par passage & la limite on a
| (t, @) — 29 (t, o) | << ¢

dans 1—)q, done 27 (¢, ) = u (t, z) dans ﬁq.

Considérons une suite {f, (¢, %)} de fonctions localement holderiennes
dans E,, de classe F (M, k)(k < k,). Supposons que la suite | f, (t, #)} converge
presque unifermément dans F,,, vers une fonction f, (¢, x). Cette fonction
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est localement holderienne et de la classe I (M, k) dans E,;,. Les hypotheses
I, IT et IIT etant admises, on déduit du théoréme 3 Vexistence d’une suite

ont2 M
{u? (t, x)} de solutions de classe E( ) 1') (k <v<ky) dans F,,, des

équations

Lu? = f, (t, x) p=20,1,2..
Nous montrons le

THEOREME 4. Sous les hypothéses I, IT et I1I la suite {u? (¢, x)} converge
presque uniformément dans K, vers la fonction u° (¢, x).

DEMONSTRATION. Soit
u? (t, ) =7 (t,x) H(t,2,7),
o k<<» <L y < k,. Il est évident qu’il existe pour tout ¢> 0, un ¢, tel

que (t, )€ H,qyy — Dy, entraine |v? (¢, 2)| << % pour p=0,1,2,... On a

d’une part

(1.11) |07 (t, @) — 20 (¢, 2) | < &

pour (¢, %) € Epyy — D_qo. D’autre part, on a

L*(0? — %) = 3 a;(v? — 0)z;q; + b} (0P — 0, + ¢* (v — 20)
1, j=1 i=1

_ (;;P _’,;())t_____fp ;['f() ,

~

_ LH(t, %

c* (t, x) =
H (&, z,v)

pour (¢, x) € Dy,. La suite f, converge uniformément vers f, dans D,, donc
d’apres le principe d’extremum nous avons

(1.12) |%'1’ (¢ ) — ;;, (¢, ) | << max

2 sup Lrr = 1o m—1, s}
D<10 H

dans D,,. Il résulte de (1.11) et (1.12) que

| w? (t, #) — u® (¢, ) << max i2 sgp @;—fd m—1, s% H(t, =, ’;)
90
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dans E,;;. On a done
lim w? (¢, z) = u° (t, x)

p —~co

presque uniformément dans F,i;, ce qui achéve la démonstration.

§ 2. La mesure parabolique.

Nous introduisons maintenant la mesure parabolique. Dans ce but con-
sidérons Vespace vectoriel Oy (E,4;) de fonctions f (¢, x) holderiennes dans K,
et & supports bornés. Comme norme nous prenons || f| = sup |f(t,a)|.

Ept1

Supposons que les hypotheses I et II soient satisfaites. Soit +u (t, ) une
solution de 1’équation (1.1) définie dans E,,, de classe E (M, k) (k < k,). En
supposant qu’une telle solution wu (¢, x) de (1.1) existe, il résulte du corollaire
1 qu’elle est unique. A Paide du théoréme 1 on peut facilement montrer que

11
(2.1) lut, @) <"

dans E,;;. Ayant fixé un point (¢, x)€ H,y, on a, —u(t,x)=F(f) ou F
est une fonctionnelle linéaire définie sur Oy (H,4;). En vertu du théoréme 1
f =0 entraine F(f)=0; donc f, < f, y entraine F (f,)<< F(f,). La fonc-
tionnelle F (f) est par conséquent non négative et isotone. Il résulte de (2.1)

que la norme de la fonctionnelle F satisfait & linégalité | f ||g—71; En

vertu du théoréme de Banach-Hahn il existe une extension de la fonctionnelle
sur C (F,y;) avec la méme norme, C (H, ;) étant ’espace vectoriel de fontions
continues aux supports bornés. Désignons cette extension aussi par F(f)=
= — u (t, x). Il est évident que F(f) =0 8i f= 0. Donc d’apres le théoréme
de F. Riesz il existe une mesure unique u (¢, x; F) réguliére dans la classe
des ensembles boreliens Ec H,., et telle que

(2.2) u(t,m):—F(f):—jj'(z,y),u(t,x;drdy)

En+l

pour toute fonction f(t, ) de Vespace O (E,41) (voir Halmos [6] § 52).

Nous démontrérons que si la fontion f(f,#) est localement hilderienne
dans E,y; et satisfait & une condition concernant l’ordre de sa croissance
a linfini, la solution de ’équation (1.1) donnée par la formule (1.1) existe.

Nous allons utiliser la méthode donnée par M. Krzyzafiski dans [9]).
Commencons par démontrer le
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THEOREME 5. Il résulte des hypotheses I, IT et III que pour chaque
nombre k(0 < &k < k) on a

fexp {7c<§|yi| + |r|>§‘u(t,w;drdy)<oo.
i=1

En—l—l

DEMONSTRATION. Soit {p, (¢, )} une suite non décroissante de fonctions
continues de classe F (1,k) dans FE,.;, a supports bornés et telles que

lim @, (¢, ) = exp |k (2 | @:| + lt|)§ En vertu du théoréme 3 la suite
=1

P —+o0

n+2

2
{u? (t, )} des solutions de classe E( p

, v) (k <<» < ky) des équations

Lu? =@, (t, ) p=1,2,..

. 2n+2 .
dans E,y, existe, ainsi que la solution u(¢,x) de classe E ( prl v) de ’équation

Ly == exp

e 2 ol 4 101)

dans FE,.,. D’autre part, on a

(2.3) — wP (i, x) = f‘Pp (tyy) (3 @ 5 dr, dy)
En+1

pour (t,2) € Eny1,p = 1,2,... La suite {— u?(t, )} est monotone non décrois-
sante et on a —u?P(f,x)<< —u(t,x) pour (L, x)EH,; et p=1,2, ..
Par suite le point (¢, ) € H,y, étant fixé, la suite des intégrales
formant le membre droit de (2.3) est bornée supérieurement. Il résulte du
théoréme de Lebesgue sur l’'intégration terme & terme des suites monotones
que

fexp%k(_g |y,~|—}—|r|\)§,u(t,m;drdy)=— lim u? (¢, #) = — u (¢, x)

p—>oo
Epty

THEOREME 6. Supposons que les hypotheses I, IT et IIT soient sati-
sfaites. Soit f (f,#) une fonction localement holderienne de classe E (M, k)
ont2 Jr )

I

(k < k) Soit u (t, ) une solution de Véquation (1,1) de classe E (
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(k <<v < ky) dans E,y,. On a Pégalité

(2.4) w(ty2) = — f o9 o de dy)

En+l
pour (¢, x)€E E,_,; .
DEMONSTRATION. 11 est aisé de construire une suite {f, (¢, )} de fonctions

localement holderiennes appartenat & la classe E (M, %) et aux supports
bornés et convergeant presque uniformément vers la fonction f (¢, x). Soient

on+2
u , v) des équa-

uP(t,x) ot p =1, 2,... et u (¢, x) les solutions de classe E(
tions

Lu? = f, (t, ), Lu=f(t, x)

respectivement. On a

(2.5) wr(ty ) = — ffp (5 ) oty @ 5 dc dy)
E’ll"l-l

pour (¢, x)€ B, 4, et
lim w?(t, x) = u(t, x)

p—+o0

pour (t,#)€ Enyy . 11 résulte du théordme 5 que les functions f?(f,x) sont
bornées par une fonction commune, sommable (intégrable) par rapport & la
mesure u (t,x; F), done d’aprés le théoréme de Lebesgue sur lintégration
terme & terme (voir Halmos [6] §26) par passage & la limite dans (2.5)
nous obtenons l’égalité (2.4).

§ 3. Quelgues propriétés de la mesure parabolique.

Nous allons étudier ici quelques propriétés asymptotiques de la mesure
parabolique u (¢, x; E).
Soit, comme dans le théoréme 2,

Si={t,x) ;5> a}, Pi=((t, 2); 2 <al t=1,..,n

S={tx);t>t), P=(tr);tt)
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THEOREME 7. Sous les hypotheéses I, 1T et III on a

(3.1) lim u(t,a;8) =0

t— — o0

(3.2) lim wu(t,«; P)=0
t— oo

(3.3) Hm  u(t, 2;8)=0
Z; — — oo

(3.4) lim u(t,z; P)=0 i=1,..,n.
z; —> oo

DEMONSTRATION. Nous montrerons seulement la relation (3.2). Désignons
par I, ({,x) la fonction indicatrice (caractéristique) de I’ensemble P. Il est
évident qu’il existe une suite {¥,(f, x)] de fonctions holderiennes dans
E,4; qui converge vers la fonection I, (¢, ). On peut supposer que
N =sup {sup| ¥, ¢ )|} < co.

P By
Considérons la suite {u?(t,«)} des solutions des équations

Lur=1%, p=12 ..

dans F.q;, suite qui existe d’aprés le théoréme 3. Il est facile de vérifier
a laide du théoréme 1 que

N
| u? (t,w)lng— p=12,..

dans Fny; . Posons
N
w?(t, ¥) = u?(t, r) -+ — &XP—7 (t—t,),

ol t,,y > 0 étant des nombres choisis de fagon que supp ¥, c {(t, x);t < t,},
0 <y < m. La fonction w?(t,x) satisfait aux conditions

N
wr(t, ,2) =0, pr=(c+7)%exp_7(t_ti)<0

pour t=t, et x€¢ E,,p=1,2,.., donec w?(t,x) =0 pour t =>1t, et € En,
¢’est-a-dire

—f?l’,,(t,w u(t,x;dtdy)zuf’(t,w)z——%exp——y(t—ti)
En—i—l
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pour t >t et x€ E, p=1,2,.. Par passage a la limite on a
T

N
(3.5) O<pula; P)<—exp—y(t—1t)

pour ¢t =>t, et x€ E,, d’ou résulte la formule (3.2). De manidre analogue
et en s’appuyant sur le théordme 2 et la remarque 1 on peut prouver

qu’il existe des constantes ¢, , ;.-,yi >0, y, > 0 telles que
N
(3.6) ultx; 8) < m &XP (t— 1)

pour t<Ct{, et x € H,,

N o
(3.7) ut,x; P) << o €SP — 7 (x; — x)

(]
pour x, = x;,

N o .
(3.8) pnit, e 8) < o exp -+ v, (@ — ) t=1,...,n

[¢]
pour ;<< ;. Les constantes y, et y, satisfont aux conditions

m
6_71bi+73“a<_‘z_

m
c+72bi+7§aii<_?

dans H,4,.

REMARQUE 2. II résulte du théoréme 7 que pour chaque ensemble H
borelien et borné on a

lim pu(t,z; E) = lim u(,oc;B)=lim u{t,z; )= lim u(t,c;E)=0

t— o0 t—— oo T; — 0 X; —> —

i=1,..,n et de plus u(t, x; E) satisfait aux inégalités analogues aux
(3.5), (3.6), (3.7) et (3.8).

THEOREME 8. Supposons que les hypotheses I, II et III soient satis-
faites et que de plus — K <<c(t, #)<<— m, f(t, x)<< — k; dans E,y, (la
fonction f (¢, x) est localement holderienne et appartenant & la classe ¥ (M, »),
v < k,, K,m, k; sont des constantes positives). Soit uX(f, ) une solution
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2nt2
, v). Dans ces hypotheses

de Péquation (1.1) dans E,y; de classe E (
on a:

lim uK(¢t, ) = oo
K0

pour chaque (¢, x)€ B, .

DEMONSTRATION. Soit 0 <{a < 1. La fonction uX (¢, z) — vérifie 1’iné-

1
Ke
galité suivante

L(uK_ l;a)—_-f_ck_l;g—kf-k Ki—¢ <0

pour (t,x)€ H,yy et K assez petit, d’oi en vertu du théoréme 1 on a

1 0
uk (t, ) = —— dans H,;,, donc lim uX(t, #) = co.
K

Ke -0
. COROLLAIRE 2. Si nous prenons f(¢, )= —1 et par u, (¢, x;-) dési-
gnons la mesure parabolique alors lim u.(t, z; B, le) = co.
K0

Entre les coefficients de ’équation (1.1) et la mesure parabolique exi-
ste certaine dépendance.

THEOREME 9. Supposons que les hypothéses I et II soient satisfaites

et que les coefficients soient localement holderiennes. Alors la mesure pa-
rabolique wu (¢, x;-) existe et de plus on a les formules suivantes

(3.9) 2[%‘(% Y) p (b, x5 de dy) =fbj(1,y)(wi—yi)u(t,w;dr dy) +

Byt En+1

fbi (T, y) (25 — y5) p (¢, @5 dx dy) +fc (T y) (@ — ¥:) (% — ;) p (& x5 dv dy)

Eyp1 Ept1
(3.10) / b.(z,y) p (t, x5 dz dy) f c(t,y) (@ — ) u (¢ x;dedy)
Epa By .
(3.11) [ewnutesaan=—1
En—{-l
(3.12) fﬂ(t,w;dtdy)=fc(r,y)(r—t),u(t,w;drdy)

E"+l En+l
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ou

(3.12%) nt e, By = fc (o) (r — t) u (¢, @ 5 dz dy)

Enty

DEMONSTRATION. Il est évident que I’hypothese III est satisfaite (voir
[6], chap. 3, sec. 4, corollaire 2), done la mesure parabolique u (¢, @ ;-) existe
(voir §2). Nous montrerons les formules (3.9)-(3.12) a l’aide de la méthode
dite « des substitutions ».

Soit z = (2, , ..., 2,)€ B, un point fixé. La fonction w = (#; — &) (x; — 2;)
satisfait a 1’équation

Lo = 2a5(t 2) + (1 — 2) ity ©) + (@ — 2) by (t, ) + (@ — ) <
(2 — zj) c(tax)=a, (¢, x)

D’apres le théoréme 6 on a

m—wm—@=—f@mwmwwmw

Eptq

Si nous posons z;==2; (i=1,..,n) dans la derniére formule on a (3.9).
En substituant x; —=#;, 1, t — s, on parvient aux (3.10),(3.11) et (3.12).

REMARQUE 3. Il résulte de la formule (3.12) que sous les hypothéses
des théorémes 8 et 9, on a

lim c(tyy) (t — ) pp (¢ @5 dvdy) = oo.
KE—0
En—l-l

THEOREME 10. Supposons que les hypothéses du théoréeme 9 soient satis-
faites. Soit C ensemble compact de E,., dont Pintérieur est non vide.
Alors la mesure u(t, «; C) en tant que fonction du point (¢, ) satisfait a
I’équation

(— 1 pour (t,x)€IntC
Ly=
0 pour (¢, )€ B,y — C.

DEMONSTRATION. Il est clair que nous pouvons écrire 1’égalité C =

= ﬁ Un, o0 U, sont des ensembles ouverts, I1 existe des fonctions fu (¢, x)
n=1



a Véquation différentielle aux dérivées partielles etc. 118

holderiennes et telles que f,, (¢, ) = 1 pour (f, )€ C, fu (t, x) = 0 pour (¢, xz)€
Boyy — U, 0 < firn <<1 dans E,4; . La suite des fonctions f,, ({, ) converge

vers Ig(t, x)(Io(t,2) étaut la fonction caractéristique de C), donc il en ré-
sulte que

lim u,,,(t,w):——f lim fn(n,y) px;dvdy) = — pu(t,z; C).

n— oo m — 0o

En+l

Soit (¢, x) un point de lintérieur de C. Il existe un cylindre W =
(59l <rs <z<sy), telle que (¢, x)€ WeInt €. Soit W, un do-
maine borné et tel que Wic W. 1’inégalité (2.1) et les estimations inté-
rienrs de Schauder-Friedman (voir [5] chap. 3, sec. 2, théoréme 5) permettent
de choisir une suite u, , qui converge uniformément vers w dans W, avec
ses dérivées um, o, 5 Um, = wj > U i,j=1,..,n Il est clair que Lu=1 dans
W, , mais d’apres le convergence de toute la suite u,, (¢, x) vers — u (¢, 2;C)
nous obtenons wu (¢, &) = put,x; 0), donec Lu =1 pour (¢, x)€ Int C. De ma-
niére analogue on montre que Ly =0 pour (¢, 2)€ B,y — C.

v i
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