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3. Caleiil der Messiiberdeckungen.

3.1. Messatlanten und Messiiberdeckungen

(3.1.1) Bezeichnungen : Sei (X, %) ein komplexer Raum K ein Polyzy-
linder im €™, #: X — K eine eigentliche holomorphe Abbildung. In den

Pervenuto alla Redazione il 25 Gennaio 1968,
(*) Die Kapitel 1 und 2 sind in diesem Journal Band XXII, (1968), 729-761, erschienen.
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Kapiteln 3 und 4 werden stindig folgende Bezeichnungen benutzt:

== (t; , n,ytm) EC™,

Q=(g,,...,@m)ER$,

K (t, 0) Polyzylinder im C™ mit Zentrum ¢ und Polyradius p,
—1
X(ty o) == (Kt @)

Wenn o =0 ist, wird speziell K (t, 0) = K (t) = {¢t} nnd X (¢, 0) = X (¢)
gesetzt ; wenn ¢ = 0 ist, wird speziell K (0, ¢) = K (9p) und X (0, o) = X (o)
gesetzt,

DEFINITION (3.1.2). — Sei t€ C™ und ¢ € R7, 0> 0. Eine Messkarte
TA beziiglich (¢, o) ist ein Quartrupel (W, @, £, R) mit folgenden Daten :
(i) W eine offene Menge von X,
(ii) .B eine Steinsche offene Menge in einem €,
(ii) @: W — E < K (t, 0) eine holomorphe Abbildung mit pr,- ® ==,
die W biholomorph auf eine analytische Menge von E < K (¢, o) abbildet.
(iv) R ein Funktor, der jeden kohirenten 9¢-Modul § eine Auflosung

R(S): 0?2 01 %5 B, () —> 0

iiber K < K (t, o) zuordnet. (1)

DEFPINITION (3.1.3). — Sei t€ C™ und g€RY, ¢ > 0. Ein Messatlas

H = (Wlk, 4x) beziiglich (¢, ¢), der K als Indexmenge hat, besteht aus fol-
genden Daten :

(i) K endliche Menge,

(i) (UWlp)kex eine Famille von Messkarten U0, = (Wy, Pr, Br, Ri)
beziiglich (¢, ¢), die K als Indexmenge hat.

(iii) Fiir jedes Paar (k, !) von Indizes aus K derart, dass W, N W;==
ist, sei Ay eine holomorphe Abbildung von Ej < K (t, ¢) nach C" < K (¢, @)
Diese Daten miissen folgende Axiome erfiillen :

(A1) U Wi=X(o0

() Wenn f: S—> J' ein Morphismus zwischen zwei kolirenten 9-Moduln ist, dann
soll R(f)= P, ,(f) sein.
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(A2) Wenn (k, 1) ein Paar von Indizes aus K ist mit W,n W; 4 ¢,
dann ist das Diagramm

P

o w % o€ > Kt,gQ)

Mk

"

c

> K(L’,g) —_— K(t,g)

kommutativ.

DEFINITION (3.1.4). — Sei #l = (T, 4x) ein Messatlas beziiglich (¢, o,),
der K als Indexmenge hat. Eine Messiiberdeckung W = (U, M, M’, F) be-
ziiglich Zl besteht aus folgenden Daten :

(1) U = (U;);e 1 ist eine endliche Steinsche Familie offener Mengen
aus X, die fiir hinreichend kleines ¢ € R_';_‘ die Menge X (t, o) iiberdeckt.

(ii) M und M’ sind Abbildungen von I in die Potenzmengen von K,
so dass fiir jedes i€ I die Beziehung o :EM’(@’)CM(@') gilt.

(iii) Sei A die Menge aller Paare (k,¢)€ K >< I mit k € M (i). F=/(Fy,)
ist eine Familie achsenparalleler Quader Fy,; aus E;, die A als Indexmenge
hat.

Diese Daten miissen fiir hinreichend kleines o folgende Axiome erfiillen :

(M1) Wenn (i, ..., i) eine endliche Folge von Indizes aus I ist, dann
gilt:
Uy 00 Uiy == @ =>M"(i) 0 .. N M (i) = &

(M2) Wenn (k, i) € K > I ist, dann gilt:
EeM(i)=—> U, c Wy
k€ M (i) => pr, (DPi (Uy) cc Fy,; cc By

(M3) Wenn j € I und (k, i) € K >< I, dann gilt:
—1
LeM'(j) und k¢ M@)=—>U;N Oy (Fy,; X K(to) = @ .

DEFINITION (3.1.5). — Sei Fl = (UWlx, Au) ein Messatlas beziiglich (¢, o),
der K als Indexmenge hat; W = (U, M, M’, F) und U = (V, N, N/, G)
seien Messiiberdeckungen beziiglich 2. Die Messiiberdeckung U heisst zu-
ligsige Verfeinerung von Ul mit Verfeinerungsabbildung z (in Zeichen W o V),
wenn fiir hinreichend kleines g folgende Axiome erfiillt sind :
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(V1) V = (V)jes Verfeinerung von U = (U;);c; mit der Verfeine-
rungsabbildung z: J — I.

(V2) Wenn (k, j) € K < J, dann gilt:
k€ M(z(j) => Gyj c< Fruj)

(V3) Wenn j € J, dann ist N (j) = M (z(j) und N'(j) = M’(z(j))
(V4) Wenn (k, j) € K >< J, dann gilt:

k€ N'(j) ==> (Gr;; >< K (¢, 0)) N Pr(Uy(jy) = (Gis5 <X K (t,0)) N Py (Wi)
(V5) Wenn j€J und %, € K, dann gilt:
k, le N(j)=—> Au (Gk] =< K (¢, o) © Fl;,(j) > K(t, 0).

(3.1.6) Sei Zl ein Messatlas beziiglich (¢, ;) und U eine Messiiber-
deckung beziiglich F, dann sagen wir kurz: Ul ist eine ¢-Messiiberdeckung
(Missverstindnisse beziiglich des Messatlas sind dabei nicht zu befiirchten,
denn fiir jedes t € C™ wird spiiter genau ein Messatlas gewihlt).

Seien W und YA zwei t-Messiiberdeckungen. T 2> T bezeichne eine
endliche Familie U););<;<, von t-Messiiberdeckungen derart, dass

U>V,>V,o..o00,oTA

gilt. Dabei ist die Zahl n stets aus dem Zusammenhang ersichtlich. W=>>T0
heisst eine (endliche) Kette von #-Messiiberdeckungen.

Es ist zweckmiissig noch folgende Bezeichnungen einzufiihren, die dann
in den folgenden Kapiteln stindig benutzt werden :

Sei (Uj)icr eine Familie von Teilmengen einer Menge X,s eine natiir-

liche Zahl. Es wird gesetzt:
T = (B, ene,bs) € I5T

U; = Uioﬂ W N U,‘s.

Seien J und K Mengen, r eine Abbildung von I nach J und M eine
Abbildung von I in die Potenzmenge von K. Es wird gesetzt:

T()) = (T(ig), ooy T (Is) € J3H1,

M (@)= M(i) A ... N M(G,).
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DEFINITION (3.1.7). — Sei H = (UWllx, ) ein Messatlas beziiglich (¢, ),
der K als Indexmenge hat, ()14 eine endliche Familie kohirenter 9f-Moduln
auf X und s eine natiirliche Zahl. Ein Paar (T, V) von Messiiberdeckungen
beziiglich Z\ heisst s-privilegierte Verfeinerung beziiglich (S1)ics, wenn fiir
hinreichend kleines ¢ folgende Axiome erfiillt sind:

(PV1) U ist zuliissige Verfeinerung von Ul mit Verfeinerungsabbildung
it d —1.

(PV2) Es gibt eine Dreicksmenge A (6, ,..., d,) und eine Abbildung
M: A(y,...,0n) — Ry und es gibt zu jedem j € J*+! und jedem y € M(j)
einen n,-dimensionalen Polyzylinder K, ; so dass gilt:

1) Gy © Hyj < Fypay
2) Wenn A€4, o€ A(d;,..,0n) nnd ¢ ein Schnitt aus
'K, ;< K(t, ¢) im h;) mit || OI}KZ;J.Q < oo,
dann gibt es ein o’¢ I' (K, ; < K (t, o), O"*) mit h; (0’) = ¢ und

10" llxcy 50 = M (@) [} @ llxcy e -

LEMMA (3.1.8). — Sei #| ein Messatlas heziiglich (¢, g,) der K als In-
dexmenge hat ; W=(U)ier, M, M’, F) und U ==((Vj)jes, N, N’, G) Messiiber-
deckungen beziiglich # mit W > V. Sei (i,, x) € I >< K derart, dass y € M"(i;)
is. Mit .J, sei die Menge aller j€J mit y € N (j) bezeicnet.

Behauptung : Tiir hinreichend kleines ¢ gilt:

1) Die Familie (Vj);cs, iiberdecks &, (Fy, i < K (t,0)
2) Fiir alle V; mit y¢ N (j) gilt &, (Fy;, < K(t,0)n V;=
3) Es gilt (F,,;, < K (t, )N @, (W) € U (6,5 Kt 0)

Beweis. 1) — Annahme: Sei x € 915;1 (Fy; i <X K (3, 0)) mit o ¢ V; fiir jedes
j€d,. Da V = (V).  die Menge X (t, o) iiberdeckt, gibt es ein j, €J mit
x€V; und y¢N(j). Nach (3.1.5) (V1) folgt x€ V;c U,(;, und damit
U.jyN D7 (F.i < K (t, 0) == . Nach (3.1.4) (M3) folgt jetzt y € M (z(j,))
und damit folgt nach (3.1.5) (V3) y€ M (z (j;)) = N (j,), was ein Widerspruch
ist.

2) Annahme: Sei V;n &, (F,.;, < K(t0) 3= und y¢ XN (j). Nach
(3.1.5) (V1) gilt Vjc U, und damit U, N D, (F,,s, <K (t, 0)) & (J. Nach
(3.1.4) (M3) ist jetzt y € M (v (j)) und nach (3.1.5) (V3) folgt y € M (z(j)) = N (),
was ein Widerspruch ist.
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3) Nach (1) gilt: (F, ;, < K(t, o) N D, (W, "EJJ D, (V3. Nach (3.1.4)
7

(M2) folgt: D,(V;) e G,.;< K(t,0), und da J eine endliche Menge ist,
gﬂtleJJ Ql (VJ') < 7»9JGZE.7 < K (¢, o).

3.2. Topologische Vorbereitungen

LEMMA (3.2.1). — Voraussetzung : Sei X ein metrischer Raum, A eine
Teilmenge von X versehen mit der Relativmetrik, und A’, A” Teilmengen
von A, so dass beziiglich der Relativtopologie von A4 die Beziehung gilt:
A’ offen und A DA’ 224",

Behauptung : Es gibt ein r > 0, so dass fiir jede Teilmenge G von X
gilt :

A <r,GNA"FP—>GNA"=GnA.

LeMMmA (3.2.2). — Voraussetzungen ; Seien X, X’ metrische Ridume,
®: X — X’ eine gleichmiissig stetige Abbildung, F eine Teilmenge von X
und U eine offene Teilmenge von X’ derart dass @ (F)cec U gilt.

Behauptung : Es gibt ein 6 > 0, so dass fiir jede Teilmenge G von X
gilt :

d(@) <6, GNFFJ=—> D (G)c U.

LEMMA (3.2.3). — Voraussetzung: Seien X, X’ metrische Réume, g, €
€ R, 0, > 0. Die Mengen X < K (o)), X’ >< K (g;) seien mit der Produkt-
metrik versehen. Sei @: X < K (g,) — X’ <X K (g,) eine gleichmissig stetige
Abbildung iiber K (g,) (d. h. prs = pry o @), F eine Teilmenge von X < {0}
(0 = Zentrum von K (¢)), U eine offene Teilmenge von X’ derart, dass
@ (F)cc U < K(g,) gilt.

Behauptung : s gibt ein o, € R} mit 0 < o, <<, und ein § > 0, so
dass fiir jedes o € RT mit 0 < ¢ << o, und jede Teilmenge @ von X gilt:

(@) <8, G Npr, (F) = J=> D (6 < K (o))< U < K (o).

LEMMA (3.2.4) — Voraussetzung : Sei X ein topologischer Raum, g,€ R}
mit g, > 0, @w: X — K (o,) eine eigentliche Abbildung und U eine Umgebung
von X (0) = =1 ({0}).

Behauptung : Es gibt ein o, € R mit 0 < o, < ¢,, so dass X (g,)€ U ist.

AUFFULLEMMA (3.2.5). — Voraussetzung : Sei @ eine beschrinkte Stein-
sche offene Menge in C", o € R}, A eine beliebige Teilmenge von G < K (o)
und (G,)rcz eine endliche Familie offener Steinscher Mengen G, G derart,
dass die Familie (G, < K (0)),cz die abgeschlossene Hiille A iiberdeckt.
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Behauptung : Es gibt eine endliche Familie (G:)s.s Steinscher offener
Mengen G;< G derart, dass gilt:
1) Wenn s €8, dann (G; < K (o))n A = (.
2) Die Familie ((Gr)rcr, (Gs)scs) iiberdeckt @.

Beweis, — Da yR G, 22 pr, (A) ist, gibt es ein 6 > 0, so dass fiir jedes
Gc G gilt:
a(6G) <o, Gnpr (4) % =—> ‘N}C,PR G, .

Sei (Go)scs, eine endliche Steinsche ﬁberdeckung von G mit d(G:) < 9.

Setzen wir § = [s € 8, : G5 N pr, (A) = ¢}, dann ist (Gy)ses die gesuchte
Familie.

3.3. Existenzsitze.

In dieser Nummer wird die Existenz von Messkarten, Messatlanten,
Messiiberdeckungen und Messiiberdeckungsketten bewiesen. Der bequemeren
Schreibweise wegen wird stets ¢ = 0 angenommen und es werden die in
(3.1.1) dafir vereinbarten Abkiirzungen benutzt.

SaTz (3.3.1). — Zu jedem € X (0) gibt es fiir hinreichend kleine
0 € RY eine Messkarte U0l = (W, @, B, R) bezuglich (0, ) derart, dass x€ W ist.

Beweis. — Es gibt eine offene Umgebung W, von #, eine analytische
Menge A, in einem Polyzylinder E, des C* und eine biholomorphe Abbil-
dung @,: W, — A, . Sei g,€ R} mit g, > 0, und sei &: W, — E, X K (g,)
die Abbildung, die durch z|— (P, (x), = (x)) definiert ist. Wie mann leicht
sieht wird W, durch & biholomorph auf eine analytische Menge Ac E, <
X K (g,) abgebildet, Wihlt man einen echt kleineren Polyzylinder Ec E,
und ein ¢ < g,, so gibt es iiber E < K(p) wegen Theorem A zu jedem
kokirenten 9-Modul & eine Auflosung R (J): O? — 01— D, (S) — 0.

Setzen wir ®—1 (F < K (p)) = W, so haben wir mit (W, @, E, R) eine
gesuchte Messkarte.

SATz (3.3.2) — Fiir hinreichend kleine o € Ry gibt es einen Messatlas
Zl beziiglich (0, o).

Beweis. — Da X (0) kompakt ist, gibt es nach (3.3.1) eine endliche
Familie (W,, ®,, B,, R,),.r von Messakarten iiber (0, g,), so dass UI W, 2 X(0).
tE
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Nach (2.3.2) gibt es zu jedem :€ I offene Teilmenge W/, W), W, von

X mit W, W/2oW/ 2> W', so dass (W,/"),r noch X (0) iiberdeckt.

1) Wenn (i,i)€I > I, dann wenden wir auf @, (W) > @, (W, )>>

5> @, (W,')). Lemma (3.2.1) an. Es gibt also ein r >0, so dass fiir jedes
G c E, < K(g,) gilt:

dG<r, Gnd (W))£@=>60d(W)= Gnd(W)).

2) Es ist @,(W,)>o> O, (W.). Es gibt jetzt eine endliche Familie
(U, w, ; offener Teilmengen von E, < K (g,) mit a (U < r, die noch
@, (W) iiberdeckt und es gibt holomorphe Abbildungen A2% von UY'nach
Q"< K (g,) mit pr, (5% (z, 1)) = t, deren Einschriinkungen aut U,”°n @, (W)
mit @; o & iibereinstimmen (fiir ¢ = ¢ soll l:‘i = id sein). Dies sieht man
wegen (1) leicht ein. Uberdies darf man mnoch annehmen, dass die Ay
gleichmiissig stetig sind (durch eine relativkompakte Schrumpfung stets
erreichbar !).

3) Auf die Situation B, < K (gg), ®,(W, %), (Us"),cn, , wird das Lebes-
guesche Lemma (2.3.3) angewandt: Es gibt also ein 1 > 0,' so dass fiir jedes
dc B, < K(g,) gilt:

d(ﬁ) < 4, an D,(W,)!) = @ =—> es gibt ein v€ N, ; mit G c U,f'i.

4) Es wird voriibergehend F= U, 'n & (W,))= U, "n D (W!,) ge-
setzt ; wegen @, (W) 5o ®, (W) gilt 15° (F) cc B; < K (o,). Auf die Situation
).',‘i, F, B; < K(p,) wird Lemma (3.2.2) angewandt: Es gibt also ein 6 > 0,
so dass fiir jedes @ c Ut® gilt:

AG)<s, GnUS N (W) =k =>1"(6) c B x K (g,
5) Auf die Situation @,(W,)>> &, (W.')>s> &, (W,"”) wenden wir Lem-

ma (3.2.1) an: Es gibt also ein »’ > 0, so dass fiir jedes Gc E, < K (0¢)
die Beziehung gilt:

a@) <r, Gno (V') =£EQP=>Gnd (W)=6no, (W)

6) Es werde ¢ = inf (4, d, r") gesetzt. Sei jetzt (K, .).car, eine endliche
Familie von offenen achsenparallelen Quadern des €™ mit d (B, ,) < ¢//2,
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die noch K, iiberdeckt. Der Polyradius ¢ > 0 wird so gewiihlt, dass
d (K (o)) < &/V2 ist. Jetzt ist d(H, ,>< K (o) < e Wir setzen

K= {x.—:—_(t,,u):(Eth K() n D (W) % g,
W,= &7 (B, ,. < K (o)
7) Bigenschaften der Familie (Wx)xeK:
0 Y7, > X0
(ii) Wenn y = (i, u) € K, dann ist W, c W' .
(iii) Wenn y,, %, € K, dann gilt:
Wi, 0 Wy = @ ==> (B, < E (@)D @, (W) O

und es gibt eine holomorphe Abbildung 12:% von E, , < K(p) nach
B, < K(p), so dass das Diagramm

¢,

W n ’vT —_ » E > K( )
k, ko Ly My S
L Lo
XY pr,
$,

LW
€ "2 K(g) —;r-;'“’ K(g)

kommutiert. Denn nach (i) gilt W/ o Wy, W/ o W,,, somit Wi, > W1,
und nach leichter Rechnung folgt
Dy (W', ) D Do(Wy,, 1) % .

Nach (3) gibt es ein v€ N, ,, mit B, ,, < K(g) cU,"”; nach (2) gibt es eine

Abbildung 14 % von E, ,, < K (¢) nach C"s < K (gp), mit den verlangten
kommutativen Higenschaften. Wegen (4) ist 4;'“ schon eine Abbildung von
B, um < K(g) nach B, < K (p). Jetzt wird

r=@0uek, &|W,=o,, E. ,=E, und R,|E, x K(o)=R,

gesetzt. Offensichtlich ist (Wx , P, , F,, B),cx ein gesuchter Messatlas iiber
(0, o).
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Im folgenden sei stets ein fester Messatlas B\ = (W, , D, , E,, R)), .k be-
ziiglich (0, 9o), der K als Indexmenge hat, vorgegeben.

SaTz (3.3.3). — Es gibt Messiiberdeckungen beziiglich H.

Beweis. — Nach (2.3.2.) gibt es zu jedem y € K offene Teilmengen W, ,
W, von X mit W,5> W,>> W', so dass (W,'),ex noch X (0) iiberdeckt.
Auf die Situation @, (W,)o2 @, (W,)22®,(W,') wenden wir das Lemma

(3.2.1) an: Es gibt also ein §, > 0, so dass fiir jedes Fe B < K (0,) gilt:
dF)< 8y, FND,(W"EQ=>Fnd, (W)= Fn &, (W,)
Wir wihlen J, > 0 noch so, dass auch noch gilt:
aF)< s, Fnd, (W) + F=>pr, (F)eccE,

Sei (Fy,iicz, eine endliche Familie von offenen achsenparallelen Quadern
des C"* mit d(F,.;) < 8,/I'2, die noch E, iiberdeckt ; iiberdies sei o, > 0 80

klein gewiihlt, dass d (K (p,)) <,/ V2, dann ist stets d (F,,i < K (g,) < dy-
Wir setzen

I,=[iel: (Fy,; < K(o)n D, (W,) = CJ}

(X (0), = &, (X(0)n W,n d, (W)

Offenbar iiberdeckt (F, ;> K (¢,))icz, die kompakte Menge (X (0)), . Auf die
Situation (X (0),, (F,,: < K(Qi));grx wird das Lebesguesche Lemma (2.3.3)

angewandt: Es gibt also ein 2 > 0, so dass fiir jedes F c B, <K (o,) gilt

d(F)<<1, Fn(0),== @ => es gibt ein i€, mit ¥ cc F,; < K (o).
Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, das @,: W, — E, >< K (o)
gleichmiissig stetig ist. Es gibt also ein §, > 0, so dass fiir jedes U c W,

gilt :
Ad(U) < 8, => a (P, (V) < 4
Jetzt lisst sich 6, > 0 noch so wihlen, das fiir jedes U c X (g,) gilt:
A(U)y<é, und UNWy = @ —>Uc W,

A(U)<d, und UNW, =@ =>UcW,.
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Sei jetzt (U;)icr eine endliche Steinsche ﬁberdeckung von X (0) mit d(U;)<4,,
dann setzen wir

MGy ={yeK: U;n W,k 3},
M@ ={yeK: UnW,%=@}.

Nach Lemma (3.2.4) gibt es ein g, >0, so dass X (g,) © _UIUé . Setzen wir
1€

U;= X (g,)N U; (das ist wieder eine Steinsche Menge), so wird durch die
Daten (Upir, M, M’, (F,.;) (wobei &, (U;) € F,; < K(g,) fiir y € M (i)) eine
Messiiberdeckung beziiglich #| definiert.

SATZ (3.3.4). — Wenn Ul eiue Messiiberdeckung beziiglich 2l ist, dann
gibt es eine Messiiberdeckung U beziiglich #, die eine zuliissige Verfeine-
rung von T ist.

Beweis, — Sei W\ = (U, M, M’, F). Nach (2.3.2) gibt es zu jedem ¢ € I
eine offene Teilmenge U; von X mit U;>> U;, so dass (U;)r noch X (0)
iiberdeckt. Fiir y € M (i) gilt somit @, (U;) cc F,, 1 < K(g,). Es gibt ein
re > 0, so dass fiir alle G < C"t < K (g,) gilt:

A6 <ry, G0 @ (U £ @ => G c Fpyi < K-
Nach (3.1.4) (M2) folgt W,> U;>> U;. Auf die Situation &,(W,)>

®,(U;) > &, (U;) wenden wir Lemma (3.2.1) an: Es gibt also ein », > 0
so dass fiir alle G F,.i < K(g,) gilt:

@) <r, @nd, (U= g =>
1) Gnd,(W,)=6n D, (U
2) G ccF,; < K(g)

Sei y,, 1, € K. Bs gibt ein 8, > 0, so dass fir jede Menge @, die im Defi.
nitionsbereich 1y, 1, enthalten ist, gilt:

A(6) < 8 => d (A, 1, (G) < 7o

Sei (G, Veg . eine endliche Familie von offenen achsenparallelen Quadern
x; v

des C™r mit d (G, ;) < inf (r,, 8,)/V2, die noch F,,; iiberdeckt; iiberdies
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sei g, > 0 so klein gewiihlt, dass d (K (o,)) < inf(ry, d;)/ V2 ist, dann ist
stets d (G, ; >< K (p,)) < inf(r,, §,). Wir definieren

Jpi={J€J,,¢ 1 (G4 < Kle))n @, (Ui) += .

Die Familie G, ;; < K(Qi))jg,fx;i iiberdeckt @, (U;Nn X (0)) und es gilt
G55 < K (o)) e Fy; < K (gy) fiir j € J,,;. Wenden wir darauf das Lebes-
guesche Lemma (23.3) an: Es gibt also ein 2 > 0, so dass fiir alle
G F,i < Ko gilt:

d(G) < 2 und &n &, (Tin X(0) == —> JjeJ,,s mit G cc G, ;< K (o).

Wir diirfen ohne REinschriinkung annehmen, das @,: W, — E, >< K(o,)
gleichmiissig stetig ist. Es gibt also ein 6, > 0, so dass fiir jedes V c W,
gilt :

A(V) <o =>a(P,(V) <A.

Es gibt jetzt ein », > 0, so dass fiir jedes V < X gilt:
AVY<r, VU, = J=—>V cU.

Sei jetzt (Vj)js eine endliche Steinsche Uberdeckung von X (0) mit d(V;j) <
< inf (ry, 6;,). Nach Lemma (3.2.4) gibt es ein g, > 0, so dass X (g,) CjUJV} .
€

Wir setzen V; = V; n X (g,), dann ist V = (Vj);cs eine Steinsche Uberdek-
kung von X({g,). Bs gibt eine Abbildung v: J — I mit V; c U,;. Wir
setzen B = (1, j) € K > 75 1 € M(z(j)}, N (j) = M (@ (i), N'(j) = M'(e(j)
Sei jetzt j € J und y € M (z(j) = N (j), dann ist V; ¢ U, < W,. Da jetzt
(P, (V) < 4 und @,(Vy)n D, (U N X(0) %= J ist, gibt es ein j€Jy; . (j
mit @, (V;) cc G, 5.7 < K (o). Setzen wir G, .5 5 = éx;,- und (Aéx;j)(x,j)eB ,
dann ist, wie man leicht nachrechnet, (V, N, N/, ¢) eine Messiiberdeckung
beziiglich ZEl, die W = (U, M, M’, F) zulidssig verfeinert.

SATZ (3.3.5). — Sei (Suaca eine endliche Familie kohiirenter %¢-Moduln,
s eine natiirliche Zahl. Wenn Ul eine Messiiberdeckung beziiglich # ist,
dann gibt es eine Messiiberdeckung 1) beziiglich Z{ derart, dass das Paar
(W, V) eine s-privilegierte Verfeinerung beziiglich (Ja)aca ist.

Beweis. — Sei W1 = (U, M, M’, F) und sei I die Indexmenge der Fa-
milie U. Nach (2.3.2) gibt es zu jedem (€ I eine offene Teilmenge U, von
X mit U,=> U, so dass (U).r noch X (0) iiberdeckt. Wenn i = (i, ..., %)
ein (s 4 1)-tupel von Indizes aus I ist, derart, dass U;3=() und wenn
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% € M (i) ist, dann ist D, (U;) cc F,.; < K (g,) und es gilt:
1) Es gibt ein 7, > 0, so dass fiir alle G < C™ < K (o) gilt:

(@) < ry, Gn D (U £ @ => G cc F,; < K0
Nach (3.1.4) (M2) folgt W, > U;=>> U;. Auf die Situation
D, (W,) > D,(U;) 22 D, (U;)

wenden wir Lemma (3.2.1) an:

2) Es gibt ein r, > 0, so dass fiir alle G < F,, >< K (0,) gilt:

~

aG)<r, Gn D (T) %
1) Gn &, (W,)=Gn (U,
(2) Goo Fyi < K(g,)

3) BEs gibt ein 8, > 0, so dass fir jede Teilmenge G aus dem
Definitionsbereich von &,z gilt: d(G) < 8, => d (ks 1, (#) <r,. Wir
setzen jetzt I, = {c€1: y € M'()}, F, = (F,, i)er. Nach (3.1.4) (M2) folgt
llEJI xpri ®,(U) chLEJIxe;i. Jetzt ist F;f) (vergleiche Anfang des Beweises zu

(2.3.5)) eine endliche offene ﬁberdeckung von UI F, .. Auf die Situation
LE Ly

n (s) a a
C*> U F, => LEJIXP“ b, (U, F,7, hyo: O"0% — O

ve Iy

wird Lemma (2.3.4) angewandt: Es gibt eine endliche Familie K, =(K, )¢ 4,
von Polyzylindern, die noch UIpr1 @, (U,) iiberdeckt nnd eine eigentliche
(23

Verfeinerung von F,” ist und es gibt eine Dreiecksmenge 4 (6%,..., %) und
eine Abbildung M, : 4(d%,...,8%) — R, so dass die Aussage von (2.3.4)
beziiglich der Familie (hya)acsa gilt.

Die Polyzylinder K, ; werden mnoch so klein gewiblt, dass d(K,;) <
<inf(ry, 8,)/V2. o, < o, werde so klein gewiihlt, dass d (K (o,)) <
< inf(r,,d,) /V2 gilt. Somit gilt d (K,,; < K (g,) < inf(r,, ).

Wir machen die Polyradien von K, ; echt kleiner, erhalten Polyzylinder
K, mit K ;cc K, so dass K, = (K, )ic4, DOCh Lnypri @, (U,) iiber-

deckt. Wir setzen jetzt A,;={l¢€ A,: K'yq < K(o,))n @,(U}) =}
Jetzt ist (K'y > K (@,)hea,,,; eine offene Uberdeckung von @, (Uin X (0)
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und K, <K (g,) cc Fy, <K (g,). Auf die Situation Fy, i <K (g,), Py(Uin X (0)),
(K'y < K(Qi))lmy_l wird das Lebesguesche Lemma (2.3.3) angewandt :

4) Es gibt ein 1 > 0, so dass fiir alle §CFX¢ < K (g,) gilt:

d(@)<1 und Gnd,(Uin A (W)= F=>71¢€ A, mit ¢ c K’ < K (g,).

5) Es gibt ein 0’ > 0 (hiingt von K, ;cc K, ; ab), so dass fiir alle
G < C gilt:

A< uwnd GnEK, &= @ —>6Gc K,,..

Sei (G; e r, eine offene ‘I'Iberdeckung von (™ , gebildet aus achsen-
parallelen Quedern, so dass d (G,;,) < ¢’ und d (@, < K (g,)) <inf (r, , d,) ist.
Wenn (g, ) € K >< I ist, dann setzen wir T,,; = {t€ T, : (Gy,; < K(g,))N
n &,(U/) =4 @}. Die Familie (G,;, < K(gi))th” iiberdeckt @X(Ui"n X (0)

und es ist @, < K(g,) cc F,,,>< K (g,) fiir alle t€ T, ,. Wir wenden das
Lebesguesche Lemma (2.3.3) an:

6) Es gibt ein 4’ > 0, so dass fiir jedes Ge F,. < K(g,) gilt:
(&) <V und G0 D, U/ 0 X(0)+ Q@ =>TteT,;, mit G cc G, < K (o))
7) Es gibt ein d, > 0 so dass fiir jedes Ve W, gilt:
d(V)<é,=>d(D,(V)) <inf(i 1, ry).
8) Es gibt ein r, > 0, so dass fiir jedes Vo X gilt:
d(V)y<r,und VnU'F=Q=—>VcT,.

Sei V =(V,),cs eine endliche Steinsche Uberdeckung von X (0) mit
d(V,) <inf(ry, §,). Es gibt jetzt eine Abbildung 7:J— I mit V,n Uy =+ O
Sei x€M(z(y). Nach (7) gilt @, (V,) <inf(4, A/, r,). Wegen & == @,(V, N
U U/,c D,(V,)n D, (U/y) folgt aus (1), dass D, (V,) cc Fy . < K(go)-
Nach (6) gibt es ein t(y)€ T, ., mit D, (V,) cc G, < K(g,), also ist
pry (¢X(V7) cc GXH(V) . Es ist noch Gy;,(y) :CFX; T (y)

Wir setzen Gy..n =Gy, ,, N(@p)=M(z(y), N’ (y)= M’ (z(»)

Bz{(%)?’)EKXJ:XEM(’(V))}y G:‘(Gx,;y)(y,r)ilfy

dann ist das Paar (W, V), wobei Y = (V, N, N/, G) ist, eine zuliissige s-pri-
vilegierte Verfeinerung.
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Denn sei j={(j,,...,Js) ein (s - 1)-tupel von Indizes aus J und
2 €N’ (j), dann folgt wegen (8) pry P, (V) c= @, 5, d(Gy;5) < . Jetzt gilt
(%) :‘: @y an U,’(j))c (px(V]) n @7(17,'(”). Nach (1) folgt @x( Vj)chx;t(j)X K(QO)
und nach (7) folgt d (P, (V;) < A. Nach (4) gibt es ein 1€ 4,;,; mit
@, (V)€ K/ < K (o,), also ist auch pr, (P, (V)< K,,;. Nach (5) folgt
pry D, (V)€ Gy, € Ky Da auch K, >< K (o)) € Fy;.(j X K (g,) gilt, folgt
somit @y;; S Ky;u € Fyjojy und A0y ey d) = N A, ..., S%), ist eine ver-
langte Dreieksmenge.

3.4. Grauertnormen.

(3.4.1) Seien W= (U, M, M’, F) und Y = (V, N, N’, G) zwei Messiiber-
deckungen beziiglich #| derart, dass ) eine zulidssige Verfeinerung von T
ist. I beziehungsweise J sei die Indexmenge von U bzw. V und z:J —1T
sei die Verfeinerungsabbildung. Wenn o€ RY ist (stets wird o so klein
vorausgesetzt, wie es in den Definition (3.1.4) und (3.1.5) gefordert wird.),
dann bezeichne U (o) die Familie (U, N X (o)), 7. Sei p eine natiirliche Zahl,
i =1(ig )., 0p) ein (p - 1)tupel von Indizes aus I. Mit U;(p) wird die Menge
U;n X (o) bezeichnet. Mit j = (j,,...,Jp) sei ein (p -+ 1)-tupel von Indizes
aus J bezeichnet derart, dass z(j)=1¢ ist.

DEFINITION (3.4.2). — Sei g € R, i€ I** ) y € M (i) und &€ I' (Ui (o), S).
Es wird definiert :

(i) 7 (£) bezeichne die Menge aller &€ I'(F, ;< K (o), (®,),(d)) mit
E| @, (Uilo) = (D)), (&)

(i) | &llme= sup inf [[E]r, ;0
Fey (@

Anmerkung. — Wenn die Menge y (§) = ¢ ist, dann ist || & ||y, = co.

DEFINITION (3.4.3). — Wenn & = (&) € 07(U (o), d), dann wird [ &||q,=

= sup ||&illv,e gesetzt.
ie 7P+

DEFINITION (3.4.4). — Sei i€ I?+ ye M (i) und n€ C1(U;n V (g), )
Jetzt wird definiert :

@) sz‘VEJ:ZEN(}’)}’ @X(V)_—_'(QX(V;,))VEJX.

(ii) % () ist die Menge aller
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U o1 «Fx;i n Gy; 7)75Jx < K (o), (@x)* (é)) mit

7| By (Ts() 0 By (V) =(Dy)y ().

Bemerkung : Wenn x € M’ (i), dann iiberdeckt @,(V) die Menge D, (U;(g))-
(Lemma (3.1.8)).

Q) (B )y 0 0= 8 7 ey 00 0y e e
nex(n)
(iv) || ] “Uim o = SUp “ (@x)* (n) ”Uilbxe .
%€ M(i)

. (3.45) — Sei X ein topologischer Raum, (U);c7 und (V;)cs zwei offene
Uberdeckungen von X, & eine Garbe von abelschen Gruppen, dann wird

cruU, V,d) = n I'(U;n V;j, &) gesetzt. Oft schreiben wir nur
@, HerpHlx e+l

09U, V), wenn klar ist in welcher Garbe die Werte liegen. Es gibt zwei
Corandoperatoren

§: 0P 9T, V)— Ora41 (U, V)
8: 0P (U, V)—> Or+1a(U, V)

wobei 8 bzw. ¢ der iibliche Cechsche Corandoperator beziiglich der Indizes
aus J bzw. I ist. Es ist wohlbekannt, dass die Familie (022 (U,V), 8, 8)ip, gene
ein Doppelkomplex ist.

DEFINITION (3.4.6). — Wenn # = (y; ;) € C»4(U (), V (¢)) dann wird
definiert :

(i) n; = (ni,j)je Jatl
(ii) K] Hmwg=“5[‘;g_l l ’iiHUi Ve

DEFINITION (3.4.7). Sei i € Ir+1, jeJat!, ye M (i) n N (j) und y€ I'(Ui(e) N
n V;(e), d), dann wird definiert :

(i) x(n) ist die Menge aller 5 € I'(F,,:N G, ;) < K (o), ) mit
7| Dy (Ui(@) N V(@) = (Py)y (1)

(if) |7 llo; Vje=x€Ms(g£Nu) ~1nf ll» I‘Fx;i“Gx;jQ :
7€y (n)
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SATzZ (3.4.8). — (i) Fiir jedes 7€ C2(U:N V (o), d) gilt:

= 8u j Vs
HWHU’V w@ jEJE)—Fl””h“Ut VJQ

(ii) Fiir jedes # € 07 2(U (o), V (g), J) gilt:

= Sup sap i T Vo
”’7““([11[)@ ieIP+1jeJ‘1+1Hm illw je

Beweis. — (i) folgt sofort aus den Definitionen (3.4.4) und (3.4.7) und
(ii) folgt unmittelbar aus (i).

SATzZ (3.4.9). — Wenn 5 € (?(U (), d), dann [|7]lg ¢ =71y, -

Beweis. — Die Behauptung folgt sofort aus den Definition (3.1.6)
und (3.4.2).

3.5 Der Leraysche Satz von Grauert.

Wie in den vorhergehenden Nummern werden der Bequemlichkeit
halber alle Sitze beziiglich ¢ = 0 formuliert und bewiesen. Fiir die folgenden
Betrachtungen sei #| ein fest vorgegebener Messatlas beziiglich (0, o).
Alle Messiiberdeckungen dieser Nummer sind Messiiberdeckungen bezii-
glich Z. J sei eine fest vorgegebene kohiirente Garbe auf X.

(3.5.1) Sei W=2>UW,=2>UW D2V >>1V, >V eine Kette von Messiibers
deckungen :

m:(U,M,M’, F)a m‘uz(U(m, M,M’,F(/‘)), m,=(U,71VIa MlvF’)
\D=(V,N,N',G), ID,,.—_-(V("),N,N', GM); ID‘:(V’,N,N,rG,)

Wir benutzen fiir die in (3.1.4) (ii) geforderten Abbildungen der Messiiber-
deckungen U, W,., W (bzw. V, V, , V) stets die Buchstaben M und M’ (bzw.
N und N’). Wegen (3.1.5) (V3) entstehen dadurch keine Missverstindnisse.
Die Familien U = (U,), U" = (U™), U’ = (U,"), V=(V,), VO = (") v’ =
= (V,) haben der Reihe nach die Indexmenge, I, I, I’,J,J® und J’.
Die Verfeinerungsabbildungen werden stets mit ¢ bezeichnet. Es wird noch
folgende Vereinbarung getroffen: Wenn i eine endliche Familie von Indizes
aus I’ oder I™ ist, dann wird v (i) wieder mit ¢ bezeichnet.
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SATZ (3.5.2); — Voraussetzung : Sei oo W> Vo5V eine Kette von
Messiiberdeckungen, p, ¢ seien natiirliche Zahlen ; @ = (iy, ..., ip) ein (p + 1)-
tupel von Indizes aus I’.

Behauptung : Es gibt eine Dreiecksmenge 4(d,,...,0,) und eine
Abbildung M:A4(d,,...,0n) — Ry, so dass fiir jedes hinreiched kleine
o€4(d,,..,d0,) die Aussage gilt:

(i) Wenn ¢ = 0, dann gilt fiir jedes £€Z°(Ui (o) N V, S)mit || &|| U, Ve < oo
die Ungleichung

(ii) Wenn ¢ >0, dann gibt es zu jeden Z€Z¢(U;(o)n V,d) mit
1€ llg, o << o €in 7€ Cs=1 (Ui ()N V', ), derart, dass on=§|Ui(e)n V"’
und |7 ||gpy o < M@ € |7, ve 18t

Zusatz : Wenn d t,-torsionsrecht ist, dann kann M von ¢, unabhiingig
gewiihlt werden.

Beweis. — Sei WoW, oW, oW o2V >V, oV, oV die vorausgesetzte
Kette von Messiitberdeckungen. Wir setzen Uj;(g)=F (J voraus, dann gibt es
nach (3.1.4) (M1) ein k€ M’(i). Lemma (3.1.8) auf die Situation W, > V,,

i, x angewandt, ergibt: (F;{.)i > K(e)n @, (W3) cc Um(Gg?,, X K (p)). Auf
yeJx

die Situation F,:, (Fs > K ()0 @, (W), (6}), < K (g)), ) das Auffiil-
.. ~ x%
lemma (3.2.5) angewandt, liefert eine Uberdeckung (Gy,, < K (9))75 7 mit

den in (3.2.5) genannten Eigenschaften. Auf die Situation E, oo F;ll:: ’,222 ,

(éx;y)yefx 1 (D) (J) wird Theorem (2.4.1) angewandt. Seien (V,), ., 4(d,, ..

vy Om)y Myt A8y 5.y 0y) — Ry die in (2.4.1) versprochenen Daten. Vorii-
bergehend werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt: Die Familie (F,Enz n
N Gy, s (n) beziiglich der Messiiberdeckungen W, , V. und beziiglich i € 12

wird mit (H,E’f),) bezeichnet. Analogerweise bezeichnet (INIX("),, die Familie
(F,E';),- n GNx e 7,- An die Messiiberdeckung V, werde noch die Anforderung
gestellt, dass die Familie (H,?,) eine Verfeinerung von (Ve ist. Sei jetzt
€A4(0,,..,0n und &€ Z2(U;(p) NV,d) mit H‘f“UilUg < oo. Es ist
(P (8 [lp, 0 < ©© (3.4.4) und nach Definition von g (£) (3.4.4) gibt es ein
Te 01 (Hy,p) < K(o), (B, (&) mit &| D, Us(e) N B, (V) = (D), (&) und
&l pe << 2 1 (P (&) || 7, e -
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1. Verfeinerung (Beschrinkung zum Cozyklus): Um wieder einen Cozy-
klus zu erhalten, gehen wir zu den feineren Messiiberdeckungen U, o v,
iiber.

Es wird 3, = | (H,?,) < K (¢) gesetzt und es ist || £, iz o = | ¥,

Wegen (3.1.5) (V4) gilt: &, €79 ((H“;)y) < K (0)y (D) (S )
Bemerkung : Die Familie (Gg}_)y < K (0)), ( s liberdeckt nicht notwendi-
; P

;e

gerweise FY; < K (g) Wegen dem Auffiillemma (3.2.5) lisst sich £, als
Cozyklus aus Z? ((Hx ,,) < K (), (D), () auffassen, und es ist

Il & ”(Hél;)y)g =& “(’ﬁr)gl;)y)g :

2. Verfeinerung: Um Theorem (2.4.1) anwerden zu konnen, benutzen
wir die Messiiberdeckungskette W, > Wy, o V, o V,.

Nach Theorem (2.4.1) folgt jetzt:
(i) Fiir ¢ =0 gilt: || & | Dy <X K (0) ||pyo << M (0) || &4 ”(H(l) Je dabei wur-

de U B, = D, gesetzt.
(i) Fiir ¢ > 0 gilt: Es gibt ein 7€ 077 (H?,) X< K (0), (D) () mit
’7—‘51|( )XK( ) und ”’7”(15r 2))9<M ”51“(3(1)39

Lemma (3.1.8) auf die bltuatlon V,cW, 41 angewandt ergibt : Fiir

alle y€J mit y ¢ N(y)—> Ui(z) ()N V,@ =
(i) Fiir ¢ =0 gilt deswegen: Der Schnitt & | Dy < K (p) definiert

einen Schnitt & € I'(U? (0), S). Offensichtlich ist &* | Ui (¢) = &| Ui (¢)- Damit
haben wir die Abschitzung :

81Dy < K@)y < 2M ()| Ellg, o -

(i) Fiir ¢ > 0 gilt deswegen: Die Cokette ;}' definiert eine Cokette
e CTHUP (o) n VP, ). Bs wird jetzt 9 =n*| U/ (¢) N V’ gesetzt. Damit
haben wir die Abschitzung :

“77 ilkH)g-’) o = 2M (o) || & ”Uilbg'
3y

3. Verfeinerung : Um das Corollar (1.1.10) anwenden zu konnen, benutzen
wir die Messiiberdeckungskette U, > W o V, o V".
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Sei jetzt y, € M’ (i). Nach (3.1.5) (Vb) und (3.1.4) (M2) folgt:
(i) Fir g=0: Iy z (D’ < K(9) €D, < K (g) cc Ey > K (¢o). Dabei
wurde U H, ., = D’ gesetzt.
Y

Nach Corollar (1.1.10) gibt es ein ¢ > 0 mit
I (Dy)s (E*| T (o) ||U;zlg < cl|[§&| Dy < K(o) “D,e
und insgesamt hat man also
1 U (@) Iy, = 2eM @[ Iz, e

(i) Fir ¢>0: Sei j ein g-tupel von Indizes aus J’. Die Menge
P G wird mit H,?; bezeichnet. Damit gilt:

M1, (Hyy 5 =< K () € Hiy < K (@) e Br X K (go)-

Nach Corollar (1.1.10) gibt es ein ¢>>0 mit || (Px)y (1) ”Uflb’xie < cl|g ”(Hﬁ)ﬁe

und insgesamt hat man also || % HU’-\Deé 20M (o) || & I ve

THEOREM (3.5.3) (Leray-Grauert). — Voraussetzung:

V cc) c W <= W Messiiberdeckungskette

Behauptung : zu jeder mnatiirlichen Zahl p gibt es eine Dreicksmenge
A(Byy s yOm) und zwei Abbildungen M: A(d,,..., 0m) — Ry, N: A(By yerey Om)—RT,
8o dass fiir jedes hinreichend kleine p € 4 (d, , ..., ) die Aussage gilt :

Fiir jedes & € 27 (V (o), S) mit |||l < oo gibt es ein & €27 (U(e), &)
und ein # € 02=1 (V/(0), S) mit & = & + oy auf V', ||& |lqe =M@l €llve
und |7 {lyo << N(0) || € llye-

Zusatz : Wenn o t,-torsionsrecht ist, dann kann M von ¢, unabhingig
gewihlt werden.

Beweis. — Aus Satz (3.5.2) erhiilt man sofort

LEMMA (x). — Voraussetzung :

V cc Y c W == T Messiiberdeckungskette
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Behauptung : Zu jedem Paar natiirlicher Zahlen (p, q) gibt es eine Dreiecks-
menge A(dy,..., 6») und eine von g, unabhiingige Abbildung M: 4 (d,,..., d,) —>
— Ry so dass fiir jedes hinreichend kleine ¢ € 4(d, , ..., §,,) die Aussagen
gelten :

(i) Fiir ¢ = 0 gilt : Jedes & € 070 (U (p), V (o)) mit 8& = 0, || & ”‘llllt)g < o0
lisst sich das Element aus C? (U’(p), S) auffassen und es gilt

&, < M)l éllay o

(ii) Fiir ¢ > 0 gilt* Zu jedem &€ G742 (U (9), V(p)) mit 65 = 0 und
| €|y < oo gibt es ein n € 071 (U’(o), V'(e) so, dass oy =¢ in
01 (U (o), V'(0) und | # |lquye < M (@) || [lqy, gilt.

Beweis zu Lemma (). — Nach Satz (3.5.2) gibt es zu jedem i€ [2+1
eine Dreiecksmenge A; une eine von o, unabhiingige Abbildung M;: 4;— R,

sa dass die Aussage von (3.5.2) gilt. Es wird 4= 0 , 4i und M= supp 1M
v iel

gesetzt.
Sei jetzt o€ 4 (¢ hinreichend klein) und & = (&;,;) € 022 (U (o), V (0)) mit

86 =0 und ||¢|lqpe < °°- Setzen wir & = (&, ;% jq+15 dann ist &; ¢
€Z1(Ui(e)n V, &) und || &y, v = [l ¢l - Nach Sat (3.5.2) folgt:
(i) Fir ¢ = 0 gilt [[&| Ui (o) Iy, < M (o) || & lpv e
(ii) Fiir ¢ > 0 gilt: Es gibt ein € 71 (Ui(o) N V', S) mit oy, =
=&| Ui n V' und [|7]lgyye =< M || &l -
Setzen wir mnoch 5 = (%,); ;p+1, so folgt aus (i) und (ii) sofort das

Lemma (#).
Nup zum Beweis von (3.5.3). Es sei

W eccY, cc Vv, €€ ... e V,ccP,ccV ¢

c W eccW, e Wy €€ we €€ W, =W

die vorausgesetzte Messiiberdeckungskette. Lemma (x) wird jetzt endlich oft
mal angewandt. Fiir diese endlich vielen Anwendungen gibt es simultan
eine Dreiecksmenge 4 und eine Abbildung P: 4 — R4, wie sie in Lem-
ma (*) behauptet sind.

Es ist zweckmiissig, den Gang des Beweises am folgende Diagramm
fiir den Fall p = 3 zu verfolgen :
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h)
3 ,Nc“ ) o3
~ )
i ! ’3; 33
S
2 cho 2 9 c22
¥ Tt s |3 %,
) S )
clo ~cM 12 913
L 12 1AM 3: g,
S § $ §
009 . o 2 _;Coz 9 o3
¥ 7 U / 30

Sei g € 4, und sei & = (&,..5,) € 27 (V (o), S) mit || & ||y, << oo Es wird
jetzt
£o € 02 (U (o), V (0)

&, € O"2=(U, (o), V, (o)), 1<r<p
7y € O—1 2 (U, (), Vol@)y 1<v<p
M, : 40 y0y0m)—> Ry, 0<<v<p
M A0y om)y—> Ry, 1 <<v<p

induktiv definiert, derart 47, = &1, H g, “mv v, o < M, (o) ” £ ”lbe and
I, e < Mo @ 1€ llye gilt

Induktionsanfang : Es wird & = (&j,...;,) mit 5:'01'0...;'1, — 5iojo...jp| U, N
n Vi..j, gesetzt. Jetat ist | & lqy,<[/£[ly,, somit kann M,=1 ge
setzt werden. Offensichtlich gilt 84, = 0. Nach Lemma (¥), ange-
, wandt auf O, ccVcW, ccTW, gibt es ein #, € C0»=1(U, (o), V,(e) mit
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oy == & und |9, |, p, o =< P (@) || & [ape- Somit gilt |l n, |lq, ¢ , <
= P0) M, ©)[| ¢ llyo und es wird My (o) = P (e) My (o) gesetut.
Induktionschritt : Fiir » > 1 sei bereits 7,1, &z, M,_, M,_; definiert.
Dann wird §,_; = 0n,—; gesetzt. Offensichtlich gilt || &, ”“(Il ) QS
. . y—1 Yy}
< (v—1)|n,_, ”“Ql,,_l v,_,e und ¢, , = 0. Damit gilt [|£,_, “mv—l U, e =

<@ —1) M 1(0)] &y, und es wird M, (¢) = (v — 1) M,_, (o) gesetzt.
Nach Lemma (x), angewandt auf U, cc U,—;cW, cc W,_1, gibt es ein
7y € C*=1 2= (U, (o), V, (0)) mit 8%, = &,_; und

Il v, 0= P @11 £ ey v,_ o

Somit gilt [l 7, |l y o < P (o) M, , (o) || £ lly, und es wird M, (o) =
= P (o) M,_, (0) gesetzt. Fiir » = p gilt offensichtlich 8%, = 0 und 08, = 0.

Nach Lemma (x), angewandt auf V' ccV, c W cc W, , folgt: &, ldsst sich
als Cozyklus & aus Z? (U’ (), d) auffassen und es gilt die Ungleichung

1€ e < P@) 114 lla, v, -

Somit gilt || & |y < P (@) My (o) || £ [l und es wird M () = P (o) M, (o)
gesetzt.

Es werden folgende Zahlen induktiv definiert: o, = 41 und ¢, =
= 0, (— 1)*! fiir 2 <<» << p. Jetzt wird

~
Ny = 0, (EL().-. Lyl Jo ...

ipy) BUS C"TLE(V (), V(o)) 1<wv<"p
gesetzt. Damit gilt 67, = & und 87, = 04,_,, 2 < » < p. Denn :

»
=x£0(— 1) Swjo...fx...jp

(877,

o J
wJjo 0

»
== A —_— A —_— +l A
Edio oty (5aojo...jp + 2= fwo.-.jx..-jp)
=Liredp | Vo N Vi gy

07—y — 7). —1dy e dp w1 =

»—1
= "v—leo (=1, g oty 0 gl
p—v+1
—o Z (=gt e
r—1
=0 (Zwme ot

p—r+41
+ 2 (—aptg

oA = 0.
§=0 byl Jo ...]x ]p—v-f-l
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Jetzt wird 6:7',, =¥ , 1<<»<<p gesetzt. Wegen

~ »
(6 Wp)m s tp Jo = Op XEO(_ l)x 5104..%{ st Jo
?
=o, (xfo (=ré, o nt(—DPE, Lp%) +

+ o, (— 1)r+1 &, .4

tplo

= 0p (— 1)p+1 5“’““? | V]'on V‘o-“‘p

folgt &, = op (— 1?11 & in OP°(V (), V (0), & liisst sich als Cozyklus & in
C? (V (o), &) auffassen, und damit hat man & = o, (— 1)»*1 & in 02 (V (g), ).
Jetzt werden die 7, so beschriinkt, dass 7, € C%?=1(V (o), V, (¢)) und
7, € 0=12=" (V5 (@), V> (@), 2 << v << p ist. Jetat gilt offensichtlich | 7, |y, o =

<&y, und ||, ”wy_gm,,9£“§|lm9’ 2 <<v<<p. Bs wird jetzt

¥y € C=1 2 =1 (V, (0), Vi (0)) 1<r<p—1
N,: A4y ey 0m)— Ry, 1<r<=p—1
N/ :A@Byy s 6m)— Ry, 1<<»<p

induktiv definiert, derart dass
oYy = ’71 ="M,
Oyy = 1y — 0y — Oyry fiir 2 < v =p —1,
7 “lt)y_l Ve =Nl ve>

17—y, e =< N7 @11 €y o »

1 —=n —dnlly,_vo=N (] &ly, fir2=r=p—1.
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~

Induktionsanfang : Es gilt jetzt 8 (n, —n) =0, | 5 — 5, o V.o =
< (14 Mi(0) || é]lyo und es wird Nj(o) =1 + M (o) gesetzt. Nach Lemma
(x), angewandt auf Y, cc VY, cc VY, ec VY, gibt es ein y, € C*?=2(V (o), V5 (0)
mit 8y, = 7, — 7y wnd |7y [y, p,0'<< P@ llm — 74 llpy, o+ Somit gilt

” 71 ”lt)olt)29 << P(o) Ni(o) ” & ”m@
und es wird N, (¢) = P (o) Ni (o) gesetazt.

Induktionsschritt: Fiir » =2 sei bereits y,;, N,_;, N',_, definiert.
Jetzt gilb o (7, — 1, — 8y,—1) = 0,

o — 1 — i lly, o =1+ M@+ —DNeey (@) || £ lly, -

Es wird N, (0) =1+ M, (¢) + (» — 1) N, _; (o) gesetzt.
Nach Lemma (x), angewandt auf U, c= U, cc V,1ccV,_,, gibt es

ein Vv € C”—]‘p—v_l (Vv—l (Q)) Vv-—l—l (Q)) mlt 67"' =’1\7’v — My — 67"—1 ﬂlld

7, ”\D,,__l V0 = P(o) || gy — 1 — Oy»—1 ”ll),,_2 v,e-

Somit gilt |7, lly,_, v,,, =P (@) N: (o) | £y, und es Wird N, () = P(¢) Ny(o)
gesetzt,

Fiir » = p hat man insbesondere & (7, — 5, — 0yp—1) = 0 und

| 75 — 15 — Syp— ||1[)p_2 v, e < N; (o) Il & ”\b 0"

Nach Lemma (), angewandt auf U cc V,ccV,; = V,,, folgt:
Mo — np, — Oyp—1 lisst sich als Cokette y” in O?~1(V’(o), J) auffassen und
es gilt:

17" Ny < Ple) e — om0 — 0701 lly,_, 0,0 -

Somit gilt die Ungleichung ||y [lyo << P(0) Np(0) || é[ly,- Bs wird
N(g) = P(o) Ny (o) gesetut.

Jetzt gilt o (7;;, — Np — Oyp—1) =§; — &, also gilt auch &y’ = & — &
und somit 0y’ = o, (— 1)PH1 & — &, Damit ist der Beweis vollstindig
erbracht.

3.6 Einige Sitze iiber Messiiberdeckungen

(3.6.1) Bezeichnungen: Mit ¢, wird die Abbildung von €™ nach C
bezeichnet, die jedem z = (2, , ..., 2,,) aus (™ die komplexe Zahl #, zuordnet.
Dije Komposition ¢, o z wird wieder mit ¢, bezeichnet (Verwechslungen sind
dabei nicht zu befiirchten). Sei o ein kohirenter 3-Modul und d eine natiir-
liche Zahl. Mit p (d) wird der Garbenmorphismus von ¢§ nach J bezeichnet,
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der jeden Schnitt s von & den Schnitt ¢¢s zuordnet. Die Untergarbe im
p(d) von & wird mit 3%, der Quotient /3¢ mit J¢ und die kanonische Sur-
jektion S — IS¢ mit ¢ (d) bezeichnet. Sei B = (W,, &,, B,, R,),x ein
Messatlas beziiglich (0, g,), der K als Indexmenge hat. Der Bequemlichkeit
halber wird von den Funktoren R, folgendes vorausgesetzt: Wenn R, (CS)
die Auflosung O? Aons (D, (S) — 0 ist, dann ist R, (J4) die Auflosung

or Ly o A :—a—> (D)4 (Sa) — 0 Dabei wurde (D,), (q(d)) = g, (d) gesetat.

SATZ (3.6.2). — Voraussetzung: U o> VY Messiiberdeckungskette
Behauptung : (i) Fiir jedes &€ OP (U (), &) gilt: [[&ly, =1/(g @) (&) [y, -
(ii) Es gibt eine (von o unabhingige) Konstante ¢ > 0, so dass gilt: Zu
jedem & € CP (U (g), Sa) mit || & ||y, < oo gibt es ein &€ 0P (V (), ) mit
(q (d)) (&) = & und H ¢ Hlbg =c “ 5,”109 .

Beweis. — (i) Sei & = (&) € C? (U (o), S). Nach Definition (3.4.2) gilt:

H & “Uie = Ssup inf ” 3 ”Fx;iey
D ey

@ @) (&) oo = sup ~ inf | Elley o
D % e yqan )

Da aber y(q(d)) (&) 2 % (&) ist, folgt || &illv,o = || (g (A) (&) ||p;e - (i) Sei &'=
= (&) € 07 (U (g), Sa). Nach Definition (3.4.3) gilt: || & [/, < oo und nach
(3.4.2) ist || &]jv,e = sup inf |[&]lr, .. Uber Fy ;> K(¢) hat man fol-

EEEW E g
gendes kommutatives Diagramm

[+]

(¢k )* (yd)

d
oLy q k(d)

@qk °Lk =(¢k)* (9) —=0

Zuniichst gibt es ein &€ x (&) mit || &]|r, ;0 < 2 (| ||nje -
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Jetat gibt es ein f€I (B, < K (¢), O) mit of (f)=F wnd ||fr, o<

< 2| g”Fx”.Q. Bs wird a,(f) = Fe I'(F, ; < K(g), (D)), (S)) gesetzt und
es ist || g||px;,.g < [[f]lFr, ;e - Jetzt definiert £ einen Schnitt &€ I (U; (o), &) ;

es ist also & €y (£). Weiterhin ist 1 E]lr, ;e < 41| & [lo;0 - Beschriinken wir &
auf V;(p), so gibt es wegen (3.1.6) (V5) und (1.1.10) eine Konstante ¢ > 0
mit || &illve < ¢ || ||me -

SATZ (3.6.3). — Voraussetzung : T 2> Y Messiiberdeckungskette
Behauptung : Fiir jedes £ € C'(U (p), d) und jedes echt kleinere o" < o
ist || €] V() [lyy < oo

Beweis. — Es wird eine Messiiberdeckungskette W > W, > W, o V
gewiihlt. Sei y: J!*1—K eine Abbildung mit y (j)€ N’ (j), wenn V;(o) £ (.
Sei 7: J — I die Verfeinerungsabbildung U > V, und sei i = z(j), dann
wird x (i) = x (j) gesetzt. Nach (3.1.5) (V3) gilt x (i) € M’ (§). Sei jetzt & =
= (§) € C{(U (), J), dann ist (Dyu)y (&) € I' (Dyi) (Tile)) (Dy)y (). Nach
(3.1.5) (V4) lisst sich (D), (&) auf Fia,: < K (o) beschriinken ; damit erhiilt
man einen Schnitt y; € I” (Fx((?) ;i X K (o), (D)), () Nach Theorem B gibt es
ein 7€ '(F) i < K (0), O%®) mib e (73) = y;. Jetzt wird y; auf F),: <
> K (0”) beschrinkt.

Wegen (3.1.5) (V2) und (L.1.4) (i) folgt |75 ,, < oo somit st anch
412, , < o0 - Beschriinkt man jetzt & auf V(o"), so ist (Byy), (&) =7,
wobei &= &| V; und yj= yi| G, (jy.; < K (/) ist. Wegen (3.1.5) (V5) und
(1.1.10) gilt || ly,r < oo (vergleiche dazu den Beweis von (3.5.1)).

Corollar (3.6.4). — Voraussetzung : Sei Ul 2> ) eine Messiiberdeckungs
kette, und sei o € R} (hinreichend klein).

Behauptung : Fiir jedes & € H'(X (g), d) und jedes echt kleinere ¢’ < o
gibt es einen Cozyklus &’ € Z'(V (¢%), S) mit || & ”lDe’ < oo der £| V (¢’) re-
présentiert.

Beweis. — Da U (o) eine Steinsche Uberdeckung ist, gibt es einen
Zyklus Fe ZY(U (g), o) der & repriisentiert. Aus (3.6.3) folgt jetzt sofort das
Corollar.

COROLLAR (3.6.5). — Voraussetzung: Sei U 2> ) eine Messiiberdek-
kungskette, J ein kohirenter ©9f- Modul, d eine natiirliche Zahl und sei
0— 3 — S — F5; — 0 die kanonische exakte Sequenz.

Behauptung: Wenn & € Z! (U (), $s) und & in H™ (T (p), 5% Null ist,
dann gibt es zu jedem echt kleineren o’ < o ein Ze ZY(V (¢'), S) mit
(@@) &) = &| V(") und || Fyy < oo.
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Beweis, — Das kommutative Diagramm

a)
o __.cl*‘(u(g) , o —ﬂ c‘”(u(g) ¥) —i(———rc‘”'(u(g),\?d)——-o

1 9 g

p(d)
o — cl(u(g), 91 ———ct(uig), ¥)

CI(U(S) 7_?d)“——’ ]

hat exakte Zeilen, da U (p) eine Steinsche Uberdeckung ist.

Sei £€ 2 (U (o), Sq) und bezeichne & € H (U (g), Sa) die Cohomologieklasse,
die durch & reprisentiert wird. Nach Voraussetzung ist 6 (§) = 0 in
HW (U (), 3%. Aus dem obigen Diagramm folgt: Es gibt ein ¢ € C1(U (o), &)
mit (q(d))(() = &. Somit gilt (¢(d))(6(()) = 0. Es gibt also ein 5 € C+1(U(g),S?)
mit (p (d)) (n) = 8 (£). Da p(d) injektiv ist, gilt sogar 7€ Z*+1 (U (¢), %. Da
0(&) = 0 ist, heisst das aber: Es gibt ein #, € C' (U (o), 3% mit d (n,) = 7.
TJetzt ist & — (p(d) (n,) €21 (U (o), und (g (@) — (p (@) (n,) = & Nach
(3.6.4) folgt jetzt sofort die Behauptung.

SATZ (3.6.6). — Voraussetzung : Sei U 5> ) Messiiberdeckungskette
und ! eine natiirliche Zahl.

Behauptung : Es gibt eine Dreiecksmenge 4 (d,, ..., 0n) und eine Ab-
bildung M:4(,,..,0.) — Ry, so dass fiir jede natiirliche Zahl d und
jedes hinreichend kleine o€ A4 (d,,..,0,) die Aussage gilt: Zu jedem

7€ 01(U (o), 3% mit || [lqq, < oo (") gibt es ein 7ECHV (0),S) derart, dass

4~ ~
(ﬁ“) n=1in C'(V (), d) und [|7ly, <M (o)l 7 g, &ilt-

Beweis. — Es wird eine Messiiberdeckungskette U 2V, 2V gewiihlt,
wobei (W, V,) eine Iprivilegierte Verfeinerung ist. Sei A (d;,..,0m) eine
Dreiecksmenge und M : 4(d,, ..., dm) — Ry eine Abbildung wie sie in (3.1.7)
fiir (W, V,) gefordert wird. Sei y: JH! — K eine Abbildung mit y (j)€N’ ()
wenn V== @&5. Sei z:J, — I die Verfeinerungsabbildung von W=>V,, und
gei i = 7 (j), dann wird y (i) = y (j) gesetzt. Nach (3.1.5) (V3) gilt x (i) € M’ (3).

Sei g€4(d,,...,0,) hinreichend klein, und sei # = ()€ C*(U (¢), %
mit || 7 |lg o < co. Nach (3.4.2) und (3.4.3) gilt jebzt || 7 ||l o =l 7 llie=
= inf “ n ”Fx(i);ie'

e (9) (1)

(#) » wird als Cozyklus mit Werten in < augefasst; die Norm || ||y ¢ ist beziiglich
gemeint.
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Es gibt ein i€ (x (i) (), so dass 219 llg o= ”mHFx(t ;e gilt Uber
E, < K (g,) hat man folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen :

k(i) (i)

(,)"k(i) @qk(i)

(¢k(i ))*(y)“"o

92 G4

Y
(i ) 49 Opk( i)
[}

L) ——=o

j
PRER IS oL R R e By

Pr(i) (i

Es ist ’71€ F( @;i X< K(Q) (Qx(l)) (Csd))c Iv( % @);1 XK(Q); (Qx (z))sk( )(1)- Es
gibt jetzt ein

Ji€ I'(Fy ;i >< K (), Of) mit HszFx, je=2 ” "7%” v ();ie”
Nach (3.1.7) gibt es jetzt ein K, (;,; mit @, ;€ K, (j,;€ Fyu,:. Jetzt ist
aber aﬁ (9, (fi)) = 0 (siehe obiges Dlagramm), nach Theorem (1.4.4) gibt
es ein g,EF(Kx(, i < K (), OO0/ OPr0) mit by ;(g)=q,(fi)| K, ;;; und
95 lle, (5. 19<M Q)Hjl]] ,.je- Nach (1.1.11) gibt es eine Konstante ¢c>0
mit || hx(]) 95) “G(]) je=2¢ h gJHGX(]);j!? .

Jetzt ist aber ¢, (fi— hy;(g)) =0 in I'(G,;.; < K (¢), O%/t; O™

(siehe obiges Diagramm) und es gilt | fi—Phy (5 (95) ngm je=14(14cM(o)) ||1;||m

Mann kann daher schreiben: f; — k., (g;) = ( ) Ji wobei j€F( x(]) [j X
< K (g), 0" ) und Hf;HGm ) e =21+ M) llnllmg
Jetzt wird n; = ocw) f]) gesetzt, und es gilt: | 4] H ,” e = 4 (1 4
]
+ eM (o)) || n “‘Ulg' Offensichtlich gilt auf G ;5 >< K (p) dle Beziehung

a ~
(_t’_) nj = n;. Die #; definieren eine Cokette 77 = (n;)€ CY(V (@), $) mit
(¢
~ r . . . . t, \%~
(Dy, (e 1) =mj | Gy )55 >< K (@). Somit gilt auf V (g) die Beziehung (Q—i) n=1.
1

(1) Hier muss genauer noch eine ﬁberdeckung W, zwischen Y und |, eingeschoben
werden.
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Wegen (3.1.5) (V5) und (1.1.10) gibt es eine Konstante ¢’ > 0, so dass
1% 1y o = 4" (L + M (@) |17 1, €116

SA1Z (3.6.7). — Voraussetzung: Sei TI2 ) eine| Messiiberdeckungskette,
und sei i eine hinreichend kleine positive Zahl.

Behauptung : Es gibt eine Konstante ¢ > 0 so dass fiir hinreichend
kleines o = (g, ..., om) aus RY gilt: Fiir jedes 5 € C(U (o), &) mit ||y “‘ng < oo
gibt es eine Familie (5,),n von Coketten u, € OL(V (0*), ), o* = (o, 024+ s Om)

derart, dass n= z ( ) 7, und ||z, H <c||n||m9gilt.
t,
Die Formel n = X (—) 7, bedeutet folgendes: Fiir jedes o’ = (01,02, ..
v=0\04
t v
oy 0m) Mit g1 < p; gilt lim Hn—2< )17 = 0.
n ~— 0o r=0 w@

Beweis. — Sei y: J!11—K eine Abbildung mit x (j) € N’(j) wenn V;==(.
Es wird wieder i = (j) und y (i) = ;é(j) gesetzt, wobei 7:J — I die Ver-
feinerungsabbildung vorn U o VY ist. Uber E, ;< K (g,) hat man die exakte
Sequenz O% BRIy D, (i), (S3) — 0.

Sei = (n:) € C* U (g), S) mit ||y Img < oco. Es gibt jetzt ein

WED (Fy, i < K (0), (B @)y () mit :| By ) (Use)) = (B ), (03)

und || 7|z, 0 ie==2|nlly,- Bs gibt jetzt ein &€ ' Fy )i < K (), O™) mit

ay ) (§)) = "Yt' und ” & ”Fx (¥);i@ =2 “ i ”Fx(i);i e
Insgesamt hat man also || &illr,, 0 <4 |7 llq,-

Jetzt ldsst sich & nach ¢/, in eine kompakt konvergente. Potenzreihe

,~=g0(91) &) entwickeln, und es gilt || &) pr.);i = || &illryg,ie, da ja &0

nicht mehr von ¢, abhingt. Insgesamt hat man also || & ||z, ,o* << 4% [lu,.

Wir fassen & als Schnitt aus I'(Fu,.: < K (¢*), O%¥) auf und setzen
) = %0 (E™). Es gilt: || 7 || Py, i <4 |ln |- Jetzt definiert ;7‘?) einen
Schnitt #{ € I' (U, (¢*), J). Nach (3.1.5) (V5) und (1.1.10) gibt es eine Kons-
tante ¢ > 0 (unabhiingig von @), so dass || 7{) ||y, o << 4¢|| y l|lw o &ilt. Jetzt gilt

n
lim H &E— 2 (Q ) ” ) i@ = 0. Fiir jedes o’= (g1 , Qg s eeny om) mit g1 < 04+
n — oo =0 4
~ Y~ n £ 4
Weiter gilt noch ‘ N — Z (—L) Uig g\ -3 (t—‘) £ . Nach
=018 Fy e »=0 \@4 Fya); i€
(3.1.5) (V 5) gibt es eine Konstante ¢ > 0 so dass " ( ) Ui
=0 \ @1 Ve =

b\ . . no(¢ |
<c n,— 2 ( ) g , gilt. Damit ist lim \m— > (—L) fqm =0,

9 Fyy; i€ n— oo =0 \01 Vie!

womit dann alles bewiesen ist.



bei eigentlichen holomorphen Abbildungen IT 31

SATZ (3.6.8). Voraussetzung: Sei Ul > ) cine Messiiberdeckungskette,

0 € R} hinreichend klein, s = 3 (—ti) s, eine p - Cokette mit s, = (sé”))e
v=0 \ 04
€ C?(U (g), S). Sei M€ R, derart, dass |8, |qqo << M fiir alle » € N. Sei y eine

Abbildung von I?+! nach K derart, dass y (i) € M (i) gilt, wenn U;== (J ist.
Sei ¢’ € Ry und sei zu jedem (»,4)€ N >< I**! ein Schnitt f) € I'(Fyu ;i <
= K (g), O™) gegeben, derart, dass gilt:

1) %) (f,(w) I djx(i) (U)= (¢x(i))* (3?’))7

2) f® unabhingig von ¢,

3) “fi(v) ”Fx(i);ie < c¢ M.

Behauptung : Es gibt eine Konstante ¢ > 0 (unabhiingig von g) derart,
dass || s Hlt’e << cc’ M ist.

Beweis. — Sei j€JPt! und sei ¢ = t(j) gesetzt. Wegen (3) kann man

Ji=2 (E—Y S schreiben. Jetzt gilt offensichtlich

»20 91
@) (i) | Doy (Ui (0)) = (Pyii))y (8) und || fi “Fx(i); ie SSlip I £ ”Fx(i) o= ¢ M.

Nach Corollar (1.1.10) und Definition (3.1.6) gibt es eine Konstante ¢ > 0,
so dass gilt || sjlv,e << cc’ M und damit hat man || s ||y, << cc” M.

SATZ (3.6.9). Voraussetzung : Seien o, und J, zwei kohdrente %¢-Moduln,
w:d;, — d, ein analytischer Homomorphismus und U >> V) eine Messiiber-
deckungskette.

Behauptung: Er gibt ein ¢ > 0 (unabhiingig von g) derart, dass fiir

jedes £€ 0 (U (g), S,) mit || £ ||lzq, < oo die Ungleichung || v (&) |lyo << ¢/ &[lq,
gilt.

Beweis. — Der Satz folgt sofort aus den Definitionen (3.1.5) und (3.1.6)
unter Anwendung von Corollar (1.1.10).

SATZ (3.6.10). Voraussetzung: Sei J ein kohirenter G¢-Modul und
W > V eine Messiiberdeckungskette. Sei &€ C# (U (o)), d) mit || & |l 0, < 0.

Behauptung : Zu jedem ’5< 0, gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass
fir jedem ¢<C¢ und jedes a € I' (K (g), O) die Ungleichung || af ||y, =
<cllallplléllm,, gilt.

Beweis. — Der Satz folgt leicht aus Corollar (1.1.16) unter Verwendung
von Corollar (1.1.10) und Definition (3.1.6).
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4. Der Kohirenzsatz von Grauert

4.1 Formulierung der Hauptsitze
(4.1.1) Fiir die Nummern (4.1) bis (4.4) werden folgende generelle
Voraussetzungen gemacht :
(X, %) sei ein komplexer Raum,

*

m* sei eine natiirliche Zahl, K = K, < ... X K ein Polyzylinder

mit 0 als Zentrum in €™,

n: X—» K sei eine eigentliche holomorphe Abbildung,

W sei eine endliche Steinsche Uberdeckung von X,

(0)ye cm* y (B), cm» seien zwei Familien derart, dass QtEB.f mit ¢, > 0 und
El; Messatlas beziiglich (¢, o) ist.

(4.1.2) Bezeichnung. — Sei m eine natiirliche Zahl mit 0 << m << m*
und t, = (t(lo),...,t(,?)*) ein Punkt aus K. Wir setzen:

Xy om=a1(C" < {(t(rz)_l_l y o, 8O fiir m 5= 0,

Xy m = Xy =77 ({) fiir m = 0,

Ky m=EKn{C™ < {(tﬁzu’ ey t;;’b)‘)} y K=Ky m
Die von n induzierte Abbildung

Xto,méKto,m fiir m:t:O,
X

0

— {t(lo)] fir m =0

wird wieder mit s bezeichnet.

Mit ¢;: C" — C wird, die durch die Zuordnung z == (2;y..., iy &m) I—> 2
definierte holomorphe Funktion bezeichnet. Die durch z geliftete holomorphe
Funktion t; ¢ @ wird wieder mit ¢; bezeichnet. Weiter wird gesetzt:

W™ =ty — ) H A e+ (trremr — o) U,
Wiy, my = W[ WL,
th,m == Wﬂ Xto,m-
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Offensichtlich ist (X, m, ¢, m) ein komplexer Raum, = : X, ,, — C™ eine
eigentliche holomorphe Abbildung und W, ,, eine endliche Steinsche Uber-
deckung won X -

Sei I eine natiirliche Zahl. Der [-te Bildgarbenfunktor R'sn, wird mit n,
bezeichnet,

Sei J ein kohidrenter %, m.Modul und e = (e, , ..., €,) €in m-tupel na-
tiirlicher Zahlen. Wir setzen

S0 =t — )" S e (tn — ) S,
CSto,e p— CS/CSto,e

und es bezeichne p (t,,¢€): S ¢—> I, q(t,,e): S —>,,. die kanonischen
Abbildungen. Wenn ¢, speziell der Nullpunkt ist, so fiilhren wir fiir St ¢,
Sty,er P (g5 €), q(t;,e) der Reihe nach die bequemeren Bezeichnungen ¢,
Se, P (€), g (e) ein.

Mit O werde stets die kanonische Strukturgarbe des C™ bezeichnet.
I(t,, e) bezeichne die Idealgarbe (t, — Oy 0 4 e + (i — W Y™ O. Wenn
t, =0 ist, dann wird anstelle von J(¢,,e) die bequemere Bezeichnung 9 (e)
benutzt.

Sei W==(U,M, M’, F) eine Messiiberdeckung beziiglich #,. Wenn
o € RY ist, dann wird gesetzt :

K (t,, o) Polyzylinder mit Zentrum (t(l(’) gy £2) und Radius 0,
X(ty,0) = a1 (K (y, 0))
U(ty,0) = UnX(,,o).

Wenn ¢, der Nullpunkt des C™" ist, dann wird fiir X (¢,, o), X (t,,0), U (t,, @)
der Reihe nach die bequemere Schreibweise K (g), X (o), U (¢) benutzt.

(4.1.3) Jetzt lassen sich die Haupttheoreme formulieren :

Theorem I;,,. — Voraussetzung: Sei ¢, ein Punkt aus K und J eine
kohiirente analytische Garbe auf X; .

Behauptung : Fiir alle 1>1 sind die Bildgarben () kohiirente
O-Moduln.

Theorem II; .. — Voraussetzung: Sei ¢, ein Punkt aus K, J eine
kohiirente analylische Garbe auf X; m, V) cc U cc Y, eine Messiiberdek-
kungskette beziighich #,, .
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Behauptung : Es gibt
1) ein o, €RY, o, > 0 (unabhiingig von J),
2) &y, &€ ZI(U(tO sy O1)y ),
3) zu jedem e € N™ eine m-dimensionale Dreiecksmenge 4, ,
4) zu jedem e € N™ zwei Abbildungen M, nnd N, von 4, nach R,,
5) eine Abbildung F: N™ — N™ mit lim F(¢) = oo,

€ -— oo

so dass fiir jedes ¢ € N und fiir hinreichend kleines g € 4, gilt:

Zu jedem £€ZY(U(t,, ), S) mit || |lge< oo und q(t,,e)(§) =0 gibt
es ay .., a, € '(K(t,,0), I(t,, F(e)) und ein € C1(V (L, ), ), 8o dass
gilt :

E=a1§1+-“+asfs+6n auf V(t079)

laslle< Mato) || E g, 1<<d =S8
17 llye << Ne@ 1€l -

Ersetzen wir in Theorem II; ,, die Menge N™ durch die einpunktige Menge

{0: 0€N™}, so erhalten wir ein Theorem, das wir mit Theorem II; ., be-
zeichnen,

(4.1.4) Aus Theorem IT;,, wird ein etwas allgemeineres Theorem her-
geleitet. Dazu werden noch folgende Bezeichnungen eingefiihrt:
Q sei eine kohiirente O-Garbe auf K, m, 4: m () — Q sei ein O-Garben.
homomorphismus.

Mit 72 HY(X (¢, o), ) — I'(K (t, , @), m () werde der kanonische Homo-
morphismus bezeichnet. Wir setzen:

H (X (ty, o)y &) = i (I'(K {fy , @), ker ).
Sei U (t,,0) ein Steinsche Uberdeckung von X (ty , o) und bezeichne
q: ZY(U (ty, 0), S)— HY(X (¢, @), J)
den kanoni;ﬂ;chen Homomorphismus, dann wird gesetzt :
21U (ty, 0), ) = ¢ (Hi (X (8, @), )

Jetzt konnen wir ein dem Theorem II; ,, gleichwertiges Theorem hinschreiben :
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Theorem III;.,. — Voraussetzung: Sei ¢, ein Punkt aus K, J eine
kohiirente analytische Garbe auf X; K m, Q eine kohiirente analytische Garbe
auf K m,Ad: m(S)— Q ein O-Garbenhomomorphismus, V) cc W <= Y, eine
Messiiberdeckungskette beziiglich .

Behauptung : Es gibt

1) ein o,€ Ry, ¢, > 0 (unabhiingig von o),

2) &,y E € ZL(U (b, 04), S)>

3) zu jedem ¢ € N™ eine m dimensionale Dreiecksmenge 4,,

4) zu jedem e¢€ N™ zwei Abbildungen M, nnd N, von 4, nach R,,
5) eine Abbildung F: N™ — N™ mit lim F(e) = oo, so dass fiir jedes

€ — oo

¢ € N und fiir hinreichend kleines o € 4, gilt:

Zu jedem &€ Zy(U (t,, 0), ) mit 181l , < oo und qt,e) (&) =0 gibt

€8 @y 4y a€ (K (8, 0), I(t,, F(e)) und ein ne 0-1(V (t,,0),d) so dass
gilt:
E=a, & + ... + asés+ oy anf V(¢,,0),

llaille < M. (o) || €y, »

[0y, < Vel@) & llg -

Ersetzen wir in Theorem II[; , die Menge N™ durch die einpunktige Menge
{0:0€N™}, so erhalten wir ein Theorem, das wir mit Theorem III;, be-
zeichnen.

(4.1.5) Aus Theorem III; ,, folgt ein fiir uns wichtiges

COROLLAR IVy .. — Voraussetzung : Sei ¢, ein Punkt aus K,  eine
kohiirente analytische Garbe auf X, ,,, ) cc W < W, eine Messiiberdek-

kungskette beziiglich H, , 7 () soll eine kohiirente analytische Garbe auf
C™ sein.
Behauptung : Es gibt

1) eine m-dimensionale Dreiecksmenge 4 (3, , ..., dm),

2) eine Abbildung N: 4(d,,..,d,)— Ry, so dass fiir hinreichend
kleines ¢ € 4 (0, , ... , Om) gilt:

Zu jedem &€ ZH(U (¢, 0),d) mit || & ”‘Ille < oo und m;(£) = 0 gibt es ein

n€ O (V (ty,0),d) mit dyp ==& auf V(t,, o) und 1K/ nggN(Q) | & |{me .
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SATz (4.1.4). — Theorem III; ,,==> Corollar 1V .

Beweis. — Der bequemeren Schreibweise wegen nehmen wir ¢, als
den Nullpunkt des C* an. Sei dann U,>> T = ) eine Messiiberdeckungs-
kette beziiglich Zl,. Theorem III; ,, wird auf die Situation W, == U=V,
1:m(S) —> m(S), A= id angewandt. Seien of;é&, .., &€ Z1(U (o1), d), 4 der
Reihe nach die in III; . (1), (2), (3) versprochenen Daten. Wegen der spe-
ziellen Wahl von 1 gilt offensichtlich =;(£,) =0, 1 <<v» <<s. Es gibt daher
ein g7 << o] und es gibt Coketten 7, € C=1 (U (o), S) mit &, = dn, auf U(gy'),
1 < v<Cs. Jetzt wird o, < inf (g, o)) gewiihlt.

Sei p€4, o <, und sei £€ Z(U (0), S) mit || & H"Cﬂg< co und (&) =0.

Es ist also (SEZ%(U(Q), d). Nach Theorem III;,, gilt daher auf V(o) die
Beziehung & = a, & + ... + a;&+ 0%, (a, € I'(K (o), O) und n* € C*(V (0), d)),
s o= 2@ £, w0 115" [y, = N ]| €[y, -

Nach Satz (3.6.3), angewandt auf U ->1V, gibt es eine Konstante
¢>0, so dass auf V(¢) die Beziehung ||y, ”we <c| & ng fir l<<v<s
gilt. Auf V(o) gilt nach Satz (3.6.10) jetzt &= d(a,n, + ... + asns+ 3%
und || a; g, + o a7t ng < (seM(0) + N () || & H’Qle .

SArz (4.1.5). — Theorem II; ,, <=> Theorem III; ,, .

Offensichtlich braucht nur die Richtung Theorem II; , ==> Theorem
I1I; ., bewiesen werden. Der einfacheren Schreibweise wegen sei t, wieder
Nullpunkt des C™". Sei U, >> W >> V eine Messiiberdeckungskette beziiglich

H,. Theorem II;,, wird auf U,>> W >> VY angewandt. Die in II; n (1), (3)
versprochenen Daten sind der Reihe nach o; und 4’.

Sei Q eine kohiirente Garbe auf K; , und 1:m(S)— Q ein O-Garben-
homomorphismus. &, , ..., &€ Z1(U (p)), S) seien die in Theorem II; ,, verspro-
chenen Cozyklen. y : O — m; () sei der durch die Zuordnung (a, ,... @s) I—>
> a, m (%) + ... + ;7 (&) definierte Homomorphismus. Jetzt ist ker (:1°7’)
kohiirent. Fiir hinreichend kleines o’ gibt es eine exakte Sequenz O’LOS’E—& Q
iiber K(o’). B wird durch Schnitte b;= (by, ..., bs) € ' (K (0”), ker (1oy)),
1<<i<r definiert. Auf B wird Theorem (1.4.4) angewandt, A’/ sei die
dort versprochene Dreicksmenge. Wir setzen :

o, < inf(e1, ")

A= d4’'n 4"
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und

~

E=by & 4+ o s &, 1<<i<Zwr,
Behauptung : E; s ooy En € ZL(U (0,), &) sind Cozyklen, wie sie in Theorem II1; .,
verlangt werden.
Sei g€ 4 hinreichend klein und &€ Z{(U (o), &) mit || & g < o0
Nach Theorem 1I; , gilt auf V(p):

E=q, &+ o Fag &0y
wobei a, € I' (K (o), O) und € C1(V (), &) sind, und es gilt:

sl < M@l € Iy,

1 lly, =<V @ £y,

Offensichtlich (a, , ..., @) € I'(K (o), ker (Aoy)). Nach Theorem (1.4.4) gilt:
Es gibt ein (¢ 5y ) ET (K (0), O) mit
e, by + .+ 0 b= (a,,...,0a;) und
(s sy ey er)llo << C(0) ]| (@y s enny @) |l -
Somit hat man E=y¢ :f; + ...+ ¢, E, -+ dn und
Il e [le = 50 () M (o)

Gilt fiir & zuziitzlich noch ¢ (¢) (§) = 0, dann lassen sich nach Theorem II; ,,
die a, sogar aus I'(K (g), I (F(e)) wihlen. Nach Theorem (1.4.4) IT lassen

sich jetzt die ¢, aus I'(K (), g(ﬁo F (e))) wiahlen, wobei 7 die in (1.4.4) II
versprochene Funktion ist. Damit ist Theorem III; ,, vollstindig bewiesen.

(4.1.6) Die Theoreme I, ,, und II; ,, werden durch eine Doppelinduktion
nach folgendem Schema bewiesen :
Induktionsanfang :

I,y und II; , fiir alle 1N
Ix m und Il ,, fir alle m mit 0<<m << m*
dabei ist I* = dim W (ﬁberdeckungsdimension der Uberdeckung W).
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1. Induktionsgschritt :

Iy, m und IL g und Il m=—>1II ,

2. Induktionsschritt

Iym—1y Ligr,m y Iy on g Tligy, m y ==> I, m
4.2 Induktionsanfang

(4.2.1) Wir schreiben noch einmal die Theoreme I; , und II; ; hin:

Theorem I;,. — Voraussetzung: Sei ¢, ein Punkt aus dem K, eine
kohérente analytische Garbe auf X, .

Behauptung : Fiir alle A > 1 sind H*(X,,, J) endlichdimensionale Vektor-
rdume iiber C.

Beweis. — Da X, kompakt ist, ist I; o nichts anderes als der wohlbe-
kannte Endlichkeitssatz von Cartan-Serre.

Theorem II;,. — Voraussetzung: Sei ¢, ein Punkt aus K, & eine

kohéirente analytische Garbe auf X, , U > U eine Messiiberdeckungskette
beziiglich #,, .

Behauptung : Es &, ,..,&€2'(Un X,,d) und eine Konstante ¢ > 0,
so dass gilt:

Zu jedem ¢€Z'(UNX,,d) mit |||y < oo gibt es komplexe Zahlen
a,,...,a,€C und eine Cokette n € C1(V n X;, ) mit

E=a, &+ ...+ as & + On auf VN Xy,
|a, | < M||¢ |y und
7 lly <N¢la-

Dabei haben wir folgende Bezeichnung benutzt; Wenn m = 0 ist, d.h.
e € R} ist, dann schreiben wir || £ ||y fiir || € |, -

Beweis. — Sei weiter #, = 0 gesetzt. Un X, ist eine Steinsche Uber-
deckung von X,, also gilt H!(X,,d) = H!(Un X,,d). Nach Cartan-Serre

gibt es Cozyklen &, ,..,& €21 (UN X,,d), die den C-Vektorraum H'(X,, d)
erzeugen.
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Somit ist also die Abbildung
C < O—(UNnX,,d)— 2" (Un X,,d), definiert durch

(a'g g eery sy T7) —r 0y 51 + e + Ag Es + 677, surjektiv.

In C° < O-1(UnNnX,,d) haben wir die Psendonorm
| @y 5oy asym) || = sup (l“1|’-",|“8|’”"7||m)-

Jetzt ist || || eine s-Norm und || |y eine 0-Norm (2.1.2). Nach Lemma
(2.1.3) gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass gilt: Zun jedem &€ Z1(UN X, ,d) gibt
es ein (ay,..,a,n) mit f=a,& 4 .. + a; &+ on,|a, | < c| &y vnd
Iy =cl£ -

(4.2.2) Wir schreiben noch einmal die Theoreme Iy ,, und IIx , hin:

THEOREM Ijx m. — Voraussetzung: Sei f, ein Punkt aus K,d eine
kohirente analytische Garbe auf X .

Behauptung : Fiir alle 1 > I* gilt: z; () = 0.

Beweis. — Wy, n ist eine endliche Steinsche Uberdeckung von Xy, m
mit der Uberdeckungsdimension dim Wi, m << 1*. Sei V= (V,).s ein fun-
damentales ﬁberdeckungssystem von Steinschen Mengen eines Punktes
t€ K, fiir jedes je€dJ gilt: 0 = H* (Wi, m Na—1(V)),d) = H* @z (Vy), d).

Somit folgt fiir den Halm.

(72 (D)= lim H* (71 (V;), ) = 0.
—
jed
Damit ist auch z%(F) = 0.

THEOREM Il ,. — Voraussetzung: Sei t, ein Punkt aus K,d eine

kohirente analytische Garbe auf X, m, V> U eine Messiiberdeckungskette
beziiglich Z,, .

Behauptung : Zu jedem p > 0 gibt es eine Konstante N (9) > 0, so
dass gilt:
Zu jedem £€Z¥(U(t,,0),d) mit |[& ||m9 < oo gibt es ein
n € C"—1(V (t, @), S) mit
on==¢& auf V(i;,0)

7 llye=N©@I¢&iue-
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Der Beweis von Theorem IIx,, ist trivial, wenn man sich von vorne-
herein nur auf alternierende Koketten beschrinkt. Offensichtlich lassen sich
alle Siitze dieser Arbeit auf dem Niveau alternierender Koketten beweisen.
Beschrinkt man sich nicht auf alternierende Koketten, so wird der Beweis
an dieser Stelle etwas komplizierter.

4.3 1. Induktionsschritt

(4.3.1) Ersetzen wir in Theorem II;,, die Voraussetzung « ¢ kohéirente
analytische Garbe auf X ,,» durch «J (f, — #\”))-torsionsrechte kohiirente
analytische Garbe auf X, . », so erhalten wir ein Theorem, das wir mit
Theorem II;',, bezeichnen.

In allen Beweisen der Nummer 4.3 wird, der bequemeren Schreibweise
wegen, t, als der Nullpuukt des C"" angenommen. Wir setzen dann dort
auch anstelle von X, , Xto™ Yy der Reihe nach X, , U™, Wy .

Satz (4.3.2). — Voraussetzung: Tiyy m, Il m—q.
Behauptung : II;',, =—> II; ..

Beweis. — o eine kohiirente analytische Garbe auf X, . Es wird ein
d €N so gewiihlt, dass 5% t,-torsionsrecht ist. Beziiglich 2|, wird eine Mess-
iiberdeckkungskette

Wy=22UW=2> Y, 22 Y, 22 P22 V,=20

gewihlt. Auf X, haben wir folgende kanonische exakte Scquenz
0+ —>S—>—>0

Jetzt ldsst sich §; als kohiirente Garbe auf X,,_, auffassen.
Auf W,>> W>>VY, wird Theorem III;, , angewandt, o' sei ein in
III sy (1) und 4” sei ein in 11T}, (3) versprochenes Objekt. Auf U 2> V,

wird Corollar (3.6.5) angewandt, é: sei ein dort verlangter Polyradius. Auf
WM,=>> W>2 V;2o5 P, wird der Grauert-Leraysche Satz angewandt, 4; sei
eine dort versprochene Dreicksmenge. Auf T, 2> U >> Y, wird Theorem I1I;7n
angewandt, o; sei ein in IIj% (1) und 4’ sei ein in II;,, (3) versprochenes
Objekt. Theorem II; ,, wird fiir die Messiiberdeckungskette Ul,>> U 2> v
bewiesen. o, und 4 sind Objekte, wie sie in II; , (1), (3) verlangt werden.

Sie sind folgendermassen konstruiert: Wir wihlen a=(3;1>,...,5'<1m>) 80,
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dass G‘f),... , a’">)gg;’ ist und ein o, mit g, <inf(§1,@{); als Dreiecks-
menge A nehmen wir (R nA”ndgn 4.

Sei o€ 4 und £€Z' (Ule),d) mit ||£|lqp, << oo. Dann ist ¢(d) (&)
€Z1(U (o), Sa), wobei 8: m(Sg) — muy1 (3% der kanonische Zusammenhangs-
homomorphismus ist.

Nach (3.6.2) (i) gilt: || g (@) (&) lme =<1l ¢ [l -

Seien &), ..., & € Z; (U (o}'), Sa) die in Theorem III;,_; versprochenen
Cozyklen.

Nach Theorem IIl;,,; gibt es:

@y geeey g € I'(K (o), O),
und ein

7" € O (V, (o), Sa),

go dass gilt:
q@) &) =a, &' + ...+ ag &y + on”" auf V, (o),
[ avlle < M”(0) || ¢ |l 5
17" [ly,e <= N[ & lgrg -

Nach Satz (3.6.5), angewandt auf U, 2> V,, gilt:

es gibt & ,..,5,€ZY(V,(g,), ) mit
q(d) (&) =E auf V, (g, 1<v=gq,
& lly, 0 < € <T oo, l<r<gq

Nach (3.6.2) (ii) gilt:
es gibt ein #, € C=1(V, (9), S) mit
q(d) (ny) =n" auf V,(g)

” M2 ”lt)gg =c¢ ” 77” ”lDig
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Jetzt wird gesetzt:
Er=F—(a, & + ... + ag &+ Ony) auf ¥V, (o)

Offensichtlich gilt jetzt nach Satz (3.6.10) die Beziehung
Il & lly,e < M) I ¢ llae

wobei M eine Abbildung ist, die aus dem Hintereinanderschalten obiger
Ungleichungen resultiert.

Da q(d) (&%) = 0 ist, folgt &* € Z1(V, (o), 9.
Die Normen beziiglich der Garbe 5 bezeichnen wir mit || ||*.
Nach Satz (3.6.6), angewandt auf V,=> ,, gilt:

& 15,0 =< e @ 11" [y, o -
Nach Grauert-Leray (3.5.3) gibt es:
ein  £** € Z1(U (o), %,
und ein x¥ € C-1(V, (o), I%),

go dass gilt:
="+ ot auf V(o)

“ & ”;(*-IIQ < L (o) H &* HEM, ’
It Iy, < @& 1, »

Seien &, ...,& € ZY(U, (¢1), % die in Theorem II;), versprochenen Cozyklen.
Nach Theorem II;),, gibt es:

by yery by € (K (0), O)

und ein n’ € C1(V,(0), 3
so dass gilt:
* =0 &4 ..+ b & 408 auf V(o)

10y o< M (@) [ £ I,

e
7" 1}, 0 < 57 (0) & llag -
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Nach Satz (3.6.9), angewandt auf U, 2= 1), gilt:

lntlly, =< e llm i, ,

-/ ’ +
I llyp=calln’lig,, -
Auf V(g) gilt jetzt:

E=a, &+ o a, &+ b E o F by & Oy - 9F + 7)),
und es gelten die Ungleichungen :

H“v”@SLQ)”SHva 1<v<gq, HbvuegM(Q)”S”mQ, 1<r<p,

| 95 + 0, + 77 Hm \ < N(o)| & ”’(IIQ , wobei die Funktionen L, M und N aus
dem Hintereinanderschalten der obigen Ungleichungen resultieren.

SATZ (4.3.3). — Voraussetzung : Iip1,m, Ilig1,m, %, sei ein Punkt aus
K, & sei eine (¢ — t(lo’) — torsionsrechte kohidrente analytische Garbe auf
Xiymy W22 W22V, 22 ) sei eine Messiiberdeckungskette beziiglich H,, ,
¢ sei eine positive reelle Zahl.

Behauptung : Es gibt eine Dreiecksmenge 4 (4, ,...,6,) und von g,
unabhiingige Abbildungen M und N von 4 (1/24,,9,,..., m) nach R derart,
dass fiir jedes 9 € 4(1/26,,0,, ., Om) gilt:

Zu jedem &€ ZY (U (t,,0),d) mit || & ”'(11 0 < oo, & =;‘30((t1 — 1Oy/o1) £,
wobei &, € CY(V, (ty, 0%), S), ©* = (3/4 0 (@m 5+ 05); 02y +++s Om) UNA Il & ”uh o* =
<c| ¢ ng ist, gibt es eine Folge (s,),cn von Coketten o, € C*(V (¢, @*), S),

so dass, wenn man &, = & -+ ((t, — t/o¥) 0, und &, = &, + (01/o?) 0, +
+ ((tr — t)/g%) 0,41, ¥ > 0 setzt, gilt

(i) &= é’o (¢, —tOr/eD &,
(i) EEZHV (L, 0", ),
(1) 16 [l g =M@ | £llg 4 »
Lo lly o == N 1) [1€ Iy, -
Beweis. — Wir wilhlen ein Messiiberdeckungskette U, 2> T 2> Y, 2>

22 P, 22 V beziiglich #,.
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Auf P, o5 U, wird Satz (3.6.6) angewandt, A" sei eine dort versprochene
Dreijecksmenge. Corollar (1.4.7) liefert eine Dreiecksmenge A”. Auf U,>>
22 P, 2> V¥ wird Corollar IV, ,, angewandt und A"/ sei eine dort ver-
sprochene Dreiecksmenge.

Der Satz (4.3.3) wird fiir die Messiiberdeckungskette W,2> W>> 1
bewiesen. Fiir die dort verlangte Dreiecksmenge nehmen wir A(0; , ...y 0p) =
=A4'"n4"n A" Sei jetst geA(1/28,,05,..,0m) hinreichend klein, dann ist
Q*EA(8y 5.0, 0m). Sei jetzt E€Z(U () S) und [[& |y o+ < ¢l &l - Wir

. . vl gh\m t\ t\*
schreiben jetzt &= 2 (——) &+ (— 2 | =) é.,4» und setzen g, =

t a0 \04 \Qy / u=0 \Q4
w
= 3 (L) §L+ME Cl(Vi (), )
u=0 \@1
vH1v—1/¢ \n
7 EX A
Q1 w=0 \01

Offensichtlich gilt || 7’”11) Qﬁg(l + e E““ﬁlg .
Da ¢ ein Cozyklus ist, gilt auf V, (o):

of <t1 )v
y = — |—x] OY»-
4 €4 o 7

Es gilt sogar y, € Z'1(V, (o*), J*). Nach Satz (3.6.6) folgt:
Es gibt ein 7, € 0“1 (V, (0*), §) mit

(_ti_)y - 70 auf V,(¢*) und

of
~ ¥
Il 7 Ilwzg* < M (@] 7 ”m o

Da J t,-torsionsrecht ist, gilt sogar

7 EZHL(V, (0%), S)

und auf V, (o) gilt:

Somit gilt also

g1 (7)) = 0 in I'(K (@), myy (I))
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Wegen Theorem Iiy; » gilt nach Corollar (1.4.7) sogar
My (yr) = 0 in I'(K (o*), miy1 (S))

Nach Corollar II;4y, , gilt:
es gibt ein o, € C1(V (%), S) mit

86, = 7, auf V (¢*) und
o lly g = ¥ (@) 17 Iy,
Insbesondere gilt :

[ ov llper << N (") M (*) (L + Ve || &Iy,

Jetzt wird gesetzt :

, t
& = v_z_%ov“i‘g_j*ov-{—la v > 0.

Eine elementare Rechnung zeigt

13 *\*
<LQI*_) BS’V = 0’ vy = 0.
01/ of

Da J t,-torsionsrecht ist, folgt sogar
& EZH(V (0%, J)

2

weiter gilt noch £ = X (—) &ound || & [y =< L(o)|| & llu o » Wobei die Funk-

v=0 \ Q4

tion L aus dem Hintereinanderschalten obiger Ungleichungen resultiert.

SATZ (4.3.4). — Voraussetzung : Iy wy Iligs, my I ey , ¢, sei ein Punkt
aus K, & sei eine (t, — t()-torsionrechte, kohirente analytische Garbe auf
Xiym, UWyoo Woo Y sei eine Messiiberdeckungskette beziiglich ;.

Behauptung : Es gibt
1) ein g €R7Y, 0, > 0 (unabhingig von J),
2) eine Dreiecksmenge A (d,, ..., Ow),
3) &y  ESEZN(TU (84 00)y )
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4) von o, unabhiingige Abbildungen L, M, N von 4(1/2,,0d,, ..., dy)
nach Ry, so dass fiir jedes hinreichend kleine o€ 4 (1/29,,6,, ..., 0n) gilt:
Zu jedem £€Z'(U(ty,0),d) mit [[&|qq, < oo gibt es a,...,a, aus

I'(K (¢, , ), O), ein n€ C=1(V (t,, ), J) und ein Ze ZY(V(ty,0),d) derart, dass
E=a, & + o+ a & + Oy +—Qgif§~auf V (o),

lalle<L©@ | éln, 1<i<s,

17 1lye <M ¢ lluos

1Ellye <N @]l gt

Wir wihlen eine Messiiberdeckungskette

moszm::m’::miaawzanmspsm

beziiglich Z, .

Auf Wy Wos Vo5V, wird Satz (4.3.3) angewandt A sei die dort
versprochene Dreiecksmenge. Auf U 2>V, 5>V, wird Theorem III; m—:
angewandt, ;' und 4" seien die in IIT; ,,—; (1) und (2) versprochenen Objekte.
Auf V3550 wird Satz (3.6.6) angewandt, 4" sei die dort versprochene
Dreiecksmenge. Auf T;>> oo VY, 55 U wird der Grauert-Leraysche Satz
(3.5.3) angewandt, A sei die dort versprochene Dreiecksmenge. Es werden
m-tupel 9‘1“*,51,90 aus R_’;‘_ so gewiihlt, dass g, < g, g('z)(ln,g'l')<gf* und
0o € 41 gilt.

Satz (4.3.4) wird fiir die Messiiberdeckungskette U, o> W >> V bewiesen.
0, und 4 sind die in (4.3.4) (1) und (2) verlangten Objekte, dabei wurde

A=A NnRy < 4")n 4" N A;, gesetzt. Sei jetzt o€ A4 (1/23d;, 0y, ver » Om)y
dann ist

0% = (3/4 0, (0m s vy 0g)y gy vvo s Om) EA(Dy , oov y Om)e

Sei jetzt &€ Z' (U (), d) mit || £ [y, < oo
Nach Satz (3.6.7) gilt :
F=3 (%) £ auf V' (o)

=0 1
& ECH(V ("), d)
& lly, e =cll &llae-
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Nach Satz (4.3.3) gibt es eine Familie (a,)ycn, 0y € CF(V, (0%), &) 80 dass,
wenn man noch

t
§0=§6+Q_%Oi

t
§ =& — % ot 5ot »> 0, setzt, gilt:

E=2 (f}_)” & auf V, (o),

»20 \0g

& €2 (V, (04), )
& lly, e =M@ ¢llngs
o lly, s < ¥ O 1 ¢ llme -

Auf X; » hat man die kanonische kurze exakte Sequenz:

1
0>t 328 —0

d, kann als kohiirente analytische Garbe auf X, ., aufgefasst werden.
Man hat noch den kanonischen Homomeorphismus 4 : 1 (5;) — mqy (S 1)

Jetzt gilt:

q()(E)=q 1)) €Z5(V,(g"), Sy),
g()(E) = g(1) (s:—é«») €2V, ("), S,) y >0,
Nach Satz (3.6.2) (i) gilt:
e &) My, o < 11¢, lly, o

Seien &,..., &EZ}(Vl (e1), 1) die in Theorem I11; ,,—; versprochenen Cozyklen.
Nach Theorem IIT; ,,—, gibt es:

a,l, ey Ay € F(K (Q*)7 O)

und ein /a;,E CH1(V, (o*), Sy)
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so dass gilt:
q (1) (&) = aﬂ/&\i “+ e avs/é\s + 6/0\1,, auf V, (0*)

| s llg= =< M (@) £, Iy, o »

[, ly, o+ < ¥ @)1, llv, &*

Nach Corollar (3.6.5), angewandt auf U, ccV,, gilt:

es gibt & ,..,&EZ (Vy(0y),d) mit

q)(5)=¢ auf V,(g,), l<j<s
1Bz =co<eo  1=i=s

Nach Satz (3.6.2) (ii), angewandt auf U, 5> V;, gilt:
es gibt ein o, € 11 (V, (o), ) mit
q 1) (w,) = w, auf Vg (0"

~7 P
|, Iy, <€ | e, 'y, o*

Jetzt wird gesetzt:

$ = £ (a1 &y o s Bt dg)  auf V(0"

f:'=s;~%oy—(aﬂi+...+awfs+a&’» auf Vy(o*), »=1

1

Nach Satz (3.6.10) gilt jetzt

~

& lly, o < M (@) || € llpe
dabei wurde

M (0) = M () (1 + sM’ (0*) ¢y + leN 7 (o*))

gesetzt. Man beachte, dass I eine von o, unabhiingige Funktion ist!

Da ¢ (1)(&F) =0 ist, folgt & € Z1(V, (0*), S?)
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Nach Satz (3.6.6) gilt:
es gibt ein 343 CH(V (0%, S) mit

L& — & auf V(%)
01

H E’;"" ”'D ot = M (%) ” & “1D39

Auf V(po*) gilt somit:

? ( ! S'y + 01) = 51" - (a'vl\gi + .se —I—' a,,;g,—}—é?;,)

Jetzt wird gesetzt :

t,\” .
e i
»=0 \Q4
~ 1. \?~
v20 \Q1

=z (o) (8 + n)

Insgesamt gibt es nach Anwendung von Satz (3.6.8) Funktionen L* M ¥ N*
von 4 nach Ry derart, dass die Ungleichungen || a;ll, < L* (o) ¢ lae>

10 e < M* @11 € |01 1€ llpe < N* (@) )| ¢ ||, gelten.
Auf V(o) gilt jetzt:

§=a1\§:—}-...—|—a3\§:6;)/+é—g
1

Nach Grauert-Laray (3.5.3) gibt es

Ei g vy ésEZl(U(QO)’ CS)’

Ny ey s € C1(V (), S),
so dass auf V(o) gilt:

&=§&+ o, 1<<j<s

” 1; ”on = L, (ey) “ Ej Hlt)2 2o
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Somit gilt jetzt auf V (o):
3 ~ . 01 ¢
= Zah+o(u+ 3 )+ 5
j=1 j=1 451

Und es gibt nach Anwendung von Satz (3.6.10) eine Funktion M** von 4
nach R derart, dass

I +jflaf g = M** (o) || & oo gilte

Sarz (4.3.5). — Iijq,m und IL4y o und IL 4y =—> 11}/, .
Beweis. — Wir wiihlen eine Messiiberdeckungskette
mo 5o W oo wi EER ) beziiglich zlo.

Auf Wyo5 Woo W, wird Satz (4.3.4) angewandt, og, 47/, & 4.0y & €ZH (U (9)),S)
und L, M, N seien die in (4.3.4) (1) bis (4) versprochenen Objekte. Auf
Wy>>W>> Y, ooV wird der Grauert-Leraysche Satz (3.5.3) angewandt,
4r, L, und L, seien die dort versprochenen Objekte. Der Satz (4.3.5) wird
fiir die Messiiberdeckungskette W, >> U o5 VY bewiesen. g, ist das in II; n

versprochene m-tupel. Die in II;',, versprochene Dreiecksmenge A4 wird
fongendermassen konstruiert:

Es wird gesetzt:

A7 By y ey Om) = 470 Ay,
QT = 3/4 0, (0g 5 vt s Oun)

> ot
61 =1Df(1/2 61’m>

A= (8,8, 100 bm)
Man beachte, dass L,, N, o¥ von g, unabhingige Funktionen sind !

Sei jetzt 0 € 4 und £€ Z'(U (), S) mit || & [|qq o< co Vermige Satz (4.3.4)
und Satz (3.5.2) werden Folgen

(E‘y)veN ETEZZ(U(Q)’CS)
(E;)veN &€ ZI(V1 (0) CS)

(M)veN My € o (V4 (o) Jd)
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() en 7, € 01 (V (0), J)
() a,; € I' (K (g), O)
induktiv definiert, so dass gilt:
§y=2¢&&=0
b=anbi+ .+ af HOp + &
f$+1 = §v+1 + 0 N>
I a,; Hgé Lo || ¢, “’(11‘9
7 ly, o < M (@ | & llate

Q1 N
H &g ”UHQ = "—_Qfg @) (o) ” & ”'Ulg

| &t llme = L1 (@) | 41 [y, o

“ Ny Hl{)g < L, (o) “ Svp ”]D;Q
Setzen wir jetzt

wy =1, +n, auf V(o)
dann gilt offensichtlich :

59 = 1 51 + eon + Qys 53 + Wy + Ev-}-l
s lly o= H (@) 1| & llr

| &1l o= g— L, () N (o) | & llme

dabei wurde

I (o) = M (o) + j— Iy (o) N (o)

gesetzt.
Aus der letzten Ungleichung folgt durch Iteration

& llue < (%)?Li ©@ N ©@rll &l

51

1<j<s
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Da aber—gl* L, (o) N (@) < 1/2 ist folgt:
1

18 o= 55 11 e

1 .
H“va‘”stI/(Q)“Hlmea 1l=j<s
oy lhpp < = B (@) €1
*llve= 5 0 Wo
Jetzt wird gesetzt:
aj=2ayj, 1£Jg$
=0
w=2w'v
=20

dann gilt
E=a,& 4.+ &+ 00 auf V(o)

laslle < 2L (o) [l ¢ llme »

oo lhy < 2 () 11 g -

SATZ (4.3.6). — Voraussetzung : Inp1,my g1, my It m—-
Behauptung : II;, o ==> 1T, ,,,.

Beweis : Wir wihlen eine Messiiberdeckungskette
M,=>>UW>> u, =»> W, => W; =2V beziiglich A, .

Sei dt€N so gewihlt, dass %t ¢,-torsionsrecht ist. Sei nun ¢ € N™ und
ohne Einschrinkung sei e, > d+.

Auf W,>> W>> W, wird Theorem III, ,,_, angewandt; o;, 4., F, sind
die in 1II; ,_; versprochenen Objekte. Auf U, == M, wird Satz (3.6.6) an-
gewandt, 4” sei die dort versprochene Dreiecksmenge. Auf U,=>> W >>
55 Wy >> V wird der Grauert-Leraysche Satz (3.5.2) angewandt, A sei die
dort versprochene Dreicksmenge. Auf U,>> W>>1P wird Theorem 1L, m
angewandt; gi'', 4" sind die in II; ,, (1), (3) versprochenen Objekte.

Theorem 1I; ,, wird fiir die Messiiberdeckungskette TU,>> T == be-

wiesen. Es werden g,, o, PY3 R} so gewihlt, dass g, <o <ol <o <ol
und g€ A" gilt.
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Es wird
de= Ry < 4)n4"nA0 A" (unterhalb p,)

gesetzt. Die Abbildung F: N™ — N™ wird durch
(645 €5y eeny €m) > (6, — dT, F, (6, ..,6n) wenn e, >d+

(€5 €5y wue y €) I—> (0, ..., 0) wenn e, < d+t

erklart.
Sei jetzt g€ 4, und &€ ZY(U (), S) mit || £z, << oo und g(e) (§) = 0.

Seien é] 5 vee sy E;EZl (U (0y)y S, die in Theorem III; ,_; versprochenen
Cozyklen.
Nach Theorem III; ,,—; gibt es:

@y 5oy a5 € ' (K (0), I(Fy (€55 «ue y €m)))y

und ein :]’E -1 (U1 (Q); del),

so dass gilt:
gle) (6) = a, & + o + as &+ 00 auf U, (o),

llaslle <M la@®la,;

19 1 o < Ve @11 2 (@ (8) It -
Nach Satz (3.6.2) (i) gilt:
la) Ollae < [1¢ e -
Nach Corollar (3.6.5), angewandt auf U >> W, , gibt es
E e, BEZNTU, (@), ) mit

gle) (&) =  auf U, (g), 1<j<s,

1€ llm, 2 < < 1=j<s



54 KxouT KNoRrr: Uber den Grauertschen Kohirenssats
Nach Satz (3.6.2) gibt es

n€ 01 (U, (o))  mib
qe)m) =79 auf U,(o)

7l e < ¢ llm il e
Jetzt wird gesetzt:
= — (0 &+ it o) auf
Wegen Satz (3.6.10) gilt:

& g, o =< M (@ [l € llrae

dabei wurde
Mg)=1-+sMi(0)co+ e Ni(o)

gesetzt. Offensichtlich ist &* € Z!(U, (), ).
Nach Satz (3.6.6) gibt es

2 € Ol ( LT3 (Q)) CS) mit

(_:)L)e‘/gz g auf Uslo)

&Mk, e <M | € lln, o

Da 3¢ t,-torsionsrecht ist, gilt sogar

t, \dt~
(—*) Fe 21T, (o), S)

04

Nach Satz (3.5.2) gibt es:
e ZY(U (), J),

7™ € CH1(V (o), I

Uz ()
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8o dass gilt:

t, \¢T~
() T o wir v,
1

16 e < Ly (@) | €l o »

” n* “]D 0= L, (o) ” 3 “'Ulg 0’

Seien £, ..., & €Z'(U(01"), &) die in Theorem II; ,, versprochenen Cozyklen.
Nach Theorem i/Il’,m gibt es:

bi gy bp € 'K (0) 0),

und ein  y*€ C—1(V (), )
so dass gilt

E* =10, & + ... + b & + Op*,

95lle << M"(0) || € Il l<=j<m

7" lpe << N [ € Il -

Jetzt gilt auf V(p):

8 r ti el—d‘}' — t1 e,—d"l‘
§=2“15§+2<—) bj$+5n+<—) O (™ + 7*)
1 1\ 04
Nach Theorem II; ,, gibt es:
Cit y e Cir € T'(K (o), O), 1<<i<s,

und ein 5 € O~1(V (g), ),

so dass gilt:
§i=cy & + oo + 0 & + O auf V()

[l esill; << M" (o) ¢, l<i<s 1<j<nm,

s < N (o) ¢, 1<i<s
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Jetzt wird gesetzt :

t 61—d+ 8 .
a1=(—1——> bj+2ai0ij 1__<_J<’I",
9 =1

— t el—d+ s
n=n+(g—‘) (7** + n") +~21 aini,
1 =

und damit gilt
E=oa, & + . + & -+ on.

Wegen Satz (3.6.10) gelten noch die Ungleichungen
loille < M. (o) “5“‘11197 1l<j<r
7 llpe=Nel@ | &llug s

Dabei sind M, und N, Funktionen, die sich aus dem Hintereinanderschalten
obiger Ungleichungen ergeben.

4.4 2. Induktionsschritt
(4.4.1) Sei e¢* € N™ und ¢* > 0 und ¢, ein Punkt aus K, dann gilt:

(nl (CS[O N c*))to = H! (Xy CS[O s e*) = H' (Xlo ] CS[O s e*)

Man kann also insbesondere H'(X, c§;, ) als Oohomologiemodul mit Werten
in einer kohiirenten Garbe auf einem kompakten komplexen Raum auffassen.
Daher ist H'(X, J,, ) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum.

Man hat stets folgende kanonische Homomorphismen :

q(ty, e*) : HY(X (), &) — H' (X, Sty ,e)
q (to ’ e*)to 2 (m (CS))lo — (m (Csto s e*))tg

DEFINITION (4.4.2). — Sei g, € R%}, g, > 0 und ¢, ein Punkt K aus. Ein
endliches System ¢, ...., &€ H (X (¢, 0,), ) heisst ein g (¢, , ¢*)-Erzeugenden-
system, wenn ¢ (¢, , €*) (£,), ..., ¢ (¢, , €*) (&) iiber C das (im g (¢, , €*));, erzeugen.

(4.4.3) Da H?(X, ) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist, gibt
es fiir hinreichend kleine g, ¢ (t,, ¢*)-Erzeugendensysteme.

Aus Theorem II; ,, leiten wir das foldende fiir den 2. Induktionsschritt
wichtige Theorem her:
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THEOREM V.. — Voraussetzung: Sei ¢, ein Punkt aus K, o eine ko-
héirente analytische Garbe auf X; .
Behauptung : Es gibt:
1) ein e*eN™, ¢* > 0,
2) eine Abbildung F:N™ — N™ mit lim F (¢) = oo,

e — oo
3) zu jedem e¢€ N™ eine Dreiecksmenge 4.,
4) zu jedem ¢ (t,, ¢*)}-Erzeugendensystem £, ,..., &€ HY (X (¢, op), o)
ein o* € RY, o* << 0,
80 dass fiir jedes e € N™ und jedes g € 4, mit ¢ < ¢* gilt:

Zu jedem &€ H'(X (¢, o*), ) mit q(t,e) (§) =0, gibt es a,,..,a,¢€
€' (K (o), I(t,, F(e) mit

E=ua,& + ... + a5 & auf X (¢, 0).
SATZ (4.4.4)., — Theorem II; ,, —> Theorem V; ,,

Beweis. — Es wird eine Messiiberdeckungskette T,=>> U == V bexzii-
glich #, gewiihlt. Auf W,=>> W wird Cor. (3.6.4) "und auf TW,=>W>>V
wird Theorem II;,, angewandt.

Seien 0, >0,

71*""97:EZ1(U( ); &),

Q4

(4,)

e/ee N
F:Nm— Nm,

die in Theorem II; ,, versprochenen Elemente.

Wir wihlen ein ¢*€ N™ go, dass F(e*) > 0 ist.

Sei jetzt &,,..,& € HY(X (ty, 00), S) ein ¢ (¢, ¢*)-Erzeugendensystem,
und sei g € dx s0 gewiihlt, dass 0 < 0y ist.

Nach Corollar (3.6.4) gibt es

By EFEZUU (4, 0),9),
go dass gilt:

£ veprisentiert &, | X (tg, 0), || &% [y < oo
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Es gibt jetzt C,,€C, 1 <v<p, 1 < pu< s mit

q(tO’e*)(yt_Zlcv,uEt)=0, 1<v=<<0p.
\ =

Nach Theorem II; ,, gibt es

Bty ooy W € T (K (25 0), T (ty , F (%), 1<v»<p,
go dass gilt:
$ »
(*) 7:— 2 01”45:‘;: 2 a,,;,y}f, lé’uép.
w=1 =1

Da die a,; im Punkte t, verschwinden, lisst sich das Gleichungssystem
in einer Umgebung von ¢, holomorph nach den y¥ auflisen. Es gibt also

ein o* << ¢ und b,, € I' (K (o*), O) so dass gilt:

8
yi= 3 v, & auf X (g".
a=1

Sei jetzt e € N™, g € 4, mit o < o¥, und £€ HY (X (¢, , o*), I) mit ¢ (¢, , €) (§)=0.
Nach Corollar (3.6.4) gibt es ein £* € Z1(U (¢, ), J) mit

&* reprisentiert £| X (¢,, o) und
1€ g, < oo

Nach Theorem II; ,, gibt es

Ay yeeey ap ET{K (L, 0), T (), F (6)
neC=1(V(t,0),d) mit
F=arl+ ..+ ayyy + 3 auf V(,,o)-

Auf X (t,,0) gilt somit

» s [ p
E= S ayy,= = (2 a,,.b,,,‘)f,‘.

r=1 u=1 \r==1
(4.4.5) Bezeichnungen :

J kohirente analytische Garbe auf X, m,
*E Ky
deN.
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Fiir jedes ¢ € N* wird definiert :
et = (e, + d, 65, ..., n),

q(et, %) HY(X (%, 0), CS)‘_*Hl(X(tO’Q)CSw,g+)

q(et, t4: HY (X (ty, 0), S, aage) —> HHX (b 5 0) Sy 4
SATZ (4.4.6). — Voraussetzung: Iy, m, Ilig1,my ¢, t zwei Punkte aus K,
o eine kohiirente analytische Garbe auf X, .,
ot @ (t; — t¥)-torsionsrecht,
(71141 (S5)) D) (¢, — t¥)-torsionsrecht.

Behauptung : Bs gibt eine Dreiecksmenge 4, so dass fiir jedes Paar
(0, 00) mit p€4, o < g, und jeden e € N™ gilt:

Zu jedem &*e H'(X (ty, 0), O, 3a+e) &ibt es ein £€ HY(X (ty, o), ) so
dass gilt :

g (et, t*) (&) = q (eT, t*) (&*).

Beweis. — Auf die Daten t,, d, m4 () wird das Corollar IV, , aus
(4.1.5) angewandt. Sei 4 die in Corollar IV, » versprochenen Dreiecksmenge.
Sei jetzt g€ 4, g, € RY, 0 < o,, ¢ € N und &* € H'(X (t,, 0p), S, 3a-+e)-

Die kurze exakte Sequenz

0 —> CS[*, 3d-t-¢; — CS —_ Cst* , 3d+e; —_— 0

liefert die exakte Cohomologiesequenz

HY (X ty, 00)y Sev, 3a4e) —> HTF (X (15, 0g)y SF 3418 g (X (25 00) ) —
Da " ¢ torsionsrecht ist, gilt:

€

~ (0 — G20t "
H4H1 (X (to , 90)’ St d) ~ s HW1 (X(to s 90)7 St 3d+e)

Es gilt also
a (f*)/(ti — t})atae HH (X (% 90)9 S 9



60 KNUT KNORR: Uber den Grauertschen Kohdrenesate

Aus der Kommutativitat des Diagramms

, b
MES (x(to’ go))at* s3d+'1)—°'”‘»Hl“(X(to, go)'\f)”“’lﬂ_q"r(’((%' 8.).T 1“(‘5’))
]

2d+e
(t1-t7 )2d+e1 (t1-€:)2d+e1 (t1_t~:t<) 1

L
Hl*'(x(to, 80)'5?‘ 'd)_ﬁ,H“'(x(te, go),j’) _7(1”_»"(!((%, Qo)s T4y ()

folgt :

Mg (@ o @) (8%) = (¢, — ¢4 Fa myy o (a (8% (b — t})Rate)))
und aus der exakten Cohomologiesequenz folgt:

T4 (@ 0 @) (%) = 0.
Offensichtlich gilt:

(ty — ) g o (@ (8%)/ (8, — tFP0He) = muyy o (@ (8%)/ (8 — tF)ite) €

€I'(K (ty , 0o), (t; — )" 141 (S))-
Nach dem obigen folgt daher:

(¢, — )Y gy (af (@ (8%)/ (8, — tF)He) = 0.
Da (t, — tH)* my, (S) torsionsrecht ist, gilt:
1 + s
g o (@ (%) / (8, — t])2e) = 0.

Wenden wir Corollar (1.4.7) und dann Corollar 1V, ,, an, so folgt:
o’ (@g*/(t, — t)*+a) | X (o) = 0.

Aus dem kommutativen Diagramm

0___3_?’1"73:1%1 .5 'ft*,ad«»h'——’o
id
b L
0———"j)t ) +91_.y————-§t*'d+e1—————’0
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folgt das kommutative Diagramm

W (x(t, 9), $)—=nl(x(t,, 9), 5)t*,3d+e,)—a’ W e g),ft*,sdm)

id by b

ul(x(to, 8),¥)—= =i (x(t,, 9), ?z*,aw,) ., Hl”(x(to, S ),:Pt*,di-el)
Es gibt ein z€ ZH+1 (X (t,, 0), S) so dass gilt:

z reprisentiert &’ (@&*/(t, — tf)3t+e) auf X (o).
Somit ist
(B, — )tz € ZH1 (X (4, o), I I+
und
(t, — t})*ta 2 repriisentiert b, a (£*) € H*1 (X (¢, , o), Sh o+a),

‘Wegen oben gilt:
Es gibt ein 2 ¢ (¢ (X (t, , o) CS) mit 5z’ = e
somit ist
(ti _ t? )d+8) Z, € Cl (X (t() , Q), Cst*’ d+e1)
0((ty, —thtag) =@, —ty)ytaz

und daraus folgt:

(byo @) (8%) = (@- b)) (&%) = 0 in H1(X (¢, , ), S &)
d.h. aber, es gibt ein &€ H! (X (t,, o)) mit
cE)=D,(&) i H(X(ty,0))
und somit gilt auch
q (e, t*) (&) = q (e, %) (&%)

SATZ (4.4.7). — Voraussetzung: Ipm—1; Lips, m, gy, m,t, ein Punkt
aus K, & eine kohirente analytische Garbe auf X ..

Behauptung : Es gibt eine Dreiecksmenge 4, so dass fiir jedes g€ 4
gilt: Zu jedem e€N™,e >0 und jedem t*€ K (¢,,0) gibt es ein ¢ (t*,e)
Erzeugendensystem &, , ..., &€ H (X (¢, o), S).
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Beweis. — 1) Sei & eine kohiirente analytische analytische Garbe auf
X, m—1y aufgefasst als kohiirente analytische Garbe X, m): Sei g, beliebig
und t*€ K (t,, 0, und e€ N™, e > 0. Wegen Theorem I, ,, sind alle Bild-
garben von § und Sy, kohiirent, und damit sind auch alle Bildgarben von
S ¢ kohiirent. Die exakte Sequenz

0> 5 S—>Ipe—>0

liefert das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

1 £ A ~
H (x(tov go),f) MHI(X(‘{‘), go),:ft*’e)—_b_‘.'_‘l‘f“(x(to,go)'yt*je)
e S 2
S S Y

1+1

M (KGyr G), T ()

=3
Mkt 8 T (£ ) b [T (K(1,,8,), ®,, ($579))
Die vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen (siehe Anhang (1)). Sei jetzt
¢ €im (7 (I))er — H' (X (ty y 00)y #e)), dann ist b (m; () =0
dies braucht nur im Halm iiber ¢t* in der exakten Sequenz

1 () — 7 (Sev o) —> gy (Sive)

nachgepriift werden). Es gilt also mq (/b\ (£)) = 0. Somit auch 7)\(6) = 0. Das
heisst aber: es gibt ein £€ H! (X ({,, 0o), S) mit ¢ (e, t*) (&) = . Da

im (7 () — H' (X (¢, 20)y Sive))

ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist, ist also die Behauptung in
diesem Fall bewiesen.

2) Sei J eine kohiirente analytische Garbe auf Xy m, t*€C™ und
sei d€N so gewihlt, dass $* 4 und (mq1) ()¢ (4 — t¥)-torsionsrecht sind.
Sei g, wie in (1) gewihlt. Sei 4 die in Satz (4.4.6) versprochene Dreiecks-
menge.

Sei jetzt ¢ €4, o < g5+ Nach 1) gibt es 5y B € HY(X (ty, 00) Ser, sate)

so dass ¢ (e, to) (&) das im ((my(Ser, sate))e—> HY (X (g, 0), S, o)) erzeugen. Jetut
gilt aber

im (71 (Ser, sate)t, —> HUX (g, 0)y S, o)) = im (1 (), —> HHX (b, @)y Ser, o))
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Nach Satz (4.4.7) folgt:

Es gibt & ,..,&€H (X (ty, 0),d) mit

g (e, ") (&) =g (e, ") (&), l<r=s
SATZ (4.4.8). — Voraussetzung : Iy w—1, liry, my s my Il g,

t, ein Punkt aus K,

o eine kohiirente analytische Garbe auf X, ,,.

Behauptung : Es gibt:
1) ein g€ RY, ¢ >0,
2) 51’--->§1'5Hl(x(t0a9)7cs)

3) zu jedem ¢t*¢ K (t,, o) eine Abbildung Fux : N* — N™ mit
lim Fp (6) = co
€ -+ O
8o dass fiir jedes t*€ K (t,, o) und jedes e& N™ gilt:
Zu jedem y € (7t (S5))» mit g (t* e) (y) = 0 gibt es

CpyoeyCr € g (t*y Fp(e) mit y = c; (m(&)))es + oo + (7t (&)

BEMERKUNG. — Insbesondere folgt aus Satz (4.4.9), dass /() von
endlichem Typ ist.

Beweis : Auf den Punkt ¢, wird Satz (4.4.7) angewandt, 4 sei die dort
versprochene Dreiecksmenge. Dann wird Theorem V; ., beziiglich des Punktes
t, angewandt ; ¢* (f)) und 4, seien die dort versprochenen Objekte. Jetzt
wird auf t* Satz (4.4.7) angewandt und dann wird. Theorem V., auf den
Punkt ¢ angewandt; 4., e*(t*), F seien die dort versprochenen Objekte.
Fiir die in Satz (4.4.8) (3) verlangte Funktion kénnen wir F; nehmen.

Sei g, € 4. Nach Satz (4.4.7) gibt es zu dem Paar (e*(f;),?,) ein
q (5, €* (t,))-Erzeugungssystem &, , ..., & € H (X (¢,, 0,), S).

Nach Theorem V,, gibt es ein g€ 4,, so dass gilt:

Zu jedem &€ H'(X (t,, 0,), S) gibt es a, € I'(K (ty, o), O) mit

E=a, & 4+ ...+ a & in HY(X (1, 0),d)
Nach Satz (4.4.7) gibt es zu jedem Paar (e*(t*),t*) mii t*€ K (¢,,0) ein

q (t*, e* (¢*))-Erzeugendensystem &, ..., g‘z'tl,)EH (X (ty, 0,), S). Benutzen wir
die vorhergehende Aussage: Zu jedem *¢ K (¢,,0), gibt es agi'),...,a‘rf)s
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€ I'(K (ty, 0),0)y, 1 <<»<s(t*), so dass gilt:

EN = 3 al) &y, 1<<v<<s(t".

pn=1

Sei jetzt e € N™ und y € (n; () mit g (%, €) (y) = 0. Zu y gibt es ein o* (so
klein gewiihlt, dass K (t*, o*) c K (¢,, o) ist) und ein &€ H!(X (t* o*), J) mit

P ~~

(m &)=y und q(t*e) (&) =0.
Nach Theorem V., gibt es ein o** € 4,

und al)y ., al),, € I' (K (o**), I (t*, Fw ())) mit

8 (t*

§=a) &M + o + aln), B8 in HY(X (¢, "), J)
somit gilt in H (X (t*, o**), S):
~ s (%) r r [s(t*)
E=3anZTa ¢, =3 (Z al” a(‘*)) .
v=1 " p=1 ur p=1 \w=1 v ur

SATZ (4.4.9). — Varaussetzungen : I m—1, lig1, my i, my Il m,
t, ein Punkt aus K,

d eine kohiirent analytische Garbe auf Xi, m,

¢*, 4 sind die beziiglich o, ¢, in Theorem V;, versprochenen Daten
Behauptung: Es gibt

1) 0,0, €RY mit o <<p, und g€ 4
2) zu jedem t*€ K (¢;, 0) ein Fu: N™ — N™ mit lim F(e) = oo 80

€& — oo

dass fiir jedes ¢ (¢, ¢*)-Erzeugendensystem ¢&,, .., & € HY(X (ty, 0,), &)
jedes t*e€ K (t,,0) uud jedes e€& Nm gilt:
Zu jedem &€ HY (X (ty,0,),d) mit ¢ (t*, e) (§) = 0 gibt es

Uy y ey @ € (K (8, 0), T (t¥%, Fiu(e) mwit

E=a, & + o +a & auf X(4, o)

Beweis. — Zuniichst muss ein Hilfssatz bewiesen werden :
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Hilfssatz (4.4.9.1). — Voraussetzung : Lo m—1s Lig1,m, Wiy m, I ,
t, ein Punkt aus K, J eine kohiirente analytische Garbe auf X, .

Behauptung : Es gibt ein g € R} und zu jedem d€¢N und jedem t*¢
€ K(t,, 0, gibt es

1) &9, ., g8 HY (X (8, 00), Sev, )y

2) Fp: N — N™ mit lim Fy (¢) = oo,
go dass fiir jedes ¢ € N™ mit e, =d gilt:
Zu jedem &€ H'(X (t,,0,), S, q) mit 66 = 0 und ¢ (t*,¢) (§) = 0 gibt es
Gy y ooy A1) € I'(K (t,, 00) I (t*, Fix (€ s +e 5 €m))) derart, dass & = a; 5(1") +..+
+ A () ff,tz?*) ist.

Beweis zum Hilfssatz (4.4.9.1). — Sei g, der im Satz (4.4.8) verspro-
chene Polyradius. Da 7, (Six, 4) kohiirent ist, gibt es nach Theorem A Schuitte
8y y e s 8 € T (K (ty , 00), 71 (Sex, a)), 80 dass die Sequenz

07 5 (S, a) —> 0

(@) 5 eey @) > a8 - oo + ag 84

iiber K (t,,0, exakt ist. Sei Fi. die in Satz (4.4.8) versprochenen Abbil-
dung.

Sei d€N, t*€ K(t,, 0, und e € N® mit Fy () > 0.

Sei jetzt &€ HY (X (ty, go)y Siv,q) mit & = 0 und q (t*, ¢) (£) = 0. Aus der
exakten Sequenz

) q@a 5 .
HY (X (), 0¢)s S)—— H (X (t 5 Qo) e La) — HH (X (tg, @o)y )

folgt :

Es gibt ein &€ HY (X (¢,, g,), ) mit ¢ (t*, d) (§) = & und q(t* e) (?):—.. 0.
Nach Satz (4.4.8) gilt:

(00 E))er € (1 (S) T (%, Foe (€))re -

Beachten wir den Morphismus

1 (S) = m (S, )y
so sieht man, dass

(T (&) € (i (Sex, a) T (1%, Fi» (€)))» st
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Zur Abkiirzung wird I = J(¢*, F (¢)) gesetzt.
Aus der kurzen exakten Sequenz

0 — m (Ser a) T —> 11 (S, a) —> 1 (S, @)1 (Sx, a) T —> 0
folgt nach Theorem B die exakte Sequenz
0 — I'(K (5 0o)y i (Ix, ) T) —
— T(K (ty, 00l (S, ) > T (K (ty00) 71 (S, ) (S, ) ) —> .
Jetzt ist 7 (&) € T'(K (ty , 00)y 7 (Srx, a))y und da Fi (€) > 0 ist, gilt f (m (&) =0
(dies braucht nur im Halm iiber t* nachgepriift werden). Es gilt also

m (§) € I' (K (o), m(Ser, a) T (%, Fv (6)))-

Aus dem kommmntativen Diagram mit exakten Zeilen

¥
o

©q qu(:ft*,d)

090, 3521 wx (9 ) 8T
und aus den Formeln
(I, @) I = im (1 (Ser, 0) @ T— 1 (Sie, 2)
9" =0"®,9

folgt wegen Theorem B :
Es gibt ein a = (4, ,...,a) € (K (t, , o), I mit

@y 8y i - ag 8y = o (@) = 7 (£) .

Wegen H' (X (, 0o) Ser,a) = I"(K (¢ , 0o)y 7 (Swv, a)) folgt die Behauptung
in diesen Fall. (Anhang 1).

2) Sei jetzt & eine kohiirente analytische Garbe auf X; 6 m. Wir
wenden Satz (4.4.6) an, g, und A’ seien die dort versprochenen Objekte.
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Dann wenden wir Satz (4.4.7) und Theorem Vim an; 4", 4 sind der Reihe
nach die dort versprochenen Dreiecksmengen.

Seien g, 04,0 so gewihlt, dass ¢ <o, < 05,0, €4’N A" und p € A. Sei
¢*€ N™, s0 wie es in Theorem V;, versprochen wird. Nach Satz (4.4.7)
gibt es ein ¢ (t,, ¢*)-Erzeugendensystem ¢, , ..., & € H (X (t,, 0,) O).

Sei jetzt t*€ K (t),0) und ettt =3d 4 ¢,, €y, ..., €,) E N,

Sei jetzt &€ HY (X (¢, 0,), S) mit ¢ (t* et+) (&) = 0. Man hat das kommu-
tative Diagramm mit exakter Zeile :

W (x(t, 8),9 t*,3dse,)
s p

Wixe,, 3., 9500t §.0, ) —Lorl0xtey, 8,0, S x40 )

Nach Hilfssatz (4.4.9.1) gibt es:

DFEW L ERe BN X (), 00 St sate)

2) Fp:N"— N™ mit im Fyu (¢) = oo

€ — 00

so dass gilt:
Es gibt a; .., a5 € I'(K(t, 20)s g(t*7 Fi (e, €9y vee y €p)) Mt

o (5) = El(t*) "l" vee + Qg (t%) fs(gﬂ?) .
Nach Satz (4.4.6) gibt es &7, ..., :fg;‘tl,)e HY (X (ty , 0,); ) mit
7 &) = BED)

Jetzt gilt:

y(E—a (lt)‘—

eee — Qy (t%) E,(:Z?*)) = 0.
Es gibt also ein € H' (X (¢,, g,), S ¢t4) mit
e(0) =& — (@, & + o + ) EED).

Aus dem kommutativen Diagramm
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:?t-),('d (t1—f*1)e1 =j7t.)$d+e1

g (t,-t§)? - f

folgt das kommutative Diagramm

Hl (X(to1 81),§tfd) (t1_fxi)e1 :Hl(x(tog 31)’y f)(;d+91)

gl €

W (8, ) — (=T e, 9), 9)

und daraus folgt:
Es gibt ein { € H' (X (¢, 0,), 3¢ %) mit

= (tt - tf)e‘ CO

f=a &+ .. + ) 5&2) + &, — ) e {Lo),

somit gilt:

Nach Theorem V; ,, gilt:
Es gibt b,,..., 0, € I'(K (¢, , 0), O)

D), ., B €DK (2, 0), O 1<»=<s(t"
so dass gilt:

8((0)'_—_ bj 61 + .o + b, &
Y= U8, U,

Nach elementarem Einsetzen folgt :
E=c & + ..+ ér,

wobei ¢, € I'(K (¢, , 0), I (t*, Fu (¢)) ist.

SATZ (4.4.10). — Voraussetzungen : Iy w1, Lig1,m s i, my 1 my t, ein
Punkt aus K, & eine kohirente analytische Garbe auf X, .
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Behauptung : Es gibt ein o € R} und es gibt Schnitte s,,..., s, € I'(K (t,, o),
m (), die jeden Halm von m; () iiber K (¢, o) erzeugen und jeder Halm
iiber K (t,,0) der Relationengarbe R (s,,...,8) wird durch Schnitte aus
I'(K(t,,0) B (s, ... s,) erzeugt.

BEMERKUNG : Nach (1.3.5) ist also ‘K (s,,..,s,) kohiirent, und damit
ist auch m; (J) kohérent.

Beweis. — Seien o, € RT und &, ,..,& € H'(X (), 0),S) die in Satz
(4.4.8) versprochenen Dinge.

Nach Satz (4.4.9) gibt es o, 0, € R} mit o << 9, < o, und ein ¢ (¢,, ¢*)-
Erzeugendensystem &, , ..., & € HY(X (¢, , o), S)-

Nach Theorem Vi, gibt es

Qo1 g wee s tor € I (K (b, 0) O) 1<r<gq
so dass gilt:
& =a/vl£1 +---+aw' & auf K(to,g)

Es wird
s, =m(&,), 1<vr<r gesetzt, und es gilt:

1 (5) == ay; 84 + voo + Wi 8

Die s,,..,8, erzeugen also iiber K (%, 0) jeden Halm von s (J). Sei
t*€ K (t,,0) und sei y = (fip, .. ,frr) E(R(sy,.,8)x; es gilt also
flt* 8y —'— ves -l— f,«g* Sppx = 0.

Es gibt einen Polyzylinder K (t*, o*) « K (f,, 0) und es gibt holomorphe
Funktionen f,,...,f, € ['(K (t*, 0%, O), so dass gilt: (f,,...,fr)e =y und

fi 8+ oo+ fr 8, =0 auf K (t*,o").
Zu jedem ¢ € N™ gibt es holomorphe Funktionen (Potenzreihenabschnitte)
FOy e, fOE (K (¢ ,0) O) so dass gilt:

fv_fi'e)EF(K(t* ’ Q*)79(t*; e)).
Wegen
0=q,)(f,—FNE+ o+, — O E) =

= Q(t*’e)(‘flsl + o +f1'81)_ q(t*ie)(fl(e) 51 + sor +f7ge)£r)
gilt also
g(t*,0) (FOE + . + fOE)=0.
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Nach Satz (4.4.9) gibt es

ae I'(K (tys0) J(t*, F, (e), )

so dass gilt:
O+ .. L fOE =aPE + .. 4 ald &,
Man hat also
(flo— af) sy JO— e (K (£, 0), R (8,4 8,)
(1) — al9) — f,e T (t*, F . (e).

Wegen lim Fi« (¢) = co folgt nach dem Krulllemma, dass y = (fim, ey frer)

€ — oo

in dem durch I'(K (t,, 0), R (s, ,...,$,) erzeugten Op-Modul liegt.
4.5 Die Haupttheoreme von Grauert.
(4.5.1) Seien X, Y komplexe Riume, 7: X — Y eine holomorphe Ab-
bildung, I eine kohiirente analytische Garbe auf X und y ein Punkt aus Y.
Mit m werde die Idealgarbe der analytischen Menge {y} c ¥ bezeichnet.

Der Halm von m iiber y ist also nichts anderes als das maximale Ideal
von Uy, ,, wenn mit Uy die Strukturgarbe von Y bezeichnet wird. Wir

betrachten die Urbildgarbe =* (m)=;£; sie ist eine kohiirente analytische
Garbe auf X mit supp (m)=X,, X, = =1 (y).
Sei ne N; aus der kanonischen exakten Sequenz

0—>mtld—d3—>J3/mt' S —0

folgt die exakte Bildgarbensequenz

— (/”;"‘H S$) — () —qiﬂ?\ m (cS/o/n\"+1 S)— .

Wegen den Beziehungen
(M () € 1 (o (P &)y — (m (S))

HY(X,, S| mH &) = (m/(S) | mv+ ),
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hat man einen kanonischen Morphismus
Put (m(S) [ mH m(S), — HY (X, , S/ m+1d),
somit auch einen kanonischen Morphismus :
(4.5.1.1)

lim (m () / m"H (), — lim HY(X, .S/ ot S5)
— —

neN neN

(4.5.2) Die Hauptheoreme von Grauert lauten :
Theorem I. — Voraussetzung :

X, Y komplexe Riume

n: X— Y eigentliche holomorphe Abbildung
o kohiirente analytische Garbe auf X

Beauptung : Fiir alle 1¢ N sind die Bildgarben m;(05) kohiirente ana-
lytische Garben auf Y.

Theorem II. — Voraussetzung :
X, Y komplexe Riume
n: X — Y eigentliche holomorphe Abbildung
d kohiirente analytische Garbe
yeY, leN

Behauptung : Der kanonische Homomorphismus

lim (7 () / m"+! my (), — lim HY(X,, S/ L S)
< -

neN neN

ist ein Isomorphismus.

(4.5.3) Beweis zu Theorem I. — Das Theorem I ist in Bezug auf Y
von lokaler Natur. Wir diirfen also annehmen, dass der unterliegende topo-
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logische Raum von Y eine analytische Menge in einem m-dimensionalen
Poyzylinder K < C™ und dass die Strukturgarbe 9y isomorph zu O/ ist.
Dabei bezeichne O die ibliche Garbe der holomorphen Funktionen auf K,
9 eine kohirente Idealgarbe von O mit supp (O/J)= Y. Wir haben also
eine eigentliche holomophe Abbildung #: X - K. Sei 1€ N und sei & eine
kohiirente analytische Garbe auf X, dann ist = () ein O/ I-Modul und
vermige der Abbildung O — O /T auch ein O-Modul. Nach Theorem I;,,
ist aber m1;(S) ein kohiirenter O-Modul, und wegen Anhang (2) ist m;(d5) auch
ein kohiirenter O/ J- Modul. Damit ist der Kohirenzsatz bewiesen.

Um Theorem II zu beweisen, brauchen wir noch das folgende

LEMMA (4.5.4). — Voraussetzung : wie in Theorem I1

Behauptung : Es gibt eine Abbildung F: N— N mit lim F(») = oo,

n-4oo
go dass gilt:
(mF® 7 (S$)), 2 im (71 (m" SI))y —> (711 (S))y)
Beweis. — Wie im Beweis zu Theorem I diirfen wir annehmen, dass Y

eine analytische Menge in einem m-dimensionalen Polyzylinder K < (™ ist.

Sei jetzt &€ ker (m (S)y — (m(S/ m*S)),), dann gibt es ein o€ R™
und ein

F € ker (H' (X (3, 0), S) — HY (X (y,0), S/ me )

P

mit (&), = §&. Nach Theorem V., gibt es eine Funktion F: N — N mit
lim F (r) = co so dass gilt:

F=a8 + .+ ak  auf X0

Ay y ey s € T'(K (g), mFm),

wobei

(dabei wurde ¢ schon aus der Dreiecksmenge von Theorem Vi. gewihlt),
Jetzt folgt
&= (nl (E))Il =y (nl (51))1/ + e + asy(nl (Ee))y
somit liegt & € (mF™ 7, (), .
(4.5.5). — Beweis zu Theorem II. — (i) Der Homomorphismus (4.5.11)
ist injektiv!
Sei (En)nz1 € lim (7 (S)/m™H! 7y (S))y mit P, () = 0 fiir alle n = 1. Zu
<___
neN
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jedem n =1, gibt es ein n+t =1 mit F(nt) = n. Dabei ist F die in Lemma
(4.5.4) versprochene Abbildung. Man hat folgendes kommutative Diagramm

q .+

+ n N +
(7, GM I )5 (T (D) (7 (F/a" )
O(n‘f' Pyt
'
+
Es gibt ein /gn+ € (m(I))y mit « 4 (&1) =0 somit gilt also ¢, (15\"4_) = 0. Nach

N

Lemma (4.5.4) ist ap,+,(&,+) = 0. Aj&ndererseits it ap 4 (6 = &gty -
Da F(nt) = n ist, folgt dass &, = 0 ist.
(ii) Der Homomorphismus (4.5.1.1) ist surjektiv !

Sei (&,),21 € lim (m (S / 1 )y . Fiir 4 =» hat man das kanonische

veN
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

TP o (Pl (3RS

Yyp VM

Y Y 5
TP — Y e P/, GV S)

Aus diesem Diagramm folgt:

7y (&) = " 1, (Eu), n=v

Jetzt wird Lemma (4.5.4) auf die Garbe ,n\z”cS angewandt.
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Fiir jedes u=» gilt somit:

7y (&) € (mF ) 7y (m” S)),

Nach dem Krullschen Lemma folgt r,(£,) = 0. Es gibt also ein

£ €(m(d), mit ¢ (&) =¢,.

Bezeichnet

a1 (m(d))y — () / m* m (S)),

den kanonischen Epimorphismus, dann setzen wir TS/= o (/15:). Offensichtlich

ist (E),Zl das gesuchte Element, das vermége (4.5.1.1) auf (&,),», abgebildet
wird.

ANHANG

(1) SATz. — Sei (X, Ux) und (X, %y) komplexe R#ume f: X — Y eine
holomorphe Abbildung, < ein 9fx- Modul und seien die Bildgarben
Raf, (F) fir alle ¢ = 0 kohiirent, dann gilt fiir jede Steinsche Menge U
von Y, dass H*(f—(U), F)~ I'(U, BR*f, (F)) ist fiir alle n = 0.

(2) SATZ. — Voraussetzung : Sei (X, O) ein geringeter Raum, O ein kohi-
renter O-Modul, I ein kohirentes O-Ideal und ¥ ein O/J-Modul.
Behauptng : F ist genau dann ein kohiirenter O/9-Modul, wenn & auf-
gefasst vermoge der kanonischen Abbildung O — O/Y ein kohiirenter
O-Modul ist. Insbesondere ist O/ ein kohirenter O/I-Modul.
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