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UN TEOREMA DI RIGIDITA

CLAUDIO REA (%)

0.a) Introduzione.

Kodaira e Spencer dimostrano in [5] che una deformazione differenzia-
bile di una varieta olomorfa, all’interno di un policilindro coordinato, & lo-
calmente triviale, se la varietd ha dimensione complessa > 1.

In questo lavoro proviamo che si pud sostituire al policilindro coordinato
un aperto di Stein relativamente compatto (teorema II).

In particolare ogni deformazione differenziabile, triviale all’infinito, di
una varietd di Stein X, con dim¢ X > 1, & localmente triviale (teorema I) (%).

La parte essenziale della dimostrazione non consiste nel provare che
le varietd « vicine » alla X sono ad essa isomorfe ma nello stabilire la di-

pendenza differenziabile di tale isomorfismo dal parametro di deformazione.
Sussiste difatti il seguente

TEOREMA 0.1. Siano X;(i=1,2) varietd analitiche complesse, con dim¢ X; >1.
Siano dati, in ciascuna X;, un compatto C;, un aperto di Stein £; che lo
contiene ed una applicazione biolomorfa

O X, — 0 — X, — 0y,
con

SR, —0)=9,— C,.

Bsiste allora un isomorfismo & : X, — X, .

~
Inoltre Visomorfismo @ puod essere scelto in modo tale da aversi

o o
gi(XI—K1)=d)|(X1—K1)7

Pervenuto alla Redazione il 15 Luglio 1968.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca n. 35 (per la Matematica) del
C.N.R..

(!) In realtd perd, la dimostrazione del Teorema I precede quello del Teorema II.



186 Craupio Rea : Un teorema

ove K, & Vinviluppo d’olomorfia in 2, di un qualunque compatto K, C £,
contenente nel suwo interno C,. Se X, — C, (oppure X, — C,) é connesso, al-
lora si ha

(X, —C)=D|(X,— C,).

Di questo teorema diamo due dimostrazioni in appendice, la prima di esse
mi & stata suggerita da A. Tognoli; esso non interviene nella dimostrazione
dei teoremi I e II.

Nel numero 5 proviamo la necessita dell’ipotesi fatta sulla dimensione
della varietd con un controesempio.
Ringraziamo A. Andreotti e A. Tognoli che mi hanno assistito durante
la compilazione.
by Teorema di Hartogs.
Nel seguito avremo pilt volte bisogno del seguente

TEOREMA 0.2. Sia X uwna varieta di Stein di dimensione complessa >1,

C un compatto contenuto in X, K Vinviluppo di olomorfia di un compatto K
contenente C nel suo interno, E un fibrato vettoriale olomorfo su X. Data una
sezione olomorfa f: X — C— FE di E al disopra di X — C, esiste una se-
zione olomorfa ?: X — F tale che

Fl(X — K)=F|(X — K).
Se X — C é connesso si ha ovviamente
flxE—0=7(x—0).

Dimostrazione. Si scriva la successione di restrizione

0 — HY (K, 0)— H*(X, 0) > H* (X — K, O) — H{ (K, O) — ...

ove O & il fascio dei germi di sezioni olomorfe di E.
[+]
Si ha ovviamente Hy (K, O) = 0 e, grazie al teorema di dualitd di
o o

Serre [7], Hy CK\, Oy~ H"! (/K\, Q%), ove Q" & il fascio (coerente) dei germi
di n-forme olomorfe su X a valori in E, quest’'ultimo gruppo & nullo

o
perche n>1 e K & di Stein.
[}

Pertanto Hy (K, O) = 0. L’applicazione r & dunque un isomorfismo. Il
teorema & cosl dimostrato.
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1. Deformazioni differenziabili di una varieta olomorfa.

Sia X una varietd olomorfa. Una deformazione differenziabile (?) & 1’in-
sieme dei dati «), 8, y) seguenti:
a) Un fibrato differenziabile Y s B ed un punto 0€ B.
f) Un atlante o = {U;, @i}icr, ove {Ujic1 & un ricoprimento aperto
di ¥, @;: U;— (* < B & un’immersione differenziabile; indichiamo con (25, 1)
le coordinate cosi istituite su U;, (a =1, ..., n). Si suppone che i cambia-
menti di coordinate in U;N U; siano del tipo 2f = hj; (2, 1), t =1; le hj es-
sendo olomorfe nelle z; per ogni ¢. Supponiamo inoltre che sia p, o p, = 7.

Osservazione. per ogni ¢ € B, la famiglia
_Q{zz {Uinﬂ-l t, (]7',;|7Z_1 [}

¢ un atlante su 7!t che rende =—!t¢ una varietd analitica complessa che
denoteremo con X;.

y) Un isomorfismo X — X, .

Restrizione. Sia B’ un intorno aperto di 0 in B.

B - . . . T
n—1 B’ — B’ ha una ovvia struttura di deformazione indotta da Y — B.
Questa nuova deformazione dicesi restrizione di ¥ a B’.

Trivialits. ¥~ B dicesi triviale se esiste un isomorfismo v: X, B— ¥
di fibrati differenziabili (di base B) tale che

7| (X, < {t})): X, < {t} — X; sia biolomorfa

Una simile applicazione dicesi trivializzazione di Y.

T . . . .
Trivialita locale. Y — B dicesi localmente triviale se ammette una re-
strizione triviale.

Deformazione con supporto in un chiuso. Sia ¢y un chiuso di X;.Y 5B
dicesi avere supporto in C, se esiste un isomorfismo K:X,>< B—Y
di fibrati differenziabili con la proprieta che R | [(X, — Cp) < {t}]: (X, — Cp) X<
> {t} — X, sia biolomorfa sull’immagine.

(®) Differenziabile & sinonimo di C*.
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Trivialita allinfinito. ¥ — B dicesi triviale allinfinito se ha supporto
in un compatto di X,.

TEOREMA II. Sia X una varieta analitica complessa, dim¢ X > 1. Y 5B
una deformazione differenziabile di X, triviale all’infinito, con supporto con-
tenuto in un aperto di Stein, allora Y é localmente triviale.

Immediata conseguenza di questo teorema & il

TEOREMA 1. Ogni deformazione differenziabile, triviale allinfinito, di una
varieta di Stein di dimensione > 1 é localmente triviale.

2. Gruppi locali sopra una deformazione (3).

a) Ricordiamo che un gruppo locale ad un parametro {y,} su una va-
rietd differenziabile M & una legge che associa ad ogni aperto U cc M un
numero positivo 1,, e ad ogni 1€R, |1| < 4,, un’imersione differenziabile
y1: U— M, in modo da soddisfare le seguenti proprieta,

(i) Be VeeM, UN VL), |A]|<<iy,, |1]| <4y, allora i diffeomor-
fismi y;: U—M e y,: V— M coincidono su UN V;

(i) Se |4, |, |4 | <Ay [+ 2| <Ay, allora y, oy, =y, ., .

(iii) L’applicazione U > (— A,, ;) — M X (— 1, 4;;) definita da
(#y 4) ~—(y, #, 1) & un’immersione differenziabile.

Siano dati #€M e A€R, diremo che esiste y,#€ M, se si pud trovare
un intorno aperto U cc M di x tale che sia |1| << 1,.
Sia A4 un aperto di M, A dicesi sorgente di {y,] se si ha inf1 {sup|1],
Z€

\

3y, ¢} =1, > 0. Ogni aperto relativamente compatto & una sorgente; se A
¢ una sorgente, valgono le proprietad (i), (ii), (iii) sostituendovi U con A.
Sia f una funzione reale differenziabile su M, ’espressione

d
s =\ o)
definisce un campo vettoriale differenziabile, tangente ad M, che dicesi
campo di velocita di {y,}. Ogni campo vettoriale differenziabile » tangente

ad M & il campo di velocitd di un (solo) gruppo locale, quest’ultimo si in-
dica con {exp 4 v}.

(3) Ogni gruppo locale @ sottinteso essere ad un parametro e formato da diffeomorfismi
(locali).
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b) Siano X una varietd analitica complessa, T il suo fibrato tangente
olomorfo, Xg la varieta differenziabile reale soggiacente, © il fibrato tangente
di questa ultima. Si pud definire un isomorfismo di fibrati reali A: O@— T,

interamente determinato dalla relazione v =;)\+ ;): M vE B, (/v\= A4 v). Gli
elementi di 7' verranno spesso indicati con lettere dotate del soprassegno
«~~» la soppressione del quale indichera l’operazione di A—1.

Sia J: @ -— 0, % = — idg, il tensore che definisce la struttura com-
plessa di X e sia v un campo vettoriale reale su Xpg.

Un calcolo elementare mostra che, se 2,9 & la derivata di Lie di I
rispetto a v, si ha

) L,T=V=T1@v— 30

Per evidenti ragioni di bigradazione si ha dunque

LI =0<=—> 5?: 0.

I campi reali v su V per i quali si annulla 2, J sono manifestamente ca-
ratterizzati dalla proprietd che {exp Adv} & formato da automorfismi locali
di X, cio® da applicazioni di un aperto di X in X che sono bi-olomorfe
sul’immagine. Tali campi diconsi campi di Killing della varieta olomorfa X.
Dalla (1) e dall’osservazione che la segue risulta il seguente

LEMMA 2.1. Il campo vettoriale differenziabile reale v, tangente alla
varietd analitica complessa X é di Killing se e soltanto se v é un campo olomorfo.

¢) Sia ora Y . B una deformazione differenziabile della varieta
analitica complessa X, U un aperto di Y. Un’immersione differenziabile
@ : U — Y dicesi essere un automorfismo locale di ¥, se esiste un diffeomor-
fismo locale 9*:n U— B di B tale che no ® = P~ oneche @|(UNX):
rnx,—X P sia un’immersione olomorfa, per ogni t€nU.

Osservazione., Gli automorfismi locali di ¥ formano uno pseudogruppo.

Sia v un campo vettoriale reale tangente ad Y. Se {exp Av} & formato
da automorfismi locali di ¥ allora v dicesi campo di Killing per la defor-
mazione ¥ — B.

Sia ora O il fibrato dei vettori reali verticali tangenti ad Y e T il fi-
brato tangente olomorfo verticale di Y, T pud essere definito dalle due
seguenti proprieta.

(i) T & un fibrato differenziabile, vettoriale, complesso su Y,

(ii) la restrizione 7'| X, coincide con il fibrato olomorfo 7T, tangente
alla varieta olomorfa X,.
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Si puo allora definire 'applicazione 4: © — T come in b).

Una (p, g)-forma (complessa) verticale su ¥, a valori in 7, & un’appli-
cazione f: A? T Q) A7 T — T lineare, differenziabile, ove A? indica I'opera-
zione « p esima potenza esterna» e T & il coniugato di T'; lo spazio vetto-
riale di tali forme si indica con C?- (Y, T).

La restrizione C?.9(X,, Ty) di C»2(Y,T) ad una fibra X, & Pordinario
spazio delle ( p, q)-forme differenziabili sulla varieta olomorfa X,, a valori
nel fibrato tangente olomorfo 7 di quest’ultima. Pertanto ha senso defi-
nire operatore

8:079Y, T)— CP 9+ (Y, T).

Data l'ambiguita del termine « olomorfo» noi chiameremo campo ver-
ticale su Y una sezione del fibrato 7 e campo verticale olomorfo un campo
i coefficienti della cui restrizione alle fibre X, sono funzioni olomorfe. Una
sezione di © sara detta campo verticale reale.

Dal lemma 2.1 risulta allora il seguente

LE’VIMA 2.2. Un campo vettoriale reale v su Y é di Killing, se, e sol-
tanto se, 0 é un campo olomorfo verticale (i.e. E) 11 = 0).
Sia U un aperto di Y. Indicheremo con X (U) (risp. YV (U)) lo spazio

vettoriale dei campi di Killing (risp. dei campi di Killing verticali) sull’a-
perto U di Y

3. In questo numero Y Zs B ¢ una deformazione differenziabile di una
varieta analitica complessa X, con dim¢ X > 1, y ¢ la famiglia dei chiusi
C di Y tali che n| C sia propria.

Introduciamo inoltre, per ogni aperto U C Y, lo spazio vettoriale S (U)
dei campi vettoriali verticali olomorfi.

Si ha %(U):—.ker{,a_:oo‘o(U, T)— C%Y(U, T). Se U, & un aperto di
X, 9 (U, indica lo spazio vettoriale dei campi vettoriali olomorfi su U,
Q! @ il fascio su X, dei germi di tali campi, QF & il fascio dei germi di
p-forme olomorfe su X, a valori in T%.

L’applicazione A: ©® — T definisce un isomorfismo Y (U)— ¥ (U) di
spazi vettoriali reali.

In [6] & dimostrato il seguente

TEOREMA 3.1. Sia Y — B una deformazione differenziabile, triviale al-
Vinfinito, di unae varietq di Stein X, con dim¢ X > 1. Sia data una forma
feo” o+ (Y, T), con supp f€ywedf=20. Se tutte le varieta X, sono di

Stein, esiste allora wuna sola forma wu tale che 8 uw==f, supp uv€y e st ha
ueCr9(Y, T)
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LEMMA 3.1. Sia Y- B una deformazione differenziabile triviale all’in-

finito della varieta di Stein X. HEsiste una restrizione Y* > B* @i ¥ > B
ed una funzione differenziabile ¢ : ¥ — R in modo da aversi

(i) MteB* X, é di Stein

() Ma € Xy, Mt, Ve€B* ¢ [ R(xy,t)] =@ [R(x,,t")]

(ili) pe= @ | X; & strettamente plurisubarmonica, N t€ B*, e si ha

(iv) ee Xy, p (@) <<clce X, NceER, NteB*

Dimostrazione.

Osserviamo intanto che (iii) e (iv) implicano ovviamente (i). Inoltre se
(ii) & verificata e (iv) lo & per t =0, allora (iv) & verificata per ogni ¢.
Difatti, posto per ogni {€ B,

CRC_—_pX() o (%—1 | Xt): Xg —> XO’
R, & un diffeomorfismo e

%tl (Xt— Cg) : Xt_ Ot"—> XO - 00
& biolomorfa.

Da (ii) segue
freX,p@) <c)=NR'{reX,,p @ <c.
pertanto
e X,, @) <clecc Xg=—>{xe X, @) <c)ccX,.

I sufficiente dunque costruire la restrizione
T
Y* — B*

e la funzione ¢ in modo da verificare (ii), (iii) e (iv) per ¢t = 0.
Sia ¢, una funzione strettamente plurisubarmonica su X, soddisfacente

{reX,, ¢ (x)<c)c= Xy, MceeR.
Posto ¢ = @, 0 px, o ‘¥, la funzione ¢: ¥ — R cosi costruita soddi-

sfa trivialmenne (ii), e (iv) per ¢ = 0 (e dunque per ogni t€ B). Resta da
trovare una restrizione Y* ~» B* in modo da soddisfare (iii), Poniamo

0= R(C, < B).

Sia 1(x) la funzione: « pilt piccolo autovalore della forma di Levi in
z di g z»; 1:Y — R & continua. Si ha

inf1 > 0,

%
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esiste allora un intorno V di €, in Y tale che sia

inflz—l—infl>0.
14 2 Co
Per la compattezza di C, non é restrittivo supporre che sia V=CR(B* < V)
ove B* & un intorno di O in B e V, un intorno ¢, in X,. Proviamo
che 4 |n—1 B* & positiva.
Sia x€n—1 B* Se € C allora x€ V e

A(@) >~ infi> 0;
g o

se z ¢ C, allora posto t =nx, & RexeX,—C,.
Dato che ‘¥, & biolomorfa in (un intorno di) «, si ha 1 (x) = 4 (‘R.x) > 0.
Il lemma & dunque dimostrato.

Osservazione. Dal lemma precedente e dal teorema 0.1 segue che, per
ogni t,t’ € B* si ha X, o> X, .

PROPOSIZIONE 3.1. Sia ¥ — B una deformazione differenziabile, triviale.
allinfinito della varieta di Stein X con dim¢ X > 1. Sia data una forma

FEC"1(Y,T) con 8 f=0 esuppfey. Allora esistono una restrizione Y5 B
di Y B ed un (solo) campo verticale 'l/,L\E Co0 ('17, T), tale da aversi

i) ou=f

(ii) supp u € y.

Dimostrazione. Si considerino la funzione ¢ e la restrizione Y* 5 Bt
ottenute nel lemma 3.1. Si pud supporre B*cc B. Y*N(CUsuppf) e al-
lora compatto in Y.

Sia

k = max {p (), € Y* N (C U supp f)}

W={zeY*p@w<k+1)

Si ha Weyw e Wy= WNX, & un aperto di Stein in X,, relativamente
compatto.
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Per il teorema di dualitd di Serre si ha
Hy (W, Q) ~ H"™ (W, Q7),

dunque H; (W, Q) =0.

Pertanto, poxché supp fic W,, deve es1stere, per il teorema di Dol-
beault un campo ut € 0%%X,, T, tale che supp v, W, e at U; == f, Sia al-
lora % il campo verticale su Y* individuato dalla condizione u | Xe = ue .

Si ha supp/; c W, dunque supp % €y - u coincide pertanto con la forma u
fornita dal teorema 3.1.

4. Dimostrazione dei teoremi I e II.

Dimostreremo insieme il teorema 1 ed il seguente

LemMA 4 1. Supponiamo che Y Z, B abbia supporto nel compatto Cy C X,,.
E possibile trovare una restrizione Y’ > B’ di Y5> B, un aperto Ay di X,
con Ay cc X, ed una trivializzazione v:X, < B’ — Y’ di Y’ — B’ tali
da aversi

7| [(Xy — 4y) X Bl = R|[(X, — 4,) < B’].

Dimostrazione. Ci si pud limitare alla restrizione Y* 5B*aiY S B di
cui al lemma 3.1.

a) Si considerino gli insiemi

Jo={j¢el, an Co=),Jy=1{jel, anoni:@7 an()o:@;'

Si pudo supporre {Ui}i.r localmente finito e U;cc Y* N i€1; allora J,

& un insieme finito. Inoltre si ha J,NJ, = e J=J,UJ, = (je]

U;N X, &% (J}. L’insieme ,ﬂJ aU; & un intorno aperto di 0 in B*; sia allora
JeJo

B, cc B* un altro intorno aperto di 0 in B* contenuto in.ﬂJnU eY, = B,
J °
la corrispondente restrizione.
Definiamo ora un ricoprimento di Y, mediante la famiglia d’aperti
U = |Uj)je s definita come segue

(=U0;NnY,, se jed,

Uj
= R{T;N X;) < By), se jEJ,.

13
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Si ha nT],- = B, , M/ j€J. Costruiamo ora un nuovo atlante {ﬁj, Yilier
per Y, = B,, a partire da /. Sia x€ 17, , boniamo

=g@; () se  jE€J,
vi (@) . )
= pit, © ¢j o Pry, © ‘R~ (x) se j EJi_

{T; , ws)jcs & visibilmente un atlante per Y, — B, e gode delle seguenti
proprieta

(4) Siajed, (i.e. U;N €, = (), allora due punti «,y di U; hanno le
stesse coordinate zj, ... 2} se, e soltanto se, si ha » = R (%, )y = R (xy,7y)
per un certo x,€ X, — C,.

(A4,) Si consideri il campo vettoriale

i g o~
D, = € U;
n ( ot )zi = cost CK ( ),

per ogni a = 1,...,m ed ogni ¢€J, Se ¢ e j sono in J, e U; n l'i:@,
allora D} = D) su T: N T .
b) Si ponga A’ = ,UJ ﬁ: , 81 ha A’>CNY,, A’ €y. Fissiamo un in-
Jedo
tero a, con 1 <<a=<_m. In virth di (4,) i campi D}, definiscono un campo
D, €K (Y, — A%), con 7 Dy =

Fr Sia ora {9} il gruppo locale su B, delle

traslazioni parallele all’asse t, ,
R TR 0 Rl (SR L B L R I L e e S 0 )
cioé
{v3} = {exp 1 Y
A ote

Le applicazioni (x,?) ~—> (x, 75 t) determinano trivialmente un gruppo locale
su X, > B,, quest’ultimo a sua volta individua, tramite ‘®, un gruppo
locale Kj su Y, .

Sia y=R(»,t)€Y,, con x€ X, e t=ayeB,. Si ha

Riy= R (2,15 t).

(R3] gode delle seguenti proprieta :
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(By) {Ri|(¥Y; — O)} & un gruppo locale di automorfismi di Y, — B,.

(By) 11 campo di velocita di (K%}, ristretto a ¥, — 47, & D,

(B3) L’espressione esplicita di Ri, nella carta (ﬁj s WihJEJ,, &
RE: (2] 5y 2f 3ty ey ™) ~—

(2] ey 20500,y 9T 08 R g g,

(B,) Ogni aperto U di Y,, tale che nU e B, , & una sorgente di {®}].
(Bs) {R:) ® proiettabile e la sua proiezione & {73}, ciod @ o R} =150 7.
(Bg) Sia t=(t!,...,t™eB,,r€ X;. Se esiste

1 m
C?Qtl o ..0 C)i’tm x,

8i ha
R oo Rz = R (x, t).

51

¢) Sia {gj]jes una partizione differenziabile dell’unita su Y,, con

supp Qja U;. Si consideri, su ciascun 'ff, il campo vettoriale reale
Al=Dl—~ 2 D;.
k
Su U; N T; si ha . ‘ . .
D;—"D;:A;—Aciy
D] — A} definisce un campo globale su Y, - Al @ verticale, pertanto

:%(DJ—A£>=W;
inoltre
D — D e V(TN T)),

ne segue (lemma 2.2) che
3 (4L — M) =5 (D — pi =o.
Dunque F) ;1\; = 5/,1'2 su U; N '17,- .0 ;1\11 definisce allora una (0, 1) — forma

globale f,€C*'(Y,,T), con 8fa = 0. Del resto, in virta di (4,), si ha
A;(x)y=10 se w€ A’, dunque supp fo. C A’; in particolare supp f, € w. Per
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la proposizione 3.1 esistono dunque una restrizione ye s Bedi Y, l)Bi ed
un campo verticale ;;; € 0%0(Ye,T) tali che 5;; =fq€ supp?;a € v. Dal fatto
che supp v,€w segue che ogni aperto U c Y° tale che nlU cc B* & una
sorgente per {exp Av,}.

Poniamo A§ = px, o R~ (A’ Usupp f,) e 4 =R (47 < B"): Si ha
A€y, CN Y*c A%, supp v, A°. Si consideri infine il campo reale
0. = D, — AL + vy, €880 & globale perché tale & D — A. e gode delle
seguenti proprieta :

2
(/' e — —
(Cy) 70 7

(Cy) 0o € A (Y)

(0 0| (Y — A% = Dy | (¥Y* — A9).

La (C,) segue dal fatto che 7D, = 6% e che 4 e v, sono verticali.

Iuoltre D, é di Killing, pertanto (C,) & vera se — 4L —+ v, € CV(U.), cioe
8 (— A -|— vy) = 0 (lemma 2.2) cid che segue da g Aa =f,=20 'v,,

Osserviamo infine che, se #€ Y* — A°c ¥, — A’ e U,- 3 x, allora

i € Jy, pertanto Al (@) = 0, daltro canto supp v, C A%, dunque 6a () =
= D}, () = D, (@) (vedi (4y).
Cio prova (0,).

m m m
d) Si ponga infine B, =M. B*, ¥, =N, ¥°, 4,=Ua Ay,

Y, = B, & una restrizione di Y, RN B, ; sia
m
A=RA,<B)=7Y, N (Llja A“), (I} = exp 46, .

Si fissi arbitrariamente un intero a, con 1< a << m. In virta di (Cj),
(By) e dell’unicitad del gruppo locale si ha I'y|(Y, — A) = R; (¥, — A). Si
consideri ora un aperto relativamente compatto A” in ¥, con A" D A ed
un intorno relativamente compatto B, di 0 in B,. Sia ¥; = =~ B;.

Y; N A" & una sorgente di (I'7} poichd ¥; N A" ce ¥,. ¥3— A & una
sorgente di (It} poiche I |(¥, — A) = R3[| (Y, — A), n(¥3 — A) cc B, e
per (B,).

Dunque Y; = (Y3 N A”) U (Y; — A) & una sorgente per {I7}.
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Per ogni a, 1 << a << m, il gruppo locale (I} J gode pertanto delle pro-
prieta seguenti )
(D) {I'}}) ® un gruppo locale di automorfismi di ¥, — B,,
(D,) La proiezione di {I';} su B, & il gruppo locale {r3} delle trasla-
zioni parallele all’asse ¢*,
(Dg) Y, & una sorgente di {I';},
(D,) Sia €Y,, 1€R, t =(t!,..., ™) = ax;
Se (!, ..., o ++ A, ta+1 ... ¢ € B, allora esiste I} x.

Si fissi infine un numero 6 > 0 tale che B’ = (t€ B, |t*| <} C B, e si
consideri la restrizione Y’— B’ di Y — B. In virta di (D) e (D,), per
ogni t€ B’ ed ogni x,€ X,, esiste
IT'io.w. o Ippaye Y.

t

Definiamo allora l’applicazione bigettiva 7: X; X B’ — Y’ mediante la
legge (v, t)= I'i o ... o I'yn. Grazie a (D,), v & una trivializzazione di Y’—B’
cio che dimostra il teorema I. Si osservi ora che, se x€ Y, — A, allora
It # = W} x, dunque I} € Y, — A. Pertanto (w,,?)€(X, — 4,) < B’ =—=>
=>1(x,,t)€ Y’ — A. Da (B;) segue allora che si ha

7|[(Xy — 4) X B'l =R |[X, — 4,) X B]
ci0 che dimostra il lemma 4.1.
Dimostrazione del teorema II. Per ipotesi esistono

(i) un compatto C,cC X,
(ii) un isomorfismo di fibrati differenziabili

R: Xy x B—Y,
tale che R |[(X,— Cp) < {t}]: (X, — C,) — X, sia biolomorfa sulla sua
immagine,
(iii) un aperto di Stein V,c X,, contenente C,.

Osserviamo che W = R (V, < B)—> B & una deformazione differenzia-
bile, triviale all’infinito, della varietd di Stein V,. Per il teorema I ed il

lemma 4.1 esiste una restrizione triviale W’ —> B’ di W —» B ed una sua
trivializzazione z: V, > B’ — W’ tali che sia

T ‘ [(VO - Co) > B’] =R l [(Vo _ Co) > B’]-
Si consideri la restrizione ¥’ > B’ di Y- B. Sia x,€X, e te B/, poniamo

=1t (%,,t), 8e x,€V,
7™ (w0, )
= R (xy,1t), se x€X,— C,.
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Per quanto sopra osservato *: X, x B’— Y’ & una trivializzazione di
¥’ -5 B’. 1l teorema II & cosi dimostrato.

Osservazione. Al teorema II si puo dare una presentazione apparente-
mente piu generale sostituendo ad X wuno spazio analitico complesso, sup-

ponendo che la deformazione Y - B abbia supporto contenuto in un com-
patto C, e che C, sia a sua volta contenuto in un aperto di Stein di X,
privo di singolarita. La dimostrazione precedente rimane formalmente identica.

5. Controesempio.

Vogliamo costruire una deformazione differenziabile, triviale all’infinito,
di una varietd di Stein di dimensione 1, che non & localmente triviale.

Cid prova la necessita dell’ipotesi dim¢ X >>1 nel teorema I e quindi
anche nel teorema II (poiché teorema II —> teorema I).

Siano «, f, @, 0,d numeri positivi legati dalle relazioni « < f, a > 1,
Bl 4+ a)<<d<<djsia I'={teR,|t]| <1}

Per ogni coppia di numeri reali s, s’, con 0 <Is=Cs’, indichiamo con
I' (s,s”) la corona circolare {z€(,s < |z|< s’}
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Si ponga
n=alt4a, Y=(&0elx<rn<|z|<d).

Y & un fibrato differenziabile su I la cui proiezione sara indicata con
n; la fibra X,=a—1¢ & I'(r,, d). B evidente che Y costituisce una defor-
mazione differenziabile (in realtd analitica reale) della varietd analitica

complessa X, = I"(r,, d). La deformazione Y-5>B non pud essere local-
mente triviale (neppure in quanto deformazione continua) difatti

XX Xp<—=>T(r,d) 2T (ry, d)<=>ry=r<—>t=1t".
Proviamo ora che Y —» B & triviale all’infinito. Si ponga
R,= B (t + a), Co=1{(z,t)eC < {t}, Re<|2| <9}

Le relazioni imposte ad o, 8, a,0,d ci assicurano che r, < R,< 4,
N tEL

Osserviamo intanto che /¢, t’€l, si ha X,— C, > Xy — (-; difatti

l'1---

B e s o = e s i e e

oA m e ————————

>

Fig. 2

X, — C,=TI(,d)NT (v, Ry
e si ha

I'(éyd)nr("',Rt):@;

del resto %‘t = % = 1% , dunque I" (r;, R) = I' (ry, Ry),
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Costruiamo ora Vapplicazione %® di cui al n. 1
Si consideri un’applicazione differenziabile, crescente, sorgettiva
Ji:[r—1, d]—[r,, d] soddisfacente le condizioni (Cfr. figura 2)
@) fi|[r—1, R_;] & lineare ed ha per immagine [r,, R,];
B) fu |18, d) = idps,q .
Si ponga allora, per ogni ¢ €I,

A =5 ¢+ fi 0 — 4 +2

g, =rf,° It [rgy Al — [re, d).

La famiglia di applicazioni {g¢} gode delle seguenti proprieta
7) 9¢|[ry, R,) & lineare ed ha per immagine [r;, Ry,
0) g:|[0, d] = idys q,
) g¢: [y, @) [y, d] & un diffeomorfismo crescente,
{) L’applicazione [ry, d] <X I — ((o,t) € RT < I, r,<< p < d} definita
da (g, t) ~—>(g:(0), ) & un isomorfismo di fibrati differenziabili di base I.
Siano g, 6 coordinate polari su C; la legge

(06, t) ~—> (9:(0), 0, t)

definisce un isomorfismo ¥ : X, < I— Y di fibrati differenziabili (di base I).
Resta da provare che R |[(X, — Cy) < {t}]: X, — C;, — X; — C, & bilo-
morfa per ogni ¢ € I,
Si ha

XO_ 00=F((S,d)UF('Vo, Ro)a Xt—Ct=F(6ad)UF(’rh Rt);

le unioni essendo disgiunte; I' (6,d) & applicata su se stessa mediante
Yidentita e l’applicazione

r ('ro; Ro) — I (r, Ry)
8i scrive
(0y 8) ~—> (q: 0, 9)
ove 8’¢ posto

t+a_ "'z__Rt
a 7, R’

qt =

essa ¢ dunque conforme.
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APPENDICE

Dimostrazione del teorema 0.1.

Osservazione. B sufficiente dimostrare il teorema nel caso che le X;
siano di Stein.

Difatti, se il teorema & vero in tale caso, esiste un’applicazione biolomorfa
P’ : Q, — O, tale che

o
DN —K)=D|(2, —K));
allora D’applicazione & : X; — X, definita da
= @d’' (x), se x€Q,

P (@) 2
=P@x), se xeX — K,

soddisfa le condizioni richieste.

Prima dimostrazione. Si immerga X, in (¥ mediante una N-pla di fun-

zioni {f;}. Le funzioni ¢;=fio &: X, — 0, — C sono olomorfe e la loro
matrice jacobiana & di rango massimo.

Per il teorema di Hartogs ciascuna di esse 8i prolunga in una funzione
o o
olomorfa g;: X; — C, con 9 | (X, — K,)=¢: | (X, — K,). La matrice jacobiana

delle g, pud essere di rango non massimo in uno spazio analitico di codimen-
sione 1. Del resto tale spazio analitico si troverebbe contenuto nel compatto

ﬁi (al di fuori del quale & 'g;i:-— gi;) esso & dunque vuoto. Ne segue che il
rango delle ?}} ¢ ovunque massimo. Resta da provare che il sottoinsieme

Z={zelV, 2l =g;(w), € X,)

di (¥ & immagine Z* di X, in C¥. Siano hj(s!,...,2") =0 le equazioni di
Z* in C¥; le funzioni

@ ~—> hi [y (@), e s g1 (@),

olomorfe su X,, sono nulle al difuori di /1\(, e pertanto identicamente nulle
Ne segue che Z = Z*,
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Seconda dimostrazione. Si pud assumere ;= X;.

Sia O, il fascio di germi di funzioni olomorfe su X;. H®(X;, ) e
HO° (X;—E.—, 0O;) sono dotati di una struttura naturale di algebre di Fréchet
mediante la topologia della convergenza uniforme sui compatti ; ’applicazione

o]

di restrizione r;: H°(X;, O;) — H® (X; — I?i, 0;) & manifestamente continua
e per il teorema di Hartogs & bigettiva, essa & dunque un isomorfismo.

Poiché le X; sono di Stein, ogni ideale massimale chiuso di H°(X;, O;)
& costituito dalla totalitd delle funzioni olomorfe X;— C che si annullano
in un dato punto; indicato pertanto con Spec [H®(X;, O;)] linsieme di tali
ideali, si ha un’applicazione bigettiva

Lt X; —> Spec [HO (X, O)].

Fnd
-

Un’applicazione Z.: X, — X, & biolomorfa se, e solo se, induce un isomorfismo
E*:H°(X,, O,) > H°(X,, O,) di algebre di Fréchet. Se cid @& verificato,
indicata con Z, la corrispondente applicazione di Spec [H°(X,,(,)] su
Spec [H® (X,, O,)], il diagramma

A A
1 2

spec [H°(X,,0,)] —=%* . spec [H*(X,,@,)]
Fig. 3

¢ commutativo.

Nel nostro caso si puo allora dapprima costruire il diagramma commu-
tativo di isomorfismi di algebre di Fréchet

HO (X, SR,0) . HO(X, - R.,Q,)

177 21

1 T2

HO(X,,Q,)
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ove ®* & definito per commutativita, e, in seguito, il diagramma di corrispon-
denze biunivoche

?

A, X

spec [H°(x,.€,)] ~P% spec [w(x,.q,)]

Fig. 5

ove la 6* ¢ indotta dalla @* in modo ovvio e la @ & costruita per commu-
tativitd. Ora la @ & biolomorfa e soddisfa evidentemente le condizioni richieste.

Ist. Mat. Univ. Pisa
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