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FORTSETZUNG LOKAL-FREIER GARBEN

UBER 1-DIMENSIONALE SINGULARITÄTENMENGEN

GÜNTHER TRAUTMANN

In der Arbeit [6] wurde ein Fortsetzungssatz für kohärente analytische
Garben bezüglich nulldimensionaler Singularitäten bewiesen. Ist X ein kom-

plexer Raum, xo E X ein Punkt und y eine auf X - x. kohärente analyti-
sche Garbe mit codhx (7) ~ 3 in der Nähe von xo , so besitzt 97 eine kohä-
rente Fortsetzung über ganz X.

Während dieser Satz noch relativ einfach mit Methoden und Ergeb-
nissen von ANDRMOTTi-GRAUERT [1] bewiesen werden konnte, erwiesen sich
die höherdimensionalen Analoga als viel hartnäckiger.

In dieser Arbeit wird nun ein erster Versuch gemacht, mit der Behan-
dlung des 1.dimensionalen Falles einen Lösungsweg für den allgemeinen
aufzuzeigen. Es wird folgender Satz bewiesen. Sei G ein Gebiet des C4 und
A c G eine analytische Teilmenge der Dimension 1. Dann besitzt jede über
G - A lokal freie kohärente analytische Garbe eine kohärente Fortsetzung
über ganz G. Zum Beweis greifen wir auf einige Ideen von GRAUERT [2]
zurück, obwohl hier keine eigentlichen Abbildungen vorliegen. Ist A ein

Ebenenstück der Dimension 1, und n : G --~ A die natiirliche Projektion, so
beweisen wir gleichzeitig, dass n, (7)y die erste Leraysche Bildgarbe von
kohärent ist.

ZUSATZ BEI DER KORREKTUR :

Inzwischen hat YUM-ToNG SIU ebanfalls mit Hilfe von Methoden von

GRAUERT, [2], den folgenden allgemeinen Satz bewiesen: Ist X ein kom-

plexer Raum, A c X analytisch und J eine kohärente analytische Garbe

über X - A mit cod h (A) + 3, so besitz 97 eine kohärente

Fortsetzung über X. Kurze Zeit später konnten FRISag und GUENOT mit

Hilfe von Methoden von DOUADY einen neuen Beweis für diesen Satz

angeben.

PerV6nuto alla Redazione il 22 Maggio 1968.
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1. Bezeichnungen

Sei G ein Gebiet des , mit den Koordinaten Z1 , ... , z4 . In den Ab-
schnitten 1 bis 7 sei A stets die Menge A = (z E G, Zi = z2 = Z3 = 01 und

Ferner sei E = {z E G, z4 = 0). 7 sei stets eine lokal-freie kohärente

analytische Garbe über G - A, d.h. ( ~ ) ~~&#x3E; 4. t = z4 sei die komplexe
Variable auf A. Wir definieren ’jE = Da 7 ohne Torsion ist, gilt
codh (CJE) &#x3E; 3 über .E - d.h. ist wieder lokal-frei bezüglich der Garbe
OE = ·

Nach [6] besitzt JE eine maximale kohärente Fortsetzung 97E von E - (0)
nach ganz E, so dass codho ( ~~) &#x3E; 2. Dann existiert (notfalls unter Ver-

kleinerung von G) über E eine exakte Sequenz

wo

Sei cKE = 03B2 (0’E’ ). C)(E ist lokal-frei über .E und rg = n. Der Homomor-

phismus 03B2 wird durch eine Matrix = 1, ... , == 1, ... , m von holo-
morphen Funktionen = Z2 ’ z3) über E dargestellt. Es gilt bekann-
tlich : (x)) = n genau dann, wenn fh, x frei ist, d.h. genau dann,
wenn x =t= 0. Zu jedem x =F 0 gibt es dann ein Ox &#x3E; 0 und eine Umgebung
W = V (x), so dass über W für eine der Unterdeterminanten d von (03B2".)
vom Rang it gilt: ä ~ 

Sei nun

und R* ein weiteres Ringebiet mit Dann gibt es eine en-

dliche Überdeckung von R*, wobei jedes Wx holomorph-
vollständing und eine Menge der eben beschriebenen Art ist. Eine solche

Überdeckung ’W1 von R heisse Messatlas.
Sei o &#x3E; 0. Wir schreiben Ke = Ke (0) --. ~ t E o ~. Es gibt ein

eo &#x3E; 0, so dass Äi = R* x go cc G. Für eine Menge schreiben
- ° -

wir stets = .liT X Ke, und ist ’W1 ein Messatlas, kurz ’W1 = Keo .
.. 

Über jedem Wx gibt es dann einen Isomorphismus ax : 0y 2013 wo s 

2. Zulässige Überdeckungen.
Wir bezeichnen mit aa R den inneren 

3

WO I Z |2 1 zy |2. In jedem zo E a" R gibt es eine Taylorentwicklung von
1

! ~ ~ der Form
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Durch eine unitäre Transformation der Art

führen wir in za neue Koordinaten ein. Zu f2’ fa &#x3E; 0 gibt es ein f1 &#x3E; 0,
so dass

denn’ die Ebene wi = 0 beriihrt Ca R genau in zo . Sei U = U (zo) =
_ iw E C’3 ) I wy I  gw , v = 1, 2, 3), wo Bi (e’2 Mit diesen Bezeichnungen
gilt das folgende Lemma.

(2.1) Jede auf R ho loinor p he und dort quadrat-integrierbare Funktion f
ist fortsetzba&#x3E;. zu einer auf U holonlorrphen und dort 

baren Funktion f. Darüber hinaus gibt es eine Konstante c &#x3E; 0, so dass

stets

2vo A dass Lebesguesmass des I3 bezeichne.

Beu,eis: Die Fortsetzung f existiert nach dem Kontinuitätssatz von

Hartogs. Die Integralabschätzung ergibt sich aus dem Satz von Fubini fiir
mehrfache Integrale, dem Maximumprinzip für holomorphe Funktionen und
aus der Tatsache, dass zwei reelle Zahlen 0  r,  r2 existieren, so dass

für jedes w° mit ] u,03B2 ) die Menge «u, w2, w3), ri  -+- ~ w2 ~2  r2) cc
r-c U (1 (wi - w1~ liegt. 

~ ~ ~ ~ 

DEFINITION : Seien R und wie in Abschnitt 1. Eine offene Über-
deckung Bl1 von R heisst zulässig, wenn gilt:
1. Bl1 ist endlich, 2. Bl1 ist Steinsch, 3. jedes mit ist

ein Polyzylinder der eben beschriebenen Art, 4. Bl1 ist echt feiner als 

d.h. zu jedem gibt es ein Wx mit U cc Wx , 5. für jedes U E ’UU1
folgt aus U n n ab R = 0 und umgekehrt.
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3. Die ’m - o - Norm.

a) Sei OO wie in Abschnitt 1 gewählt und o  eo. Bl1 sei eine zuläs-

sige Überdeckung von R, und I bzw. K = {I, k) die Indexmemgen von
- -

BL1 bzw. ’WB. Wir wollen in Cq n R" 97) eine Norm einführen. Zu die-

sem Zweck betrachten wir Abbildungen x : K, die jedem (co , ... , 9 1q)
..., cq) mit IT co ... Wx zuordnen. Wir schreiben im folgen-

den auch a für ein (to, tq) E I q+1, falls dim ..., lq) = q ist. Ist = E
- -

E cq n RP , F), so gibt es zu jeder Funktion x ein System 
- 

s
E H0 ( II, , so dass = ax (Q) x a». Jedes f = fa, u (",) können wir in

eine Potenzreihe

entwickeln, in der die Koeffizienten holomorph in z 1 z2 , 9 Z, sind. Bezeichnet
~1 wieder das Lebesguemass des C3, so setzen wir

wo -E- 11812 für ein Tupel f = ( f1 , ... , f$) gesetzt ist, und

das sup über alle möglichen Funktionen x zu erstrecken ist. Es ist möglich,
x 

.- -

dass (||||Ue = oo ist. Sei 0&#x26; = ~’5 :1) der Raum der Coketten mit
endlicher Norm.

Bevor wir Eigenschaften der U1. e - Norm untersuchen, beweisen

wir einen Hilfssatz über die Isomorphismen a-1 o Ist U E Bl1 und
;0...

f E 8° ( .Ü1-. "CD") so definieren wir wenn

ist. Nun gilt

(3.1) Es gibt eine Konstante C &#x3E; 0, so dass für jedes Paar x2) und jedes
UEU1, Uc WXl n gilt

""""-

für ( , Üä).
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Beweis : Sei Tll ein Messatlas, der auch noch eine Umgebung
von R überdeckt so dass TU noch echt feiner als M’ ist. Sei 
Der Isomorphismus a = a-1 112 o ax$ wird durch eine Matrix a ) ) beschrieben,x, x2 &#x3E;W

derart, dass

Es gibt dann für die Funktionen Taylorreihen der Form

Wegen der kompakten Konvergenz von Taylorreihen dürfen wir annehmen,
dass sup I ay~ (x) ~ ~ C ; und da nur endlich viele Paare (x1 ~ x2) auftreten,x E wul "2
ist C unabhängig von (;l 2 x 2) wählbar. Sei nun und

sei 0 ~-- (91 9... 9 98) ocxj 1 o ax ~~fs&#x3E; ... &#x3E;fs) für f --- ( f 1 ~ ... ~ f 8) Eg° ( lJ e ~ C~~) 8 mit
~~ f M. Wir schreiben und erhalten mit

Nun schätzen wir der Reihe nach ab :

wobei wegen der Wahl von C diese Abschätzung unabhängig von (xi x2)
ist. Es folgt

denn Weiter folgt daraus
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Integration über U ergibt

und da diese Abschätzung von k unabhängig ist, folgt

womit der Hilfssatz (3.1) bewiesen ist.

Nun stellen wir einige Eigenschaften der zusammen

- -

(3.2) Der Raunt der q-Coketten ’Init endlicher ist

ein 

Beweis: Zunächst sieht man sofort, dass 11 ~~~, ~ alle Eigenschaften
einer Norm besitzt, und dass C7 ein normierter Vektorraum über G ist
Um die Vollständigkeit zu beweisen, konstruiere man sich zu einer Cau-

ehyfolge e’ in C zu jeder Funktion x ein System = (a von Tupeln
holomorpher Funktionen. Aufgrund der Stetigkeit der Isomorphismen 
vgl. (3.1), kann man dann eindeutig definieren und zeigen,
dass in der 8" - 8 = konvergiert.

Die folgende Aussage ergibt sich direkt aus der Definition

.................... t ,

(3.3) (1) Sei  E Cq (Zt, n und -; endlich. Dann ist auch e endlich( ) ( ) p 
0

und es gilt

(2) Ist ~ c cq, eme n Re , und z  g, so gilt jede natürliche Zahl n

die Abschätzung

Wir beweisen weiter den wichtigen Satz

_ 
k

(3.4) Sei R ein weitei-es Ringgebiet, so dass R* C U 1 W. und 
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-Dann gibt es zu jedes Klasse c E H1 einen endlichen Cozyklus
1 
’" ’" ""’"

Z., n - y) der c Re E Zö ’Ue n Re 9 (j) der c 1 B, repräsentiert.

Be1ceis: Es gibt eine zulässige Überdeckung B!t* von R* mit derselben

Indexmenge I wie Zt und Ut cc U* für jedes t E I. Nach [1] ist wegen
""’" ""’" ’" ’"

codh (7)  4 H1 (Ue fl Re , 7) = 0 für U E U. Also ist ’Ule n Re zulässig für
- - -

die erste Uohomologie, d. h. 81 97) 2 g1 (Re, 7); Entsprechendes
.l-, .-1

gilt für ’ijB*’ und R*. Wir wählen einen Repräsentanten 8* = (*ä) E Z1 (m;if n 
7) von c. Für jede Funktion x : 12 2013~ ~ gilt 8t = ax Entwickeln

wir die Funktionen in Taylorreihen bez. ~o’ mit o* &#x3E; ~o’ &#x3E; p so gibt
es eine Schranke M, so dass sup (x) für alle n und alle (en-

xE ua n R 
"’ "° 

dlich vielen) Indizes (a, x (a» , y wenn ist, denn die

Reihen konvergieren gleichmässig in 

Wir setzen ;a = *: 1 und e = (a). Dann repräsentiert die
1.1 ’’p 9

Klasse c | RP und e ist endlich : Für jede Funktion x gilt Ea = 

mit tu, = I R~ und

mit Dann gibt es eine Konstante C, unabhängig von

x so das

d. h. 11 ~ ~ CM ist endlich.

Es gibt noch der Satz

(3.5) Der Corandoperator öq : ist stetig.
Zum Beweis beachte man, dass beziiglich q + 1 mehr Funktionen x

auftreten. Man hat daher Abschätzungen wie in (3.1) zu benutzen. Auf-

grund der Endlichkeit der Überdeckung ’~ ergibt sich eine geometrische

ganstante C, so dass für 
Man beachte, dass die Stetigkeit bei unendlicher Überdeckung ’U1 im allge-
meinen nicht mehr gewährleistet ist.

11
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b) Wir befassen uns nun mit der Äquivalenz verschiedener BLI-Nor-

men für die Garbe = J/ Die Isomorphismen Öa über ’W.,
induzieren Isomorphismen ax : C5~ ~ 97E über W’., . Wir definieren nun für

co-ketten e E ei (U n R, 97E) eine wie folgt. Ist ~ = (8~) und

~0 = ax (lQ, x) so sei

wo das sup wieder über alle Funktionen x: Iq+1 - K genommen wird.

Wie in a) ist e, (U n R, 97E), der Raum der Coketten mit endlicher

Norm, ein Banachraum. Die kanonische Abbildung e --&#x3E; e von

ist stetig, denn es gilt 11 e 11 e 
Sei nun ein anderes System 8 , x =1 ... , lr, von Epimorphismen
$

,8x : OE -+ JE über gegeben. Ist $ _ ($a) eine Cokette in Cq (U n R, 7E),
so gibt es stets Systeme (ga, u (0-)) mit 8a = x(a)l · Wir definieren

Die Normeigenschaften lassen sich wieder leicht verifizieren. Dass

11 ||U, 03B2 definit ist, folgt so : Ist ||)hn||==0 so gilt für jede Funktion"

inf I g", x(°) 12 dl = 0 für jeden Index.
0a, 

Nun induziert bekanntlich die L2 - Konvergenz in die

übliche F-Konvergenz. Ist C)(X = so ist aber in der F-Topologie
HO %J abgeschlossener Unterraum von HO fl R, 0), d. h. es ist
= 0. 

Es gilt nun

(3.6) Sei beliebiges System von Epimorphisrnen über Wx ,
x === 1~... ~ k. Dann sind die 11B11 und 11 ~~~, 03B2 zueinander äqui-
valent und es u’e1"den dieselben .Elemiente definiert.
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Be2aeis : Alle lVx sind holomorph-vollständig. Deshalb sind in dem fol-

genden Diagramm die ax und die ~x surjektiv.

a werde durch die us definiert, 03B2  durch ... ,  . Dann1 1 8 , fl. 1 " 8,

gibt es holomorphe Funktionen a’ E (W OJ mit =

",« &#x3E;l + 

1 , 
"A 1-

1,..., s. Wir definieren dann den Homomorphismus 1" durch die Zuordnung

Dann gilt ISt e E oq (’~ fl R, mit

und es folgt mit

Wir können eine Konstante C &#x3E; 0 finden, so dass über jedem
Ur; n R Z ] a°/ ]2 c C2 für alle x, denn ’W1 ist eine endliche Überdeckung.~ 

’V ,fl 
~’

Also haben wir

auch
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Entsprechend definieren wir den Homomorphismus öx mit o öx und
bekommen eine umgekehrte Abschätzung.

Nach Abschnitt 1 existiert über -B7 die exakte Garbensequenz 0 --
ß a ~

-- 0)1 0 % 2013 0. Sei %E = 03B2 (0) die Kerngarbe von . Sei U die-+ E -+ E -+ 97E 0. Sei cK" = ß (O) die Kerngarbe von 2. Sei M die
Überdeckung C a) (z E E, I z  b).

Fiir Cq (Ul fl ,~, können wir zwei Normen definieren. Einmal die

Norm 11 117rt.’ die für ein ~ folgendermassen gebildet wird :

Zum anderen die von dem Isomorphismus 03B2 induzierte Norm

Es gilt nun mit diesen Bezeichnungen

valent und es werden dieselben Räume endlicizer Elemente definiert.

Beweis : Es ist zunächst n --e-- ot. spi e E ei cm fl Q, mit

Der Homomorphismns 03B2 wird durch Schnitte
= 1, ... , n erzeugt. Es gilt

- -

mit holomorphen Funktionen denn t«" ist holomorph-
vollständing.

Also gilt g$, _ f Q, v 03B2y , 2 u =1, ... , in. Nun liegt jedes U03B2 in einem
’ 

Y 

’

Wx , da q &#x3E; 1 und ’U1 nur den Rand aa R = ( | [ z = a überdeckt. Nach
Wahl der Wx in Abschnitt 1 gibt es öx &#x3E; 0, so dass für eine Unterdeter-

minante dx von (03B2") vom Rang n gilt über Wx . Also kann

man das Gleichungssystem nach (/~, i,... fa, n) und mit

Hilfe der Cramerschen Regeln eine Abschätzung der Art
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beweisen, wobei C eine Konstante ist, die weder von a noch von e abhängt.
Also folgt I1 ~  0 Die umgekehrte Abschätzung ist trivial.
Damit ist (3.7) bewiesen.

4. Ein Lemma von Hörmander.

In diesem Abschnitt zitieren wir ein wichtiges Lemma von Hörmander
über die Lösungen des a-Operators und ziehen daraus eine für uns wichtige
Folgerung.

(4.1) (vgl. [4], Theorem 2.2.3., p. 107).
Sei Q eine beschriinkte pseudokonvexe offene Menge des (tn und d ihr
DiiY°cli»iesseY°. Sei ferner g eine Z2crisubharmo?iisehe Funktion in Q.
Danre gibt es zu jedem f E Lp, q (Q, q &#x3E; 0, mit 8j = 0 ein u E L;, q-l 
1nit au = f und

Bemerkungen :
1) il; 2, q (Q, g) ist der Raum der ( ~~ q)-Formen

deren Koeffizienten bezüglich des Masses d~ quadratisch integrierbar
sind.

2) Der 0 ist zugelassen und nur für diesen Fall benutzen
wir das Theorem.

3) öf fÜr f E L;, q (S~, g~) ist im distributionellen Sinne zu verstehen.

4) S~ ist pseudokonvex, genau dann, wenn Holomorphiegebiet ist.

(vgl. [4], p. 105, Def. 2.2.2).
Aus (4.1) folgt nun das Lemma (4.2), das wir im folgenden Abschnitt

benutzen werden :

(4.2) Sei Q ezne beschränkte pseudokonvexe Nlenge des ’U1 eine

Steinsche Überdeckung von Q und _p &#x3E; 0. Es gibt eine 0,
so dass zu jeder Cokette e E CP cm, 0) mit ae = 0 und
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eine Cokette 1] E CP-1 CUt, 0) existiert, so dass = ~ 111] 1-a 11’U1 ist.

Der Beweis kann dabei genauso wie in [3], p. 185, proof of proposition
7.6.1, geführt werden. Man ersetze nur ’z clarch S, cp und y durch 0 und
benutze den Satz (4.1) anstelle des Lemma 7.6.1 in [3].

5. Der Corandoperator.

Wir beweisen für die Garbe den wichtigen Satz 5.1 und benutzen

dabei die Bezeichnungen der früheren Abschnitte. Seien R und ’U1 wie in
den Abschnitten 1 bis 3.

(5.1) Es gibt eine Konstante so dass gilt : Z1t jedem 97 E)
mit E n R, 97E) 1nit ar~ = ~ !h 11’Ul C 117 

Beweis :

a) Nach Abschnitt 1 gibt es über E die exakte Sequenz

Wir setzen wieder 9(~=~(0~). BL1 ist eine zulässige Überdeckung von
R = R (a, b). Wir setzen Q = (z E E I z I  b) und ITo = {Z E  a). Dann
ist ’fit --- (’U1. U Q eine Steinsche Überdeckung von Q, auf die wir

(4.2) anwenden können.

b) Da y E Bi (U fl R, CJE) ist, gibt es E C° n R, mit y = ar~,
d. h. über gilt Seien wie oben die

Isomorphismen über Wx. Wir haben dann

Entsprechend gibt es für Funktionen r : I- K Tupel von Funktionen 
mit = ;~ (0" T). Sei nun U to herausgegriffen, so dass UlO fl BQ = 0. Wir
wollen zeigen, dass ’Yj,o oder endlich ist. Sei Es gibt
zwei Fälle : x E aaR oder x e Sei zunächst x E aaR. Dann gibt es eine
Umgebung F== F(~) ce U’l fur ein U,1 . Da Utl nach Abschnitt 1 ein aus-
gezeichneter Polyzylinder ist, kann auf ganz U’l fortsetzen, so dass
für ein z1 das Tupel gtll Tl mit - a..,1 « endlich über V » und damit
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auch endlich iiber V n d. h.

Mit weiteren gewissen x und 1’0 gilt nun aufgrund - über

Es ist nun vgl. (3.1) und nach. Voraussetzung

Also ist auch

Ist aaR, so schliesst man ganauso. Da a n R) kompakt ist, haben
wir damit gezeigt, dass über quadratisch integrierbar ist.

Nach Satz (2.1) besitzt eine Fortsetzung gto, 1"0 auf ganz die

dort ebenfalls quadratisch integrierbar ist. Dasselbe gilt auch für jede
~~ _ ~~

andere Funktion T: :1--~ g vgl. Satz (3.1). ~~ = a~ (g~, z) ist dann « endlich »,
wenn 

N N N N

c) Wir definieren nun;; E 0° cm, wie folgt: ;; = 6,),

und

und es gilt 1 a fl R == so öii ) ’H y. Aber y ist wegen b)
endlich! 1 denn auf ist q ) I endlich.

d) Der Homomorphismus a wird durch Schnitte s1, ... , E H ° (E, CJE)
definiert. Da die fIt holomorph-vollständig sind, gibt es Tupel f~ = ( f~l , ... , 
über U, und
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über und Da y endlich ist, kann man
m

die g"", so wählen, dass

vgl. Satz (3.6).

(Zu jedem gibt es ein Wx mit cc Wu).
N 1V N

Wegen a = y gilt iiber nun

d. h. h = (Jtto tl) = - t, - gto J 6 C’ Es gilt alt ---- - ag und dem-
nach ist 11 ö? llü, i  00. Nach Satz (3.7) ist dann aber auch 11  oo,

Sind tl 9 ... 3 t. die erzeugenden Schnitte von ~~ , so gilt also

und

Da die t, keine Relationen haben, gilt b = ~~) E Z 2 (ä, = B2 (Ul, 
Nach (4.2) gibt es ein b’ c el (ift, C)n mit l~ b’  oo und b = d. h.

es gilt mit k’= 03B2(b") blh = all’ und  00. Also ist SUCh !!!!-S,’
Weiter ist a (h - ft) =0. Da Hl (Ü, = 0 folgt die Existenz einer Kette

mit über -Ü"l. Wir erhalten so

oder

Aber -+- k:o ~,) E B1 0~) und ist endlich. Also gibt es, wieder nach

(4.2) ein g’ E Co (ä, &#x3E; mit 11 g 1 Iliii  00, so dass ag’ = g + k’. Wir
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haben so

d. h. durch g" = fll - - g;1 ist eine Funktion E HO (~, definiert.

Wir berechnen nun

da k, E H ° 9lE), llnd weiter

Definieren wir nun ri - . g s , so erhalten wir in n’ == (77") eine Cokette
 ~ - A 

" 

~ ~ -
(-Q, mit C oo und aq-’ = y. Nun setzen = ill 

Dann ist ]] und = y.

e) In d) haben wir gezeigt, dass zu jedem endlichen Corand y E
E B1 (TU n R, 7E) eine endliche Cokette q E C° (’üX fl R, 7E) existiert, so dass

~~ = y. Also ist die Abbildung

surjektiv. Aber B~ ist ein Banachraum : Denn [6] folgt, dass BI cm n R, 
abgeschlossen in dem Frechetraum Cl cm (1 R, JE) ist. Da die Konvergenz
in der Norm 11 11111 die F-Konvergenz nach sich zieht, folgt, dass auch

Bö f1 R, 97E) vollständig ist. Nun ist b stetig. Also folgt aus dem Theo-
rem von Banach die Existenz der Konstante C in Satz (5.1), der damit
bewiesen ist.

6. Konvergenzveifahren.

Die Bezeichnungen seien weiterhin wie in den vorigen Abschnitten.
Wir betrachten nun die kurze exakte Sequenz 020137201372013)-920130 in

c n

der (P : s --+ t - s wegen der Torsionsfreiheit von 7 injektiv ist. Für jedes
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o ~ oo bekommen wir daraus die exakte Cohomologiesequenz

Die Gruppe ist nach [6] ein endlich-dimensionaler Vektorraum.

Sei das Bild von Jle. Ist o2 ~ oi , 1 so folgt Es

gibt dann ein , ~ oo , so dass 3" = 3-e 
Nach ( 7 ~ kann man die endlich vielen Cohomologieklassen Cm E

F) deren n.1-Bil(ler 3-e = 3-el erzeugen, auf eine grösseren Ring
R:1 fortsetzen. Deshalb können wir (notfalls unter nochmaliger Verkleine-

rung von (}1) nach Satz (3.4) voraussetzen, dass endliche 

:f) existieren, so dass für die erzeugten Klassen [~]==c~
gilt.

Sei 
. nun Ez"’ (-me n -BL-1 7) Mit oo,  . . Sei =

= ne (~). Dann gibt es komplexe Zahlen a0 a0 , so dass

Nach Satz (~,l) gibt es ein so dass

Sei wo die Isomorphismen von Abschnitt 3
sind und gtl -c(t) nicht von t abhängt. Die Endlichkeit von 17 besagt, dass

Fiir eine feste Funktion T~jT2013~(l~...~j definieren wir 

Aus Satz (3-1) folgt, dass = eine endliche 0-Cokette ist. Es gilt jo =

= 11 und aufgrund der Darstellung von e gibt es ein 81 E
- -

E CJ) so dass

Da e, ~" und endlich sind, ist es auch und nach Satz (3.3) auch
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~1. Es gilt Da F keine Torsion besitzt, folgt ae, = 0,
. -

d. h. 1 ist wieder ein Cozyklus. Damit haben wir gezeigt, dass durch die
Zuordnung

ein surjektiver Homomorphismus

definiert wird. Aus der Stetigkeit von a folgt, dass Z’ 0 ein Banachraum ist
und dass y stetig ist. Nach dem Theorem von Banach gibt es dann eine

Konstante C &#x3E; 0, so dass man zu e stets ein 1p- Urbild
(a0 , ... , 9 ao ; 1]0’ 1) so finden kann, dass I a C C’M fiir p = 1, ..., m,

Auf können wir dasselbe anwenden und erhalten induktiv Folgen
1]", " mit den Eigenschaften ! ! ( M,  v 11B11, Q::;: M, 11 

 0" M und + -)- 2013 , . . Durch Einsetzen erhalten wir für’V 

ft 
,u C v 1

eine Darstellung : 
F F + 

g "+1

für jedes vo. Nun wählen wir a &#x3E; 0 so klein, dass

folgt dann

Aus Satz (3.3)

und damit in der Norm Ebenso wir die Abschätzungen

und
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so dass diese Reihen in der Norm 11 ila konvergieren und zwar

gegen holomorphe über Ku bzw. eine 0-Cokette 

Wir erhalten also in z1 f 1 Ru , 7)

oder

Bemerkung : Benutzt man den Satz (5.1) in voller Schärfe, so kann man

zeigen, dass die Konstante C nicht von o abhängt.
Wir schliessen den Abschnitt 6 mit einer Bemerkung über die erzeu-

-

genden Klassen [,] ab. Sei bo und go so gewählt, dass Reo (0, bo) C G, vgl.
Abschnitt 1.  (a , b) sei dass Bild des Homomorphismus n, (a, b) :

-

H1 (Re (a, b), 7) (.R (a, b), 7B). oo so gewählt, dass nel (0, bo) []
alle Bilder 3-e (0, bo) =z 9" (0, bo) ei erzeugen. Dieselben [~,] und

dasselbe (!1 kann man dann auch für alle anderen Ringe R (a, b), 0 ~ a 
~ b ~ bo, nehmen: Dazu betrachte man das kommutative Diagramm

Nach [6] ist rE bijektiv und nach [7~ r surjektiv. Angenommen, die Klassen
:nel (0, bo) ~] erzeugen g-p (0, bo) = (0, bo) für 03B2  aber die Klassen

nel ~~~] noch nicht 3-el (a, b). Da r surjektiv ist, gäbe es ein

[~] 1 (R" (o, bo), 7) so dass nel (a, b) o r [e] von den nel (a, b) o r [~,1 linear

unabhängig wäre. Da rE bijektiv ist, folgte, dass bo) [e] von den 
linear unabhängig wäre, Widerspruch. Genauso zeigt man, dass 3-e (a, b) ===
=3-~(~~) 

Wir wollen ohne Beschränkung der Allgemeinheit stets Q1 = eo an-

nehmen und formulieren den Satz

(6.1) Es gibt ein oo &#x3E; 0 und bo ~ 0 l1lit und endlich viele

ei ... , C1n E Ei (0, b), ~) so dass gilt :
I’ür jedes = R (a, b) (0, bo), a ~ 0, und jede zulässige
Überdeckung U1 von R gibt es eine Konstante C = C (Zt, R) und endliche,
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Cozyklen
dass gilt :

mit so

ein endlicher Cozyklus und 03B2  -° , so gibt es

’ ’ 

c

holomorphe Funktionen a, (t) Ku 

Zusatz : Da die Restrictiorc stets

bijektiv ist, vgl. [6], gilt die parstellung von C~J auch über

7. Relationen und erzeugende Schnitte.

a) Sei Qo wie in (6.1) gewählt, bv &#x3E; 0 eine Folge reeller Zahlen mit

bv  0 und b1 bo. Wir setzen

Es gilt R++i &#x3E; .... Sei für

mit wo die erzeugenden Klassen sind.

Es ist dann evident, dass ... Mit bezeichnen wir die

von den Schnitten in über Ka erzeugte kohärente Untergarbe von 0~ .
Wieder gilt ...

Sei o’  a, so dass Ba. Dann gibt es nach bekannten Sätzen

einen Index ro = "0 (a’), so dass 
.

für

Für ein beliebiges b mit 0  b  byo bilden wir genauso bezüglicli
R (0, b) und Es gibt dann ein so dass und

ö C cK"" C cM"’. Über dann,po C b C ’ 1 er a’ lo1gt ann

(7.1) Mit den eben eingeführten Bezeichnungen gilt :
Züi a’  a  ~oa gibt es ein k = k (a’) ’und endlich viele si , ... , Sk E 
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so dass jedes gilt :

Beweis: Es ist ~~ = %/§1 ) Wir wählen ein 03B2’‘ mit 

und nach Theorem A endhlich viele Schnitte t~ , ... , ti E g° (~Q-,‘~~~ö~) die
über die Garbe 9~~ erzeugen? so dass über eine exakte Sequenz
der Art

besteht. Wegen Theorem B ist auch

surjektiv.
Zu jedem s E HO (~Q , ~bQ~) gibt es also holomorphe Funktionen g;. E

3 HO (Ka’ , mit 
-

Zu jedem x E Kali gibt es eine so dass

mit ~~~ denn N1~~~ erzeugt ja die Garbe 9l~:). Es
gibt eine endliche Überdeckung von mit solchen U. Sei num ~,1?’"

... , s;., k;. die Menge aller beteiligten Schnitte. Wir bilden die Garbe C OT
über H~, die von diesen erzeugt wird. Aus den Epimorphismus 0~2013~
2013~A2013~0 ergibt sich der Epimorphismus HO (I~Q,., ~~)-~H° (g~--, 
Aber t;.1 gehört zu H° nach Konstruktion von Also gilt

mit

1

Wir setzen num k == 2 kx und haben in
).=1

gewünschten Schnitte.

die
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b) Wir kommen nun zur Konstruktion erzeugender Schnitte für die

Garbe 9. Sei eo und bo wieder wie in (6.1). Sei 0  a  b c bo und U1 eine

zulässige Überbeckung von R = R (a, b). Zu o  eo gibt es dann ein 
c

nach (6.1), wo C = C (R, ’ij1). Sei a’  03B2. Wir wählen eine Folge b~ B,.4 0 mit
b1  b, und setzen b" = y (03B2’),

oo

Sei x E  (0, b), x = (x" x 29 x31 x,) 
Wir wählen eine komplexe Hyperebene L = 11 = Oj, die R (0, r) genau in x
berührt, und für die 1 von t nicht abhängt. Sei b  b’  bo? o  ~’  03B2o’
Aus der exakten Sequenz

erhalten wir das Diagramm

""’-

Für jedes s E HO (Ra’ (0, b’), wird wegen Satz (3.4) 0 (8) (a, b) von

einem endlichen Cazyklus aus Z1 (Ule (1 R,. (a, b), repräsentiert. Daher

gilt nach (6.1), Zusatz :

n

Es ist aber l · ö (s) = 0 aufgrund der exakten ersten Reihe. In R" (0, r)

existiert aber 1 . Also folgt ö (s) (0, r) = 0, d. h.
1

Nun ist aber r  b,~ . Nach (7.1) gibt es dann eine Darstellung

mit Sx E 1’1’~* ~ und hx E HO 0~). Wir haben 8x = (~i,..., gxm~ und
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Also folgt auch 1 fu c ) 1 R" (0, b.) = 0. Das aber heisst b (s) (0, ) = 0.

Betrachten wir nun noch einmal das das Diagramm D, so ist gezeigt,
dass b, D h = 0. Wir zeigen sogar, dass ~==0 ist. Sei s E H 0 (0, ~ 
beliebig. Da Tr = L und R" (0, b’) fl L ein Holomorphiegebiet ist

mit RQ. (09 b.) H L c c 2~ (0, b’) so wird (0, von endlich

vielen Schnitten ... , sj E g° (Re’ (0, b’), -/17-) Über HO (Ra’ (0, ~~~ 
erzeugt. Für jedes gibt es also eine Darstellung

und es folgt 8~ (s) = Z o h (si) --- 0.
i

Damit ist gezeigt, dass der Homomorphismus

surjektiv ist. Da x E RQ (0 b*) n List auch HO (Ra’ (0 b.), - 7.

surjektiv, wo ilix C das maximale Ideal ist. Da x E Ra’ (0, be) beliebig war,
folgt aus dem Nakayama-Lemma, dass 17 über Ra’ (0, b*) von ihren globalem
Schnitten erzeugt wird. Wir haben damit bewiesen :

(7.2) Zu 0 E A gibt es eo &#x3E; 0 und ein ro &#x3E; 0, so dass die Garbe ’7 über
von 

globalen Schnitten erzeugt wird.

8. Der Fortsetzungssatz :

Sei G ein Gebiet des G4 und A C G eine analytische Menge der Dimen-
sion 1. Dann gibt es zu jeder lokal-j’freien kohiirenten Garbe ’j über (G - A
eine kohiifrente Garbe ’7 G 1nit fj G - A = fi.

Zusatz : Ist i : G - A ---&#x3E;- G die natürliche Inklusion, so ist i,~ 7 kohiirent,
wo i* 7 d urch das ~ ° ( U - A, ~) dejiniert ist.

Belveis: Sei S (A) die Menge der singulären Punkte von A. Zu jedem
x E A - S (A) gibt es eine Umgebung U (x), so dass U n A durch eine bi-

holomorphe Transformation auf die Gestalt U fl A = Iz E = z2 = Z 3== 0)
gebracht werden kann und x dabei in 0 übergeht. Nach (7.2) kann man
U dann noch so wählen, dass 7J iiber U -A von dem Schnittmodul
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H° ( U - A, 7) erzeugt wird. Nach [5] ist dann i,- (F’) kohärent, wo is*:G 2013
- A --+ G - S (A) die natürliche Inklusion bezeichnet. In [8] wird dann

gezeigt, dass eine diskrete Menge D’ C A - S (A) existiert mit codh"
(i7» &#x3E; 3 für x E A - (8 (A) U D’). Aus dem Fortsetzungssatz in [6] folgt

dann, dass is* nochmals eine kohärente Fortsetzung über D’ fl 8 (A) auf
ganz G besitzt. Der Zusatz folgt aus dem Hauptsatz in [5].

9. Injektivität bezüglich g1 und H2.

Die Abschnitte 9 und 10 sind nur sinnvoll, wenn A ein Ebenenstück
darstellt. Wir wollen deshalb wieder wie in den Abschnitten 1 bis 7 voraus-

setzen, dass A = (Z E (G, z1= z2 = z3 = 0) ist. 7 sei wieder lokal-frei auf

G - A. Nach Abschnitt 8 besitzt 97 eine maximale kohärente Fortsetzung

genügt dem 0-ten Hebbarkeitssatz. Wir beweisen den folgen-
den Satz.

(9.1) Zu jedeln Punkt Xo = (0, to) E A gibt es ein (!o &#x3E; 0, eine endliche diskrete

Menge D C 2~ (t°) _ ~ ~ t - to I  201 und ein bo &#x3E; 0, so dass für jedes
t1 E Keü (to) - D und jedes b  bo, o  eo gilt :
Die roon dein Homomorphisrnus 7--+ CJ, f ---+ (t - t1) f, induzierten Ab-
bildungen

sind injektiv filr i = l, 2.

Beweis.

a) 7 besitzt eine maximale kohärente Fortsetzung 97, die wieder ohne
Torsion ist. Es gibt eine Umgebung so dass eine Einbettung k
über U existiert. Wählen to = 0 und schreiben wieder jRp(0~)===~(0~)x~(0)-

&#x3E; 0 und bo&#x3E; 0 seien so gewählte dass (01 bo) c U. Über U definieren
wir die Garbe g durch die Sequez

Es gilt der Hilfssatz (9.2), den wir später beweisen.

(9.2) Ist i : die natitrliche Inklusion, so ist i  I IT - A)
kohärent.
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1-1

b) Da sowohl 7 als 1 T - g dem 0-ten Hebbarkeits-
satz beziiglich _A genügen, gibt es nach [8] eine diskrete Punktmenge
D C (0), so dass codjix ~ 3 und codhx (~) &#x3E; 3 für x D.

c) Sei nun g  eo und b  bo. Wir setzen .

und (Z4= Aus der Sequenz
ergibt sich das Diagramm

...................... 
, ,, 

Ist t1 E Keo - D, so ist ti) ( F (t - t1) ) 2. d. h. rtl ist bijektiv.
Da auch r bijektiv ist, folgt die Injektivität von (t - t1) bezüglich H1.

d) Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir über U eine

exakte Sequenz der Art

annehmen. Fiir jedes t1 erhalten wir das Diagramm

Nach b) ist für t1 E Ke - D tl) (Q) ~ 3, d.h. codh(o, h) (03B2 ) ~ 4
und damit codho - t,) .C~) ~ 3. Folglich ist H - 0, f1) E) = 0
und (t - tt) bezüglich H2 (X - A, 03B2) injektiv. Aus dem Diagramm folgt
dann die Injektivität bezüglich g 1 (X - A, 9).

e) Zu der definierenden Sequenz von (? gehört nun das Diagramm
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wo die vertikalen Homomorphismen die lVlultiplikation mit (t - t1) darstel-
len. Da die Homomorphismen li, und fl2 injektiv sind, mnss es auch P2
sein, falls t1  D. Damit ist (9.1) bewiesen.

Beweis von (9.2) :

a) Sei Xo E A fl IT ein beliebiger Punkt, den wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit als 0 wählen können. bo seien so gewählt, dass

Reo (0, b j C U. Ferner sei (20 &#x3E; 0 so klein gewählt, dass endlich viele ei ...
oo

... , Cm E $1 (Reo (0, bo), :1) existieren, für die das Theorem (6.1) gilt. Aus der
definierenden Sequenz ergibt sich die folgende exakte Sequenz

Wir wählen danach ul ... , so dass ö (a1,) = c .
oo

Sei nun o  p  (!o und b  bo und [1] E H1 (0, b), Es gibt ein
Ringgebiet R cc R (0, b) und eine zulässige Überdeckung ’U von R, so dass

 ,

[e] durch einen endlichen Cozyklus e E Zö (me fl F) repräsentiert wird.
Nach (6.1) gibt es dann ein a  O so dass

holomorph über Ku sind. Da aber wegen [7] B1 (Re (0, b), abge-
schlossen ist für jedes bund e, so folgt wie in [7], dass dann die Fortset-

zung der Cohomologieklassen von Re nach Re (0, b~ eindeutig ist:

"",....

b) Ist nun s E g° (0, b), g), so gilt auch

oder

wo s1, ... , sk den Epimorphismus C)k ---&#x3E; i? --+ 0 erzeugen. Dabei sind auch
die gx holomorph über Also



180

c) Wir bilden nun über R~~ (0, bo) die exakte Sequenz

indem wir zu dem Epimorphismus Ök --~ ~ noch ... , um hinzunehmen,
und ~C als Kern des neuen Epimorphismus definieren. Für b  bo und

o  to  (o’ gemäss (6.1) gebildet ist, erhalten wir das Diagramm

Nach b) folgt für ein

Da aber b surjektiv ist, folgt für jede Klasse

d) Da f ausserhalb A lokal-frei ausserhalb A codh (Q) ~ 3 und
damit codh C  4 ausserhalb A. Nach dem Hauptsatz 8. besitzt CK eine

kohärente Fortsetzung cK aber ( ( z X K", . · Aus der exakten Sequenz

n

resultiert für b  bo, 03B2  O  (2’  eo das folgende Diagramm, wo Be (b) _

=(~z~b) ist.
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Die Restriktion Tq ist nach Definition von 9C bijektiv. Wir zeigen, dass
auch rb bijektiv ist für jedes b : Ist s E g° (R (0, b), so ist nach c)

~Q (s) = 0, d. h. mit 

Setzen wir s (u), so folgt, dass rb surjektiv ist. Die Injektivität von rb
folgt aus dem waagerechten Diagramm.

c) Aus Satz 1.1, [6], folgt nun d. h. 

Also gibt es über einer Umgebung Bel (b1) mit o1  03B2o ? bi  bo eine exakte
Sequenz der Art

Für 6  o  O~ [ 01 und b haben wir wieder ein Diagramm

Nacht Punkt c) dieses Beweises ist rk = 0. Da wir uns im G4 befinden,
können wir mittels Laurentreihen und dem Identitätssatz für die holomor-

phen Koeffizienten zeigen, dass ro injektiv ist. Also ist sogar rk injektiv

und wir haben gezeigt, dass H 1 (Rel (0, b), 9C) = 0. Da das für alle e’ 
- oo

und b  b1 gilt, folgt, dass durch Q = über B1 (bo) eine kohärente
Fortsetzung von I U -A definiert ist, die dem 0-ten Hebbarkeitssatz ge-

, oo

nügt. Also und damit ist (9.2) bewiesen.

10. Kohärenz vou 

Sei wie in Abschnitt 9 A das Ebenenstück A = ~z E (~ x~ --- z2 = z3 = 0)
und F auf C~ - A lokal frei. Da wir auch hier mit den Methoden der

früheren Abschnitte arbeiten müssen, ist es sinnvoll, die Projektion n ein-
zuschränken. Sei R = R (a, b) wieder ein Ringgebiet im d3 und S~ C A of-

fen, so dass R 3 S~ c G. Wir wollen von nun ab nur noch die Garbe

betrachten. Die Projektion n sei die natürliche Projektion
? i R X S~ --~ S~. Dann ist die Garbe über Q durch dass Garbendatum
~ ^,-~ g 1 ( ~ ), = X definiert. Wirt zeigen, dass n, (7)
kohärent ist,
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a) ~ci ( ~) ist von endlichem Typ :

Sei to E S und po &#x3E; 0 so klein, r dass D n (to) 0 wo D die dis-
krete Ausnahmemenge von A bezüglich 7 gemäss (9.1) in der Nähe von

xo = (0, to) ist. Ferner sei Oo so klein, dass endlich viele c"~ E

existieren so dass (6.1) gilt. Zu (10 wählen wir

0,  eo gemäss (6.1). Sodann wählen ,vir t1 (to) beliebig und zeigen,
dass die sp, = ~c1 (c,Lt) den Halm n1 (7)t, erzeugen.

Ist t1= to , 2 so folgt die Behauptung sofort aus (6.1). Denn ist sto E 1ft 

so gibt es eine Umgebung Ke (to) und einen Repräsentanten s = (R, ).
,

Wir wählen ein Ringgebiet R’c c R und o 0 so klein, dass [8] ( R§ von
einem endlichen Cozyklas e E zol (’~~ ~ ~~ , ~ ) repräsentiert wird, wo ’U1
eine zulässige Überdeckung von R’ ist. Es folgt dann für ein a  e

mit f, E H° (Ku (to), Wie beim Beweis von (9.2), ac) haben wir dann auch
oo

über RQ die Darstellung

Also gilt auch 8 d. h, wird von den s, erzeugt.
j

Ist t1 so folgt aus der Wahl von po und dem Satz (9.1) für
i = 2, dass der Homomorphismus

surjektiv ist. Ist nun so gibt es wieder eine Kreisscheibe 
und einen Repräsentanten s = r;] E H1 1 (R 3 Ke (t1)~ 7). Mit R’ ce R und

einer zulässigen Überdeckung Bl1 von R’ gibt es wieder einen endlichen

repräsentierenden Cozyklus e E Zol HBl1 (1 R’) X Ke (ti), 7). Da (*) surjektiv
v v

ist, gibt es endlich viele c1, ... , cl aus H 1 (R (0, bo) X Keo (to), 7), so dass

wir nach einem Verfahren wie in Abschnitt 6 für ein a ~ ~ eine Darstellung

erhalten, 9 mit hl E HO (Ka (ti)’ 9A). Aber iiber R X Kao (to) gibt es, ebenfalls

nach (6.1) eine Darstellung wo die c, die
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ursprünglichen Klassen und die holomorph über (to) sind. Definieren
wir über Ka (ti) fl (to) 1ft so folgt srl = 1ft, tl s,, ti , y d. h. auch

&#x3E; 
,, 

&#x3E;

 ( )tl wird von den Hp, erzeugt. Über Kao (to) existiert also eine exakte

Sequenz

b) ~1 ist kohärent :

Aufgrund der letzten Sequenz genügt es zu zeigen, dass 92 von endli-
chen Typ ist über dem Kreis K", (~)y denn dann ist ~1 ( ~ ) ~ (to) kohä-
rent. Da to beliebig war, sind wir dann fertig.

Sei t1 E gaa (to) beliebig und fl, t" ... E GA, t~ mit

Dann gibt es eine Umgebung so dass U C Kao (to) und über
U Rapräsentanten f, der f,, t1, so dass

Nun wählen wir Polynome fn , so dass und bilden

über gilt dann

Bei Anwendung des Homomorphismus

geht dann c in 0 über, d.h. es existiert eine Klasse E Hf (R m (to), y)
mit

Auf cln) wenden wir nun (6.1) an. Es gibt dann Funktionen
mit

so dass dann
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Wir setzen und haben

d.h. Ausserdem gilt
über U

WO’ denn
Nun wenden wir wie in [2[ den Satz 2, [2], p. 28, an. Zu diesem Zweck

sei der von g° (io), 0((.) erzeugte Untermodul und Mt, = 
Zu jedem ft, E Mtl haben wir ein gefunden mit

fiir jedes n ! Aus [2], Satz 2 folgt dann ftl d.h. C"f2tl wird von (to), c)?)
erzeugt für jedes ti E gQO (to). Das war zu zeigen.

Mathematisches Seminar

Frankfurt a. M.
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