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FORTSETZUNG LOKAL-FREIER GARBEN
UBER 1-DIMENSIONALE SINGULARITATENMENGEN

GUNTHER TRAUTMANN

In der Arbeit [6] wurde ein Fortsetzungssatz fiir kohirente analytische
Garben beziiglich nulldimensionaler Singularititen bewiesen. Ist X ein kom-
plexer Raum, x, € X ein Punkt und ¢ eine auf X — «, kohirente analyti-
sche Garbe mit codh, () =3 in der Nihe von x,, so besitzt F eine kobi-
rente Fortsetzung iiber ganz X.

Wihrend dieser Satz noch relativ einfach mit Methoden und Xrgeb-
nissen von ANDREOTTI-GRAUERT [1] bewiesen werden konnte, erwiesen sich
die hoherdimensionalen Analoga als viel hartnickiger.

In dieser Arbeit wird nun ein erster Versuch gemacht, mit der Behan-
dlung des 1-dimensionalen Falles einen Losungsweg fiir den allgemeinen
aufzuzeigen. Es wird folgender Satz bewiesen. Sei G ein Gebiet des C* und
A c @ eine analytische Teilmenge der Dimension 1. Dann besitzt jede iiber
G — A lokal-freie kohiirente analytische Garbe eine kohiirente Fortsetzung
iiber ganz G. Zum Beweis greifen wir auf einige Ideen von GRAUERT [2]
zuriick, obwohl hier keine eigentlichen Abbildungen vorliegen. Ist A ein
Ebenenstiick der Dimension 1, und = : ¢ — A die natiirliche Projektion, so

beweisen wir gleichzeitig, dass s, (%), die erste Leraysche Bildgarbe von %
kohiirent ist.

ZUSATZ BEI DER KORREKTUR:

Inzwischen hat YuM-ToNG SI1U ebanfalls mit Hilfe von Methoden von
GRAUERT, [2], den folgenden allgemeinen Satz bewiesen: Ist X ein kom-
plexer Raum, 4 c X analytisch und ¢ eine kohiirente analytische Garbe
iiber X — A mit codh (F)==dim (A)+ 3, so besitz F eine kohiirente
Fortsetzung iiber X. Kurze Zeit spiter konnten FRrRISOH und GUENOT mit

Hilfe von Methoden von DOUADY einen neuen Beweis fiir diesen Satz
angeben.

Pervenuto alla Redazione il 22 Maggio 1968.
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1. Bezeichnungen

Sei G ein Gebiet des ¢* mit den Koordinaten 2,,...,2,. In den Ab-
schnitten 1 bis 7 sei A stets die Menge A = {2€ G, 2, = 2, = 23 = 0} und
0 € G. Ferner sei E = {2 € G, 2, = 0}. 7 sei stets eine lokal-freie kohirente

analytische Garbe iiber G — A, d.h. codh (F)=>4. t =2, sei die komplexe
Variable auf A. Wir definieren 5= ¥/t Da & ohne Torsion ist, gilt
codh (Fg) = 3 iiber E — {0}, d.h. Fy ist wieder lokal-frei beziiglich der Garbe
O = O¢/tOg .

Nach [6] besitzt ¥z eine maximale kohiirente Fortsetzung /C}E von B — {0}

nach ganz F, so dass codh, (§E)2 2. Dann existiert (notfalls unter Ver-
kleinerung von @) iiber E eine exakte Sequenz

B a >
0—>0r—>0 —>Fz—>0, wo n<"m.

Sei Kp = B(O%). Ag ist lokal-frei iiber E und rg (Az) = n. Der Homomor-
phismus # wird durch eine Matrix (8,.)v =1,..,72; u=1,.., m von holo-
morphen Funktionen f,, = B,. (2, , 2y, 23) iiber K dargestellt. Es gilt bekann-
tlich : rgg (B,. (#)) = n genau dann, wenn €,7\E,6 frei ist, d.h. genau dann,
wenn = 0. Zu jedem x == 0 gibt es dann ein §, > 0 und eine Umgebung

W = W (z), so dass iiber W fiir eine der Unterdeterminanten d von (f,u.)
vom Rang n gilt: |d|=d,..

3
Sei nun R=R(a,0)={2€C% a*< Y |2, P<b?*{ccFE wo 0 < a<Tbh,
=1

und R* ein weiteres Ringebiet mit R << R* cc £. Dann gibt es eine en-
dliche ﬁberdeckung TN = {W,).—1, ...,z Yon R¥* wobei jedes W, holomorph-
vollstinding und eine Menge der eben beschriebenen Art ist. Eine solche
ﬁberdeckung U von R heisse Messatlas.

Sei ¢ > 0. Wir schreiben K, = K,(0)={t€A4,|t| <o) Es gibt ein
0o > 0, so dass lli,’:_if) = R* <X K, c= G. Fiir eine Menge M C E schreiben
wir stets li/[\Q = M < K,, und ist Tl ein Messatlas, kurz W = T < K,, .
Uber jedem V/ﬁ gibt es dann einen Isomorphismus o.: Og — %, wo s = rg(F).

2. Zuliissige Uberdeckungen.

Wir bezeichnen mit 6, B den inneren Raund {|z|=a} von R = R(a,D)
3
wo |z = Zl‘ |2, > In jedem z,€ 9, R gibt es eine Taylorentwicklung von

| 2 |> der Form

3
|z|2—_—a2+2Re(2 zg(z,—zg))“i—lz—zoP'
y=1
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Durch eine unitire Transformation der Art
w,=c3z0(z,— 2, ¢>0
i v \<“y vl
wy, = 2 g, (2, — 2%
. 0
wyg = 3 az, (2, — 2,

filhren wir in 2z, neue Koordinaten ein. Zu g,,& > 0 gibt es ein g >0,
so dass

(0 {(wyy wy), | 1wy | < &y, [wy | < g > fwy,|w, | <e})N g, R=(J

denn die Ebene w, =0 Dberiihrt ¢, B genau in z;. Sei U= U (z)) =
={we@|w,|<<e,r=1,2,3}, Woe =q¢ (&, &) Mit diesen Bezeichnungen
gilt das folgende Lemma.

(2.1) Jede auf U N R holomorphe und dort quadrat-integrierbare Funktion f
ist fortsetzbar zu einer auf U holomorphen und dort quadrat-integrier-

baren Funktion f. Dariiber hinaus gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass
stets

[1Frazce [1rpa

U UnR
wo A dass Lebesguesmass des Q3 bezeichne.

Beweis : Die Fortsetzung }'\existiert nach dem Kontinunititssatz von
Hartogs. Die Integralabschiitzung ergibt sich aus dem Satz von Fubini fiir
mehrfache Integrale, dem Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen und
aus der Tatsache, dass zwei reelle Zahlen 0 <r, <, existieren, so dass
fiir jedes w{ mit | w|<e die Menge {(w?, w,, w,), r* <|w, [> 4 | w, 2 < 2] cc
cc UN {w, = wl} liegt.

DEFINITION : Seien R und Tl wie in Abschnitt 1. Eine offene Uber-
deckung T von R heisst zuliissig, wenn gilt:
1. U ist endlich, 2. Ul ist Steinsch, 3. jedes Ue¢ W mit UN g, R 3= ist
ein Polyzylinder der eben beschriebenen Art, 4. U ist echt feiner als T,
d.h. zu jedem Ue T gibt es ein W, wmit Ucec W,, 5. fiir jedes U€TN
folgt aus UN4d, R4 UN g, R = und umgekehrt.
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3. Die W — o — Norm.

a) Sei g, wie in Abschnitt 1 gewiihlt und ¢ < g,. U sei eine zuliis-
sige Uberdeckung von R, und I bzw. K = {1,...,k} die Indexmemgen von

@ bzw. T. Wir wollen in (¢ ('(/[ieﬂ Ee, ) eine Norm einfiihren. Zu die-
sem Zweck betrachten wir Abbildungen »: I9+! — K, die jedem (fy, ..., t)
ein x =% (t5, .., tg) Mit U ;... ¢g cc W, zuordnen. Wir schreiben im folgen-
den auch ¢ fiir ein (¢, «. , ) € 191 falls dim (5, ..., ¢0)==¢ ist. Ist & = (&) €

€ Ce ('ﬁg n é; , ), so gibt es zu jeder Funktion » ein System f, .)€
€ HO(U, ,, O%), 80 4888 &, = 0ix (o) (£, x(c). Jedes f =T, .() konnen wir in

eine Potenzreihe
(o] t n
f=53 (—) o

n=0 \ @

entwickeln, in der die Koeffizienten holomorph in 2, , 2, , 2, sind. Bezeichnet
A wieder das Lebesguemass des (3, so setzen wir

1€ g = sup sup 3 [ | €5 [ a2
T, nR

wo |[f2=|f, P+ ... + | fs|® fiir ein Tupel f=(f,,..,fs) gesetzt ist, und
das sup iiber alle moglichen Funktionen x zu erstrecken ist. Es ist moglich,

dass || &g, o= oo ist. Sei C§ = %W, NE,,F) der Raum der Coketten mit
endlicher Norm.

Bevor wir Eigenschaften der Ul - - Norm untersuchen, beweisen
wir einen Hilfssatz iiber die Isomorphismen aloa,. Ist UeqW und

fe H® (/1\79 , O‘z‘) so definieren wir { 217 = sup ) |2 dl, wenn f =
i n
U

-] n
= 3 (%) f™ ist. Nun gilt

n=0

(3.1) Es gibt eine Konstante C > 0, so dass fiir jedes Paar (%, x,) und jedes
Uel, Uc W, NW,,, gilt

e’ © au (B) o0 < O € |ure

fir teH® (T, , O%.
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Beweis: Sei T(l' == Yl ein Messatlass, der auch noch eine Umgebung
von R tberdeckt so dass W noch echt feiner als TN’ ist. Sei ferner p<<e*<Cg,.
Der Isomorphismus « = a looa wird durch eine Matrix (a,) beschrieben,
derart, dass

o (fys e Jeo) = (2 fan, ... ,%‘f,, Ays) -

Es gibt dann fiir die Funktionen a,, Taylorreihen der Form

oo t\» n
wm 3714
n=0 o Q*

Wegen der kompakten Konvergenz von Taylorreihen diirfen wir annehmen,

dass sup |a£’;)(w) | << C; und da nur endlich viele Paare (x, , x,) auftreten,
ZE W,,'l s

ist C unabhingig von (x,,%,) wihlbar. Sei nun Uce W, , cc W, , und
B8l G == (0, 0s)=n © 0y (fyyees Jo) fiix €= (71 o y f) EH® (U, , Ot) mit
=%} t .
| tllz,e < M. Wir schreiben g, = X (?> g und erhalten mit v = L <1
k=0 e

s k
e
Nun schitzen wir der Reihe nach ab:

8 k
[P < 2 2 | 78] O

v=1 n=0

wobei wegen der Wahl von O diese Abschiitzung unabhiingig von (s, ,%,)
ist. Es folgt

2 k 2
|g§‘k) P< C?s. > (2 Ifékrﬂ)l.ﬂt)
1

y=1 \n==0

8 k
__<_02'8 > > |f,$k—u) |21n
v=11—17,29

1
denn 1474 .4 F << —%" Weiter folgt daraus

1 k
> I f(k—n) I2 Al

— T n=0

| g® |2£02.82.1
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Integration iiber U ergibt

~

k
[l pamone o 5o o pa
U

— T np=0
U

k 2. g2
> MP< o8 M2

2.2, .
= 0% 1 — 7= —-(1___.[)2

und da diese Abschiitzung von & unabhingig ist, folgt
02 .5%
oy, =g — M

womit der Hilfssatz (3.1) bewiesen ist.
Nun stellen wir einige KEigenschaften der T -o-Norm zusammen

(3.2) Der Raum O} (ag n ji‘,\e , F) der q-Coketten mit endlicher T-o-Norm ist
ein Banachraum.

Beweis : Zunidchst sieht man sofort, dass || |, , alle Eigenschaften
einer Norm besitzt, und dass Cf ein normierter Vektorraum iiber C ist
Um die Vollstidndigkeit zu beweisen, konstruiere man sich zu einer Cau-
chyfolge & in Cf zu jeder Funktion x ein System f, .= f, . von Tupeln
holomorpher Funktionen. Aufgrund der Stetigkeit der Isomorphismen au—lloau',
vgl. (3.1), kann man dann &, = ax (f;,») eindeutig definieren und zeigen,
dass in der U-p-Norm & — & = (&,) konvergiert.

Die folgende Aussage ergibt sich direkt aus der Definition

~ ~ t
(3.3) (1) Sei e 0* (W, N R, , F) und?é endlich. Dann ist auch & endlich

oo gt | ¢lo= | 4 e

(2) Ist £¢ CL(U,NE,,F) und © < o, so gilt fir jede natiirliche Zahl n

die Abschdtzung
t n T \*
— | =
IG) el = (& 12 e

Wir beweisen weiter den wichtigen Satz

— k
(8.4) Sei R* 5> R ein weiteres Ringgebiet, so dass R* C U W, und ¢o> o*>e-



iiber 1-dimensionale Singularititenmengen 161

Dann gibt es zu jedes Klasse ¢ € H! (Rg«, F) einen endlichen Cozyklus

E€ Zol (ﬁg n ﬁe y F) der c| I?e reprisentiert.

Beweis: Es gibt eine zulidssige ﬁberdeckung W* von R* mit derselben
Indexmenge I wie W und U,cc U* fiir jedes (€. Nach [1] ist wegen
codh (F)=4 H (U,NR,,F)=0 fiir TeW. Also ist U, N &, zuliissig fiir
die erste Cohomologie, d. h. H* (U, N R, , ) > H' (R, , ¥); Entsprechendes
gilt fiir * und R*. Wir wiihlen einen Repriisentanten £* — (&%) € Z1! (‘fﬁ;“* n l’E:’,“i ,
%) von ¢. Fiir jede Funktion »:1? — K gilt & = a, () (I}, «»). Entwickeln

wir die Funktionen {7, .. in Taylorreihen bez. " mit o* > o’ > ¢ 80 gibt

es eine Schranke M, so dass sup If:"(ﬁ)(a) (x)| << M fiir alle » und alle (en-
2e Uyn R !

dlich vielen) Indizes (o,%(0)), wenn f} = :Zi , (&)n t; (), ist, denn die
Reihen konvergieren gleichmiissig in (U, N R)Y .

Wir setzen &, = &¥| ﬁ,,eﬂ/ﬁe und & = (§,). Dann reprisentiert £ die
Klasse clﬁ_, und & ist endlich: Fiir jede Funktion x» gilt & = . (o) (fo x)

mit fa, #(o) =™ ff, »(0) I /U\v, e n /R:, und

n
mit ff,’,’),,(,,)—_— (%) fff’,‘,)(,,). Dann gibt es eine Konstante O, unabhiingig von
» und n, so -dass

x [t pas oo
¢ U,nERE

d.h. || &g, o << CM ist endlich.
Es gibt noch der Satz

AN ~~ A\ Fa
(3.5) Der Corandoperator 8% : CZ (W, N R, , F) — ¢ (W, N R, , F) ist stetig.
Zum Beweis beachte man, dass beziiglich ¢ 4 1 mehr Funktionen x
auftreten. Man hat daher Abschiitzungen wie in (3.1) zu benutzen. Auf-

grund der Endlichkeit der Uberdeckung Ul ergibt sich eine geometrische
Kanstante C, so dass fiir jedes &€ Cf (Zﬁg ﬂ/IEQ y Fgilt|| 89 & |l o << C| & [l

Man beachte, dass die Stetigkeit bei unendlicher ﬁberdeckung U im allge-
meinen nicht mehr gewiihrleistet ist.

11
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b) Wir befassen uns nun mit der Aquivalenz verschiedener Tl-Nor-
men fiir die Garbe Fz = F/tF Die Isomorphismen a,:Og—> F iiber ,W\’,,
induzieren Isomorphismen a,:Op —> Ty iiber W, . Wir definieren nun fiir
Coketten &€ C1(TLN R, Fy) eine Norm || &|jqq wie folgt. Ist &==(§,) und
g, = a,(f, ) so sei

1€l =sw = [1En a,
* al'T,,r\R

wo das sup wieder iiber alle Funktionen »: I?+!'— K genommen wird.
Wie in a) ist C{ (W N R, Fg), der Raum der Coketten mit endlicher
Norm, ein Banachraum. Die kanonische Abbildung & — & von

0 (@, N Ry, F)— CLUN R, Fp) |

ist stetig, denn es gilt || &|q<<||&]lm,, -

Sei nun ein anderes System f§,,x=1,.., %k von Epimorphismen
B O — Ty iiber W, gegeben. Ist & = (&,) eine Cokette in 07 (T N R, Fg),
so gibt es stets Systeme (g, x(e) Mit & = Bu(o) (Go, x(0))» Wir definieren

21,5 = sup it 2 [ @0 ol 22

RCAR U,nR

= sup T inf | | @o. e |* dA.

o
G 3. R

Die Normeigenschaften lassen sich wieder leicht verifizieren. Dass
Il I, g definit ist, folgt so: Ist || &|lgy, s =0 so gilt fiir jede Funktion »

inf f|g,,, «o)|? @4 = 0 fiir jeden Index.
90,%(0) ¥, 0 R
Nun induziert bekanntlich die L?-Konvergenz in H°(U, N R, O} die
iibliche #-Konvergenz. Ist <X, = Ker (f.), so ist aber in der F-Topologie
H° (U, N R,K,) abgeschlossener Unterraum von H®(U_N R, O*ﬁ), d. h. es ist
£, = 0,
Es gilt nun

(3.6) Sei B : Oy — F, ein belicbiges System von Epimorphismen iiber W,
%=1, ..,k Dann sind die Normen || |q und || |lq, g zueinander iqui-
valent und es werden dieselben Riume endlicher Elemente definiert.
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Beweis : Alle W, agnd holomorph-vollstindig. Deshalb sind in dem fol-
genden Diagramm die o, und die f,. surjektiv.

o S _
:’ (wx’GE) dx

&l TJX H° (wx,FE)_>o

H° (V’x,@:x) Px

:x; werde durch die Schnitte uj, ..., u7 definiert, § durch v},...,v7 . Dann
gibt es holomorphe Funktionen oy €H O(W_,0p mit w*=23 @ v,y =

1,..,s. Wir definieren dann den Homomorphismus y. durch die Zuordnung

(f1 R AR (2f @y 2 F, “’fs,)
Dann gilt ax = B, o 5, . Ist &€ C2 (W N R, Fp) mit

€ lin = sup 2 [ |foixo? 42— M? una
® o .0 &
Ea = ;x(a) (fa, n’a)) = ﬁ”(q) ° Vulo) (fa, ’t(o)) 80 setzen wir

G0, wa) = Vx(o) (Lo, x@)) und es folgt mit * = (o, % (0))

83 s 8
g =2 (3 1ap)(217,1):
u=1 \v=1 v=1

Wir konnen eine Konstante € > 0 finden, so dass iiber jedem
U, NERZ[a; |*< C* fiir alle x, denn T ist eine endliche Uberdeckung.
LY
Also haben wir

k
> /.| G0, «(o, | A4 << max s,- C*- M?, d.h.
aUun R !
auch

k
| &l 5= max s, 0 Ir*.
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Entsprechend definieren wir den Homomorphismus d. mit 8, = o, o 0, und
bekommen eine umgekehrte Abschitzung.

Nach Abschnitt 1 existiert iiber F die exakte Garbensequenz 0 —»

— O% —ﬂ; On 2, ":iE — 0. Sei Ky= B (0% die Kerngarbe von «. Sei Tl die
Uberdeckung W U {|z| < a} von Q = (z€ E, |z| < b}.

Fiir (7 ("iflﬂ.Q, Ag) kénnen wir zwei Normen definieren. Einmal die
Norm || |l ,, die fiir ein £ folgendermassen gebildet wird :

2 m
€1, = = [1&a, denn s OF.

ne

!

3

Zum anderen die von dem Isomorphismus f induzierte Norm || ||;(~f1 g

Es gilt nun mit diesen Bezeichnungen

3.7) Fir ¢2(QN L, %r), ¢ =1, sind die Normen || “ﬁ g und I Il ; dqui-

valent und es werden dieselben Riume endlicher Elemente definiert.

Beweis : Es ist zunichst n << m. Sei &€ 0¢ (‘Iﬁﬂ £, Ap) mit

&l ;=M < o0, dh. :‘?f|£a|2d/1£M2.

U, nL

(4

Der Homomorphismus g wird durch Schnitte s, = (,;, ..., fom) ¥ =
=1,...,n erzeugt. Es gilt

n
EU = (ga’l) b ;.(/am) == Z fa,vs‘v

r=1

mit holomorphen Funktionen f, ,€ H0(U,,Og), denn U, ist holomorph-
vollstinding.

Also gilt 9, . =2 fo,»fou, u=1,...,m. Nun liegt jedes U, in einem
W,., da ¢=1 und W nur den Rand 8, R = {|2|=a) iiberdeckt. Nach
Wahl der W. in Abschnitt 1 gibt es 8. > 0, so dass fiir eine Unterdeter-
minante d, von (B,,) vom Rang u gilt |d.|=d~ iiber W.. Also kann

man das Gleichungssystem nach (f, 1,...,/s ) auflésen (n<m) und mit
Hilfe der Cramerschen Regeln eine Abschitzung der Art

| fo,nP<< C*| &P
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beweisen, wobei C eine Konstante ist, die weder von o noch von & abhiingt.

Also folgt || & ”'ffl’ p= C-|| & “iﬁ ;- Die umgekehrte Abschiitzung ist trivial.
] tl

Damit ist (3.7) bewiesen.

4. Ein Lemma von Hormander.

In diesem Abschnitt zitieren wir ein wichtiges Lemma von Hormander
iiber die Losungen des g§-Operators und ziehen daraus eine fiir uns wichtige
Folgerung.

(4.1) (vgl. [4], Theorem 2.2.3., p. 107).
Sei £ eine beschriinkte pseudokonvere offene Menge des Q" und d ihr
Durchmesser. Sei ferner @ eine plurisubharmonische Funktion in .
Dann gibt es zu jedem f€ Ly 4 (2, @), ¢ > 0, mit §f = 0 ein we L ;1 (2, @)

mit gu = f und
o [1u ez el (|7 o ai
o) Q@
Bemerkungen :

1) Lzzr,q (2, @) ist der Raum der (p, g)-Formen
i, iy iy g A2 A Adzi A A2, . dz?q

deren Koeffizienten beziiglich des Masses e¢—® di quadratisch integrierbar
sind.

2) Der Fall ¢ = 0 ist zugelassen und nur fiir diesen Fall benutzen
wir das Theorem.

3) §f fiir f€ Ly , (L, ¢) ist im distributionellen Sinne zu verstehen.

4) Q ist pseudokonvex, genau dapn, wenn {2 Holomorphiegebiet ist.
(vgl. (4], p. 105, Def. 2.2.2).

Aus (4.1) folgt nun das Lemma (4.2), das wir im folgenden Abschnitt

benutzen werden :

(4.2) Sei £ eine beschrdnkte offene pseudokonvexre Menge des C", Tl eine

Steinsche Uberdeckung von Q und p > 0. Es gibt eine Konstante K > 0,
so dass zu jeder Cokette &€ C? (T, O) mit 3 = 0 und

”5”2111: > ‘/‘Eto._,,plgdl<oo
(lo FIRPN tp)
Uto... Lp
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eine Cokette € CP—1 (W, O) existiert, so dass on==¢& und || ||lq<< K| &llxq ist.

Der Beweis kann dabei genauso wie in [3], p. 185, proof of proposition
7.6.1, gefiihrt werden. Man ersetze nur C* durch £, ¢ und w durch 0 und
benutze den Satz (4.1) anstelle des Lemma 7.6.1 in [3].

5. Der Corandoperator.

Wir beweisen fiir die Garbe %z den wichtigen Satz 5.1 und benutzen
dabei die Bezeichnungen der friiheren Abschnitte. Seien B und T wie in
den Abschnitten 1 bis 3.

(5.1) Es gibt eine Konstante C=C(R, W), so dass gilt : Zu jedem yeB'(UNR, Fy)
mit ||y|lqq << oo gibt es ein y€ O°(WN R, Fg) mit on =1y, || 7|lq<<Cll7|q-

Beweis -
a) Nach Abschnitt 1 gibt es iiber E die exakte Sequenz

0— Oyt 0n s Gy —so.

Wir setzen wieder Np= p(O%). T ist eine zulissige Uberdeckung von
R = R(a,b). Wir setzen 2 = {z€¢ B |2z| <b}und U, = {2€ H, |z| < a}. Dann

ist U= (WU (U))N Q2 eine Steinsche Uberdeckung von £, auf die wir
(4.2) anwenden konnen.

b) Da y € B! (W N R, ¥g) ist, gibt es ein » € C° (W N R, Fg) mit y = ay,
d. h. iiber U,,N R gilt y,,=1n, —7,. Seien a,: Oy—> Fz wie oben die
Isomorphismen iiber W, . Wir haben dann

Vou=0u (Lo, mit sup I [ [f,, [ di < oo.

¥ w,4a

UL() &) nE

Entsprechend gibt es fiir Funktionen 7:I-— K Tupel von Funktionen g, .
mit 5, = o?,(gt' .- Sei nun U, herausgegriffen, so dass U, N 62 = . Wir
wollen zeigen, dass ., oder (g, ..) endlich ist. Sei €46 (U,N R). Es gibt
zwei Fille: x€ g,R oder x ¢ d,R. Sei zuniichst x¢d,R. Dann gibt es eine
Umgebung V= V(r)cc U, fur ein U,. Da U, nach Abschnitt 1 ein aus-

gezeichneter Polyzylinder ist, kann man %, auf ganz U, fortsetzen, so dass
fiir ein 7, das Tupel ¢, . mit 7, = a; (§,,:) «endlich iiber V' » und damit
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auch endlich iiber VN U, N R ist, d.b.

/lgll;tl I2 dl < 0.
VnU‘onR

Mit weiteren gewissen » und z, gilt nun aufgrund von y,,= %, —1, iiber
U,,NR

wu

- - - -
flo g% = %y O Oy (Qq,z,) — Gk O Qg (gto,fo)'

Es ist nun /[EII o ;,l (Gu.x) |?d2 < oo, vgl. (3.1) und nach. Voraussetzung
nUy,nk

[l flotl,x l?’dl < .
YnU,nEk
Also ist auch

[160.Pazz < oo,

Vn”ULO ne

Ist x¢ 8,R, so schliesst man ganauso. Da 0 (U,N R) kompakt ist, haben
wir damit gezeigt, dass ¢,,, ilber U,N B quadratisch integrierbar ist.
Nach Satz (2.1) besitzt ¢, ,, eine Iortsetzung Bm,m auf ganz U,, die
dort ebenfalls quadratisch integrierbar ist. Dasselbe gilt auch fiir jede
andere Funktion z: I — K vgl. Satz (3.1).;;:;, (6\,, .) ist dann « endlich »,
wenn U,N 8Q2 = (J.

¢) Wir definieren nun ;,'e 0° (T, Fz) wie folgt: = (}7‘),

0 fiir e=0

7. = {7 fir c9=0 und U,N32 =)

7. 8sonst

und es gilt ’17& TWNR=1y, so dass y= .977'| W N =y. Aber 7 ist wegen b)
endlich ! denn auf U, N U, ist 7,| U, N U, endlich.

d) Der Homomorphismus o wird durch Schnitte s, ,..., s, € H°(E, Fg)
definiert. Da die ﬁ, holomorph-vollstindig sind, gibt es Tupel f, = ( Fy e )
iiber l’i und
= (g1 ey g™ )

wa’ w4
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iiber T, , mit ;;:= > frs, und ;ZM =g, 8. Da » endlich ist, kann man
I

13
die g, ., so wihlen, dass

Y

Upa

z f] Gu, |?dA < oo, vgl. Satz (3.6).

(Zu jedem ffw , gibt es ein W, mit ﬁ,o ncc W)
Wegen 877 ='77 gilt iiber ﬁo 4. hun

L a

S(fp—fr— g )s, =0
"

d.h. R=(R,,) = (£, — £, — Gu,.) € C* (T, Az). Es gilt sk = — 8¢ und dem-
nach ist || 9R [lg ; << co. Nach Satz (3.7) ist dann aber auch || 9k |5 g < oo
Sind ¢, ,...,t, die erzeugenden Schnitte von ‘Kz, so gilt also

(ak)m P e 2z h:; 0 tg tv

und

L]

z \/'lbml”’lzdl<00.

Wy,

UL() 4y 2

Da die ¢, keine Relationen haben, gilt h = (b,,, .)€ 22 (T, O%) = B* (T, O%).
Nach (4.2) gibt es ein b’ € ¢ (U, Op mit || B’ ||z < oo und b= ob’, d.h.
es gilt mit R = f(IY') 8k = oR" und || R’ |5 g < o0 Also ist such || R”||g ;< oo
Weiter ist 6 (R — R’) = 0. Da H! (T, %) = 0 folgt die Existenz einer Kette
(R) € 0° (W, Kg) mit R,, — K, ., =k, — R, iber U,,. Wir erhalten so

RLo oy = ftl - fto — Qpu= ht’o 0 ‘*_ (ktl - hto)

oder

(fll _— ku) - (f/,o - hzo) == k:o 5% + gco 0q e

Aber (§,.~+ Ry.) € B (T, O%) und ist endlich. Also gibt es, wieder nach
(4.2) ein g’ € C° (T, OF) mit | g’ ”‘ﬁ < oo, so dass 98g’= g+ R’. Wir
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haben so

(flx - ku) - (flo - hw\ = g"l - g:u

d.h. durch ¢’ =f,— R,— g, ist eine Funktion € H° (2, (O%) definiert.
Wir berechnen nun

Yiow= Z(FL—Fl) pe = Z (S = K — (S — k) 5
da k€ HO(U,, Kg), und weiter
You= D7 =W =g — (L — gD
=20 =8 = 28— 290,

Definieren wir nun 5’ = Xg*s , so erhalten wir in 17’ = (n)) eine Cokette
I

€0° (U, Fp) mit || 7’ llgj << oo und o7’ = y. Nun setzen wir o’ =5’ | TN R.
Dann ist || %’ |qq < oo und gy’ =y.
e) In d) haben wir gezeigt, dass zu jedem endlichen Corand y €

€ BL (W N R, Fg) eine endliche Cokette 7€ C° (W N R, Fg) existiert, so dass
oy = y. Also ist die Abbildung

8: 0y (WN R, Fz)— By(MN R, Fp)

surjektiv. Aber Bj ist ein Banachraum: Denn aus [6] folgt, dass B' (WL N R, Fg)
abgeschlossen in dem Fréchetraum C!' (W N R, ¥g) ist. Da die Konvergenz
in der Norm || |lyy die F-Konvergenz nach sich zieht, folgt, dass auch
B (W N R, Fz) vollstindig ist. Nun ist & stetig. Also folgt aus dem Theo-

rem von Banach die Existenz der Konstante C in Satz (5.1), der damit
bewiesen ist.

6. Konvergenzverfahren,

Die Bezeichnungen seien weiterhin wie in den vorigen Abschnitten.
Wir betrachten nun die kurze exakte Sequenz 0-— F— F— F5— 0, in
@ Ed

der @:s-—>t-s wegen der Torsionsfreiheit von & injektiv ist. Fiir jedes
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0 < g, bekommen wir daraus die exakte Cohomologiesequenz

o> HY (R, , F)—> H* (R, Fp) — H? (R, , F) —> ..
e
Die Gruppe H! (R, Fz) ist nach [6] ein endlich-dimensionaler Vektorraum,
Sei 3, H! (R, 7g) das Bild von m,. Ist g,> g,, so folgt F,, C Fo, - Es
gibt dann ein o, < gy, 8o dass F,, = F, fiir o << g, .
Nach {7] kann man die endlich vielen Cohomologieklassen ¢, ..., ¢m €
EH! (/llsg1 , F), deren m,-Bilder F, = 3, erzeugen, auf eine grosseren Ring

ﬁ:‘,‘l fortsetzen. Deshalb konnen wir (notfalls unter nochmaliger Verkleine-
rung von p,) nach Satz (3.4) voraussetzen, dass endliche Cozyklen £ ,...,{n€

Fas

€ Z, ('ﬁig1 N R, , F) existieren, so dass fiir die erzeugten Klassen [{,] = ¢,
gilt.

Sei nun €2 (WNE,, F) mit ||£|q <M < oo, o<, Sei E=
= 7, (£). Dann gibt es komplexe Zahlen a‘},... ,al , 80 dass

A= 2w}

Nach Satz (5.1) gibt es ein 7€ C° (W N R, Fz) mit ||z |jq < co so dass

Sei ;}—L= ;r(n (Bu+0); WO ;,! O% — Fg die Isomorphismen von Abschnitt 3
sind und ¢, «(y nicht von ¢ abhingt. Die Endlichkeit von 5 besagt, dass

supzflgn,,]2d2<oo.
T lULnR

Fiir eine feste Funktion zy: I—> {1,...,k} definieren wir 5, = aq, () (G., «v)-
Aus Satz (3.1) folgt, dass 5, = (5,) eine endliche 0-Cokette ist. Es gilt o=
=71, 9\70) =A17 und aufgrund der Darstellung von E gibt es ein ¢, €
EC'(MW,NR,, F) so dass

t
E= 5 a,lu+ dm+ — ¢
“ o

. . t
Da &, {, und g, endlich sind, ist es auch —9——51 und nach Satz (3.3) auch
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. t ¢ . .
& . Es gilt ¢ (-@— 54) = — 0%, = 0. Da F keine Torsion besitzt, folgt 5, = 0,
e

d. h. &, ist wieder ein Cozyklus. Damit haben wir gezeigt, dass durch die
Zuordnung

. t
Vi (@ ey @i ;8 —> 3,8, + on ?E
ein surjektiver Homomorphismus
o~ ~~ P ~ A\

w: @™ < O (W, N R,y F) < Zo (W N By F)— Z5 (W, N Ry, F)
definiert wird. Aus der Stetigkeit von g folgt, dass Z%. ein Banachraum ist
und dass vy stetig ist. Nach dem Theorem von Banach gibt es dann eine
Konstante C > 0, so dass man zu & mit || &g, , << M stets ein v-Urbild
(a3, ...,al 59,,¢&) so finden kann, dass | a[‘i] < CM fir pu=1,..,m,

|7l =< CM wnd | & I, o < CM.

Auf &, konnen wir dasselbe anwenden und erhalten induktiv Folgen
@ ,1,, &, mit den Eigenschaften |a” | << C*+' M, [|9, |, o < O M, || &g o<

<O Mund § =23 a, Cu + o8y, + * &g Durch Einsetzen erhalten wir fiir
w i e’

& eine Darstellung :

m Yo t\* o t\” t \*ot+1
=Z Y — y | — —_— ¥o
E It=l<v£0a'u(9))+a(v£0n (9)>+(9) E+1

fiir jedes »,. Nun wihlen wir ¢ > 0 so klein, dass % C< 1. Aus Satz (3.3)

JoLIn

t n
und damit (?> &, — 0 in der Norm || ||-m, o+ Ebenso wir die Abschitzungen

folgt dann

=leierm =l o

125
2 {—la
Ho=vwo \O /) *

[ t\*
2 ()
y=dy \ O K

== (—"—)v| w|l<53 (i()) c.M
0 # 4

e  v=wg r=wg

und

=5 (i 0) .0,
W.pe »=wn \@
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so dass diese Reihen in der Norm || i|; bzw. || [l o konvergieren und zwar

gegen holomorphe a,(t) iiber K, bzw. eine 0-Cokette n€ C°(UW, N R,, F).
Wir erhalten also in Z! (W, N R,, F)

51R0=2 a,u(t) Cﬂl R, +317
==1
oder :

(€] I ﬁa = énla.u (t) [C.u] | i?:, .

Bemerkung : Benutzt man den Satz (5.1) in voller Schirfe, so kann man
zeigen, dass die Konstante C nicht von g abhidngt.

Wir schliessen den Abschnitt 6 mit einer Bemerkung iiber die erzeu-
genden Klassen [,] ab. Sei b, und g, so gewihlt, dass 1/%:,0 (0,b,) c G, vgl.
Abschnitt 1. F,(a,d) sei dass Bild des Homomorphismus =, (a,D):
H! (ﬁg (a, b), F) — H*{R (a, b), Fg). Sei g, << o, so gewihlt, dass 7, (0,b,)[l,]
alle Bilder 3,(0,b)) =3, (0,b,) fiir ¢ <<p, erzeugen. Dieselben [{,] und
dasselbe o, kann man dann auch fiir alle anderen Ringe R (a,b), 0 <<a <T
< b= b,, nehmen : Dazu betrachte man das kommutative Diagramm

H' (B, (0,b), F) —> H' (R, (a,b), F)
i 7 (0,D,) i 7 (@, D)
H1 (R (0, by), Fr) — H* (B (a, b), F)
E

Nach [6] ist 7, bijektiv und nach (7] » surjektiv. Angenommen, die Klassen
7y, (0, b,) [£,] erzeungen F, (0, b)) = F, (0,b,) fiir o=<Cg,, aber die Klassen
Mg, (0, b) o v[£,] noch mnicht F, (a,d). Da r surjektiv ist, gidbe es ein
[¢]e H? (/139l (0, by), F) so dass m,, (a, b) o r[&] von den m, (a,b) o r [{,] linear
unabhingig wire. Da 7z bijektiv ist, folgte, dass 7,,(0, by) [£] von den 7,,(0, b,)[{,]
linear unabhingig wire, Widerspruch. Genauso zeigt man, dass 3, {(a,b) =
= Fo (@, ) fiir <o,

Wir wollen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit stets o, =g, an-
nehmen und formulieren den Satz

(6.1) Es gibt ein 05 >0 und b, >0 mit ﬁgo(o, by G und endlich wviele
Cyy s Cm € HY (R, (0,b), F) so dass gilt:
Fiir jedes Ringgebiet K = R (a,b)C E(0,by), a > 0, und jede zuldssige
Uberdeckung W von R gibt es eine Konstante C = C (U, R) und endliche
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Cozyklen £y ,.., lm€Zt (W N Ry, F), 0 < 0y, mit [§,] = ¢, | Bo, so
dass gilt :

Ist 5521(ﬁ9n jtz,, F) ein endlicher Cozyklus und o <Z %, so gibt es

holomorphe Funktionen a,(t) iiber K, mit

]| By = 3 a, 9 [2] | B
[l:

P

Zusatz: Da die Restriction H* (R, (0, b), F) — H' (R, (a,b), F) stets

bijektiv ist, vgl. [1] oder [6], gilt die Darstellung von [&] auch iiber
R, (0,0), d.h. [&]| R, (0,D) = 3 a,(®) ¢.| B, (0, ).
17

7. Relationen und erzeugende Schnitte.

a) Sei p, wie in (6.1) gewiihlt, b, > 0 eine Folge reeller Zahlen mit
b, \ 0 und b, < b,. Wir setzen

R, = R (0, b,).

Es gilt R, DRyy1D... Sei fiir 6<gyN= fi,e,fm)€H (K,, OF)

mit Sf, ¢, | ﬁ,l «=0; wo c,€H? (/IEQO(O,bO), F) die erzeugenden Klassen sind.
1

Es ist dann evident, dass N,® ¢ N,(‘_’ﬁl c ... Mit %' bezeichnen wir die
von den Schnitten in N.? iiber K, erzeugte kohirente Untergarbe von Of .
Wieder gilt N %i‘ilc

Sei ¢’ < 0, so dass K, cc K,, Dann gibt es nach bekannten Siitzen
einen Index »;, = »,(d¢’), so dass

N | Ky = N | K, fiir v =,

Fiir ein beliebiges » mit 0 < b < b,, bilden wir genauso Ny beziiglich
R(0,b) und K. Es gibt dann ein », >, so dass b, < b< b, und
W' N < K. Uber K, folgt dann

N | Ky = W | Ky = N | Ko -

(7.1) Mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen gilt:
Zu o < o< g, gibt es ein k=K (c') und endlich viele s, , ..., 8;€ N

LOIS
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vy =, (0'), so dass fiir jedes s€ H' (K, , AN), 0 b < by, gilt:

k
s=23nh,s.| K

==1

mit Iy, ..y, hi € HO (K, Og).

Beweis : Bs ist. 37| K, = N | K, . Wir wiihlen ein o” mit ¢’ < ¢” <o,
und nach Theorem A endhlich viele Schnitte ¢,,...,4€H O(K,,',:C}’(S’D)) die
iiber K,~ die Garbe C)’(f,'(’,) erzeugen, so dass iiber K,. eine exakte Sequenz

der Art
0— Kgy— O — N —0

besteht. Wegen Theorem B ist auch
H° (K, ,CY— H" (K, , W))—0

H' (K, W)
surjektiv.

Zu jedem s€ H® (K, , C}’(5,")) gibt es also holomorphe Funktionen g, €
3H (K, , O4) mit

1
§ = X ga t;, .
A=1
Zu jedem xz € K,~ gibt es eine Umgebung U (r)C K, so dass
u|U=27-s U
=1 !

wit s, ;€ N und ffﬁEHU(U, O4), denn N,” erzeugt ja die Garbe w2, Bs
* gibt eine endliche Uberdeckung von K,  mit solchen U. Sei num s; 1, ...
..y 82,k, die Menge aller beteiligten Schnitte. Wir bilden die Garbe N(; C Oy
iiber K,, die von diesen erzeugt wird. Aus den Epimorphismus O’j—+
—> N, — 0 ergibt sich der Epimorphismus H° (K, , O’Z)—>H° (K e y N —> 0.
Aber t; | K, gehort zu HO (K, , N;) nach Konstruktion von ;. Also gilt

k
t; | K, = zlf;,,q Sin, it fj z; € HY (K, , O4).
) =

1

Wir setzen pum % =12 k, und haben in 11, ..., 81, 1,5 821, e s S2ky 5 oo Sy, di€
=1

gewiinschten Schnitte.
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b) Wir kommen nun zur Konstruktion erzeugender Schnitte fiir die
Garbe 7. Sei g, und b, wieder wie in (6.1). Sei 0 << a <0< b, und U eine

zuliissige Uberbeckung von R = R (a, b). Zu ¢ < g, gibt es dann ein ¢ < L
c

nach (6.1), wo ¢ = C (R, W). Sei ¢’ < o. Wir wiihlen eine Folge b, \ 0 mit
b, < b, und setzen b, =0b,,, wo »; = v, (d).

Sei 2 € Ry (0,D,), «=(x,,%,,x;,x,) und r® = |z, >4 |z, > 4 |z, 2.
Wir wiihlen eine komplexe Hyperebene L = {l = 0}, die R (0,7) genau in «
beriihrt, und fiir die I von ¢ nicht abhiingt. Sei b <Tb' <b), o <o < g,
Aus der exakten Sequenz

00— 77 F—> FIF—0

erhalten wir das Diagramm

oo =3 O (R (0, V), FNT) > H* (B (0, 1), F) —> ...
! !
h ~ ~
(D) H° (R, (0, V), FH1F) — H' (R, (0, b), F)

X ! }

HO By (0,5,), FIF) > H* (Byr (0,0,), F)

Fiir jedes s € HO (B, (0, ), FIF) wird wegen Satz (3.4) 0(s)| B, (a, b) von
einem endlichen Cazyklus aus Z1! (W, N R, (a, b), ) repriisentiert. Daher
gilt nach (6.1), Zusatz:

8(s) | B, (0,0) = 2 JuCu | B (0, B).
=

Es ist aber 1.d(s) = 0 aufgrund der exakten ersten Reihe. In fi\, (0,7)
1 ~
existiert aber T Also folgt 6 (s)| R, (0,7r)==0, d.h.

F={F1, s S EN.

Nun ist aber » < b,. Nach (7.1) gibt es dann eine Darstellung

k
f| Ky =2 hys, | K,

»=1
mit s, € N und h,€ H° (K, , O4). Wir haben s, = (gu1 , «-- y gxm) und

S guulu | Be (0,0,) = 0.
"
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Also folgt auch X f,c.| R, (0,b,) = 0. Das aber heisst & (s) | B (0, b,) = 0.

Betrachten x\gir nun noch einmal das das Diagramm D, so ist gezeigt,
dass 8, o I = 0. Wir zeigen sogar, dass 3" =0 ist. Sei se HO (R (0,b,), FNF)
beheblg Da Tr (F/lF )= L und R 0,)N L em Holomorphiegebiet ist
mit R (0,0,)N L cc R (0, b)ﬂ L, so wird HO(R (0, b,), f/lC]) von endlich
vielen Schnitten s, , ... )8 € L Ho (R (0, b), F/IF) iiber HO (R 0,d,), O¢/lOg)
erzeugt. Fiir jedes s€¢ H® (R (0,b,), F/IF) gibt es also eine Darstellung

j
8§ = Z Ji h (Si)
i=1

und es folgt 8, (s) = 2 gi0, o h(s;) = 0.

Damit ist gezeigt, dass der Homomorphismus
(R, (0,0,), F)— H° R, (0,0,), FIF)

surjektiv ist. Da wER +(0,b,)N L ist auch HO(R 0 by F)—> Ty Fo
surjektiv, wo m,C O, das maximale Ideal ist. Da x € R o, b*) beliebig war,

folgt aus dem Nakayama-Lemma, dass & iiber /IE,/ (0, b,) von ihren globalem
Schnitten erzeugt wird. Wir haben damit bewiesen:

(7.2) Zu O0€ A gibt es ein g, > 0 und ein r, > 0, so dass die Garbe F diber

R, (0,r)=1{2€G,0 <[z |?+ |2, [P+ |2, [ <r2,[z,| <o) von ihren
globalen Schnitten erzeugt wird.

8. Der Fortsetzmigssatz:

Sei G ein Gebiet des C* und A C G eine analytische Menge der Dimen-
sion 1. Dann gibt es zu jeder lokal-freien kohirenten Garbe F iber G — A
eine kohirente Garbe F iiber G mit /Cfl G—A=75

Zusatz: Ist i: G — A — G die natirliche Inklusion, so ist i, F kohirent,
wo i, F durch das Garbendatum U ~—> HO (U — A, F) definiert ist.

Beweis: Sei S(A) die Menge der singuliren Punkte von A. Zu jedem
x€A — S(A) gibt es eine Umgebung U (x), so dass UN A durch eine bi-
holomorphe Transformation auf die Gestalt UN A = {z€ Uz, = 2z, = 2z, = 0}
gebracht werden kann und x dabei in O iibergeht. Nach (7.2) kann man
U dann noch so wiihlen, dass & iiber U— A von dem Schnittmodul
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H°(U — A, F) erzeugt wird. Nach [5] ist dann i, (F) kohiirent, wo i,»: G —
— A — @ — S(4) die natiirliche Inklusion bezeichnet. In [8] wird dann
gezeigt, dass eine diskrete Menge D’ c A — 8 (A) existiert mit codh,
(6 (F)) =3 fiir x€ A — (§(4) U D’). Aus dem Fortsetzungssatz in [6] folgt
dann, dass i, (%) nochmals eine kohirente Fortsetzung iiber D’ N 8 (4) auf
ganz (G besitzt. Der Zusatz folgt aus dem Hauptsatz in [5].

9. Injektivitit beziiglich H! und H?>.

Die Abschnitte 9 und 10 sind nur sinnvoll, wenn A ein Ebenenstiick
darstellt. Wir wollen deshalb wieder wie in den Abschnitten 1 bis 7 voraus-
setzen, dass A = {2¢€ @, 2, = 2, = 2, = 0} ist. F sei wieder lokalfrei auf
G A. \Ta,ch Abschnitt 8 besitzt & eine maximale kohiirente Fortsetzung

7—- ix FoF genugt dem O-ten Hebbarkeitssatz. Wir beweisen den folgen-
den Satz.

(9.1) Zu jedem Punkt xy=(0,%t,)€ A gibt es ein o, > 0, eine endliche diskrete
Menge D Ko, (t) = {|t —t,| < go] und ein by >0, so dass fiir jedes
t, € K, (t,) — D und jedes b <b,, o < g, gilt:
Die wvon dem Homomorphismus F— F f—>(t —1,)f, induzierten Ab-
bildungen

H' (R(0,b) < K, (t,), F)— H (R (0,) X< K, (t,), F)
sind injektiv fir =1, 2.
Beweis.

Py
a) ¥ besitzt eine maximale kohiirente Fortsetzung %, die wieder ohne

Torsion ist. Es gibt eine Umgebung U (x,), so dass elne Einbettung F-—» O*
iiber U existiert. Wiihlen ¢, = 0 und schrelben wieder RQ (0,0)=R(0, b)>< K, (0)-

-go > 0 und b,> 0 seien so gewiihlt, dass Reo (0,by) c U. Uber U definieren
wir die Garbe @ durch die Sequez

0—F 5 0t — G—0.
Es gilt der Hilfssatz (9.2), den wir spiiter beweisen.

(9.2) Ist ¢: U — A — U die natiirliche Inklusion, so ist i, (@l U — A
kohérent.

12
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b) Da sowohl ¥ als auch é\ =1,(G| U — A) dem O-ten Hebbarkeits-
satz beziiglich A geniigen, gibt es nach [8] eine diskrete Punktmenge

D c K, (0), so dass codh, (F)= 3 und codh, (Q) =3 fiir € K,, — D.
3 Y
¢) Sei nun ¢ < g, und b << b,. Wirsetzen X ={z€ U X |2, 2P < b* < K,
1

und X, = {2, =1¢,} N X. Aus der Sequenz 0 — F— TGl — t) F—0
ergibt sich das Diagramm

H (X, F)— HO(X,,, F/(t — t,) ) —> 0

~N Ly

E
>~ e

HO(X — A, F)— HO(X, — 0, F/(t— t) F) —> H (X — 4, F) "3 H (X — A,F

Ist ¢, € K, — D, 8o ist codhg, o) (F/(t — t,) F) = 2. d. h. r, ist bijektiv.
Da auch r bijektiv ist, folgt die Injektivitdt von (¢ — t,) beziiglich H*.
d) Ohne Beschrinkung der Aligemeinheit diirfen wir iiber U eine
exakte Sequenz der Art

0—>£—>O"——>/<§—>0

annehmen. Fiir jedes ¢, erhalten wir das Diagramm

H' (X, — 0, £/t —t,) L)
s
0 >H!'(X—A,Q—H*X—A4,L)—..
Ji((t —t,) l(t —t,)
0—H'(X—A4,Q)—> H*(X — A4, L)— ...

Nach b) ist fiir ¢, € K, — D codh, 1) (§) = 3, d.h. codh, 1 (L) = 4
und damit codh, (L2/(t —t,) 2) = 3. Folglich ist H!(X,, — 0, L/(t —t,) L) =0
und (¢t — ¢,) beziiglich H? (X — A4, L) injektiv. Aus dem Diagramm folgt
dann die Injektivitit beziiglich H! (X — 4, Q).

¢) Zu der definierenden Sequenz von G gehdrt nun das Diagramm

0—>H'(X—A,Q)— H*(X — A, F)— H* (X — A, O —> ...

PR |-

0—>H'(X—A4,8) >H*(X— A, F)— H*(X — 4,0 — ...
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wo die vertikalen Homomorphismen die Multiplikation mit (¢ — ¢,) darstel-
len. Da die Homomorphismen u, und u, injektiv sind, muss es auch u,
sein, falls ¢, ¢ D. Damit ist (9.1) bewiesen.

Beweis von (9.2):

a) Sei x, € AN U ein beliebiger Punkt, den wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit als 0 wihlen konnen. o,, b, seien so gewihlt, dass

Ago 0, 0) c U Ferner sei g, > 0 so klein gewiihlt, dass endlich viele ¢, ...
, Cm € H? (RQ0 (0, by), F) existieren, fiir die das Theorem (6.1) gilt. Aus der
deﬁmerenden Sequenz fiir @ ergibt sich die folgende exakte Sequenz
~ P ~
w—> HO(R,, (0, by), @) — H (R,, (0, by), F)— 0.
Wir wihlen danach u,,...,%n, 80 dass 0 (u,) = ¢,.

Sei nun ¢ < o < @, und b < b, und [é]€ H' (R, , (0, 1), 7) Es gibt ein
Ringgebiet R cc B (0, b) und eine zulissige Uberdeckung W von R, so dass

[£] durch einen endlichen Cozyklus &€ Z, (m&’ N Ee , F) repriisentiert wird.
Nach (6.1) gibt es dann ein ¢ < ¢ so dass

€| R = 27, () cu| By

=1

wo f, holomorph iiber K, sind. Da aber wegen [7] B! (R, (0,b), ) abge-
schlossen ist fiir jedes b und g, so folgt wie in [7], dass dann die Fortset-
zung der Cohomologieklassen von R, nach R, (0,b) eindeutig ist:

[6]| Rs (0,D) = 3 fu.cu| R, (0, D).
1
b) Ist nun sEHO( o (0, 0), @), so gilt auch

8) | Bo (0,0) = 3 f.. 6 ()| Bs(0,b)
I
oder
08— 2 fuu,) | R, (0,b) = 0, d. h.
"

N k ~~
(s — X fuuy)| B, (0,0) = Zlg,‘ s. | R, (0, )
I3 =

WO 8, ,...,8 den Epimorphismus O — G-—> 0 erzeugen. Dabei sind auch
die g, holomorph iiber K,. Also

s| B, (0,0) =3 fuu,| B, (0,0) + = gus. | R, (0, D)
m »
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¢) Wir bilden nun iiber R, (0,b,) die exakte Sequenz
0—K—> 0" - Q—0

indem wir zu dem Epimorphismus OfF — g noch die u, , ..., %, hinzunehmen,
und X als Kern des neuen Epimorphismus definieren. Fiir b < b, und
o< p<p' <oy, Wo 6 gemiiss (6.1) gebildet ist, erhalten wir das Diagramm

. —HP° (ﬁeﬁ(o’ b); Ok-‘_m)_*Ho (ﬁe’ 7(0’1’)7 g) '(L*Hl (Iﬁe’ ,(0, b)7 CK)_> 0

oo HO (B, (0,0), §) > HY (B, (0,0),9%0 —> 0

Nach b) folgt fiir ein s€HO (K, (0, b), Q)
805 (3| By (0,0) = 0
Da aber ¢ surjektiv ist, folgt fiir jede Klasse
[£]€ H! (B (0, b), K), dass [¢]| R, (0, b) = 0.

d) Da & ausserhalb A lokalfrei fiir Q ausserhalb A codh (§) = 3 und
damit codh (°X) = 4 ausserhalb A. Nach dem Hauptsatz 8. besitzt ‘X eine

kohirente Fortsetzung & iiber {| 2] <by} < K, . Aus der exakten Sequenz
0—>/C)\C—>'-?—t>f)(/t<7{-——>0

resultiert fiir b < by, 06 < p < ¢’ <, das folgende Diagramm, wo B, (b) =
= {| 2| < b} X K, ist.

0 ~ ~
H(B.(b), K) )

e Ny

...——H°<§?,<b>.§) — HO(B(p),K/tK) — 0O

| 4, 1T jad 4 l H“('R\G'(ovb)vK)
) j $ < b /d; :\
..— H°(R,(0,b) ,K) — H°(R(o,b),K/tK)——H‘(R?,(o,b).K)

\

o A
H (R((O,b),K)

A
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Die Restriktion 7, ist nach Definition von C’)\C bijektiv. Wir zeigen, dass
auch 7, bijektiv ist fiir Jedes b Ist s € HO (R (0, b), XH/tK), so 1st nach ¢)

0, (8)=0, d.h. EluEHO(B d), K) mit m,or,(w)=s, d. h. r, o.n,,(u)_.s
Setzen wir ;\_ 7, (u), so folgt, dass rp, surjektiv ist. Die Injektivitit von r,
folgt aus dem waagerechten Diagramm.

¢) Aus Satz 1.1, [6], folgt nun codk, (XK = 2, d.h. codh, (X) = 3.

Also gibt es iiber einer Umgebung B, (b;) mit o, < g,, b, < b, eine exakte
Sequenz der Art

00— On — Oro—» C)/E—>0.

Fiir 0 < ¢ < ¢’ < ¢, und b < b, haben wir wieder ein Diagramm

0 — H* (Ry (0, ), K) — H2 (Ry (0, ), OP) —> ..

\Lr k J,’"O

0— H' (R, (0, b), K) — H2(R, (0, b), OP) —> ...

Nacht Punkt ¢) dieses Beweises ist 7, =0. Da wir uns im C* befinden,
konnen wir mittels Laurentreihen und dem Identititssatz fiir die holomor-
phen Koeffizienten zeigen, dass ’”O injektiv ist. Also ist sogar r; injektiv

und wir haben gezeigt, dass H! (R . (0, b), C)C) = 0. Da das fiir alle o’ < ¢,

und b < b, gilt, folgt, dass durch g O"'H”/C)( iiber Bgl (by) eine kohiirente
Fortsetzung von gl U — A definiert ist, die dem 0-ten Hebbarkeitssatz ge-

niigt. Also ist g:z QIRQl (0, by)) und damit ist (9.2) bewiesen.

10. Kohiérenz vou =, ().

Sei wie in Abschnitt 9 A das Ebenenstiick A = {z€ G 2, =2, = 23 =0}
und F auf G — A4 lokal frei. Da wir auch hier mit den Methoden der
fritheren Abschnitte arbeiten miissen, ist es sinnvoll, die Projektion n ein-
zuschriinken. Sei R = R (a,b) wieder ein Ringgebiet im €3 und 2 c A of-
fen, so dass R < Q2 c G. Wir wollen von nun ab nur noch die Garbe
F| R < Q betrachten. Die Projektion = sei die natiirliche Projektion
n: R>< £ — Q. Dann ist die Garbe z,() iiber £ durch dass Garbendatum
U~— H' (@t (U), F) = H'(R < U, F) definiert. Wirt zeigen, dass =, (F)
kohirent ist,
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a) n, (F) ist von endlichem Typ :

Sei t € Q2 und g, > 0 so klein, dass D N K, (t,) = %) , wo D die dis-
krete Ausnahmemenge von A beziiglich & gemiss (9.1) in der Nidhe von
xy == (0, t;) ist. Ferner sei g, so klein, dass endlich viele Klassen ¢, , ..., ¢mn €
€ H1 (R (0, b,) < K, (t;,), F) existieren so dass (6.1) gilt. Zu g, wihlen wir
6, < 0, gemiiss (6.1). Sodann wiihlen wir ¢, € K, (f;) beliebig und zeigen,
dass die s, = 7, (¢,) den Halm 7, (°F), erzeugen.

Ist t, =t,, so folgt die Behauptung sofort aus (6.1). Denn ist s, €7, (F)y,-
80 gibt es eine Umgebung K, (f,) und einen Repriisentanten s =[§]€ H 1(l‘/E:,, F).
Wir wiihlen ein Ringgebiet R’cc R und o > 0 so klein, dass [£]] I%Z. von
einem endlichen Cozyklus & € Z; (‘l/[l\g n l/it\i, , F) reprisentiert wird, wo Ul
eine zuliissige Uberdeckung von R’ ist. Es folgt dann fiir ein o <o

[£]| Ro = 2 fucu| R

mit f,€ H° (K, (t,), O4). Wie beim Beweis von (9.2), a) haben wir dann auch
iiber R, die Darstellung

]| Ry = 3 fuc,| B, .
"

Also gilt auch s | K, = 5 f,s,| K,, d.h. n,(F), wird von den s, erzeugt.
y22

Ist ¢, 3=1t,, so folgt aus der Wahl von g, und dem Satz (9.1) fiir
i = 2, dass der Homomorphismus

(%) HY (R < K, (ty)y F)— H1(R < (), F/(t — t,) F)— 0

surjektiv ist. Ist nun s, €mn, (F),, so gibt es wieder eine Kreisscheibe K,(¢,)
und einen Reprisentanten s = [£{]€ H!(R < K, (t,), ¥). Mit R’ cc R und
einer zuliissigen Uberdeckung U von R’ gibt es wieder einen endlichen
reprisentierenden Cozyklmsv Ee Zot (WNR) < K, (t), F). Da (x) surjektiv

ist, gibt es endlich viele ¢,,...,¢; aus H?! (R (0, b)) < K, (t,), F), so dass
wir nach einem Verfahren wie in Abschnitt 6 fiir ein o < ¢ eine Darstellung

i v
[5]|R><K.,(t1)=1§1 hie,| B < K, (¢)

erhalten, mit h; € HO (K, (t,), O4). Aber iiber R < K, (t,) gibt es, ebenfalls
nach (6.1) eine Darstellung ¢, | R < K,, = X g3, ¢, | R < K,,, wo die ¢, die
“
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urspriinglichen Klassen und die g;, holomorph iiber K, (f,) sind. Definieren
wir iiber K, (¢,) N K, (t)) fu= 2 hig., so folgt s, = 5 f, 8, ,, d. h. auch
“ “

7, (F), wird von den s, erzeugt. Uber K, (t,) existiert also eine exakte
Sequenz

00— R—OF — n, (F)—0.

b) 7z, (F) ist kohdrent :
Aufgrund der letzten Sequenz geniigt es zu zeigen, dass ‘¥ von endli-

chen Typ ist iiber dem Kreis K, (t)), denn dann ist 7, (F)| K, (t,) kohi-
rent. Da ¢, beliebig war, sind wir dann fertig.

Sei ¢, € K, (t,) beliebig und fi ¢, ey fm € O, mib

Zf.”"tlsll'ytl = Otl'
"

Dann gibt es eine Umgebung U = U (¢,), so dass UcC K, (t,) und iiber
U Raprisentanten f, der f. i, so dass

S fucu| R x U= 0.
“

Nun wihlen wir Polynome f, so dass f — f( =(t —t)" g% und bilden
¢= — 3fr e, iiber R>< K, (t). Uber R > U gilt dann
14

= J— n (n)
c=(t—1,) f‘ g, -
Bei Anwendung des Homomorphismus
H' (R < K,, (t), F)— H' (R, F(t — t,)* F)
geht dann ¢ in O iiber, d.h. es existiert eine Klasse ¢™ € H' (R < K (1), F)
mit
c=(t—t,) e,

Auf ¢ wenden wir nun (6.1) an. Es gibt dann Funktionen ("¢ H (K, (t),O4)
mit

¢ | R < K, (t)=3b" e, | R < K, (t)
"

go dass dann

¢| R < K, (t) = f(t — )" b ¢ | B < Koy ()
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Wir setzen a,’ = (¢ — ¢,)" b7’ und haben

S+ al) ou | B < Ky (o) =0
123

d.bh. W = (fi0, ., W) 4 (@), .., a®) € HO(K, (t), K). Ausserdem gilt
iiber U

F—w"et—t) -H(U,O%)

WO f = (fyy e S, s denn £, — (f + alM) = (f, — f{) — alf) = (t—1, )" (¢ — D).
Nun wenden wir wie in [2[ den Satz 2, |2], p. 28, an. Zu diesem Zweck
sei M, c O4 . der von H (K, (t,), R) erzeugte Untermodul und M, = R,,.
Zu jedem f, € M, haben wir ein h{’ € M; gefunden mit

fo—hP et —1t)" O% 4.

fiir jedes n ! Aus [2], Satz 2 folgt dann f, € My, d.h. R, wird von H° (K, (t,), R)
erzeugt fiir jedes t, € K, (¢;). Das war zu zeigen.

Mathematisches Seminar
Frankfurt a. M.
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