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VORWORT

In der algebraischen Geometrie wurde von Serre-Grothendieck folgender
fundamentale Kohédrenzsatz bewiesen : Ist f: X — Y eine eigentliche morphe
Abbildung zwischen zwei algebraischen Varietiiten, dann sind alle Bildgar-
ben R'f, () einer kohirenten algebraischen Garbe J wieder kohédrent. Die-
ser Satz ldsst sich verhiiltnismiissig einfach mit rein garbentheoretischen
Mitteln beweisen, wenn X isomorph zu einer lokal abgeschlossenen Unter-
varietit eines projektiven Raumes ist. Den allgemeinen Satz bekommt man
mit Hilfe des Chow’schen ILemmas, das aussagt, dass jede algebraische
Varietit Bild einer surjektiven eigentlichen, morphen Abbildung ist. Unver-
gleichbar schwieriger ist das analoge Kohiirenztheorem in der analytischen
Geometrie zu beweisen. Hier hat man kein Chow-Lemma zur Verfiigung.
und deshalb kann der Weg, der in der algebraishen Geometrie vorgezeichnet
ist, nicht beschritten werden. In dem beriihmten blauen Buch : « Ein Theo-
rem der analytischen Garbentheorie und die Modulriiume komplexer Struk-
turen », bewies Grauert den grossen Kohiirenzsatz der analytischen Geome-
trie. Die Knappheit seiner Darstellung bringt es mit sich, dass die vielen
schonen Ideen und neuen Methoden oft recht unverstiindlich erscheinen
und deshalb der Beweis auf seine Richtiglkeit nunerhort schwer zu kontrol-
lieren ist. In dieser Arbeit ist der Grauertsche Beweis des grossen Kohi-
renzsatzes liickenlos aufgeschrieben.

Es sei mir an dieser Stelle gestattet, Herrn Prof. Dr. R. Narasimban fiir
das Lesen des Manuskriptes und fiir seine Verbesserungsvorschlige zu
danken.

1. Privilegierte Umgebungen.
1.1. Die Grauertnorm
(1.1.1) Bezeichnungen :

R, Menge der nicht negativen reellen Zahlen,
m und n seien natiirliche Zahlen,
9=(Qia'"79m)ERi’

0o = (@ ., oW e R,
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Seien o, o’ € R} . Die Relation o, <pi, 1<<i<<m (bzw. ¢; < of, 1 <i<m)
wird mit ¢ << ¢’ (bzw. ¢ < o’) bezeichnet.

k= (k,..,kpy)€eNm
b= (b y ., tin) m-tupel von Unbestimmten

=@, ..., eCm

(t )”‘ . (t1 k, (tm Fm
e/ 91) Qm)
G offene Menge des Cn.
K (ty, ¢) Polyzylinder im C™ mit Zentrum ¢, und Polyradius ¢. Wenn
t, der Nullpunkt von C™ ist, dann setzen wir K (¢, ¢) = K (o).
O Garbe der holomorphen Funktionen auf (¢ (der Exponent ¢ ist im

folgenden aus dem Zusammenhang ersichtlich).
& kohirenter O-Modul.

(1.1.2) In den Schnittmoduln I'(@ < K (o), 0" und I'(G < K (g), d)
werden Pseudomormen eingefiihrt. Dazu entwncke]n wir jedes feI'(G <
< K (p), O" in eine Potenzreihe

— 5 t\¥
T=3nlg)
Dabei sind die Koefiitienten f;, Schnitte aus I" (@, O").

DEFINITION (1.1.3). — (i) (Maximumnorm) Sei ¢ = (g, ,..., 4») €in Schnitt
aus I' (@, 0. Es wird

llglle =2 sup |g;(2)|
1 ze@
gesetzt.
t \*
(ii) (Grauertnorm) Sei = X fi (?) ein Schnitt aus I'(G < K (g), O").
Es wird

17 lee = sup [\ 7k e

gesetzt.

(iii) (Graunertnorm) Sei O"— S — 0 eine Auflosung von J iiber
G > K (p) und sei s€I'(@ < K (g),d). Wir setzen

| 8llve =0t { || |lee: SEL'(G X K (g), O") mit & (f) = 8}.
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Anmerkung: 1) Wenn s€ I (G X K (g),d) und || 8|/gp =0, dann gilt
8 = 0. Dies ist eine leichte Folgerung des Cartanschen Satzes (1.3.1). 2) An
Stelle des Wortes « Pseudonorm » wird bequemlichkeitshalber oft das Wort
«Norm » benutzt.

SATz (1.1.4). — Voraussetzung : Sei f€ I'(G > K (g,), O"). Behauptung :
(i) Wenn ¢ < gy, dann ist | f|l¢e <<||f|lexk e - (ii) Wenn G’ cc G und
0<<gy, dann ist || f|l¢:e<oo. (iii) Wen G’€ ¢ und ¢ <g,, dann ist
IS llee < IIf llaeo -

LEMMA (1.1.5). — Sei g,€ RY. Zu jedem g, € R} mit o, <<g, gibt es
zwei Konstanten ¢, a € Ry mit¢ > 0, 0 < a <1 derart, dass fiir jede offene
Menge B des C" und jedes g€ R} mit o < o, die Aussage gilt: Wenn f €

t \k
€I'(B< K (g,), O), dann gilt fiir die Koeffizienten der Entwicklung f=23f; (?)
k

die Ungleichung || fx ||z < ||f ||lpesy ¢-al*!. Dabei wurde |[k| =k, + ... + kn
gesetzt.
Die Beweise von (1.1.4) und (1.1.5) sind trivial.

(1.1.6). — Seien B; offene Mengen des C" (i = 1, 2) und sei g, € R} .
Mit ;O werde die Garbe der holomorphen Funktionen auf €™ 1™ bezeichnet.
Eine holomorphe Abbildung v, : B, < K (g,) — B, < K (g,) heisst eine
Abbildung iiber K (g,) wenn prye y, = pr, gilt.

LEMMA (1.1.7). — Sei y,: B, < K (g9) «— B, < K (g,) eine holomorphe
Abbildung iiber K (g,). Zu jedem o, € R} mit o, << o, gibt es eine Konstante
M >0, so dass fiir jedes o < o, die Aussage gilt: Wenn fel'(B, < K (p),,0),
dann gilt die Ungleichung

” AR “B:e =M ”7 ”]h@ .

Beweis. — Es werde zunichst f unabhiingig von ¢ vorausgesetzt (dabei

bezeichne ¢ die Unbestimmten, die in K (¢) laufen. Dann lésst sich f als
t k

Schnitt aus I' (B, X K (gy), ;,O) und damit auch g =/fcy,= 2 g (?)
k

als Schnitt aus I'(B, < K(g,), ,0) aufiassen. Nach Lemwa (1.1.5) gilt || g ||s,<<

< ||9||B,er cal*!. Nach Satz (1.1.4) (i) gilt ||g||5,e, <<||9 ||mixk 00 <!|/||BixK @0 =

= || f||B,¢ - Insgesamt folgt also die Ungleichung

(.) ”yk”BgS ||f||1f,eca“<l.
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t \k
Sei jetet f= 2 f; (-Q—) € I'(B, < K (g), ,O) beliebig, dann gilt offensichtlich
k

t\k t\»
g=foyw, =2 (fro° %)(?) . Behandeln wir fyoy,=23 g,'f (? nach (s), 8o
k »"
folgt || 9% |5, < f; Il c@!#!<<||f || 5, ca!#!. Elementares Einsetzen liefert

s ’f(t m‘z(z #)(t)' d es gilt
= — ¢} |{—) und es gi
I k u g“ Q) T uStJ‘u [ &

V1 e

1
Irl =
p <l goZari=of;

2 gz—y
”#Sr “ —a

(1.1.8) Seien G; offene Meugen des C", (i =1,2) und sei y,: @, <
< K (gg) — G, < K (g,) eine holomorphe Abbildung. Ein ;,O-Modulmorphismus
v, ¢ OB —> (o), (LO%) heisst ein y;Morphismus und wird auch mit y, : 0O
— ;0% bezeichnet. Fiir jedes Paar (B,, B,), wobei B, offene Teilmenge von
@, < K (g,), B, oftene Teilmenge von @, < K (g) mit y,(By)< B, liefert v,
einen Dimorphismus

v, (B, , B,): I'(B,, ,On) — I' (B, , ,0%).
SaTz. (1.1.9). — Voraussetzung :
v, G, <X K (g)) <— Gy <X K(g,) holomorphe Abbildung iiber K (g,)
y, 1,01 — ,0n yy-Morphismus

Behauptung : Fiir jedes G* cc G, und jedes p, < g, gibt es eine
Konstante M > 0, so dass fiir jedes Paar (B,, B,) offener Mengen B,c @, ,
By,c @* mit yy (B, < K(g,))< B, X K(o,) und jedes ¢ < p, die Aussage
gilt: Wenn feI'(B, < K(g), dann gilt die Ungleichung ||y, ° f||5, o << M||f||5,¢-

Beweis. — Sei (6,);<,<, die kanonische Basis von I'(@, < K (g,), O)
und f, =y, 0 ¢, € I'(Gy <X K (), ;07). Sei jetzt ¢ und o’ so gewihlt, dass
0 <o, <@ <p, ist. Nach Lemma (1.1.5) gilt fiir die Koeffizienten der

Entwicklung f, = %‘ e (—Z)—)kdie Ungleichung || f7||z,<< || fy ||Bie € al*!. Nach
Satz (1.1.4) (ii) ist ¢, = sup || f, ||,er < 0. Man hat also || fx ||z, << ¢q ¢, al®l.
Sei jetst f= Sk e, € I'(B, < K (o) (O%). Nach (1.1.3) (iii) ist ||f||pe=
=Z| % ||e- I:Tach Definition von y, gilt g =1y, 0 f= (ko yp) p 06, =
— 3 (ko y,)f,. Nach Lemma (1.1.7) gilt fiir die Koeffizienten der Entwick-
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lung &, y, = Zk;( ) die Ungleichung ||k; p<< M|k, |5 ,. Elementares
X 0

Einsetzen liefert

1w ' Y Y t\*
=335k fu( ) =z(z Zk,_,u_r;)(?>

v=1 1 u T \v=1 usr

und es gilt die Abschitzung

L33

2 2z k:—!l.f# < 2 M| k|| e o ci Z alvl= Mc, ci( ) 1 1|7+
y=] u<t

COROLLAR (1.1.10). — Voraussetzung :

@, Steinsche offene Menge des (™

i kohirenter ;O-Modul auf G ~ K (g,), (i =1.2)

0% — &;— 0 Auflosung iiber G;>< K (g,), (i=1,2)

yo: Gy <X K(g,) < G, < K (g, holomorphe Abbildung iiber K (g,),

1 — yo-Morphismus.

Behauptung : Fiir jedes G* cc @, und jedes g, < g, gibt es eine Konstante
M >0, so dass fiir jedes Paar (B,,B,) offener Mengen B,c @,, B,c G*
mit y, (B, <X K (gy))€ B, < K(g,) und jedes ¢ < o, die Aussage gilt: Wenn
s€I'(B, < K(g),d,), dann gilt die Ungleichung ||y, (f)||ge<< M ||f |5,

COROLLAR (1.1.11). — Voraussetzung :

",

G Steinsche offene Menge des €
J kohiirenler O-Modul auf G < K (g,)

O —>J3—0, (»=1,2) Auflésungen von J iiber G » K (o).

Behauptung : Fiir jedes G* cc ¢ und jedes g, < g, gibt es eine Kon-
stante M > 0, so dass fiir jedes BC G* und jedes p < p, die Aussage gilt:
Wenn s€I'(B X K(g),d), dann gilt die Ungleichung |8 |z, << M|| s ||%,
(Dabei bezeichnet || |3, die Pseudonorm beziiglich der Auflisung O% —
— I3 —0).
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COROLLAR (1.1.12). — Voraussetzung :
y, : O — O2 Morphismus iiber @ < K (g,).

Behauptung : Fiir jedes G* cc & und jedes g, < g, gibt es eine Konstante
M > 0. so das fiir jedes B c G* and jedes ¢ < o, die Aussage gilt: Wenn
J€I'(B < K (g), On), dann gilt die Ungleichung ||y, (f)|lze << M| f ||z -
COROLLAR (1.1.13). — Voraussetzung :

@ Steinsche offene Menge des C*,

J; kohiirente O-Moduln auf G < K (g,), (¢ = 1,2),

O%— &;— 0 Auflosungen iiber @ < K (g,),

v, : 3, — I, Morphismus iiber @ < K (g,).

Behauptung : Fiir jedes G* cc @ und jedes g, << ¢, gibt es eine Konstante
M >0, so das fiir jedes B c G* und jedes ¢ <Cp, die Aussage gilt: Wenn
s€I'(B < K(g),d,), dann gilt die Ungleichung || v, (f)||se << M || f||Be-

(1.1.14) Ein Beispiel : Sei f(t)=- deﬂniert auf K(1)={teC:|t| <1}
Jetzt ist f(t) = E t* , somit ||f||,—-1 Dagegen ist f-f= 2 n4 1),
also || f-f|l, = oo Es gilt aber der folgende

Satz (1.1.15). — Voraussetzung :

€I (B <X K (gy), O") mit || f ||z, < o0

Behauptung : Zu jeden 2; < 9, gibt en eine Konstante ¢ > 0, 8o dass fiir

jedes o <¢ und jedes a€I'(B x K(g),0) die Ungleichung ||a - f|ln <
<c|la|'z || /e gilt.

COROLLAR (1.1.16). — Voraussetzung :
& kohiirente analytische Garbe iiber B < K (o),
O — S — 0 Auflosung iiber B < K (g,).
s€ I'(B < K (g,), d) mit || 8||5e < co.

Behauptung: Zu jeden 3< @, gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir

jedes o <o und jedes a€ I'(B< K(g).O) die Ungleichung ||a-s |z <
<cllalslls |, gilt.

14
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1.2. Dreiecksmengen

DEFINITION (1.2.1). — Sei m eine natiirliche Zahl, und sei é;: R7 ™ —
— By ,1<<i<m ein System von positivwertigen monotonen Funktionen.
Die Menge aller m-tupel (g, ..,om) aus R} mit der Eigenschaft

om—i < Om—i (Qm g eeey Qm—i—l—l)y 0<i<m— 1,

heisst m-dimensionale Dreiecksmenge beziiglich (d,,...,0,) und wird mit
A(dy ... yOm) bezeichnet.

SaTz (1.2.2). — 1) Wenn 4(d,,...,0.) eine Dreiecksmenge ist, dann
gibt es zu jedem >0 ein o >0 aus 4(,,..,0n derart, dass o;<e
fir 1 <it<<m gilt.

2) Wenn 4(d;,...,6.,) und 4(d',...,06n) Dreiecksmengen sind, dann
ist 4(8y, ...,0m)NA(SY ;..., ;) wieder eine Dreiecksmenge.

(1.2.3) Die Sprechweise « fiir hinreichend kleines g € R} mijt der Eigen-
schaft R (g} gilt die Aussage A (o} » soll heissen, dass es ein g, € R} mit o,>0
gibt, derart dass fiir o, 0 << ¢ <g,, mit der Eigenschaft R (o} die Aussage
A (o} gilt.

1.3 Cartan privilegierte Umgebungen

THEOREM (1.3.1) (Cartan). — Voraussetzung: Sei « ein Punkt des C»
und sei N ein Untermodul von Of.
Behauptung : Es gibt
1) einen Homomorphismus k : O?— (7 iiber einer offenen Umgebung
von ¢ mit im h, = N,
2) eine Dreiecksmenge 4 (4, ,...,0,).
3) eine Abbildung M: 4(d,,..,0,) — R4, so dass fiir hinreichend
kleines g €4 (8, , ..., 6,) gilt:
Zu jedem f€I'(K((x,0), 0% mit ||f]|| k@e << oo und f,€ im h, gibt es ein
geI' (K (x,0),07) mit h(g) =1 und || g|lk@ o = M(0)||f|lk @ ¢ - Ein Beweis
zu (1.3.1) ist in [2] zu finden.

DEFINITION (1.3.2). — Sei & wie in (1.3.1) vorgegeben. Dann heisst
jedes Paar (K (r, 0), M (p)) wie es in (1.3.1) auftritt, h-privilegierte Umgebung
im Sinne von Cartan.



bei eigontlichen holomorphen Abbildungen 737

BEMERKUNG (1.3.3). — Hat man bereits einen Morphismus & : O? — (7,
iiber eine offene Menge U des (", dann gibt es zu jeden Punkt x € U eine
Dreiecksmenge 4 (9, , ..., d,,) und eine Abbildung M:4(4,, ..., 0m)—> Ry, 80
dass fiir jedes go€A4(d,,..,0,) das Paar (K (z, ), M(9) h-privilegiert ist.
Es werden noch einige wohlbekannte Corollare ohne Beweis notiert.

COROLLAR (1.3.4) — Voraussetzung : (X, “)) sei ein komplexer Raum,
& kohiirenter -Modul, und (Su)uen eine aufsteigende Folge (d. h. Sp '€ Sny1)
von kohiirenten Untergarben von J.

Behauptung : Zu jeder relativkompakten offenen Teilmenge Y < X gibt
es eine natiirliche Zahl n (Y) derart, dass S| ¥ = Sn(r) | Y fiir alle n = n (Y).

Corollar (1.3.5). — Voraussetzung : (X, %) sei ein komplexer Raum, J§
ein kohiirenter 9¢-Modul und .2 ein Untermodul von d.

Behauptung : Wenn die globdlen Schnitte von .2 jeden Halm von L2
erzeugen, dann ist .2 kohiirent.

1.4. Gauert-privilegierte Umgebungen

DEFINITION (1.4.1). — Sei & ein kohiirenter O-Modul. & heisst im
Punkte z = (%, ..., x,) € C* (¢, — =,) - torsionsrecht, wenn die Abbildung
8z > (t, — ) 8,: % — I, injektiv ist.

SATZ (1.4.2). — Sei J ein kohiireuter O-Modul, dann gilt
(i) Zu jedem x = (x,, ..., xa) € C* gibt es eine natiirliche Zahl d, so
dass (¢, — «,)*J in « ({, — «,)-torsionsrecht ist
(ii) Wenn & in & = (#,, ... , &) (t, — x,)-torsionsrecht ist, dann gibt
es eine Umgebung U von x, 8o dass fiir jedes y = (¥, , ... , yn) €E U S in y
(¢, — y,)-torsionsrecht ist.

Beweis. — (i) Ohne Einschriinkung sei #, = 0. Sei N, der Kern der
Abbildung ¢ : S, — S, (» € N, 8, —> t] 8,) dann bildet (N,),n eine aufstei-
gende Folge von Untermoduln von oJ,. Nach Corollar (1.3.4) gibt es eine
natiirliche Zahl d so dass N, = N, fiir alle » = d gilt. Jetzt ist die Abbil-
dung ¢, : t‘f S, — 1 &, injektiv. Denn sei s, € ¢ S, mit t, 8, = 0, dann gibt
es ein 8, €S, mit & %, = 8, und 1y, = t, 8, = 0. Wegen Ny = Ny, ist
also auch s, = 0.

(ii) ist wohlbekannt

(1.4.3) Mit » = (r,, ... , rs) werde ein n — tupel nicht negativer reeller
Zahleu, mit ¢ = (p,, ..., p,.) €in m — tupel positiver reeller Zahlen bezeichnet.
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Sei # = (v, y) ein festgewihlter Punkt aus dem C” < C™, dann be-
zeichne K (r,, o) = K (r,) X K (o,) den Polyzylinder um 2z mit dem Polyra-
dius (r(?, ..., 7@, o, ..., o). Im folgenden werde in den Beweisen der
Bequemlichkeit halber fiir z stets der Nullpunkt angenommen.

Mit ¢, , ..., &, werden die letzten m Koordinatenfunktionen von € < C™
bezeichnet.

Seien e = (¢, , ... , ) und ¢’ = (¢;, ..., ¢n,) Elemente aus N™, dann
heisst e<<e¢’ wenn e,<<e, fiir 1<<y<<m gilt. Eine Abbildung F : N®» — N™
heisst monoton, wenn aus ¢ << ¢’ folgt F(e) << F (¢’).

Mit J(e) werde die Idealgarbe ti' O 4 ... ti™ O bezeichnet. Es gilt die
wohlbekannte Beziehung: O o O/I (¢) = 01/T(e) 0.

Mit g (e): 01— O7/F(e) 0" sei der kanonjsche Epimorphismus bezeichnet.

THEOREM (1.4.4) (Grauert). — Voraussetzung :
z=0€eC"x< Cm
h : O? — O Homomorphismus iiber eine offene Umgebung von z.
Behauptung : Es gibt

1) eine Deicksmenge 4 (3, , ... , %n, &y «ue y Om)y
2) eine Abbildung M : A(H, , ..., ¢,, 0y, .., 0m) = Ry,
3) eine monotone Abbildung F: N™ — N mit lim F(e) = oo,

€ —+ 0o

8o dass fiir jedes (r,0) € 4(J,,.., %, 0;, ..., Om) gilt:

(I) Zu jedem f¢€I' (K (r, o), O7) mit || f||kwe < oo und f; € (im k), gibt
es ein g €I (K (r, ¢), O%) mit &k (g) = f und || g ||xme=<M (r, ) || || ke

(IT) Gilt fiir f zusiitzlich q(e, , ..., €,) (f) = 0, dann lisst sich g aus
(I) sogar so wiihlen, dass q (F (e, , ... , én)) (g) = 0 ist.

Zusatz : Ist O%im h (t, — y,)-torsionsrecht, dann kann M sogar von g,
unabhiinging gewiihlt werden.

Wir notieren zuniichst zwei Hilfssiitze :
Hilfssatz (d, m) (1.4.4.1). — Voraussetzung :

z2=0c¢€(Cntnm

I : O? — O7. Homomorphismus iiber eine offene Umgebung von z.
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Bebauptung : Es gibt
1) eine Dreicksmenge A (%, 5 ..y Pny 8y 5 oo y Om),
2) eine von g, unabhiingige Abbildung M, : 44 (Py,e., Fny 645eens 0m) — Ry

3) eine monotone Abbildung F;: N»=1— N»—1 nit lim F(¢) = oo

b
e —» 0o

so dass fiir jedes (r, 9) € g (% , ... , Pny 6y 4 .oy O) gilt:

T4, my Zu jedem j € I'(K (r, g), O/t O mit || fllgwe < oo und
J: €(im h (d)), gibt es ein g € I'(K (r, o), O/t¢ OF) mit
h(d)(9) = f und || g ||kme < Matr o) || f ||keme

IIy, ) Gilt fir f zusdtzlich ¢(e, , .., em) (f) = 0. wobei e, > d ist,
dann lisst sich das g dus Iy ) Sogar 8o wiihlen, dass noch
q(Faleg, oy €m)(9) = 0 ist.

Hilfssatz (oo, m) (1.4.4.2). — (Hilfssatz (oo, m) ist eine andere Bezeich-
nung fiir Theorem (1.4.4), wenn man dort (I) durch I, .y und (II) durch
I, m) ersetzt.

(1.4.4.3) Der Beweis von Theorem (1.4.4) gelingt durch eine Doppelin.
duktion iiber die beiden 1lilfssiitze (1.4.4.1) und (1.4.4.2) nach folgenden
Induktionsschema :

Induktionsanfang :

(i) Iy,

(") [I(oo.l)

1. Induktionsschritt :

[L‘mv III.m ==> [d.mv [[d,m

2. Induktionsschritt :

(l) I(d+ , m) —> I(co. m

(") I(:H" , ), II(tl+ , m) == > 11 oo, M
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3. Induktionsschritt :

I(oo, m)) II(oo, m) —> I(l m+1) » II(l.m+l)

Dabei sei d+ eine natiirliche Zahl (> 0), so dass gat—1 (O1/im h) im Null-
punkt ¢,-torsionsrecht ist. Nach (1.4.2) (i) gibt es eine solche Zahl.

(1.4.4.4) Induktionsanfang. — (i) Die Aussage I, ist nichts anderes
als die Bemerkung zu Theorem (1.3.1).
(i) Um I zu bweisen braucht man nur zu zeigen: Gilt fiir f aus
I, 1) zusiitzlich g (e,)(f) = 0, wobej ¢, = dt ist, dann Lisst sich g aus
I,q) 80 withlen, dass g (e, — d+ 4 1) (g) = 0 ist.

Beweis dazu. — Nach Voraussetzung gilt

o t, \k ¢, \a—dt+41
= 2 o (_‘_) = (_1) o’
f k=e, (‘N [ j

. oo t, \k—ertdt—1
dabei wurde f’'= X ¢ (?‘) l gesetzt. Offensichtlich gilt
k=e, 1

| £ lkwe = || f llkine

und da t‘:+—‘ (O?/im h) t,-torsionsrecht ist, gilt auch f; € (im h),. Nach I,
gilt: es gibt ein ¢’ € I'{K (r, o), OF) mit h(¢’) = f’ und

| 9° lIxkme < M (7, @) || £ i| ke -

t, a—dti1

Fiir g = [— g’ gilt jetzt hig) = f, || 9 ||lkre << M (7, 0) || / ||k(re und

e
gle, — a+ + 1) (g) = 0.

(1.4.4.5) 1. Induktionsschritt. Der Abbildung k(d): 07/t Or — O1/t{ O
kann in kanonischerweise die Abbildung k: (O/t, O)?¢ — (O/t, O;1¢ zuge-
ordnet werden. Damit sind I, , und I;, auf I, ,, und I, , zuriickgefiirt.

(1.4.4.6) Bezeicbhnungen. — Sei A(¢,,...,9.,96,,..,8,) eine Dreiecks-
menge und (7, 0) = (7, , ... , 5, 0y + ... 0m) €in Element davaus, dann wird das
m-tupel (1/2 8, (@m o .- y 05); 0p y -+ y Ow) Mit g, bezeichnet.



bei eigentlichen holomorphen Abbildungen 741

Wenn o, < of = 1/28, (¢m y... y @;) ist; dann gilt

(1.4.4.6.1) (ry0) €A (B, e sy By yOm)
LEMMA (1.4.4.7). — Voraussetzung :
0<e<1/2

H = Konstante aus Coroilar (1.1.12) beziiglich k: O? — O1
A By e yBny 8y ..oy 8) Dreiecksmenge aus
Hilfssatz (d+,m) (1.4.4.1),

Sei jetzt: (r,0) €A (D, ..y Ony &0y 4085y s Om)y 0F = 1/20, (Qm g oer + Qo)

f= E‘fx (—Z’—)IEI"(K(r, e) O mit Il >=dt 41,
r= 1

f€(im k), ,

| /2 lkme << M, fiir alle y > 1.
Behauptung : (i) Es gibt ein g€ I'(K (r, g), O?) mit

t l—d++1 o t, \k
() o= £
o (9) —H Jr o

-1
”fl. ”K(r)e = Ml + HM,H- (ry 9;) (%) M, y 1>1,

*\dt—1
) M,

0
9 l|lkne < Myt (ry €4) (9—'
1

(i) Gilt fiir f zusitzlich g (e, , €, , ..., em) (/) = 0, wobei &, =1 4 1 ist,
dann ldsst sich das g aus (i) sogar so wihlen, dass noch

q (F¢+ (€55 +ee y €m)) (9) = O ist.

t, \! ¢, \at—1
Beweis. — Aus (fl (j) ) € (im & (141)), folgt (ﬁ (j—) ) € (im h (d1)),.
1 z 1 z
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Man betrachte dazu das kommutative Diagramnm
k
o ———— 0!
q(l+1) q(t+1)

v+ 0m, 2Y_, (or/u on),

Es gibt ein g,€ O mit (A () o g (14 1))(9:) = ( N (Z—‘)l) . Jetzt gilt
1/ /z
(55t 5 (Y ace
h(g:) = (91) Si+ z-—zl+1 (01 g, € (im h),.

Da t‘f" —1((?/im h) t,-torsionrecht ist, folgt

~ t, at—1 ® [t r=ttat— .
9:= (_) N + 2z (_") 9y € (im h),.
0y =1 \04

s ~ t\at— .
Damit ist also ¢ (dt)(g,) = (g—’) fi€(im h (dt)),.
1

t, \at—

Da fi (9—’) ' ein Monom in t, ist, lisst es sich auch als Schnitt iiber
1

K(r,0,) off =1/2 0, (@m .., 0;) auffassen, und es gilt

R M
Ilﬁ(gi K (r)os 01 Ji of - ”jl ”K(T’Q .

Q1
Nach Iy, gilt: es gibt g€ I'(K (r,0,), O?/t7" O?) mit

K (re«

t, \at—1 A
h(dt)(g) =1 (g_i) g ”K(mu = Myt ( 04) (%) Ml
) 1

Fasst man g als Schnitt aus I'(K(r,g,), O?) auf, so kann man schreiben

t,\at—1 2 e\ . ‘

h(g)=rfi|-* + 2 S5 undes gilt [[h(9)ilkme, <H| gl re -
€4 y=dt Q1

Damit folgt

*\at—1
1) ey, < HMys (7, 04) (‘;—) M
1
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Daraus folgt insbesondere

LE — - HM Ql at—1 M
”fl “K(re "fz “K”‘Q.g d+(7’,g.) i

Jetzt gilt noch

t, )l—d++1 ( t, )z o (g,)x <t1 )z+l—d++l
—_ h ) = > LE -
(9. O=1,) t ,,=d+f" e’/ \e

3 01 x+d+ 1—1 x
_ 2 L 24 ( ) ( 1 )
s (91) x=l+1f"+d+_" of 04

)x+d+—l-

Somit ist £,* = f, — f ¥, ,(9‘ und es gilt

91

=1
12" k) e << My + HM s (7y04) (5:;) M

i
(ii) Nach Voraussetzung folgt q (I + 1,¢,, ..., €n) ( Ni (-3‘—) >= 0 und
1

. f t \et—1 : . .
es gilt sogar q(dt,e,,...,éen) (h(e—:) ):0. Nach II(d+m) gilt somit

(F g (€5 oo  €m)) (9) = 0, fiir geeignetes g.

(1.4.4.8) 2. Induktionsschritt. — (i) Es bezeichne wieder 4,1 (%, , ... , %,
8,4y 0m) die Dreiecksmenge aus Hilfssatz (d+, m) (1.4.4.1). Es werde eine
monotone Funktion &: 4(dy,...,0m)—>]0,1/2[ so gewilhlt, so dass fiir

- jedes (r,@) €A (D, .. yOn,£0,,0;,..,0n) gilt:

[ 1
H-M 3 = i
4 d+(” 9*) Ql‘ < 4

wobei H wieder die Konstante aus Corollar (1.1.12) beziiglich h: O?— O7
und ot =1/2 6, (0m,. ., 0y i8t.
Sei jetzt (r,0) €4 (P, .., Pn,€d,, 05, ..., 0n) und sei

r= % p(2fermno,on

l=d+ -1 04

mit ||/ ||k me = M < 0o und f, € (im ),



744 RNuT KNowrr : Uber den Grauertschen Kohdirenesate

Nach Lemma (1.4.4.7) fiir l=d+ 4 1 gilt : es gibt ein 9o (K (7, 0),0?) mit

S =h(g0)= S‘o Jo (ﬁ)z,
=at ¥ o\@y

*\ gt —1
199 Lr o < Myt 00 (),

“f;OJ ”K(r e = M (14 4_Z+d+—1i-
Nach wiederholter Anwendung von Lemma (1.4.4.7) folgt: fiir geeignete g0, 70

gilt:

f—f(ﬁ)lh(g"’)= s fz“/(ﬂ)z=

im0 \ 0y y=dt+41 04

" dt+—) l
199 1k e < M1 (ry00) (%) P (1/2 s 2-1-1),

=0

]
IFP Ml e < M+ W = 20 gmatatai=ior,

A=0

Setzt man y = d+ 4 I, so erhiilt man

. !
“fx(h ”K:r) 0 S M+ ‘"1502_1_2»

und durch weiteres Vergrossern folgt

wat g co
1991k irre < My () 04) (g) M (1/2 + 3 2—1-1).
1

2=0

||f;§l' ”Krr;e =M+ ‘”‘Z 2—4=2,

=0
und daraus folgt

i
g9 |k me<3/2M,(r o, (E) 1f ke,
”f.x(l) ”K(')Q S 3/2 ||f ”Klr)g'

-] r4
Sei jetzt g =3 g0 (—ti) gesetzt. Um die Norm von g abzuschiitzen, ent-
=0 0
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at— £\
wickeln wir g¥ =% ggl)(—') und erbalten somit
A=0 1

) d+—l A4 oo t, \*
=55 (-5 2.0 ()

x=0 A=0 91 =0 \ t=A41 24

Da X ¢¥ nur d+ Summanden hat, gilt also
=+

) ot \at —1
191l e < 3/2 d* 4 Mt (ry 04) |- £ ke
i
g€ (K (r,p), OP)
und wegen der Abschitzung || fO ||k¢ e <3/2 (| f |lkme folgt
h(g)=rf

Zum Zusatz: Wenn (Of/im h t,-torsionsrecht ist, dann ldsst sich dt =1
wihlen und damit ist der Zusatz von Theorem (1.4.4) bewiesen.

Sei jetzt f= 5 f,(:’—’)ZEF(K(r,Q),O") mit ||f”K(,)e < oo und f,€
1

=0

at—1 ty x
€(imh),. Fir f'= 3 fy (-—) € I['(K (r, o), 0v/t2+00) gilt

=0 @4
|{f’ ”K\r)e = ”f”K(r) X} f; €(im h (d+))z
Nach T4+, gilt: es gibt ein g’ € I'(K (r, o), O°/t¢t O?) mit

h@H) @) =F 19 ko <Mt lF I -

, . . .. . , o t, \*
Da [[h@) lkme<<HI| 9 ke ist, gilt fir f—r(g)= I f ('(:‘) €
x=d <1
€ I'(K (r, ), O7) offensichtlich

1f—= k@) ke <<+ HMuy s D | f ll e 1o s

(f —h(g") € (im h),.
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Das vorausgehende Resultat angewandt: Es gibt ein g’’ € I' (K r,g), OP)
mit
hig”)=f—n(g’)

T\at—1
P& “K(r = 3/12dt M, (r,0,) (%) |f—hig") IK(r‘ e

Somit gilt also
.f‘_-—-' h(gl +gll)

N\t
0749 i o= (Mt (ry0) + 3/2d+ M4 (ry0) (—z—‘l)d "I o 1 NIk e

(i) Wir zeigen zuniichst folgendes

LEMMA (1.4.4.8.1). — Zu jedem (d,,..., d,,) € N™ gibt as ein (e,,..., €,) € N™
mit (€, y eee ) €m) =(d; ..., dn) 80 dass die Aussage gilt:

Gilt fiir f aus I(p, m, zusitzlich qf(e,,...,ex) (f) =0, dann lisst sich
das g aus Iio, m) sogar so wiihlen, dass ¢ (d,, ..., dn)(g) = 0 ist.

Beweis. — Sei also (d,,..,d,) vorgegeben, dann wird e, = d+ 4 d,
und F*=F,, o F 4 o ..o F, (insgesant (d, 4+ 1)- mal) gesetzt. F be-
zeichne’'dabei die Abbildung aus Hilfssatz (d+,m) (1.4.4.1). Jetat wird (cy..., €n)
so gross gewihlt, dass F* o F 4 (e,,...,e, ) =(d,,...,d ) gilt.

oo t V4

Sei zuniichst /= 3 fy (E‘-) . Nach Lemma (1.4.4.7) (ii) liisst sich
)(=tl+—| 1

das ¢’ noch so wiihlen, dass q(F 4 (e,,..,c,) (9) = 0 gilt.

Damit gilt auch
qle,, F.. (€yyeer s N(f— h (gM) = 0.

Nach (d, + 1)-maliger Anwedung von Lemma (1.4.4.7) (ii) folgt, dass sich
das g noch so wiihlen Lisst, dass q (F*(e,,..., ¢x) (¢'W) = 0 gilt.
Damit gilt auch

dy t\x
q (ei ) F’ (82 g eer y e"')) (/‘ - 2 (é“)y !I‘x) = 0.

=0 1

Nach I, m) gilt
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und es gilt
g, F* (€g 5 ee y €m)) (9)=0.

Damit ist auch der Zusatz von Theorem (1.4.4) beziiglich II ., ,,) bewiesen.

oo X
Sei jetzt f= X f, (ﬁ-) , dann ist
1=0 (0
at—1 (¢ \*
q(dty ey, e,,,)( 3> N —’—) )= ]
=0 Ql

Wegen II(d+,m) kann men ¢’ so wiihlen, dass g (F 4 (€5, ... , €m)) (9") = O gilt.
Damit gilt

qe, , F* Fiy(eyy .., em) (f— R (g) = 0.
Nach dem vorausgehenden Resultat folgt

q(d , F*Fpy(e,yse,) '(g") =0,
also gilt auch
q(dy,dgyeesdm)(9" +9)=0,.

und das Lemma ist bewiesen.

Nach Lemma (1.4.4.8.1) wird jetzt zu jedem d €N ein (e, (d),..., em(d)) EN™
so gewiihlt, dass (e, (d), .., én (d)) < (€, (d"),...,€n(d"), wenn d < d’ ist.
Sei F:Nm— N» die Abbildung, definiert durch F(e, ..., €n) = (dy ... , d)
mit d = sup {d’ : (¢, (d"), .. y €m (")) < (€, v y €m)]. Offensichtlich ist F mo-
noton und lim F(e¢)= oo und nach Lemma (1.4.4.8.1) folgt,dass F eine

€ — 00

gesuchte Funktion fir den Hilfssatz (oo, m)(1.4.4.2) ist.
COROLLAR (1.4.5). — Voraussetzung :

z2=0€(Cr > Cm

h: O? — Ot Homomorphismus iiber eine offene Umgebung von z

Behauptung : Es gibt
1) eine Dreiecksmenge 4 (), , .., %u, 0, .., 0n)
2) eine Abbildung M : 4 (P, , .., 9. ,0,,...,0m)— Ryt

80 dass fiir jedes d € N und jedes (r,0)€ A(J, .. yFny Oy, n, ) gilb:
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Zu jedem f€I (K (r, ), Oti 0% mit [f]|y,,<<oco und f, €(imh(d)),

gibt es ein g€ I'(K (r, o), O?/t¢ O?) mit f=h(d)(g) und [ g|g,,=
=M@ 0lf lkme-

COROLLAR (1.4.6). — Voraussetzung :
2=0¢(* =< (m
9 kohiirenter O-Modul

@ : OP — F Homomorphismus iiber eine offene Umgebung von 2

Behauptung : Es gibt
1) eine Dreiecksmenge A4 (3, , ..., %n, 0, 4 oo, 6i)

2) eine Abbildung M: A(3,, .., %, d,, .., 0,) — Ry, s0o dass fiir
jedes (r,0) € A(F, 5 ..y By 0y y ey Om) gilb:

Zu jedem 8 € I'(K (r, 0), F) mit || 8 ||kme < co und s, € (im ¢), gibt es
ein g € I'(K (r, ), OF) mit ¢ (9) =5 und }| g [[kine < M(r, 0) || 8 ||kere -

Beweis. — Da < kohiirent ist, gibt es in einer Umgebung von z eine

(normdefinierende) Auflssung O — F—> 0 von F Jetat ist o (im ¢) eine
kohiirente Untergarbe von O%: Es gibt also in einer Umgebung von 2 einen
Morphismus g: O — Or mit im § = a~! (im ¢). Jetzt gibt es in einer
Umgebung von z einen Morphismus y : On — OP, so dass das Diagramm

O‘ll S O'/-\
ﬁ .

kommutiert. Auf den Morphismus 8 wird Theorem (1.4.4) angewandt. Seien
Ay y ey Fny by y ey ) und M die in (1.4.4) versprochenen Daten.

Sei jetzt (r,g) €4 und s€l'(K(r, o), F) mit || 8]|kre << oo und
8, € (im @),. Nach Definition der Norm gibt es ein f€ I'(K (r, ), O") mit
1 f llxwe < 2 || 8 ||kme und a(f) = 8. Jetzt ist aber f, € (a~! (im ¢)),. Nach
Theorem (1.4.4) gibt es ein g € I" (K (r, ), O%) mit f(g) =/ und ||y | ke <
= M, 0) || f llxewe-
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Nach Corollar (1.2.12) gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass gilt

|y (;) ke < € “; |k - B8 wird g =y (g) und M (r, o) = 2 M (r, @) ¢ gesetzt
und es gilt ¢ (9) = s mit || g ||kme < M (", 0) || 8 |kire -

COROLLAR (1.4.7). — Voraussetzung :
2=0€C" x C™
F kohiirenter O-Modul

Behauptung : Es gibt eine Dseiecksmenge 4 (3, , ... , 4., d, , ... , Om), 80 dass
fiir jedes (r, @) € 4 (¥, .0 y D0y 8, 4 ooy On) gilt:
Fiir jedes s € I' (K (r, 9), ) mit || 8 ||kme << oo und s, = 0 gilt 8 = 0.

Beweis. — Das Corollar ergibt sich sofort aus Corollar (1.4.6), wenn
mann dort ¢ = 0 setzt.

DEFINITION (1.4.8). — Jedes Paar (K (r, g), M (7, 0)) wie es in (1.4.4
auftritt, heisst h-privilegierte Umgebung im Sinne von Grauert.

ANMERKUNG. — In den Siitzen (1.4.4) bis (1.4.7) wurde der einfacheren
Bezeichnung wegen der Punkt z als Nullpunkt gewéihlt. Selbstverstindlich
gelten simtliche Siitze mit einer etwas komplizierteren Schreibweise auch
fiir einen beliebigen anderen Punkt des C* < €™,

2. Cohomologietheorie mit Schranken

2.1 Fréchetriume

(2 1.1) Sei U ein lokalkompakter und im Unendlichen abzihlbarer
topologischer Raum und sei V ein C-Vektorraum stetiger komplexwertiger
I'unktionen auf U. Jede Teilmenge U, c U liefert, wenn man

1S llo. = sup [lf@ |, sevV

setzt, eine Pseundonorm in V. Sei jetzt (K,),.n eine kompakte Ausschop-
fung von U, so wird durch

dist (f,g) = 5 1 If—y9lx,

‘—_"—‘,—'—"’-’— -gEV
ST gy —y h
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auf V eine Metrik definiert. Bekanuntlich wird V dadurch zu einen Fréchet-
raum. Im folgenden sei V stets mit dieser Fréchetraumstruktur versehen.

DEFINITION (2.1.2). — Sei V ein Fréchetraum und || || eine Pseudonorm
auf V, dann wird definiert :
(i) || || heisst eine s-Norm, wenn die Menge { f€ V: | f| < 1} eine
Umgebung der Null ist. '
(ii) || || beisst eine o-Norm, wenn gilt: zu jeder Umgebung W der
Null gibt es ein ¢ > 0 mit {feV: || f||<elec W.

LEMMA (2.1.3). — Voraussetzung :
V,, V, seien Fréchetriume

li |l sei eine s-Norm auf V,,

|| |lo sei eine o-Norm auf V,,

é: V,— V, sei eine stetige, lineare surjektive Abbildung. Behauptung :
Es gibt eine Konstante ¢ > 1, so dass fiir jedes £ € V, ein n € V, gibt mit
on = § und

Inlli<ellél,-

Beweis. — Fiir die Fille || £ |, = co und || ||, = 0 ist die Behaup-
tung trivial (man beachte, dass aus || £, =0, § =0 folgt) Sei also
0 < || &, < co. Nach dem «open-mapping-theorem» von Banach und nach
Definition (2.1.2) (i) ist d ({p € V, : || 5|, =< 1}) eine Umgebung der Null in
V,. Nach Definition (2.1.2) (ii) gibt es ein ¢ 0 << & < 2, so dass gilt:

EeVy: &l <ecdlmer,: [nly=<1))

Jetzt ist l. ‘——e—é =< e, also gibt es ein '€ V, mit || 5’|, <1
2l "l 2
und dy’ = 5T£5||_ £, Setzt man nun y = i—”f~“~2 n’, dann ist dy = & und
2
es gilt:

2
Inlli=—Néle-lln"lli<ellélls

2
wobei ¢ = — gesetzt wurde.
€
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LEMMA. (2.1.4). — Voraussetzungen :
U lokalkompakter, im Unendlichen abzihlbarer topologischer Raum
V  (C-Vektorraum stetiger komplexwertiger Funktionen auf U
UyccU

Behauptung : (i) | |lg, ist eine s-Norm.

(i) || |lo ist eine o-Norm.

Beweis. — (i) Sei (K,)».n eine kompakte Ausschopfung von U, dann
gibt es ein ny, > 1 mit U, ¢ K, . Aus dist (0, f) < 2—%™ folgt:

1 Wiy (1 A [1F )t < 2.

Denn wiire || f ||k, (1 + || fllx,)™ = 2~™, so wiirde die Abschitzung

) © 1 |flx, 1 =1 1
dmt(o’f)z,.j.o%__—*l+]|f||xn2ﬁn£o_2722m

entgegen der Voraussetzung gelten. Es gilt jetzt folgende Beziehung
. 1
Srdist(0,f) <gmte (S [ flle <1y,

denn nach dem obigen gilt fiir ein f mit dist (0, f) <C 2—2™ die Ungleichung

99—
1 Ml < N1 S llpy, < == < 1-

(ii) Sei W = {f: dist(0,f) < ¢’} mit 0 < ¢ < 2. Da fir alle n €N,
| flik, < || fllv ist, gilt fiir alle n auch

S 1k, I/ liv
TF 7Tk T+ 1/

und somit
20/l
1+ [ fllv

Wiihlt man fiir ¢ = &’/(2 — ¢&’), 8o folgt fiir || f || < e, dass dist (0, ) < &’
ist.

dist (0, f) <

L
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2.2 Theorem B mit Schrancke beziiglich der Garbe O¢

(2.2.1) Sei @ eine offene Menge des C" und G’ c G.

= (Uy)ic r heisst offene Uberdeckung von @, wenn U; offene Teilmenge
von G und U U; = @ ist. V= (V;)js heisst offene Familie von @, die
noch @’ uberdeckt wenn V; offene Teilmenge von G und U Vis @
V heisst eigentlich Verfeinerung von U, wenn es eine Abblldung :d—1T
gibt mit V;cc U, ;. Ist V eine (eigentliche) Verfeinerung von U, dann
sei stets ein fiir alle Mal eine Verfeinerungsabbildung z: J— I gewihlt.
Sei wie in (1.1.1) K (g) ein Polyzylinder im C™, dann wird mit U X K (g)
die Familie (U; < K (g))i r bezeichnet.

Sei J eine Garbe auf @ < K(g), V eine Verfeinerung von U,
£e 0*(U < K(p),d), dann ist mit &| V < K(p) die iibliche Beschrinkung
beziiglich der Verfeinerungsabbildung v gemeint.

Sei & eine kohiirente O-Garbe auf @ < K (g), O — S —> 0 eine Auflo-
sung von J iiber @ < K(g) und sei &=(&,,..,;,) ein Elément von
C*(U X< K (g),d), dann ist fiir jedes &, ...,s, Dach (1.1.3) die Grauertnorm
] 5‘0----":””-'0....,-',9 definiert. Auf C* (U < K(p),d) wird jetzt eine Pseudo-
norm eingefiihrt,

DEFINITION (2.2.2) (Grauertnorm). — Sgi E= (5.-0,_,_
C* (U < K (p), d), dann wird

) ein Element von

1 ig

l€lloe = sup_ [1&....s s

| P §
00 -+ Vg, 0 8@

gesetzt. (Fiir den Fall, dass K (o) nur ein Punkt ist, schreiben wir auch
kurz | £[|o fiir || ]|z

SATZ (2.2.3). — Voraussetzung :

@G offene Steinsche Menge des €,
G’ relativkompakte Teilmenge von G,
U endliche Steinsche Uberdeckung von a,

V endliche offene Familie, die noch G’ iiberdeckt, und die eine
eigentliche Verfeinerung von U ist.

Behauptung : (i) Fiir jedes £€ Z° (U < K (p), O?) gilt

616" < Kiele.e < I| € llce
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(ii) Zu jedem s €N, 8 > 0, gibt es eine Konstante M > 0, so dass
die Aussage gilt:
Zu jedem € Z*(U < K (g), O?) gibt es ein n€ 0*~1(V x K (g), O?), 8o
dass oy =¢|V <X K (o) und ||y |lve< M||&||ve ist (die Konstante M ist also
unabhiingig von p).

Beweis. — (i) &= (£)€Z°(U < K(p), O?) lisst sich als Schnitt aus
I' (G < K (p), OP) auffassen und lisst sich daher in eine Potenzreihe

1 m

(7]
iiber @ < K (¢) entwickeln. Nach Definition (1.1.3) ist

“ 6 I G’ x K(@) ”G'e = sup ) ” 51] 1 Xm ”G’

(Xgs -2 Xm

und nach Definition (2.2.2) ist

| €llve = sup sup ||&,..40 llo;-
$el (1) 2m)

Die Behauptung (i) folgt jetzt sofort aus
” iy tm “ = “ 511 N ”UU.' = ?:‘Ip ” é11--- Im ”Ui
(ii) Zuniichst beweisen wir einen Spezialfall :

LEMMA (2.2.3.1). — Voraussetzung: Wie in Satz (2.2.3)

Behauptung : Zu jedem s€ N, s > 0 gibt es eine Konstante M > 0, so
dass die Aussage gilt:

Zu jedem £€Z*(U,Or) gibt es ein n€ C*—YV,0P), so dass dn=¢&|V
und ||y lly < M| £||o ist.

Nach (2.2.1) ist I’ (U,-0 igh Or) ein Fréchetraum, damit ist auch
C*(U, 0= IIT'(U,, ...s,, O?) als endliches Produkt (I sei endlich voraus-
gesetzt) ein Fréchetraum ; weiter ist Z*(U, O?) als Kern des Randoperators
auch ein Fréchetraum. Sei € C*~! (U, O?), dann werde ||| V ||y kurz mit
|7 ;v bezeichnet. Offensichtlich ist || ||y eine s-Norm in C*—1(U, O?); weiter
ist || ||y eine o-Norm in Z* (U, O?). Nach Theorem B und dem Satz von
Leray folgt, dass die stetige, lineare Abbildung

d: C*Y(U, O?)— Z*(U, O?)

surjektiv ist. Nach Lemma (2.1.3) folgt jetzt sofort die Behauptung von
(2.2.3.1).
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Um (ii) allgemein zu beweisen entwickeln wir die Cozyklen in eine Po-

t
tenzreihe nach g—‘, ,%"— und wenden auf die Koeffizienten Lemma (2.2.3.1) an.
1 m

2.3 Theorem B mit Schranke beziiglich einer kohirenten Untergarbe

M e Or

LEMMA (2.3.1). — Voraussetzung :

G’’ Steinsche offene Menge im C»
G relativkompakte offene Teilmenge von G’/

ky: OM—> OP Morphismus iiber G’ < K (g,)

Behauptung : Fiir jedes of < 0o gibt es eine Steinsche offene Menge G*
mit @’/ 52 G*>> @ und eine endliche Syzygie

0— OP — OB~ 5 .. 5> 0OP 2 o»

iiber @* < K (of).
Beweis. — Wir formulieren zunichst ein

LeEmMMA (2.3.1.1);,. — Voraussetzung : wie in Lemma (2.3.1)

Behauptung. — Fiir jedes off < g, gibt es ein g, mit o, < o1 < gy und
eine Steinsche offene Menge @; mit G’ 5> @;>> G und eine Syzygie

oV — o1 5 ... —» O"— O”
iiber @; < K (g)).
Jetzt wird gezeigt: (2.3.1.1)—; => (2.3.1.1);.
Bekanntlich gibt es eine Steinsche offene Menge @; mit G;,_; 2> G;>> @.
Theorem A angewand auf Gi_; < K (o) liefert iiber G; < K (@), 06 <
<< gi-1 eine Syzygie

O — Ol 5 .. 0O — O

Nach dem Hilbertschen Syzygiensatz folgt aus dem Lemma (2.3.1.1); fiir
alle | das Lemma (2.3.1).

Im folgenden, besonders im 3. Kapitel wird hiufig der Schrumpfungs-
satz angewandt. Er wird deswegen hier, jedoch ohne Beweis angefiihrt.
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SATZ (2.3.2). — Voraussetzung :
X normaler topologisher Raum,
F abgeschlossene Teilmenge von X,
U = (U.);cr punktendliche Familie offener Teilmengen von X, die noch
F iiberdeckt.
Behauptung : Es gibt eine Familie V = (V)¢ 7 (die gleiche Indexmenge!)
offener Teilmengen von X, die noch F iiberdeckt und V; < U; fiir jedes ¢ € I.

Jede ﬁberdeckung in dieser Arbeit kann als punktendlich vorausgesetzt
werden.

Es wird noch das klassische Lebesguesche Lemma in einer etwas an-
deren Form gebraucht.

Lebesguesches Lemma (2.3.3). — Voraussetzung :

X kompakter metrischer Raum,
F abgeschlossene Teilmenge von X,

U = (U;); 1 Familie offener Mengen aus X, die noch F iiberdeckt.

Behauptung : Es gibt ein 1 > 0, so dass fiir jede Teilmenge G ¢ X die
Aussage gilt:

Wenn der Durchmesser d(G)<<1 und G N F 3= @ ist, dann gibt es ein
1 €] mit G cc U;.

Beweis. — Ohne VFinschrinkung sei U = (U;)..r punktendlich. Nach
(2.3.2) gibt es eine Schrumpfung U’ = (U;);r von U und eine Schrumpfung
U"=(U/"%¢r von U’, die noch F iiberdecken. Es gibt eine Zahl 4 > 0
mit der Kigenschaft: wenn G c X mit d(G)<<6é und G N F = &, dann ist
G CilsJI U/'". Es gei U*= ﬁ“UI“IY.-” gesetzt, dann bildet (U’, U*) eine of-

fene Uberdeckung von X. Dazu gibt es nach dem klassischen Lebesgueschen
Lemma eine Lebesguesche Zahl 1 mit 6 > 1> 0. Wenn jetzt G c¢ X ist mit
d(G)<< A und GN F = @, dann folgt zunichst G N U* = &P, und somit gibt
es ein i €I mit G c U, cc U;.
LEMMA (2.3.4). — Voraussetzung :

G, G’ beschriinkte offene Mengen des C* mit G’ cc @

U = (U,); 1 endliche Familie offener Mengen aus @, die noch

G’ iiberdeckt

h:(Or — O Morphismus iiber G "< K (g,).
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Behauptung : Es gibt eine endliche Familie K = (Kj);jcr von Polyzylin-
dern, die noch @’ iiberdeckt, und eine eigentliche Verfeinerung von U ist
und es gibt eine Dreiecksmenge 4 (4, ,...,dn,) und eine Abbildung

M:A@G,,.,0m— Ry,

80 dass fiir jedes o€ 4(d,, ..., 0m) die Aussage gilt:
Zu jedem &€ C° (K < K (p),im h) mit || & ||, < oo gibt es ein

&€ 0" (K < K(g), O?) mit h(8*) = ¢ und || ||xe << M (0) || & ||ke

Zusatz : Ist zusitzlich O7/im h ¢ -torsionsrecht, dann kann M sogar so
gewihlt werden, dass es von o, unabhingig ist.

Beweis. — Nach dem Lebesgueschen Lemma (2.3.3) gibt es ein 1> 0,
80 dass fiir jedes V c @ mit d(V) <1 gilt:

VNG == &=—> es gibt ein i€ I mit V cc U;

Nach Theorem (1.4.4) folgt: Zu jedem (x,0)€ G <K (0o) gibt es eine Drei-
ecksmenge A, = A4 (81zy .+ y Omz y Imt1z 3+ y Pminz) und eine Abbildung
M,:4d,— R, , so dass die Aussage von (1.4.4) beziiglich h gilt. Zu jedem
€ G wihlen wir ein 7, = (riz, ., 7)€ R} mit d(K (z,7,) <, (K (2,12)
Polyzylinder mit Zentrum « und Polyradius r,).und 7p; < Fpgn,zs rn—1,2 <
< Fmpni, 2 (Tng)y eoe y 712 < Pmt1 (g y ooy T22). B8 gibt eine endliche Familie
(#;)jes von Punkten aus G’, so dass K = (K;); s, K; = K (x;, rs;) die Menge
G’ iiberdeckt. Nach (2.3.3) ist K sogar eine eigentliche Verfeinerung von U.
Setzen wir jetzt dj== A (01jy .+  Omj) Mit 8,5 (01 ey @r—1) = Buzy (Fngj 5 oo s Y1z
01y @—1) und

My : 4;— B‘+ mit M; (g, .. yom) = M) (lej poe sy Tnzjy @g g oo Q)

dann ist 4(9,, ..., 0m) =J_DJA,- (61 y +er y Omj) die gesuchte Dreiecksmenge und
M =sup M; die gesuchte Funktion. Die Behauptung und der Zusatz folgen
jed

jetzt sofort aus Theorem (1.4.4),

Hilfssatz (2.3.5),. — Voraussetzung :
G beschriinkte Steinsche offene Menge des C",
G’ relativkompakte offene Teilmenge von G,
U = (U)ic1 endliche Steinsche ﬁberdeckung von @,
0— O%" — 01— ... — O — O eine
Syzygie der Liinge ! iiber G < K (g,).
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Behauptung : Es gibt eine endliche Familie V offener Teilmengen von
@, die noch G’ iiberdeckt und die eine eigentliche Verfeinerung von U ist
und es gibt eine Dreiecksmenge 4 (4, , .. ,0m) und zu jedem s €N eine Ab-
bildung M,: 4, , ..., 0m) — R4, 80 dass fir jedes g€ 4(d,,...,dn) die Aus-
sage gilt:

Zu jedem &€ Z*{U X< K (p), im hy) mit || &||vp < oo gibt es ein

n€Z*(V XK (), O7) mit hy(n) =&|V < K (o) und || n|lv<< M, (o) || é||v-

Zusatz : Ist O?/im h, t,-torsionsrecht, dann kann M, sogar so gewiihlt
werden, dass es von g, unabhiingig ist.

Beweis. — Eine Uberdeckung U = (U);cr heisst schnittstabil, wenn es
zu jedem Paar (i,))€ I® ein k€I gibt mit U; j= U;. Sei s€N, dann be-
zeichnen wir mit U® die Uberdeckung (U‘.h“_".‘) o, igye T8HL5 dabei wurde
U= u;:n U; und U.'o'm,‘.3‘= U,n..n U." gesetzt.

Der Beweis von (2.3.5); geschieht durch Induktion nach I:

(2.3.5), ist trivial. Es wird jetzt (2.3.5)_, =—> (2.3.5), gezeigt:

Da U endlich ist, gibt es ein 8,€ N, so dass U® schnittstabil ist. Es
gibt eine Steinsche offene Menge G, mit & 23 @, 5> G¢’. Auf die Daten
G2>3G,, U%, h,: O — O™ Lemma (2.3.4) angewandt: Es gibt eine
endliche Polyzylinderfamilie K = (K;), die eine eigentliche Verfeinerung
von U™ ist und noch &, iiberdeckt und es gibt eine Dreiecksmenge
A4(83, ... ,0m) und eine Abbildung M: A(d;,...,dm) —> Ry, 80 dass fiir jedes
0€4(4 \, .y Om) die Aussage von (2.3.4) beziiglich &, gilt.

Auf die Daten G, >> @', K und

0 — O — O%—1— ... — O™ tiber G, < K (g,)

wird Hilfssatz (2.3.5)_, angewandt.
Sei 4(d}',..., 8, die Dreiecksmenge von (2.3.5),—;, dann setzen wir

4 (61 y eery 67») =4 (6; g ooy 6;n) nda4 (6;’ y eeey 6;’5)'

Sei jetzt g € 4 (8, ,..., 0m) und £=(&,...;,) € Z2* (U < K(g), im hy) mit || &]|ge<< 00,
dann ist offenbar

E| K < K (0) = (§)jes € O° (K x K (g), im hy) und

IIEIKXK(Q)erélléllve-



758 KNur KNORR : Uber den Grauertschon kolirenesats

Nach Lemma (2.3.4) folgt: es gibt ein E: ('é)j” € 0° (K < K (g), OP) mit

ho (D) =& || Ellke < M (@) || & ||k -

Da man K® als Verfeinerung von K auffassen kann, gilt:

F| K x K (o) = (&,..3) € C° (K x K (g), O™) und

IE| KO > K (o) [lxe < || € e -
Offenbar gilt die Beziehung
C° (E¥ < K (o), OP) = C*(K X K (g), OP),
also kann man schreiben
n=20(;| K> K(p) € Z*+' (K < K (o), O™)

und es gilt
léllxe <84+ 1)||&| K@< K(o)||xe -

Wegen h, (1) =8 (h, (8)) = 6¢ = 0 auf K > K (o), gilt sogar
7 € Z*+1 (K < K (g), im h,).

Nach Hilfssatz (2.3.5),—, gilt: Es gibt eine Familie V’, eigentliche Verfei-
nerung von K, die noch G’ iiberdeckt und eine Abbildung

Moy,:4(,,...,0m) — Ryund ein 9* € Z*+1(V’ < K (), OP*) mit
i) =n|V' <K |7 llve<Mets(e)|l7llxe-

Sei V eine Schrumpfung (2.3.2) von V’, die noch G’ iiberdeckt. Nach Satz
(2.2.3) gilt: Es gibt ein y € C*(V < K (g), O?) mit

3y =n*|V < K (o), 7 llve<elln*|lve-

Es gibt eine Konstante ¢’ > 0, (1.1.12), so dass fiir k, (y)€ C*(V < K (9), OP)
gilt: ||k, (7) |lve<<¢"|| 7 ||ve . Setzen wir jetat &* =F — &, (y) auf V x K (),
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dann gilt:
& llve < M@ (1 + (s 4+ 2)¢" ¢ Mypa (@) | € || e »

ho (%) = ho (8) + ¢,
B2 (V < K (g), OP).

Gilt zusiitzlich, dass Ofo/im h, t, - torsionsrecht ist, dann folgt nach dem
Zusatz von Theorem (1.4.4), dass man M so wihlen kann, dass es von g,
unabhiingig ist. Da O?/im h, = im h, als Untergarbe voh O torsionsrecht
ist, lisst sich nach Induktioshypothese M, , so wihlen, dass es von g, unab-
hiingig ist. Damit ist auch der Zusatz von (2.3.5) erledigt.

Aus Lemma (2.3.1) und Hilfssatz (2.3.5), folgt sofort das

THEOREM (2.3.6). — Voraussetzung.

G", @, G’ sind offene Mengen des (", wobei G” beschrinkt und
Steinsch, G Steinsch und G">> G o5 G’ gilt,

U = (Ui} 1 endliche Steinsche Uberdeckung von G,
h: OP — O Morphismus iiber G” < K (g,)

Behauptung : Es gibt eine endliche Familie V offener Teilmengen von
@G, die noch G’ iiberdeckt und die eine eigentliche Verfeinerung von U ist
und es gibt eine Dreicksmenge 4 (d,,...,m) und zu jedem s € N eine Ab-
bildung M;: 4(d,,..., 6m) — R4, 8o dass fiir jedes o € 4(3,,..., 0n) die
Aussage gilt:

Zu jedem &€ Z*(U < K (), im k) mit || & ||, << oo gibt es ein

n€Z*(V < K(g), O?) mit h(y) =¢&|V X K(g) und
9 llve < Milo) || & |lue -

Zusatz : Ist O%/im h t,-torsionsrecht, dann lidsst sich M, sogar so wihlen
dass es von g, unabhiingig ist.

COROLLAR (2.3.7). — Voraussetzung :

G", @G, @ sind offene Mengen des C*, wobei G” beschrinkt und
Steinsch, G Steinsch und G” 2> G >> G’ gilt,

U = (Ui); 1 endliche Steinsche Uberdeckung von G,

N kohiirente Untergarbe von (¢ auf G” < K (g,).
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Behauptung : Es gibt eine endliche Familie V offener Teilmengen von
G, die noch @ iiberdeckt und die eine eigentliche Verfeinerung von U ist
und es gibt eine Dreiecksmenge 4(d,,..,d,) und zu jedem s€N,s > 0
eine Abbidung M,: 4(d,,..., 0m) — R4, 8o dass fiir jedes ¢ € 4(d;, .., 0m)
die Aussage gilt:

Zu jedem &€ Z* (U < K (p), W) mit || & ||ge < oo gibt es ein

7€ C—1(V X K(g), M) mit dn = £ | V < K(g) und “’7"79 < M, (o) “E”Ue-

Zusatz : Ist 07/ t,-torsionsrecht, dann Lisst sich M, sogar so wihlen,
dass es von g, unabhingig ist.

Beweis. — Es gibt eine Steinsche offene Menge G* mit G” 5> G*>> @
und einen Morphismus k: OP — (07 iiber G* >< K (o}), of < g, mit im h
= . @G sei eine weitere Steinsche offene Menge mit @ >> G;>> G'.
Auf die Daten G*>> @>> @;, U,h: O — Ot wird Theorem (2.3.6) an-
gewandt, 4(4,,...,0n), M,, V, seien die in (2.3.6) versprochenen Objekte.
V sei eine Schrumpfung von V,, die moch G iiberdeckt. Auf die Daten
@22 G’, V, 2> V wird Satz (2.2.3) angewandt.

Sei jetzt o € 4(d; ..., 0m) und £ € Z* (U < K (o), W) mit || & ||ge < 0.
Nach Theorem (2.3.6) gibt es ein &€ Z*(V, < K (g), O?) mit h(L’)=¢&| V, <
< K(g) und || & |lv,e << M,(0) || &|lve. Nach Satz (4.2.9) gibt es ein 5’ €
EC—1(V < K(g),0O7) mit 3’ =& |V X K(9) und |9 |lve<<c| &lvie-
Setzen wir % = k(n’), dann gilt nach (1.1.12) || 7 |lvo < ¢’|| %" ||ve. Auf
V < K () gilt jetzt dnp = ¢ mit der Abschitzung

ol <eeMie) | é]loe-
Der Zusatz von (2.3.7) folgt jetzt sofort aus dem Zusatz von (2.3.6).

2.4 Theorem B mit Schranke beziiglich einer kohiirenten O-Garbe.

THEOREM (2.4.1). — Voraussetzungen :

G”’, G, G’ sind offene Mengen des (", wobei G’/ beschriinkt und
Steinsch, G Steinsch und G’’ o> G 5> G’ gilt,

U = (Uy); ¢ 1 endliche Steinsche ffberdeckung von G, J kohiirenter
O-Modul auf @’ < K (g,)
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Behauptung : Es gibt eine endliche Familie V offener Teilmengen von @,
die noch G’ iiberdeckt und die eine eigentliche Verfeinerung von U ist und
es gibt eine Dreiecksmenge 4 (4, , ... ,d,) und zu jedem s € N eine Abbildung
M,: 4(3,,...,0n)— Ry, so dass fiir jedes g€ 4 (3, , ..., om) die Aussage gilt :

(i) Fiir jedes £€ Z2°(U < K (g),d) mit || &|lge < oo gilt

616" < K () llee << Mo (0)| & loe
(ii) Wenn 8 > 0, dann gibt es zu jedem
E€Z (U < K(p),d) mit || &)y, < oo ein
n€C—1(V < K(p),d) mit dn=2¢|V < K(p)

und || 9|l < M, (0) || é |-

Zusatz. — Ist & ¢,-torsionsrecht, dann lisst sich M, sogar unabhiingig
von g, wihlen.

Beweis. — Ohne Einschrinkung gibt es eine Auflosung O’l—:> d—0
iiber G’/ < K (g,), weiter gibt es eine Steinsche offene Menge G, mit
G 55 G} 5> G’. Auf die Daten G’’ 5> @ 5> Gy, U, ker « =« 07 wird Corollar
(2.3.7) angewandt; V’/, 4, M,, .8 > 0 sind die in (2.3.7) versprochenen Daten.

Sei jetzt s€N, ped und £€Z*(U X< K(g),d) mit || &]|g, < co. Nach
Definition der Norm (1.1.3) und (2.2.2) gibt es ein 7, € C*(U X< K (o), 09)
mit « (n,) =& und || 9, |jve < 2|| & ||ve. Jetazt ist oy, € Z*+! (U < K (g), ker a)
mit || 87, |lve<< (8 + 1)||m, ||ve . Nach Corollar (2.3.7) gibt es ein 1€
€ 0*(V* K (9), ker a) mit dn, = dn, und ||y 7o < Metr (@) | O, Il - Jetat
ist 9, — 9, € Z*(V’ < K (g), 0%). Sei V eine Schrumpfung von V’, die noch
G’ iiberdeckt.

Auf Die Daten Gi>> @’, V', V (V’/ sei ohne Einschrinkung eine
Steinsche Uberdeckung) wird Satz (2.2.3) angewandt.

(i) Fiir s=0 folgt nach (2.2.3) die Ungleichung |7, —ns]le'e <<
< |l —ngllvre. Jetzt ist a(n, —n,) =& und es gilt || £| G X K (o) |lee <
<l —nsller, und damit gilt ||£] @’ < K (o) [l < 2¢ (1 + My (e)) || & [l -

(ii) Fiir s > 0 gibt es nach (2.2.3) ein y€ ("~} (V < K (g), 0% mit
dy=n,—mn, und |[|7|lve<<c|lmy — nyllv-e. Wir setzen 5 =a(y); es ist
9 llve < |7 l|ve . Jetzt ist oy = & und es gilt

| 1lve < 2¢(1 + Mapa(e)(8 + 1) || & l[ve -



