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ÜBER DEN GRAUERTSCHEN KOHÄRENZSATZ
BEI EIGENTLICHEN HOLOMORPHEN ABBILDUNGEN

von KNUT KNORR

INHALTSVERZEICHNIS

Pervenuto alla Redazione il 25 Gennaio 1968.

(1) Die Kapitel 3 und 4 werden in der nächsten Ausgabe dieses Journals erscheinen-
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’V’ORWOR1’

In der algebraischen Geometrie vnrde von Serre-Grotbendieck folgende
fundamentale Kohärenzsatz bewiesen : Ist j’: X -+ Y eine eigentliche morphe
Abbildung zwischen zwei algebraischen Varietäten, dann sind alle Bildgar-
ben (cS) einer kohärenten algebraischen Garbe cl wieder kohärent. Die
ser Satz lässt sich verhältnismässig einfach mit rein garbentheoretischen
Mitteln beweisen, wenn X isomorptl zu einer lokal abgeschlossenen Unter-
varietät eines projektiven Raumes ist. Den allgemeinen Satz bekommt man
mit Hilfe des Uhow’schen Lemmas, das aussagt, dass jede algebraische
Varietät Bild einer surjektiven eigentlichen, morphen Abbildung ist. Unver-
gleichbar schwieriger ist das analoge Kohärenztheorem in der analytischen
Geometrie zu beweisen. Hier hat man kein (Jhow-Lemma zur Verfügung.
und deshalb kann der Weg, der in der algebraishen Geometrie vorgezeichnet
ist, nicht beschritten werden. In dem beriihmten blauen Buch : « Ein Theo-
rem der analytischen Garbentheorie und die ModulrHume komplexer Struk-
turen », bewies Grauert den grossen Koharenzsatz der analytischen Geome-
trie. Die Knappheit seiner Darstellung bringt es mit sich, dass die vielen

schönen Ideen und neuen Methoden oft recht unverständlich erscleinen

und deshalb der Beweis auf seine Richtigkeit unerhört schver zu kontrol-

lieren ist. In dieser Arbeit ist der Grauertsche Beweis des grossen Kohä-

renzsatzes lückenlos aufgeschrieben.
Es sei mir an dieser Stelle gestattet, Herrn Prof. Dr. R. Narasimhan für

das Lesen des Manuskriptes und für seine Verbesserungsvorschläge zu

danken.

1. Privilegierte Umgebungen.

1.1. Die Grauertnorm 

(1.1.1) Bezeichnungen:

R+ Menge der nicht negativen reellen Zahlen,

m und n seien natiirliche Zahlen,
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Seien Die Relation

wird mit bezeichnet.

(~ offene Menge des Cn.

o) Polyzylinder im Cm mit Zentrum to und Polyradius o. Wenn

to der Nullpunkt von Crn ist, dann setzen wir K (to, o) = K (o).
0 Garbe der holomorphen Funktionen auf Cq (der Exponent q ist im

folgenden aus dem Zusammenhang ersichtlich).
c5 kohärenter 0-Modul.

(1.1.2) In den Schnittmoduln und .

werden Pseudomormen eingeführt. Dazu entwickeln wir jedes
(03B2h in eine Potenzreihe 

’

Dabei sind die Koeflitienten fk Schnitte aus

DEFINITION (1.1.3). - (i) (Maximumnorm) Sei ; ein Schnitt

aus Es wird

gesetzt.

(ü) (Grauertnorm) Sei ein Schnitt aus j

Es wird

gesetzt.
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Anmerkung : 1) Wenn s E (e), d) = 0, dann gilt
.q = 0. Dies ist eine leichte Folgerung des Cartanscben Satzes (1.3.1). 2) An
Stelle des Wortes « Pseudonorm &#x3E;&#x3E; wird bequemlichkeitshalber oft das Wort
~ Norm » benutzt.

SATZ (1.1.4). - Voraussetzung : ! 1 Behauptung :
(i) Wenn ~o  03B2o, dann ist (ii) Wenn G’ cc G und

dann ist iii) Wen G’ c G und e  eo , dann ist

LEMMA (1.1.5). - Sei . Zu jedem mit et gibt es

zwei Konstanten c, a E R+ mit c &#x3E; 0, 0  a  1 derart, dass für jede offene
Menge B des Cn und jedes o E mit ~o  e1 die Aussage gilt: Wenn f E

dann gilt für die Koeffizienten der Entwicklung ,
die Ungleichung 1 . Dabei w urde

gesetzt.
Die Beweise von (1.1.4) und (1.1.5) sind trivial.

(1.1.6). - Seien Bi offene Mengen des = 1, 2) und sei oo E 
Mit t0 werde die Garbe der holomorphen Fnnktionen auf bezeichnet.

Eine holomorphe Abbildung heiss teine

Abbildung über K (~,) wenn

LEMMA (1.1.7). - Sei eine holomorphe
Abbildung über IC ((?o). Zu jedem e1 E mit e1 ~ oo gibt es eine Konstante
M] 0, so dass iür jedes Lo  (11 die Aussage gilt: Wenn
dann gilt die Ungleichung

Beweis. - Es werde zunächst f unablingig von t vorausgesetzt (dabei
bezeichne t die Unbestimmten, die in K (p) laufen. Dann lässt sich f als

Schnitt aus und damit auch

als Schnitt aus auffassen. Nach Lemma (1.1.5) gilt
’. Nach Satz (1.1.4) (i) gilt ~~,

Insgesamt folgt also die Ungleichung
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Sei jetzt ) beliebig, dann gilt offensichtlich

Behandeln wir nach (*), so

folgt
w w i

Elementares Einsetzen liefert

(1.1.8) Seien Gi offene Meugen des C"’, (i = 1, 2) und sei
eine holomorphe Abbildung. Ein C)-Modulmorphimus
heisst ein W.-Morphismus und wird auch mit y,: 

i bezeichnet. Für jedes Paar (B~ , wobei B, offene Teilmenge von
offene Teilmenge von mit liefert

einen Dimorphismus

SATZ. (1.] .9). - Voraussetzung : l

holomorphe Abbildung über K(eo)

VJo.Morphismus

Behauptung : Für jedes 0* cc G 2 und jedes Lo,  eo gibt es eine

Konstante M ~ 0, so dass für jedes Paar (B 2 Bi) offener Mengen Bi c Q~1,
Q’~ mit ~o (B, X B, und jedes ~o  Loi die Aussage

gilt: enn j dann gilt die Ungleichung

Beweis. - Sei die kanonische Basis von

Sei jetzt o und p’ so gewählt, dass

ist. Nach Lemma (1.1.5) gilt für die Koeffizienten der

Entwicklung die Ungleichung Nach

Satz Man hat also

Sei jetzt Nach (1.1.3) (iii) ist

. Nach Definition von V, gilt ,

Nach Lemma (1.1.7) gilt für die Koeffizienten der Entwick-
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lung die Ungleichung Elementares
1

Einsetzen liefert

und es gilt die Abschätzung

UORULLAR (1.1.10). - Voraussetzung: l

Behauptung : Für jedes G* (~2 uud jedes et  oo gibt es eine Konstante
so dass für jedes Paar (B2 , offener Mengen

mit
_w - - - -

,) und jedes o  e1 die Aussage gilt: Wenn
dann gilt die Ungleichung

CORULLAR (1.1.I1). - Voraussetzung:

Behauptung: Für jedes G* U und jedes ot  po gibt es eine Kon-

stante M &#x3E; 0, so dass für jedes B e G* und jedes g  01 die Aussage gilt :
Wenn dann gilt die Ungleichung
(Dabei bezeichnet die Pseudonorm bezüglich der Auflösung
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COROLLAR (1.1.12). - Voraussetzung:

Behauptung : Für jedes 6"ec ~ und jedes e1  eo gibt es eine Konstante
M &#x3E; 0. so das für jedes 1J c a- and jedes die Aussage gilt : Wenn

dann gilt die Ungleichung

COROLLAR (1.1.13). - Voraussetzung:

Behauptung : Für jedes G- « G und jedes (!t  eo gibt es eine Konstante
M ~&#x3E; 0, so das für jedes und jedes 03B2. die Aussage gilt : Wenn.., - - 

-- - - _ -- --- 

~_ ___ _ ~ ,

), dann gilt die Ungleichung

(1.1.14) Ein Beispiel: Sei. - definiert auf ,
t

Jetzt somit
, 

Dagegen ist

also
cu

Es gilt aber der folgende

SATZ ( 1.1.1 ~). - Voraussetzung :

Behauptung: Zu jeden j gibt en eine Konstante c &#x3E; 0, 80 das8 fütr

jedes ~ und jedes die Ungleichung

COROLLAR (1.1.16). - Voraussetzung:

Behauptung: Zu jeden gibt es eine Konstante c &#x3E; 0, so das8 für

jedes o  03B2 und jedes t die Ungleichung
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1.2. Dreiecksmengen

DEFINITION (1.2.1). - Sei m eine natürliche Zahl, und sei 5,:] J
ein System von positivwertigen monotonen Funktionen.

Die Menge aller m-tupel ,.. , om) aus R+ mit der Eigenschaft

heisst fit-dimensionale Dreiecksmenge bezüglich ~ und wird mit

bezeichnet.

SATZ (1.2.2). - 1) Wenn eine Dreiecksmenge ist, dann
gibt es zu jedem e &#x3E; 0 ein &#x3E; 0 aus derart, dass ,

2) Wenn Dreiecksmengen sind, dann

wieder eine Dreiecksmenge.

(1.2.3) Die Sprechweise «für hinreichend kleines mit der Eigen-
schaft R je) gilt die Aussage A je) » soll heissen, dass es ein oo E li+ mit 
gibt, derart dass iür ~o, 0  ~o po , mit der Eigenschaft die Aussage
A (g) gilt.

1.3 Cartan privilegierte Umgebungen

THEOREM (1.3.1) (Cartan). - Voraussetzung: Sei x ein Punkt des C’"

und sei Nein Untermodul von (5~.
Behauptung: Es gibt

1) einen Homomorphismus h : (5p--+ 0~ über einer offenen Umgebung
von x mit im hx = N,

2) eine Dreiecksmenge ,
3) eine Abbildung M: so dass für hinreichend

kleines j gilt :
Zu jedem D und j im hx gibt es ein

mit h (g) = f und
- .......

. Ein Beweis

zu (1.iS.I) ist In jzj zu finnen.

DEFINITION (1.3.2). - Sei h wie in (1.3.1) vorgegeben. Dann heisst

jedes Paar (.K (.x~, o), wie es in (1.3.1) auftritt, h-privilegierte Umgebung
im Sinne von Cartan.
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BEMERKUNG (1.3.3). - Hat man bereits einen Morphismus h :
über eine offene Menge U des (;n , dann gibt es zu jeden Punkt x E U eine
Dreiecksmenge und eine Abbildung
dass für jedes das Paar h-privilegiert ist.

Es werden noch einige wohlbekannte Corollare ohne Beweis notiert.

COROLLAR (1.3.4) - Voraussetzung: (~, sei ein komplexer Raum,
c5 kohärenter und (c5n)nEN eine aufsteigende Folge (d. h. c5"’c cS"+1)
von kohärenten Untergarben von cS,

Behauptung : Zu jeder relativkompakten offenen Teilmenge Y c X gibt
es eine natürliche Zahl n (Y) derat’t, dass Y = Y für alle n (Y).

Corollar (1.3.5). - Voraussetzung : sei ein komplexer Raum, c$
ein kohärenter ge-Modul und E ein Untermodul von cS.

Behauptung: Wenn die globalen Schnitte von -03B2 jeden Halm von ,~

erzeugen, dann ist E kohärent.

1.4. Gauert-privilegierte Umgebungen

DEFINITION (1.4.1). - Sei c5 ein kohärenter O-Modul. c5 heisst im

Punkte - torsionsrecht, wenn die Abbildung
injektiv ist.

SAi’z (1.4.2). - Sei c5 ein kohärenter OModuL dann gilt

Beweis. - (i) Ohne Einschränkung sei xi = 0. Sei Nr der Kern der

Abbildung dann bildet E N eine aufstei-

gende Folge von Untermoduln von Nach Corollar (1.3.4) gibt es eine

natürliche so dass N~ = Ny für alle v &#x3E; d gilt. Jetzt ist die Abbil.

dung
...... r - ......

t injektiv. Denn sei 8, E td 1 C5, , mit ü dx = 0, dann gibt
es ein und Wegen ist

also auch ex = 0.

(ii) ist wohlbekannt

(1.4.3) Mit r = (r1 , ... , rn) werde ein 11, - tupel nicht negativer reeller
Zalileu, ((! 1 , 1 "** 9 Q",) ein 111 - tnpel positiver reeller Zahlen bezeichnet.



738

Sei x = (x, y) ein festgewählter Punkt aus dem C" X Cm , dann be-
zeichne j J den Polyzylinder um z mit dem Polyra-
dius Im folgenden werde in den Beweisen der

Bequemlichkeit halber für z stets der Nullpunkt angenommen.
Mit ti , ... , tm werden die letzten 1n Koordinatenfunktionen von

bezeichnet.
Seien Elemente aus Nm , dann

bei88t e - e’ wenn I gilt. Eine Abbildung F :
hei8st monoton, wenn aus e ~ e’ folgt

Mit J(e) werde die Idealgarbe 1 bezeichnet. Es gilt die

wohlbekannte Beziehung:
Mit sei der kanonische Epimorphismus bezeichnet.

THEOREM (1.4.4) (Grauert). - Voraussetzung:

Behauptung : Es gibt

so dass für jedes gilt :

’ 

Zusatz : Ist Öqlim h (t1- y1)-torsionsrecht, dann kann sogar von o,
unabhänging gewählt werden.

Wir notieren zunächst zwei Hilfssätze :

Hilfssatz (d,1n) (1.4.4. 1). - Voraussetzung :
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Behauptung : Es gibt

so dass für jedes gilt :

Hilfssatz (oo, »i) (1.4.4.2). - (Hilfssatz (oo, m) ist eine andere*Bezeich-

nung für Theorem (1.4.4), wenn man dort (I) durch und (II) durch

11(00, M) ersetzt.

. (1.4.4.3) 1)er Beweis von Theorem (1.4.4) gelingt durch eine Doppelin.
rlnktion über die beiden tlilfssätze (1.4.4.1) und (1.4.4.2) nach folgenden
Induktionsschema :

Induktionsanfang :

1. Ind ii ktionsschritt -,

2. Induktionsschritt :
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3. Induktionssehritt :

Dabei sei d+ eine natürliche Zahl (&#x3E; 0), so dass h) im Null

punkt t1-torsionsrecht ist. Nach (1.4.2) (i) gibt es eine solche Zahl.

(1.4.4.4) Induktionsanfang. - (i) Die Aussage ist nichts anderes

als die Bemerkung zu Theorem (1.3.1).
(ii) Um zu bweisen braucht man nur zu zeigen: Gilt für f aus

1("., 1) zusätzlich = 0, wobei ei 2 d+ ist, dann lässt sich g aus

~ so wählen, dass ist.

Beweis dazu. - Nach Voraussetzung gilt

dabei wurde gesetzt. Offensichtlich gilt

und da ) t1-torsionsrecht ist, gilt auch ,1§ E (im h)z. Nach
gilt : es gibt ein ~ i mit i und

Für ~ g gilt jetzt und

(1.4.4.5) 1. Induktionssehritt. Der Abbildung li (d) : 
kann in kanonischerweise die Abbildung h : (
ordnet werden. Damit sind Id, mund auf nnd zurückgefürt.

(1.4.4.6) Bezeichnungen. - Sei eine Dreiecks-

menge und ein Element daraus, dann wird das
w tupel mit 03B2~ bezeichnet.
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Wenn ist, dann gilt

LEMMA (1.4.4.7). - Voraussetzung:

H = Konstante aus Corollar (1.1.12) bezüglich h :

) Dreieckstnenge aus

Hilfssatz

Sei jetzt :

Behauptung : (i) Es gibt ein mit

(ii) Gilt für f zusätzlich
dann lässt sich das g aue (i) sogar so wählen, dass noch
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Man betrachte dazu das kommutative Diagramm

Be gibt ein mit Jetzt gilt

Da ti-torsionrecht ist, folgt

Damit ist also

Da ein Monom in ti ist, lässt es sich auch als Schnitt iiber

auffassen, und es gilt

Nach gilt ; es gibt mit

Fasst man g als Schnitt aus. auf, so kann man schreiben

und es gilt

Damit folgt
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Daraus folgt insbesondere

Jetzt gilt noch

Somit ist und es gilt

(ii) Nach Voraussetzung folgt und

es gilt sogar Nach gilt somit

für .geeignetes g.

(1.4.4.8) 2. Induktionsschritt. - (i) Es bezeichne wieder t

) die Dreiecksmenge aus Hilfssatz (d+, m) (1.4.4.1). Es werde eine
monotone Funktion e: so gewählt, so dass für

. jedes gilt : 
’

wobei H wieder die Konstante aus Corollar (1.1.12) beziiglich lt: ~ 

und

Sei jetzt (~ und sei

mit und
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Nach Lemma (1.4.4.7) für l = d+ + 1 gilt: es gibt ein i mit

Nach wiederholter Anwendung von Lemma (1,4.4.7) folgt: für geeigneter o
gilt :

Setzt man so erhält man

und durch weiteres Vergröasern folgt

und daraus folgt

Sei jetzt gesetzt. Um die Norm von g abzuschitzen, ent-
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wickeln wir und erhalten somit

Da nur d+ Summanden hat, gilt also

und wegen der Abschätzung folgt

Zum Zusatz : Wenn k ti-torsionsrecht ist, dann lässt eich
wählen und damit ist der Zusatz von Theorem (1.4.4) bewiesen.

Sei jetzt , mit I und

Für gilt

Nach es gibt ein mit

Da ist, gilt für

offensichtlich
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Das vorausgehende Resultat angewandt : Es gibt ein j
mit

Somit gilt also

(ii) Wir zeigen zunächst folgendes

LEMMA (1.4.4.8.1), - Zu jedem gibt as ein
mit I so dass die Aussage gilt :

Gilt für f aus 7(oo. m) zusätzlich dann lüsst sich

das g aus sogar so wählen, dass

Beweis. - Sei also vorgegeben, dann wird

und. &#x3E; (insgesant (dj + 1) - mal) gesetzt. be-

zeichne:dabei die Abbildung aus Hilfssatz . Jetzt wird

so gross gewählt, dass , gilt.

Sei zunächst Nach Lemma (1.4.4.7) (ii) lässt sich

das g’0) noch so wählen, dass 1 gilt.
Damit gilt auch

Nach (dj + 1)-maliger Anwedung von Lemma (1.4.4.7) (ii) folgt, dass sich
das noch so wählen lässt, dass

Damit gilt auch

Nach gilt
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und es gilt

Damit ist auch der Zusatz von Theorem (1.4.4) bezüglich bewiesen.

Sei jetzt dann ist

Wegen II (d+, m) kann men g’ so wählen, da88 
1)amit gilt

Nach dem vorausgehenden Resultat folgt

also gilt auch

und das Lemma ist bewiesen.

Nach Lemma (1.4.4.8.1) wird jetzt zu jedem d E N ein
so gewählt, dass wenn I

Sei ~ die Abbildung, definiert durch.

Offensichtlich ist F mo-

noton und Um F (e) = oo und nach Lemma (1.4.4.8.1) folgt,dass F eine

gesuchte Funktion für den Hilfssatz (00, 111) (1.4.4.2) ist.

OOROLLAR (1.4.5). - Voraussetzung :

Behauptung : Es gibt

so dass für jedes d E N und jedes gilt :
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Zu jedem, ~ mit ) und
gibt es ein o mit und 1

COROLLAR (1.4.6). - Voraussetzung:

Behauptung : Es gibt

Beweis. - kohärent ist, gibt es in einer Umgebung von z eine

(normdefinierende) Auflösung I von 97. jetzt ist a-1 (im ~p) eine
kohärente Unterggarbe von Es gibt also in einer Umgebung von z einen

Morpmsmus / mit im Jetzt gibt es in einer

Umgebung von z einen Morphismus so dass das Diagramm

kommutiert. Auf den Morphismus 03B2 wird Theorem (1.4.4) angewandt. Seien
und A die in (1.4.4) versprochenen Daten.

Sei jetzt E 4 und mit und

Nach Definition der Norm gibt es ein, mit

und Jetzt ist aber Nach

Theorem (1.4.4) gibt es ein mit und
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Nach Corollar (1.2.12) gibt es eine Konstante c ) 0, so dass gilt
Es wird c gesetzt

und es gilt qJ (g) = 8 mit

CoROLLAR (1.4.7). - Voraussetzung: l

:7 kohärenter 0-Modul

Behauptung : Es gibt eine I)seiecksmenge so dass

für jedes gilt :-- .. . -....’ , , n n I , . -

Für jedes s E 03B2), 7) mit 11 s  00 und Sz = 0 gilt s = 0.

I3eweie. - Das Corollar ergibt sich sofort aus Corollar ( 1.4.G)~ wenn
mann dort q; = 0 setzt.

DEFINITION (1.4.8). - Jedes Paar (I~ (r, ~O)~ M (r, o)) wie es in (1.4.4
auftritt, heisst h-privilegierte Umgebung im Sinne von Grauert.

ANMERKUNG. 2013 In den Sätzen (1.4.4) bis (1.4.7) wurde der einfacheren
Bezeichnung wegen der Punkt z als Nullpunkt gewählt. Selbstverständlich

gelten sämtliche Sätze mit einer etwas komplizierteren Schreibweise auch

für einen beliebigen anderen ’Punkt des C" X C’~ .

2. Cohomologietheorie ..1ft Schranken

2.1 Frecheträume

(2 1.1) Sei II ein lokalkompakter und im Unendlichen abzahlbarer

topologischer Raum und sei V ein C-vektorraum stetiger komplexwertiger
Funktionen auf U. Jede Teilmenge Üo c I7 liefert, wenn man

setzt, eine Pseudonorm in 1’. Sei jetzt E N eine kompakte Ausschöp-
t’ung von U, so wird durch
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auf V eine Metrik definiert. Bekanntlich wird V dadurch zu einen Fr6chet-

raum. Im folgenden sei V stets mit dieser Frechetraumstruktur versehen.

DEF’INITION (2.1.2). - Sei V ein Frechetraum eine Pseudonorm

auf V, dann wird definiert :

LEMMA (2.1.3). - Voraussetzung :

~ : Vi --+ V? sei eine stetige, lineare surjektive Abbildung. Behauptung :
Es gibt eine Konstante c 1, so dass für jedes E V2 ein 17 E V, gibt mit

und

Beweis. - Für die Fälle ist die Behaup~
tung trivial (man beachte, daes aus folgt) Sei also

. Nach dem K open-mapping-theorem » von Banach und nach- 

11 
- 

IIAt 
-

Definition (2.1.2) (i) ist ~ eine Umgebung der Null in

Y2. Nach Definition so dass gilt:

Jetzt ist also gibt es ein mit

und Setzt man nun , dann ist und

es gilt :

wobei gesetzt wurde.
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LEMMA. (2.1.4). - Voraussetzungen :

U lokalkompakter, im Unendlichen abzählbarer topologischer Raum

V C.Vektorraum stetiger komplexwertiger Funktionen auf U

Behauptung:

Beweis. - (i) Sei eine kompakte Ausscböpfung von U, dann
gibt es ein no &#x3E; 1 mit Ua c Aus dist (0, f)  2-2’~ folgt :

Denn wäre , so würde die Abschätzung

entgegen der Voraussetzung gelten. Es gilt jetzt folgende Beziehung

denn nach dem obigen gilt für ein f mit dist(0,/) ~ 2-2’ die Ungleichung

und somit

W;illlt man für , so folgt ilir dass dist

ist.
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2.2 Theorem B mit Schrancke bezüglich der Ggrbe Ö9

(2.2.1) Sei l~ eine offene Menge des C" und (~’ c G.

U = heisst offene Uberdeckung wenn Ui offene Teilmenge
von a und U ist. V = heisst offene Familie von G, die

i tr 
1 7

noch G’ überdeckt, wenn Vi offene Teilmenge von G und ’U G’ ist.
1Ej

Y heisst eigentlich Verfeinerung von U, wenn es eine Abbildung ’I: J- I
gibt mit U,(j). Ist Y eine (eigentliche) Verfeinerung von U, dann
sei stets ein iür alle Mal eine Vorfoinerungsabbildnng x : gewählt.
Sei wie in (1.1.1) K (Lo) ein Polyzylinder im Cm , dann wird mit U X K (L0)
die Familie ( U; X bezeichnet.

Sei c5 eine Garbe auf Q’ V eine Verfeinerung von U,
~ E C’ ( IT X g (~o), cS ), dann ist die übliche Beschränkung
bezüglich der Verfeinerungsabbildung r gemeint.

Sei cS eine kohärente 0-Garbe auf G c5 --+ 0 eine Auflö-

sung von c5 über und ein Element von

dann ist iür jedes nach (1.1.3) die Grauertnorm
!to. -, i. 11 vio, ...’ i"p definiert. wird jetzt eine Poeudo-w II ab , &#x3E; ... , te 

deüniert. Auf C’ ( X g (o), cS) wird jetzt eine Pseudo-
norm eingeführt.

DEFINITION (2.2.2) (Grauertnorm). - Sei ein Element von
dann wird

gesetzt. (Für den Fall, dass nur ein Punkt ist, schreiben wir auch

kurz

SATZ (2.2.3). - Voraussetzung :

Behauptung : (i) Für jedes gilt
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(ii) Zu jedem 8 E N, 8 &#x3E; 0, gibt es eine Konstante M ) 0, oo dass
die Aussage gilt :

Zu jedem e E Z’ ( Ü X ~ (p), OP) gibt es E C’"1 ( V X g (e), so

dass öq == ~ ~ Y ~ M ~, ~ ~ ~ ~e ist (die Konstante M ist also
unabhängig von e).

Beweis. - (i) ~ - (~;) E Z° ( ~ X g(~), (~p) lässt sich als Schnitt aus

1’ ( G X auffassen und lässt sich daher in eine Potenzreih03B2

über entwickeln. Nach Definition (1.1.3) ist

und nach Definition (2.2.2) ist

Die Behauptung (i) folgt jetzt Sofort aus

(ii) Zunächst beweisen wir einen Spezialfall :

LEMMA (2.2.3.1). - Voraussetzung: Wie in Satz (2.2.3)
Behauptung: Zu jedem 8 E~, 8 &#x3E; 0 gibt es eine Konstante M ) 0, so

dass die Aussage gilt:
Zu jedem gibt es ein so dass 

und ]
Nach (2.2.1) ist ein FrBchetraüm, damit ist auch

als endliches Produkt (I sei endlich voraus-

gesetzt) ein Fréchetraum ; weiter ist Z’ ( U, als Kern des Randoperators
auch ein Frechetraum. Sei 1, dann werde 1 kurz mit

bezeichnet. Uffeneichtlich iät eine s-Norm in ; weiter

eine o-Norm in ; 1
.1 I’ .

Nach Theorem B und dem Satz von

Leray folgt, das die etetige, lineare Abbildung

surjektiv ist. Nach Lemma (2.1.3) folgt jetzt sofort die Behauptung von

(2.2.3.1).
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Um (ii) allgemein zu beweisen entwickeln wir die Cozyklen in eine Po-

tenzreihe nach ti ~,.., t~‘ und wenden auf die Koeffizienten Lemma (2.2.3.1) an.
ei 

7 ... 

2.3 Theorem B mit Schranke bezüglich einer kohärenten Untergarbe
CYfl c OP

LEMMA (2.3.1). - Voraussetzung:

Behauptung : Für jedes eö gibt es eine Steinsche offene Menge
mit 6~~ =’= 6~* =3=3 G und eine endliche Syzygie .

über

Beweis. - Wir formulieren zunächst ein

LEMMA (2.3.1.1)1. - Voraussetzung: wie in Lemma (2.3.1)

Behauptung. - Für jedes Oö  oo gibt es ein ei mit Loo llo und

eine Steinsche offene Menge Gi mit G und eine Syzygie

oo

über

Jetzt wird gezeigt :
Bekanntlich gibt es eine Steinsche offene Menge Gi mit

Theorem A angewand auf liefert über

eine Syzygie

Nach dem Hilbertschen Syzygiensatz folgt aus dem Lemma (2.3.1.1), für
alle l das Lemma (2.3.1).

Im folgenden, besonders im 3. Kapitel wird häufig der Schrumpfungs-
satz angewandt. Er wird deswegen hier, jedoch ohne Beweis angefiihrt.
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SATZ (2.3.2). - Voraussetzung : l

Behauptung : Es gibt eine Familie V = ( (die gleiche Indegmenge 1)
offener Teilmengen von X, die noch F überdeckt und i~~ c U; für jedes i E I.

Jede Uberdeckung in dieser Arbeit kann als punktendlich vorausgesetzt
werden.

Es wird noch das klassische Lebesguesche Lemma in einer etwas an-
deren Form gebraucht.

Lebesguesches Lemma (2.3.3). - Voraussetzung:

Behauptung : Es gibt ein A &#x3E; 0, so dass für jede Teilmenge G c X die
Aussage gilt:

Wenn der I)urchmesser d (G)  1 und G 11 F ~ ~ ist, dann gibt es ein
i E I mit 

Beweis. - Ohne Einschränkung sei U = punktendlich. Nach
(2.3.2) gibt es eine Schrumpfung U und eine Schrumpfung

von U’, die noch F überdecken. Es gibt eine Zahl 8 ) U
mit der Eigenschaft : wenn G e X mit d (G)  b und ~, dann ist
G c U U" . Es sei U- = G. U Ui" gesetzt, dann bildet (U’, U*) eine of-

I.fI iEI

fene Uberdeckung von X. Dazu gibt es nach dem klassischen Lebesgueschen
Lemma eine Lebesguesche Zahl A mit b ] , 0. Wenn jetzt G c X ist mit
d (G)  1 und fl, dann folgt zunächst G n U* _ ~, und somit gibt
es ein mit G c Ut’ cc Ui.

LEMMA (2.3.4). - Voraussetzung :
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Behauptung: Es gibt eine endliche Familie . = (l)E I von Polyzylin-
dern, die noch G’ überdeckt, und eine eigentliche Verfeinerung von Il ist

und es gibt eine Dreieckgmenge 11 (81, ." , öm) und eine Abbildung

so dass iür jedes o E 4 (~1, ... , bm) die Aussage gilt:
Zu jedem I mit gibt es ein

Zusatz: Ist zusätzlich h t1-torsionsrecht, dann kann M sogar so

gewählt werden, dass es von ~1 unabhängig ist.

Beweis. - Nach dem Lebesgueschen Lemma (2.3.3) gibt es ein ~ ~&#x3E; 0,
so dass für jedes V c G mit d (V)  I gilt: 

.

Nach Theorem (1.4.4) folgt: Zu jedem gibt es eine Drei-
ecksmenge und eine Abbildung

so dass die Aussage von (1.4.4) bezüglich h gilt. Zu jedem
wählen wir ein mit

Polyzylinder mit Zentrum .r und Polyradius rx).und &#x3E;

Es gibt eine endliche Familie

von Punkten aus G’, so dass die Menge
’ 

überdeckt. Nach (2.3.3) ist 2T sogar eine eigentliche Verfeinerung von U.
Setzen wir jetzt

~ und

dann ist die gesuchte Dreiecksmenge und

die gesuchte Funktion. Die Behauptung und der Zusatz folgen

jetzt sofort aus Theorem (1.4.4).

Syzygie der Länge 1 über
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Behauptung: Es gibt eine endliche Familie Y offener Teilmengen von
Q’, die noch Q’’ überdeckt und die eine eigentliche Verfeinerung von Ü ist
und es gibt eine Dreiecksmenge d (dt , ... , dm) und zu jedem a E N eine Ab-
bildung M, : J (8 , ... , 6m) - R+ , so dass itir jedes (} E d (()1 , ... , 6".) die Aus-
sage gilt :

Zusatz : Ist Ovo/.im ho t1-torsionsrecht, dann kann M, sogar so gewählt
werden, dass es von e1 unabhängig ist. 

Beweis. - Eine Uberdeckung heisst schnittstabil, wenn es
zu jedem Paar ein k E I gibt mit Uk. Sei $6 N, dann be-
zeichnen wir mit die Uberdeckung ; dabei wurde

, gesetzt.
Der Beweis von (2.3.5)i geschieht durch Induktion nach l:

(2.3.5), ist trivial. Es wird jetzt (2.3.5)~i =&#x3E; (2.3.5)i gezeigt:
Da U endlich ist, gibt es E N, so dass schnittstabil ist. Es

gibt eine Steinsche offene Menge 61 mit 0 Z= G~’. Auf die Daten
Lemma (2.3.4) angewandt: Es gibt eine

endliche Polyzylinderfamilie g = (K;) , die eine eigentliche Verfeinerung
von ist und noch Gt überdeckt und es gibt eine Dreieckamenge

~ und eine Abbildung D~ : dass für jedes
die Aussage von (2.3.4) bezüglich h0 gilt.

Auf die Daten ( , K nnd

wird Hilfssatz (2.3.5)j-, angewandt.
Sei , die Dreiecksmenge von (3.3.5)~, dann setzen wir

Sei jetzt , und I

dann ist offenbar
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Nach Lemma (2.3.4) folgt : es gibt ein mit

Da man als Verfeinerung von g auffassen kann, gilt:

Offenbar gilt die Beziehung

also kann man schreiben

und es gilt

Wegen gilt sogar

Nach Hilfssatz (2.3.5)j-, gilt : Es gibt eine Familie V’, eigentliche Verfei.
nerung von K, die noch C~’ überdeckt und eine Abbildung

Sei 7 eine Schrumpfung (2.3.2) von V’, die noch G’ iiberdeckt. Nach Satz
(2.2.3) gilt : Es gibt ein mit

Es gibt eine Konstante c’ &#x3E; 0, (1.1.12), so dass für

gilt : . Setzen wir jetzt
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dann gilt :

Gilt zusätzlich, dass t1- torsionsrecht ist, dann folgt nach dem
Zusatz von Theorem (1.4.4), dass man M so wählen kann, dass es von o
unabhängig ist. Da als Untergarbe voh apo torsionsrecht

ist, lässt sich nach Induktioshypothese so wählen, dass es von l&#x3E;1 unab-

hängig ist. Damit ist auch der Zusatz von (2.3.5), erledigt.
Aus Lemma (2.3.1) und Hilfssatz (2.3,5)i folgt sofort das

THEOREM (2.3.6). - Voraussetzung.

Behauptung: Es gibt eine endliche Familie V offener Teilmengen von
G, die noch G’ überdeckt und die eine eigentliche Verfeinerung von U ist
und es gibt eine Dreicksmenge 4 (()t , ... , und zu jedem s E N eine Ab-

bildung 
... , -

so dass für jedes die

Aussage gilt:

Zusatz : Ist t1-torsionsrecht, dann lässt sich M8 sogar so wählen
dass es von e1 unabhängig ist.

COROLLAR (2.~.7). - Voraussetzung:
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Behauptung: Es gibt eine endliche Familie V offener Teilmengen von

G, die noch a’ überdeckt und die eine eigentliche Verfeinerung von U ist
und es gibt eine Dreiecksmenge L1 (~1 , .0. , am) und zu jedem 9 E N, 8 &#x3E; 0

eine Abbidung , so dasa fiir jedes (
die Aussage gilt:

Zaeatz : Ist t1-torsionsrecht, dann lässt sich Ms sogar so wählen,
das8 es von et unabhängig ist.

Beweis. - Es gibt eine Steinsche offene Menge G* mit
und einen Morphismus k : über mit im h

sei eine weitere Steinache offene Menge mit

Auf die Daten wird Theorem (2.3.6) an-

gewandt, seien die in (2.:t6) versprochenen Objekte.
V sei eine Schrumpfung von die noch G’ überdeckt. Auf die Daten

wird Satz (2.2.3) angewandt.
Sei jetzt und 

Nach Theorem (2.3.6) gibt es ein i.
und . Nach Satz (

Setzen wir
. - . I

dann gilt nach
, ..,

I gilt jetzt y === f mit der Abschätzung

Der Zusatz von (2.3.7) folgt jetzt sofort aus dem Zusatz von (2.3.6).

2.4 Theorem B mit Schranke bezüglich einer kohärenten 0-Garbe.

THEOREM (2.4.1). i Voraussetzungen: l
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Behauptung : Es gibt eine endliche Familie V offener Teilmengen von G,
die noch G’ überdeckt und die eine eigentliche Verfeinerung von U ist und
es gibt eine Dreiecksmenge 4 (d1 , ... ~ öm) und zu jedem 8 E N eine Abbildung
M, : d 9 ... --~ R+, so dass für jedes 4 (~1 , ..., ~) die Aussage gilt:

Zusatz. - Ist cl t1-torsionsrecht, dann lässt sich M, sogar unabhängig
von Lo, wählen.

Beweis. - Ohne Einschränkung gibt es eine Auflösung O? 2013~ c5 --~ 0
über G" X K (@0), weiter gibt es eine Steinsche offene Menge Gi mit

G » G1 » G’. Auf die Daten G » ker a c Oq wird Corollar

(2.3.7) angewandt; V’, A, &#x3E; 0 sind die in (2.3.7) versprochenen Daten.
Sei jetzt s E N, o E A und Nach

Definition der Norm (1.1.3) und (2.2.2) gibt es ein

mit a (t1,) = 1 und Jetzt ist

mit . Nach Corollar (2.3.7) gibt es ein
- -

Jetzt

eine Schrumpfung von V’, die noch
überdeckt.

Auf Die Daten sei ohne Einschränkung eine

Steinsche Überdeckung) wird Satz (2.2.3) angewandt.
(i) Für 8 = 0 folgt nach (2.2.3) die Ungleichung 11 - 

P s

C 11 ~l ~ - ’1J211 v".. Jetzt ist a (ii, - == e und es gilt 11 E 1 G X K (g) --

s 11 - und damit gilt 11 E 1 G’ X K (Q) 2c (1-~- MI (e») 11 E 
(ii) Für s &#x3E; 0 gibt es nach (2.2.3) ein y E CII-1 (V X K «o), ()l) mit

Wir setzen es ist

11 I ~ live s 11 Y Jetzt ist ~’7 = ~ und es gilt


