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LE PROBLEME DE CAUOHY - RIEMANN
POUR DES STRUCTURFS MIXTES

Craupio REa (%)

0. On sait que sur une variété de Stein X est résoluble le probléme
de Cauchy-Riemann parametrisé

ou, =1

ot f, est (pour tout te€R, |[t| <) une (p, q -+ 1)forme, o-fermée, a
valeurs dans un fibré vectoriel holomorphe E, dont les coefficients sont de
classe C* sur X et C* sur X < R (k=0,1,...,00) et que la solution est
aussi réguliére que f;. '

Ce resultat, démontré par Andreotti et Grauert [7] peut étre obtenu,
pour k = 0, comme cas particulier d’un théoréme de H. Cartan [4].

La démonstration qu’on en donne & la fin de ce travail (prop. 5.5.) m’a
été suggérée verbalement par L. Kaup.

Nous avons abordé ici le cas ot la structure méme de X depend de t.
Le probléeme prend alors la forme

Eut =ft-

Dans la premiére partie on a envisagé un feuilletage semi-holomorphe,
c’est & dire une variété différentiable <)), de dimension 2n 4 m, n > 1,
munie d’un atlas {®;, U;}, avec &;: U;— C" < R™, tel que les change-
ments de coordonnées dans U;N U; soient du type (2,t)— [k (2, ¢), k(2)], on
h et k sont de classe C> et h est holomorphe par rapport aux z pour tout ¢.

Pervenuto alla Redazione il 6 Aprile 1968 ed in forma definitiva il 12 Luglio 1968.
(*) Travail exécuté avec I'aide du C.N.R. Groupe 35.
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Les feuilles de 94 sont donc douées d’une structure de variété analy-
tique complexe.

On a supposé que W était complet, c’est & dire qu’il existe une fonction
réelle y € C= (W) telle que sa restriction aux feuilles soit plurisousharmonique
et que 'on ait {x € W, y () < ¢} cc W, % c€R. Les feuilles fermées sont
donc des variétés de Stein. La premiére partie du travail est consacrée a
établir le

THEOREME L Soit W un feuilletage semi-holomorphe complet, f wune
(p, ¢ + 1)- forme verticale a wvaleurs dans un fibré vectoriel différentiadble
E — W donné, dont la restriction aux feuilles soit holomorphe. Si les coeffi-
cients de f sont Ll et 5f =0, alors il existe une ( D, q) - forme verticale v a
valeurs dans E, & coefficients .Qﬁ,(‘, telle que Von ait

(1) du=f.

La méthode employée pour cette démonstration est analogue a celle em-
ployée par Andreo‘ti et Vesentini dans [1], [2] et [3]; le formalisme est celui
de Hormander [9] et [10].

Le théoréme I n’est pas vrai en général si 'on remplace L%, par C
(ou méme C°),

Dans la deuxiéme partie en effet on a du se placer dans le cas, beau-
coup plus particulier, ot ) est une déformation diftérentiable, triviale &
Pinfini, d’une variété de Stein de dimension complexe n >>1, et l’on
prouve le C

THEOREME 1. Soit W > B une déformation différentiable, triviale a Vin-
Jini, d'une variété de Stein X > n—1(0), E un fibré vectoriel differentiable sur W,
holomorphe sur chaque feuille. Il existe une restriction n—' B’ — B’ de W telle
Jue : pour toute (p,q + 1)-forme verticale f de classe C° sur W,(k=0,1,...,00),
et §- fermée sur chaque feuille, on peut trouver une (p, q)forme verticale
u, de classe O sur n—! B’ qui satisfait ou = f. En plus si toute variété
n_1(t), t€ B, est de Stein, on peut remplacer dans cet énoncé B’ par B.

Ce deuxiéme résultat a été obtenu en introduisaut la notion de uni-
Sforme w-ellipticité du fibré vectoriel en question sur une feuilletage semi-ho-
lomorpe. La méthode employée pour établir le théoréme II dans le cas k=0,
f= «cocycle de déformation de W », est la méme que celle introduite en
[2] et [11]. A la fin du travail on démontre le

THEOREME III. 8i la forme f est telle que n|(supp f) soit une applica-

tion propre, il existe une forme u de classe C* telle que o u = f et n | (supp u)
soit propre.
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Je remercie M. Andreotti qui m’a donné des idées qui ont été indis-
pensables.

I PARTIE

1. Soit O une variété différentiable (!) de dimension 2n 4 m, n > 1, W
sera dite munie d’une structure de variété a fewilletage semi-holomorphe si
on donne un recouvrement localement fini U = (Ui 1 de W et, pour tout
i€ I, une immersion différentiable ®;: U;— C™ < R™ (?) de fagon telle que,
8i UsnU; & @, le difffomorphisme &;o o7t & (Uin Uj) — 9:(U:in Tj)
goit de la forme (2,t)—>[h(2,t), k(?)], b étant une n-ple de fonctions diffé-
rentiables par rapport a (2,t), holomorphes par rapport & 2 pour tout
tepr, ®;(U;n U;). Un tel atlas sera dit distingué. On peut supposer que
Pon ait Im @; = A; < B;, ol A; et B; sont des rectangles ouverts de C"
et Rm.

Les sous-ensembles &; ' [Im &;npr;'t], i€, t€pr, Im ®;, sont des
sous variétés de dimension 2n de W qui s’appellent plaques, la restriction
de pry o ®; a une plaque P est un difféomorfisme ¢, de p sur un ouvert de
C*. Les intersections des plaques avec les ouverts de <) sont la base
d’une nouvelle topologie z (plus fine) sur l’ensemble Y, soit C)?ﬂ le nouvel

espace topologique ainsi obtenu. Les composantes connexes de ’it\? sont les
Sfeuilles de la structure feuilletée. Soit II I’ensemble des plaques, IT est un

recouvrement ouvert de ) (localement fini) et {p, ¢ }  ,; est un atlas qui
induit sur W une structure de variété analytique complexe dont les feuilles

sont des sous-variétés ouvertes.
Une feuille est dite propre si elle a la méme topologie en tant que

sous-ensemble de W et de . Une feunille fermée est propre, une feuille
propre n’est pas nécessairement fermée. Pour la description topologique

d’une telle structure nous renvoyons & [12]. Soit i: C’M\? — W Pimmersion de

9V dans 9. Une fonction diftérentiable i W— C est dite semi-holomorphe
si ¢ o f est holomorphe, / est semi-holomorphe si, et seulement si elle est

1) Ici et dans la suite différentiable est synonyme de C*.

(2) On peut remplacer, ici ot dans la suite, R™ avec C™.



698 CrLaupio ReA @ Le probléme de Cauchy-Riemann

différentiable par rapport aux variables z!,..,z"; t!,...,¢"™ et holomorphe
par rapport aux variables 2!,..,2".

Un fibré différentiable sur W est dit semi-holomorphe si ses fonctions
de transition sont semi-holomorphes. Soient T et T les fibrés tangents réels
de Wet C?l?respectivement, E’x et ,1\’4, indiquent les espaces tangents a
Weta W en a.

Le complexifié du fibré i‘\ est la somme directe d’un fibré holomorphe T

sur C’);ﬂ(i'(.’l') est un fibré semi-holomorphe sur 94) et de son conjugué T.
Nous allons indiquer dans la suite avec la méme lettre les fibrés 7' et i* (T),
T et i* (T). Soient A1 et A%! les duaux de T et T, on pose AP7 = (A10)*?A
A (A%Y e, (le suseript Ap veut dire: p-eéme puissance extérieure), A?: 7 sera
considéré dans la suite comme fibré de base W.

Nous allons étudier parallelement les deux cas ou “W est un feuilletage
et celui plus particulier o ) est une famille différentiable de variétés ana-
lytiques complexes, c’est & dire qu’il y ait aussi une application différentiable
n: W— B (B variété différentiable réelle de dim. m) dont les fibres coin-
cident avec les feuilles de la structure feuilletée, la fibre au dessus de t€ B
sera indiquee avec X,. Ce deuxiéme cas sera brievement dit « cas déforma-
tion » Soit U un ouvert de ), on pose U=i U, U est un ouvert de Cgﬂ,
U et U ont les mémes éléments ; soit F un fibré vectoriel semi-holomorphe
sur W, Cpyq (U, E) et Cpq( f]\, E) sont les modules des sections différentiables
de (EQ AP9)| U et de (EQ Ar9)| ﬁ respectivement.

Cra (U, E) est identifiable 4 un sous-module de Cp"fq(if\, E).

Xy, (U, B, loc) est le module des sections de B @ A" ? sur U dont
les coefficients sont des fonctions qui se trouvent dans l’espace de Sobolev
G (R?+m) 5 on peut voir aisément que cette notion est invariante. On pose
comme d’habitude G2, (U, E, loc) = Uy o (U, E,loc). On a Cp (U, E)c
CB:‘,,(U, E, loc) et, grace au lemme de Sobolev, ¥*(U, E, loc) € Cp., (U, E),
si 28> 2n + m 4 1. Entre O, (U, K) et 22, (U, E) au contraire, il n'y a,
& priori, aucune relation.

Le fibré E peut étre supposé trivial au dessus des ouverts coordonnés
de VYW, [e.) est un systéme de u (= rang de E) sections differentiables in-
dépendantes de E au dessus de ’ouvert coordonné U;, les formes

e, @ dz" A v AdZ?AdZ A A2 1 < o < v < 0p << W,

1<p <.<Pf,<n a=1,..,u, forment nne base pour la fibre de
E @ A7 9 au dessus de chaque point de U;. On introduit les blocs d’indices,
A=a, ., 0, avec a, < .. < oy, de =d2"A . Ad: " A estle nombre
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d’indices qui forment 4. 1.’opérateur 6: Cp, (W, E)— Oy 141 (54\9, E)g’exprime
localement par la formule

(2) 3 (fiser @ =" adz2®) = (—1)? %f;lg QA adz?

Si (pE_(Z"(C/);?), k -2, est une fonction & valeurs réelles, la (1-1) forme
(de Levi) 60, opére de fagon intrinséque, hermitienne sur 7. La matrice
de ses coefficients subit, par un changement de coordonnées, une transfor-
mation du type a,—;b « b, ses valeurs propres sont donc des fonctions réel-
les qui appartiennent & (*—2 (<)), si en plus ¢ € C* (q’l\)) N C* (), les valeurs
propres de §3 @ sont dans Ck ’Z(Caﬂ)n CH(W).

DEFINITION 1.1. Une fonction réelle @ € C= (W) est dite plurisoushar-
monique si les valeurs propres de 9@ sont positives.

DEFINITION 1.2. Le feuilletage W est dit complet $'il existe sur W une
fonction plurisousharmonique telle que Pon ait

(A) fre W, @@ < clec W, pour tout c€ R.

Remarque 1.2. Si W est complet et en méme temps une fibration, alors
toute fibre est une variété de Stein.

Pour toute fonction réelle y € C* (W) nous indiquons avee 4, la fonction
« plus petite valeur propre de 851;} ».

LEMME 1.1. Soit g une fonction réelle continue sur le feuilletage complet
W. Il existe une fonction réelle plurisousharmonique v € O (W) qui satisfait
la propriété (A) et telle que

(i) Y@ =), Waelw
(if) 1y (@) =g @), ¥zeW.

Preuve. Soit ¢ la fonction dont a la définition 1.2, on pose & = min g,
()4’:

Be= [z € W, (@) e}
On peut évidemment choisir une fonction différentiable F: R — R telle
que on ait F’(s)>0, F’(s)>0, \fs€R et inf F’ > sup%—, inf F>
o B Ao led
> supgy.

a
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La fonction cherchée est vy (x) = F (¢ (x)), on a en effet

Ay () = F' [¢ ()] Ag () = (l iﬂ(f ]F’) Ay (@) =
e, @@

9(8) 2 (
(4

“% ’, D) ) =9 (x);

=

y @)= inf F= sup g =g (»).
[e, @ (@) %v @

De la premiére inégalité et du fait que F’ > 0 on tire 4, (xr) > 0,
est donc plurisousharmonique ; & cause de la croissance de F’ on a y (z) <
<ec=>¢p(x) < F1(c), ¢ et y ont donc aussi les mémes surfaces de ni-
veau et y satisfait la propriété (A). Le lemme est donc prouvé.

DEFINITION. 1.3. Soient ¢ et y deux fonctions réelles différentiables
plurisousharmoniques sur W et satisfaisant la propriété (A), alors y sera dite
supérieure & @ 8i Von a, pour tout x € W, 1, (x) = 1, (x), v (&) = @ (x).

On peut remarquer que 8i g > ¢ et ¢ > 1, la fonction y trouvée au
lemme 1.1. est supérieure a la fonction ¢.

a) On introduit maintenaut une métrique riemannienne ds* sur Y,
dont la restriction aux feuilles soit hermitienne (cela peut se faire & l'aide
d’une partition de 1’unité). )

Soit {w?}, « = 1, ..., n, un systdéme orthonormal de sections de A!|U;;
ds® induit alors sur A? ¢|U; une métrique qui peut étre écrite sous la forme

[&P =] §4 of A of ? =A§B| i n .

On peut douer le fibré E d’une métrique hermitienne en obtenant par
conséquent sur E ) A? 7 aussi une métrique qui peut étre définie par la
relation |e @ f|=|e|]f]

Soit {e;}] un systéme orthonormal de u sections de I<‘|U., le prodult
scalaire des formes f = fi e, ® o A0 et u= Uy, p e @ 0 A ap-
parteuant & la fibre (E @) A?9), est donné par

Srwde= Z 11,

Le nombre positif | f | = ((f, f):)/? est dit longueurs de la forme f en
z. Les composantes des formes de E @ A” ¢ seront dans la suite systéma-
tiguement rapportées au repére orthonormal {e, @ w4 A w?). Soit w* = aj dz*
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4

EYa

a=(aj), b=1a"1 et V= b;‘, La formule (2) peut &tre réecrite ainsi:

(3) af=(—1)r Z Vs 74 pe.@* A0 + fipe (€@ o A 0®),
ou bien ainsi:

(4) of =l(—1)p z s i+ Me () e ® 0t A 02,

ou les M 4“, gB(f) sont des combinaisons linéaires des coefficients de la forme
/1, les coefficients de ces combinaisons sont différentiables par rapport aux
variables z et t.

Soit dV = g2 dz! ... d2" dz' ... dz» di! ... dt™ (g = déterminant du tenseur

métrique) ’élement de volume induit sur <Y par la métrique donnée, av
la restriction de dV & OW(dV =gl dzl ... de" dat ... dz") et, dans le cas dé-
formation dV, 1’élement de volume induit sur X,.

Soit y une fonction réelle continue sur W.

On appelle .22 . (W, E, y) espace vectoriel de sections (3 coefficients)

mesurables de E @ A7? telles que | f]?2 "éfflflz e~vdV < co. La forme

sesquilinéaire (f, ¢),= | (f, 9) ¢e~¥ dV permet d’introduire une structure

d’espace hilbertien sur .e:,,,('cw, E, y); lespace D, ,(U, E) des sections C*

& support compact de B @ A™? est dense dans .0, (W, E,y); on pose

D(W,E)= pU Dy, o (W, E). L'espace .Qf,, ¢ (W, E, loc) est formé par les sections
Vg

de EQ@ A? ¢ qui sont dans B,?,.,(‘W, E, y) pour quelque vy € C°(W). Il peut
étre aussi caractérisé comme l'espace des sections de E @ A7 dont la
restriction a tout U cc O est dans .2; , (U, E, y) pour chaque € C° (U).

Nous envisageons maintenant la suite
3 3 3 F]
wie=> Dy g1 (W, E) = Dy o (W, E) =Dy gy (W, E)—> ...
Si f€Cy gt (W, B)yet we Dy (W, E), on tire de la formule de Green

(5) (fy ow), = (O, u),

avec

(6) Of = (— 1)pH 2,, B[aﬂf:,,m + L e (f)ea® o aw”,
a, A, 8,
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les Ly p(f) sont des combinaisons linéaire analogues aux My zp considé-
rées tout 4 I’heure ; 'opérateur d; s’exprime par la relation dgh=e¥Fg(e—v h),

h € 0 (W)

LEMME 2.1. Les opérateurs §: D, a1 (W, B) — L’; g+2 (W, B, y) et
O: Dy, g11(W, B)— L3 . (W, E, y) sont préfermés.

Prewve. Soit {f.jc Dy ,(W, E) une suite telle que (f,} — 0 dans
B:, (W, E, p) et (57,]—><p dans ;.41 (W, E,y). On a alors, pour tout
V€ Dy, o1 W, B), (/s — ¢, 0y —0 et (f,,dv),— 0; du reste on peut
écrire (@, v), = ( f,,, O v), — (5_7",, — @, v),,. En appliquant I’inégalité de Cau-
chy-Schwarz et en passant 4 la limite pour 6-— oo, on a (p,v),=0;
vu Darbitraire du choix de v on a ¢ = 0. La démonstration du fait que D
est préfermé est tout i fait analogue 3 celle-ci.

Les opérateurs 0 : Dy, q11(W, E)—> L5, g12(W, B, y) et : Dy, g1 (W, E)—
— 224 (W, E, y) sont donc prolongeables & deux opérateurs fermés

S: Bg'q+l(CW, E, y)— .L’; a2 (W, By y) et
T : BY (W, B, v)— Lp (W, E, v), ou

B"‘ ™1 (QY, E, y), domaine de l'opérateur §, est le complété de Despace

Dy, 441 (W, E) par rapport & la norme du graphe (|| + || a-|P2, il est
identifiable & Vespace des f€ .05 .11 (W, E, ) telles que gf, fait au sens des
distributions, soit dans .Q,, a+2 (W, Ey y) et B2t (W), E, v), domaine de
lopérateur T*, est le complété de lespace D), .4+, ("W, E) par rapport a la
norme (||| + || d-]*)"% il est identifiable & I’espace des f€.Cp, o+ (W,E, )
telles que df, fait au sens des distributions ,appartienne a £ o (W, E, ¢).
On introduit alors I'espace W Yy, g)<! B2 'q+'(fWE, v)n BY q'H(CW B,y).
What\ (O, ) est évidemment le complété de Dy, g1 (W, E) par rapport &
la norme (||-|[*+ || 8|12 4 || O+, il est identifiable aux f¢€ ,8,, a1 (W, E,p)
telles que gf et df, faits au sens des distributions, soient dans L5 av2(W,E, )

et £ o (W, E, ) respectivement. ~
En procédant de la méme maniére 3 partir de 'opérateur 8:D?9— 1V, B)—

— L34 (W, E, y), on obtient un opérateur
L: B%"q—l (W, B, v) — Bz.q (W, E).

On a alors une suite d’opérateurs densement définis

L T S
see _*B: q—l(q’ﬂ: E,y) — -01?, Q(Qﬂ)E;W) _'*'012' q+1 (N, E,y) —‘*L)lzi 'H-‘z(q’(’: Byp)—
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Leurs domaines et ceux de leurs adjoints sont caractérisés par les pro-
priétés que Von vient d’énoncer. Dans le cas fibration on peut faire les
mémes considération et obtenir, pour tout ¢ € B la suite

L T, St
—> 1)13, g=1(Xt s Bey w)—> -e;.q (Xey Beyy) — -912: o+1 (Xey Bey we) —>

S
'—')"&?'4+2(XuE¢,V’t)—k...,
ot on a posé X,=na"1(t) B=E|X,y=y|X;.

B) LEMME 2.2. (Friedrichs). Soit y € Cy’ (RY ) uE.,Q”(RN ) & support com-
pact, vE CO(RY); le support de y s0it dans la boule unité de R¥. On pose

ye(x) =¥ x(%) et on forme le produit de convolution u =y, e C=(R¥). On

a alors

(i) 8t e—> 0, v (usy,)—> vu dans L?(RY) et la distance entre supp w et
supp (u *y.) ne depasse pas e.

(i) 8i v est C! dans un voisinage de supp u, alors vDy(u=*y,) —
— (vDgu) % o — 0 dans L? (RY), quand e¢— 0. Ici oDy wu (D = 8/owr) est
défini au sens des distributions.

Pour la démonstration voir, p. ex. ([9], pp. 81 et 110).

Etant donnée alors un® fonction réelle y € ¢y (R**+m) dont le support
soit dans la boule unité de R>»+™ et une partition de l'unité {p;] adapté
au recouvrement {U;} on peut poser, pour toute f€ .B:,,,(W, E, y) a support
compact, f»y, = 3 (p.fiu;)* 2.. Cela a un sens 8i |z| est assez petit.

i

LEMME 2.3. Soitf€ .25 ,41 (W, E, w) & support compact, et 6 > ¢ tel qwil
existe [+ y. quand || < 4.

(i) Les supports des formes f*73.€Dp qp1(W, B, w) sont tous contenus
duns un méme compact de W et Von a f=y.—>f dans &?,qﬂ (W, B, ).

(ii) La forme f appartient a B!a" (W, B, y) si et seulement si la
Jamille g (f*y.) converge dans L ,1o(W, B, y). Cela étant vérifié on a
lim 3 (/» 2 = .

(iii) La forme f appartient a B:‘q"'l(CW, B, y) si et seulement si la
Jamille d (fxy) converge dans Li , (W, E,y). Cela étant vérifié on a
lim d (f*y)=T*J.

2.0
Preuve. La partie (i) de Pénoncé est une conséquence immédiate du
lemme 2.2. Soit f¢ B%""“( W, B, y) & support compact.

12
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Si Pon rapporte f & la base e, ) de4 A dzB, on voit aisément de (2) que
8f % .= 3 (f* 1), en appliquant (i) & 1a forme Sf on déduit que § (f » x)— Sf
dans G, 12 (W, B, y). 8i au contraire 3 (f»y.) converge dans .Q,, a2 (W, E,yp)
& une forme g, on &, pour toute u € Dy .4 (W, E),(f, du), = lim @(f*x.) YUy =

e—0

=(g,%),. f est donc dans B%'“"(CW, E,y) et g=98f. L’énoncé (ii) est
prouvé. On peut maintenant remarquer que lopérateur D, restreint 3 un
ouvert U;, peut é&tre identifié, & Vaide des cartes, 4 un opérateur différentiel
linéaire du premier ordre dont les coefficients sont de classe C* dans un
voisinage de A;>< B;, On voit donec, grice au lemme 2.2 partie (ii), que, si
feBY T (W, K, y), alors D (f » y,) — T* f dans L5, o (W, E, y). Si au contraire
O (f # x.) converge vers une forme k dans £k ,(CW E, y) on a, pour tout

V€ Dy o (W, B, ), (f; §0)p = lim (f# 7., 30}, = lim (® (# 12) vhp = (I, V.

11 s’en suit que f€ By (W, E,y) et h = 8/. Le lemme est donc comple-
tement prouvé

Remarque 2.1. Le lemme 2.3 est aussi valable dans le cas d’une seule
variété analytique complexe, voir & ce propos 9], pp. 81, 110.

LEMME 2.4. Soit f€ .25 o11(W, B, y) [1,] une suite de fonctions réelles,
7, € C5 (W), telles que U supp 5, = W, 5, <1, 9, () =1 8 =x€supp n,—;>

|89, | < 1. On a alors:
(i) 8i fe B; (W, B, ), 8, f)— Sf dans L2 415 (W), B, y);

(ii) 8i feBET (W, B, ), T* (g, 1) — T*f dans L2 (W, B, v).
Preuve. Soit f¢€ B” 9T (O, B, ), on a alors (presque partout)
Smf)=mn8f 4 on,Af et done

18 @, ) — 87|15 < 2 m, 8F — SF |2 + 2 j S Remv av

U,— €y

ob on a posé C, = suppy,. Or puisque Sf€ ,(-?,2,, at2 (W, E, y), on a
lm:o” 7, 8f—8/ |, =0 et puisque f€.L2 (W, E,p),ona lim f|f|26'¢ d V=0,

v —+> @0

0,-0

s 4+

r—1
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L’énoncé (i) est donc prouvé. Soit maintenant u € D, ,(W, E) arbitraire, on a
(T*n, f— T* fywy = (9, T* f — T* fyw)y, — (f, 5’77 At)y.

Si f€BYT (W, B, y), on a, lim (5, T*f — T* f, u), = 0; d’ailleurs,
Dinégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que |'5q, | <1 nous donnent
| (f, ony Att), 2P << || w 2, | |f|Pe=¥ @V, on a pourtant lim (f, an, Aw)y, = 0,

¥ — 00
0,-&0'_1

cela entraine lim || I'* f — 7™ ||, = 0. Le lemme est donc prouvé.

3. W-ellipticité.

DEFINITION 3.1. Le fibré E est dit w? t-elliptique par rapport & la
SJonction vy 8’il existe une constante k telle que Von ait

(7) P <®dlaf 12 + I dr i), M €Dy, o (W, B).

Tout nombre k tel que (7) soit satisfait 8’appelle constante de w-ellipticité
de E.

DEFINITION 3.2. La fibré E est dit uniformement w? 9-elliptique par rap-
port & la fonction v, 8%l est w-elliptique et si ses restrictions aux feuilles le
sont aussi avec une constante qui ne dépend pas de la feuille.

PROPOSITION 3.1. Soft E w? 1+l-elliptique par rapport a une fonction y,
alors
(i) Véquation

(y Tu=/p
admet une solution w € O , (W, E, ), pour toute € Lp o1\ (W, E, y), telle que
8f = 0.

(ii) Cette solution est unique si on lui impose la condition L* u = 0 (3).
Pour démontrer cette proposition nous avons besoin du

LEMME 3.1. 8i E est w? 9tl-elliptique par rapport & w on a, pour toute

(%) Cette condition est évidemment inutile si ¢ = 0.
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constante k de w? 1t1l.ellipticité

®) I/l < RAISFIS + 1 T* 1R, W rewEer (W, B).

Preuve. Nous supposons d’abord que le support de f soit compact. La
formule (7), appliquée & f* . (voir n. 2, point 8) nous donne | f*y. |lig
< k(| 5(F2 2 I+ 1D (7o 2 [2)

En passant alors & la limite pour e— 0, grice au lemme 2.3. on ob-
tient la formule (8). On peut maintenant laisser tomber I’hypothése faite sur
le support de f et introduire la suite de fonctions {7} du lemme 2.4. On a
certainement || 7, |12, < %(| 8n, f|% + || T* n,f|2) pour tout »; en passant 2
la limite pour » — co, grice au lemme 2.4. on obtient la formule (8). Le
lemme 3.1. est donc prouvé.

Démonstration de la proposition 3.1. Nous rappelons un théoréme clas-
sique d’analyse ([9], pp. 78, 79). 4

Soient H, et H, deux espaces hilbertiens, D, wun sous-espace dense de
H,, A: Dy — Hy, un opérateur linéaire fermé, F un sous-espace fermé de H, .
Alors F est Vimage de A 8i et seulement §’il existe une constante k telle que
Pon ait
9) I W, = 1l A* f |, VEFN Dy,

Dy btant le domaine (dans Hy) de Vopérateur A* adjoint de A. En plus, cela
étant vérifié, F est Vimage par T de la fermeture de dm A*.
On peut alors appliquer ce théoréme en posant

H1 = .B,?,,(CW, E, y), H2 = &iq+l (Q,ﬁ’ E, y), F = Ker §,

Dy = B_g.q (W, B, y), 4=T.

On a évidemment D4 = BY " (W, B, y) et F0 D= B T (W, E,yp)n
- NKer8 c W.ﬁ-ﬁ‘(cw, E). La condition (9), traduite dans notre cas, n’est
autre que la relation (8) qu’on vient de prouver, il s’en suit que I’applica-
tion T: Bg"’ (W, E, ) — ker 8 est surjective. L’énoncé (i) est donc prouvé.
On remarque maintenant que ’on peut choisir la solution » dans la ferme-
ture (dans &? o (W, E,y)) de 3m T* on a donc une suite de Cauchy {v,]
dans B T (W, B, y) telle que T* v, — % dans Ly , (W, E, v).

Alors du fait que L* o 7* = 0, on tire que L*u = lim L* o T*v, = 0.
Il existe donc une solution » de (1) telle que L*u = O.VT(:;)lt,e différence u’
de deux telles solutions appartient & W3'? (W, E) puisque L*w’ = 0,
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Tw’ = 0 ; d’ailleurs l’inégalité (8), écrite pour le bidegré (p, q) est | u|F<C
< k(| Tu|? + || L*%|2) on a donc «’ =o.
La proposition 3.1. est donc prouvée.

PROPOSITION 3.2. 8i, pour toute fonction réelle y € CO (W) il existe une
Sfonction réelle we O (W) telle que y (@) <y (@) (Mx€W) et que E soit
w P -elliptique par rapport & vy, alors Véquation

a une_solution ( Jatible) ue B,? ¢ (W, B, loc). pour tout f€ .B,? a+1 (W, E, loc)
avec of = 0.

Démonstration. Il existe certaihement une fonction continue y telle
que f€.L7 .41 (W, E, ), on a f€Ln 41 (W, E,y). On applique alors la
proposition précedente (partie (i)) et 1’on a une forme uE.Q:,q (W, B,y) c
c.Q,;{q(W, E,loc) satisfaisant (1). La proposition est ainsi prouvée.

4. Nous nous proposons ici de prouver le théoréme I.

DEFINITION 4.1. Le feuilletage W est dit étre une fibration 8’4l existe
une variété différentiable de Hausdorff B (*)et une application différentiable
n: W—> B dont les fibres soient les feuilles de W.

Remarque. 11 n’est pas restrictif de supposer que = soit surjective, dans
ce cas doit étre dim B = m.
Nous admettrons dans la suite que n soit surjective.

Remarque. On choisit les applications coordonnées @®; de fagon que leurs
images A; < B; soient le produit d’'un disque de (" par un disque de R™.

9%l g’agit d’une fibration, on peut méme identifier (3 un changement
de coordonnées prés) B; a un sous-ensemble de B, de facon telle que lon
ait prB‘. o ¢¢= 7.

On pose alors X, =na"'t(t€¢ B), B,= F|X,.

(') En eftet toute variété est supposée ici étre de Hausdorff; on a voulu quand méme
le spécifier & cette endroit car, en otant cette hypothese a la définition 4.1., on anrait
défini la structure de fenilletage simple.
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L’indice ¢ en haut ou en bas d’une forme (ou d'une fonction) sert a
indiquer : «restriction & X,» ; d’ailleurs les suffixes ¢ ne seront employés
qu’aux endroits ol leur manque pourrait géner la compréhension.

Par exemple, si w€ Dy, o (W, B), | w],, veut dire /[ wt| et dV,.
Xy
On revient au cas feuilletage.

La restriction w; d’une forme (ou fonction) w de W & un voisinage
coordonné U; peut étre naturellement identifiée &8 une famille de formes
(ou fonctions) (w5, sur A; en posant w,= (pra, o P)* w;.

LEMME 4.1. Soit U;€ Y, il existe une constante ¢; qui me dépend que de
Vindice 1, telle que Von ait, pour toute w€ C°(W)n C= (W)
Ja — | PevdV+~ 3 [1Fsszpevar<
v 2 4,4,8B #laB -
(11)
<2 (|]5f“§,+ IOf L), pour toute fE D, (Ui, E), et

[@—auperavit o 5 [|phuisleavi<
2 44,5 B
(12)

<2{|du Hfm + || 0w ||it l, pour tout we D, ,(Ai, By), et tout t€ B;.

Démonstration. Soit Af =(— 11PFsf wirwfB@e, Of =(—1)2+1 .
- 058 4o ©,Q wt A w9 des formules (4) et (6) on tire

| A —of | < kl|f| et [C—=Df|<ki|S]

pour toute f€ D, ,(U;, E), les constantes k; ne dépendent que de i. De ces
deux relations on obtient

(13) I AfI;+ 1 ofliz <2 {llar |12 + 10711 + 2k, (17112}

et

(14) I AF o 41 OF e < 2 (1107 [l + 1O+ 2K |1 112, )
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. 0
Nous posons maintenant ¢, = v b#, le lemme de Green nous donne alors
0%p

(15) /vV,,ue—'#dV=-—/u6¢ve—'ﬂdV—|— uv ¢, e~vdV,

pour tout u, v€ Co(Uy),

(16) /v,Vf, we tdvVe= — [u,d'a vee Vtav, —/u,v,ca, e tav,,
.:l" A

44

pour tout u’, '€ CF (4. :
On montre avec simples calculs que Pon a

(17) Vs, V,)=cgVi — ch, V1, avec ¢, € 0= (T (%)
(18) (83, )= Ve, V) + 7, Vg
Nous posons ensuite § du = Ly, uw! A wh, on a alors
(19) Loy =VpVy+ ey Vi=V,Vs+cysVa.
On obtient alors par élimination de (17), (18), (19)
(20) [0, V)] = eys & — €y Vi + Loy

Pour tout couple u,v de fonctions en Cy (U;) on tire de (15)
f(aﬂuaﬁ_ﬁ,wﬂw)e—de=f@77[a,,,V_,]ue—wdv+

+f1;6ﬂuzye—w dV——f@?V,ucpe"P av,

la méme relation peut étre obtenue de la formule (16) avec des intégrales
sur A4;, en employant alors (20) et ensuite (15) et (16) on a

(21) f(aﬂuéﬁ —V,ulpw)e=vdV=|uw Lyyev dV+J, + J,+ Jy

(") Les fonctions c;}r peuvent étre simplement exprimées & I'aide des matrices «a» et
A

- i 5
«h»(=a"l), on a rrﬂ:lﬁﬁ,l’yae.
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et,
(22) f (85 uy 8w, — V5 ue Vi) e—vedV, = f w0 Lypypee~vedV, +
4i ' 4
+ L+ I + L,
pour tout u,w € Oy (U;), avec

11‘ =f?;; [E;yt ‘V—; Uy + 0;} ﬁ; u,] eVt th,

44
t - — . -

Ig =fut[ctﬂ¢ V;' u‘¢+ c; Vfgm]e w‘dVg,

4
— 2 — — =y,

I .—.—.futu',[c,ﬂ,ci +cfgc,' — Vﬁcﬁﬂ.— V'ﬁc;]e tav,,

4;

et Jp= f Lidt; h= 1, 2, 3. On obtient alors de I'inégalité de Cauchy-Schwarz
B;

|I:|S010fiw‘|2e—'”‘dvz+—¢:: /-2|l_7§,u‘|2e"'l'edV,,
Ja
A; A:

+ 1]
Ij|<<c,o [ |ut2e—vedV, L S|ViwtPevedV,
2 s
A; A"

ol ¢, et ¢, sont des constantes et o un réel positif arbitraire, on a du
reste

[ I3 | < e / wwte—vedV, (c; constante).

4,

On tire alors de (21) et (22)

f(():g U 6; wy — E;u Vtﬂag) e ¥td Vt 2/“; ’l—(:g (.eﬂ} Y — 03) e ¥td V¢ -—
A.’ A

—cof|wffewdV,—cy0
. Al

4;

/.Iut|20—""dvt—'%/2||-7ﬁ u,|ze“'l'thl—
1
4

c —
- ?Zlel Vi w, [>e=vedV,, pour tout w,w € Cy (Uy),
A, i
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et la méme relation avec les mémes constantes ou les intégrales sont faites

sur U;.
En rappelant que lon a ([9], p. 112, formule 5.2.5)

@0 AL+ N0l =] 2 [Vsfasle™avit
4,04

i

+ 2, Onfiasod fiso— Vs fisso VS Vs
4; G 4GPy

et ]a méme formule avec intégration sur U;, on obtient de (23)

1471+ 107l = (1= %%) [ 2 |Pasialear+

—[—f(l—cs)|f|2 e—vdV et

a,A,B,8

laslt N0tz (1 =) [ = |Fstal e avit

i

+f(lt— 05) lft I2 e"l’tht;
A

I'on pose alors o= 2¢,, fi=u, ¢;=c¢; } 4k?, on substitue ces deux der-
niéres relations dans (13) et (14) respectivement et on obtient (11) et (12).
Le lemme est donc démontré.

LEMME 4.2. Il existe une fonction continue g sur W, indépendante de vy,
telle que, pour toute f€ DP9 (W, E), et toute y € C% (W) n C° (W) réelle on ait

@) [a,—plsperave [ 2R sialerar<

4([losE + 11012
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et si W est une fibration, alors pour tout we D?9(X,, E;) et tout t€ B, on a

1 = 4 -
(26) f(lw—-g”u]?e“"’dV,—}—? P ]V,;uA.B]ze Yeqv, <<
. a,d,Bp
X, X,

£4( ” 5““?4’1 + ” dul‘:v)'

Démonstration. Soit p € C5 (U;), on a

lopfP=|poaf+opafP<2|pasfP+2lopP|flf et
|bpf|2 = {pbf + (= 1)rHt f},,wVﬂP w? A 51"® €q |2 =

S2|pbf|2+2ﬂE|Var| [Vyp| | fI2-
14

Soit alors pz.- une partition de 'unité sur W avec p; € Cy (U,). Des re-
lations précedentes on tire

2| dpisll < 210l 4 llef 1
| apenl< 2 N3nly, + oin i

Z | opiu <2 (10w |y + lle w I,

ot ¢’ et ¢” sont deux fonctions continues positives sur ). Soit ¢ une
fonction continue sur <)Y telle que sup ¢ <¢;; il suffit alors de poser
. =

1

g = ¢ + ¢’ ¢" pour obtenir (25) et (26).

Démonstration du théoréme I. On peut choisir sur W), grice an lemme
1.1., une fonction plurisousharmonique ¢, qui satisfait (A) et telle que
(i) 4p (®) > g (x) 4 4, pour tout x € W, g etant la fonction qui ap-
parait dans (25).

(i) S € Lpgq1 (W, B, @)
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On a par conséquent
(27) Iflle<187 5+ 1015

Le fibré E est donc uniformement w P31 - elliptique (de comstante 1) par
rapport & @ e & toute fonction réelle plurisubharmonique vy, supérieure a ¢ .
De la proposition 3.2 et du lemme 1.1 découle donc le théoréme.

ITéme PARTIE

5. Soit maintenant M une variété différentiable.

Soit {v:):c» une famille de champs différentiables de vecteurs sur M,
de classe C* par rapport au paramétre ¢ et aux coordonnées sur M, (y;} un
groupe local (!) sur B de vitesse u. Le couple ({v,}, {y}) détermine d’une fagon
canonique un groupe local {I3} sur M X< B de projection {y:}, & savoir celui
engendré par le champ de vecteurs w (x, t) = prg" u (t) + pry' v (x) ()

On va donner une condition sur {v} pour que I'y, pour un 1 fixé,
opere sur un voisinage saturé d’une fibre.

PROPOSITION 5.1. Si les trajectoires de {y,} ne sont pas closes et on peut
fizer sur M une métrique riemannienne compléte telle que les longueurs des
champs de vecteurs v, (t€ B) soient equibornées, alors, pour tout t€ B et A
tel quw il ewxiste y,t, les applications I; definissent un difféomorphisme
Ii: M < {t} > M < {nt].

Démonstration. On va d’abord prouver ’énoncé suivant.
(A) Soient t, e t,€ B sur la méme trajectoire de {y;}. Toute trajectoire
de {I3) qui rencontre M X< {t,] rencontre aussi M < {t,}.
Soit done ?, = y:t,, on peut supposer 1> 0, soit x€ M, | = (I, (,t,),
0 < u < 4y} la demi-trajectoire maximale de (I} issue de (x,t,)(%). Nous
supposons, par absurde, que 1 < A. Il existe alors 7510’

() Tous les groupes locaux envisagés dans la suite seront & un seul paramdtre formés
par des difféomorphismes (locaux).

(%) La signification physique de |I')} est tres claire. Si M = espace physique, B = axe
temporel, |y, = traunslations temporelles, alors {I';| est le mouvement engendré par le
champ de vitesses euleriennes v (x,t) = v,(%), v, ne dépend de t <==> |I'| stationnaire.

®) 8l était | = {F'u (x, 1, 0 < p < 0o}, (A) serait trivial.
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On considére alors sur M de chemin ol p~— prMI’ (®, 8), 0 < <<y
son vecteur tangent au point cu est pru I’,,(:v, )= prMu'(c,u)-—v,” t,(ep)
dont la longueur est bornée.

Il s’en suit que Jm ¢ est borné dans M et donc (M est compléte)
relativement compact. Le chemin ! est contenu dans le produit des ensem-
bles dm ¢ce M U 27k O cc B, il est donc relativement compact et il n’est

pas fermé car sa progectxon U y“t sur B, ne contenant pas le point

yi, t € B, n’est pas compacte Smt {#:} — 4, une suite numerique positive
croissante, il existe, au choix d’une sous-suite prés, z = lim I, (x, t) €l On

1 -+ 00
a alors prpz=lim pr, I'i(z,t;,) = lim y,, ¢, = yi, ¢,
i—+o00 i—+00
Soit I’’: u— M < B la demi-trajectoire de w issue de z. I’ Ul est un
chemin continu, et, en dehors du point z=1’nl=1"(0), il est C=.
D’ailleurs la relation hm l(,u) = llm I’ (u) = w0 (2) entraine que I’ y I est une

trajectoire de w, I’ U [ est done d)fférenmable On peut maintenant considérer
la trajectoire maximale I’ de (I3} issue de z. Ce qui précede entraine
I’””Ulcl’, |l est donc contenu dans I’. On pose (z, t,) = [} 2. On veut prou-
ver que 4, = — i,. En effet, sur 'intervalle 0 << u << 1, on peut définir
une fonction continue ¢ telle que I',(x,t)=1I,,2z et op a lim gu=10 et

A+ p=equcar I'yol} 2=1,,2, en passant 3 la limite ”posr u—> Ay,
on a 4, =—14,. Il en suit z =TI} (x.t), ce qu'on avait exclu.

L’énoncé (A) est donc prouvé.

On remarque maintenant qu’aucune trajectoire de {I} ne rencontre deux
fois la méme fibre M >< {t], en effet, ¢’il était, pr, I z=pr, I, z pour
quelque z€ M >< B, on avait y, prpz=y, pr,z ce qui entrainerait A =1,
A cause des hypothdses qu’on a fait sur {y;}. Les difféomorphismes (locaux)
I, engendrent donc une correspondance biunivoque I7: M X< {t}— M X [y, t}
qui est de classe C> par des arguments bien élementaires de géometrie dif-
ferentielle. La proposition est ainsi prouvée.

o) Nous énoncons briévement ici quelqiles résnltats contenus dans
[3] n. 2 et dans [15]. Soit X variété hermitienne compléte, dime X > 1,
E— X un fibré hermitien de métrique h, [ | = 50 + D3 Vopérateur de
Laplace-Beltrami. On a

@8) [ afIF+11ds] —|lf||2 M f€ We (X, B), ¥ o€ R+,

On suppose E W2 ¢tl-elliptique de constante ¢, c’est 4 dire que l'on ait

7B c{llaf|B+IDSIR) /€Dy gt (X, B).
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On a vu (lemme 3.1) que ceci equivaut a

(29) o sIE=clllar B+ IIDS1B, W feWroti (X, B),
De (28) et (29), pour ¢ = 2¢, on tire

(30) 7P < 4| L]FIP, W re Wratl(X, B),

(31) [ofIE+1DfIE<<4c|| DS |2 W f€ WP+ (X, B).

LEMMA 6.1. Pour toute f€ Ly o4y (X, E)N Cpopi (X, E) telle que §f =0,
il existe un seul we WP Y (X, B)n C;5 4 (X, B), tel que Von ait 30 w=f, et
dow=0.

LEMME 6.2. Pour toute f€.Lp 411 (X, B)N O,y (X, E) il existe un seul
we WP (X, B) 0 Cprysr (X, B) tel que Von ait [ w = f.

B) 11 existe une application linéaire x: Cp g41 (X, E) — Oy q41 (X, E)
telle que Yon ait (xf, f)<<||af |2+ ! Df|% ¥ €Dy, g+1 (X, E) et les coef-
ficients de » sont des fonctions continues des coefficients de la métrique de
X, de ceux de la métrique de F et de leurs dérivées.

Si l'on a la métrique " =ev h, ot yp: X — R est différentiable, 1a nou-

velle forme »’ est donnée par (x'f)ap= (¢f )i, 5+ = (LW s [4 5y, O}
1

on a posé B(B) =1, ..., Bi—1 Bit1) ey Bgy1 (voir [15], p. 94, derniére for-
mule).

Soient u et 1 les fonctions « plus petite valeur propre de x » et «plus
petite valeur propre de Ly ». On a done

o o f) = f (44 DAV, €Dy g (X, B)

g|~

Fixons un nombre a > 0 et choissons vy telle que i () = — — u (x), MV v€X.

On a alors

[ fIRal]|ar|? + IDf]%), ¥ FE€Dy g1 (X, E).

Par suite E est W2 7tl.elliptique de constante a, 3 p,  ¢.
7) Soit U un ouvert coordonné de X, z,=(2,...,% )€ U. On pose

—_— n
=gt -] —lastr, By,=]2€U. 2 (a7 — 29 < @? § (o assez petit) et, pour
1
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toute forme 1€ Cpy (U, E),

9

) J F1Rd
Inlpo=% 2 = [|25m,

|L|sia,
B,

av.

L’inégalité de Friedrichs ([6] et [11] lemme 3) donne alors
(32) N0 e e "Gy ) (T I I 12,

ol la constante ¢’ (k, ) > 0 pe dépend que de % et e.

Soit D™ un opérateur de dérivation de degré h par rapport aux varia-
bles x*(i = 1,...,2n); linégalité de Sobolev ([5], pp. 232-233 ou bien [11]
lemme 2), donne pour tout y € B,

(33) [(D® s @) << Grhe) || n|y, 00 ¥h >0

De (32) et (33) résulte alors

(34)  [(DW s Y@ E<c, (jyhye)] ||D’7|?+h—z.¢ + ”’7“(2“” Mh, Mji>n=>2.

7. Soit W > B une déformation différentiable d’une variété de Stein
X, avee dim¢ X > 1. On suppose W 5 B triviale a DVinfini, c’est a dire
qu’il existe en isomorphisme de fibrés ditferentiables T: X, < B — W et
un compact C,c X, , tels que T|[(X, — C,] < {t}]]: X, — €y — X, soit biholo-
morphe sur son image, \/t€B. On pose C =T((,,B), C:= C n X, = T(C, < {t)).

On peut supposer que C| (X, < {0}) = idx,. Introduisons les translations
yst: Xs—> X:, obtenues en composant Papplication T—! | X;, Dlapplication
triviale (X, < {8}) — (X, < {t}), et T|(X, X {t}). On & y,y = idx,, Yseyu = s,
yse et un difféomorphisme et applique X, sur X, et yo | (X, — C;): (X;— C))—
(X; — C:) est biholomorphe.

PROPOSITION 7.1. Pour tout fibré semi-holomorphe E — W, il existe
une restriction W, —> B, de W B, une métrique kiihlerienne compléte g
sur (les fibres de) W, et une métriqgue hermitienne h sur K, jouissant des
dropriétés suivantes
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(1) ya:(Xy— Cg) — (X — C.) est une isométrie,
(ii) ya induit une isométrie de E,|(X,— C,) sur E,|(X,— C:).
(iii) B,— X, est Wr 9t+lelliptique de constante ¢ (ne dépendant pas de

t) pour tout t€ B, , N/ p, N q> 0.
(iv) Toute variété X, est de Stein.

Preuve. Fixons une fonction ¢,: X,— R, differentiable, strictement
plurisousharmonique et telle que {x € X, , ¢, (@) < cjcc X, ¥ ¢ € R et posons
p=g@ opy oT71: W—R. On a évidlemment (x€X,,p(x)<c)ccXy,
M c€R. Soit ¢;= ¢ | X,.

La fonction 1: W — R, qui & x associe la plus petite valeur propre

de (L), est continue, et ’on a infl > 0.
0o

11 existe alors un voisinage V= T(A X N) de C, dans W tel que

mf 1> %mf i, A étant un voisinage de C;, dans X, et N un voisinage de
0

0 dans B. Par suite 1|n—! N est alors positive. En effet, tout x€ a1 N —
— Veca1N— C est du type x = T(x,,t)et ona A (x) =1 (xy) > 0. Size V,
Az) > %mfl> 0.0n a en plus {z € X,, ¢(@) < ¢} =y {x € X, @ (2) <} cc X,.
Cela prouve (iv) pour tout t€ N.

Considérons une métrique hermitienne hy sur E, et posons ’hﬁ\i = Ad ho;
l’zé\ n’est pas & priori hermitienne sur C;, soit h; sa partie hermitienne. Intro-
duisons sur X, la métrique kiihlerienne g .57 = B.,p @¢, on peut supposer que
g, soit compléte.

On peut en effet supposer que X, est plongé dans C¥ et que ¢, est la
fonction « distance d’un point fixé de CV», la métrique g, est alors la
restriction & X, de la métrique naturelle de C¥. W — B est ainsi
une déformation triviale & P’infini d’une varieté hermitienne compléte
(X4, 9o Nous avons prouvé dans [12] que, dans ces conditions, les variétés
(X¢,g9:) sont elles aussi completes, 3 une restriction de W —» B pres.
On entroduit alors une deuxi¢éme fonction strictement plurisousharmonique
1w, Xy—>R et on pose y=1y, 0 px, o T~1:W—R, avee (x€ X, y, (®) < ¢jcc X,
¥ c€R. Par le méme argument que tout & I’heure, on peut supposer (Ly),
définie positive pour tout x € a—! N. On considére ensuite les applications »
et » : Opoypy (@' N, BE)— Cpyt1(n' N, E) du n. 6,p), correspondant aux
métriques h’ et h =¢evh’ sur E. On a vu que, si 1(x) et u(x) sont les plus
petites valeurs propres de (Ly), et de (x’-,-);, on a

[t virEar erni ol +I1E ¥ N ¥ TeD, (X, B

X
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En répétant le raisonnement de tout a I’heure, on voit bien qu’a une
x 1
restriction W, NN B, de aN — N pres, l'on peut snpposer A(x) = 7—y(w),c>0

fixé. Cela prouve la proposition.

8. Soit y la famille des fermés K c W, tels que n/K soit propre. On
suppose que E et W, soient donées des métriques du lemme 7.1.

THEOREME 8.1. Soit f € Cpogty (Wi, E), supp f€ y, of = 0. Il existe alors
W€ Cpo (W, , BN Ly o (W,, E) tel que gu =1 et que | w| soit borné sur tout
ouvert du type n—! A, avec Acc B, (%).

Démonstration. On fixe, pour tout t€ B,, la forme w,€¢ Wr e+ (X,, E;)n
N Cpogt1(Xe, Ey) telle que 8¢ O w,=f; et que O, 5,20, = 0 (voir lemme 6.1) et
I’on pose u =0w, on a évidemment u€ O,,'f"q(@,, E), ou = f. 11 suffit alors
de prouver que |u| est borné sur 2~ A et que w€ Cpyyrs (W,, E). On va
partager la démonstration en plusieurs énoncés successifs
a) |u| est borné sur tout ouvert n—' A, Acc B,.
De Pinégalité (34) on tire, pour tout y¢€ X,

fug, s <c 0,k &) (|| Cewe 13 s, + Ilwel2 ).

Or, d’une part [Jou, =, f;, et d’autre part || d.fi|2_, , < |/ fe[ff_, quiest
borné si ¢t varie dans A, & cause du fait que f est de classe C> et que
supp f € y. De Pinégalité (31) on tire ||ulo, . <<|| we||=1|Dc20: || < 4¢|| e |2 =
= 4c|| fe|* ce qui est aussi borné si ¢t varie dans A4 ; a) est donc prouvé.
Soit y::: O;"’q (X, Ty) — . z (Cﬁq' (Xi, B) D Cp (X, Er)} Visomor-
p'+e'=pt+q
phisme (de C-modules) induit par y, sur les formes. On peut alors considerer
I’homomorphisme surjectif ;7,\, 1 Cp g (Xy) Ts) — Cp. ¢ (X;, T) obtenu en compo-
sant y;; avec la projection canonique

Z Oy g (X, Ty) D Cp g (X, -it)] — Cpg (Xe, To)

r'+9'=p+q
On a évidemment
(35) supp [(v% — 7u) filc Ci M i€ Cpoy (X0 y By,
(36) Yu: Weo (X, T)— Wra(X,, By,
(37) supp [(ru (o — Cerafile G M L€ G2 (X, B,

() On verra & la fin qu’il est méme supp u € v (Th. I1I)
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B) w et toutes les derivées (de ses coefficients) par rapport aux coordonnées
o gont continus en (xl, ...,z th ... tm),
Soit x€ W, fixé, ¢t = nx, aun voisinage de « les composantes de 1w

s’ecrivent w2 . (z,t). Fixons la boule B,; = l(, t), 2;(:1:‘ ——y’)zsﬁ/«ii soit s

A, B
un point preés de t et soient y et ¥’ dans 9B,2. On doit prouver que, pour tout
opérateur de dérivation DW d’ordre h par rapport aux zl,...,a%*, om a

lim | D® [we (', 8) — ws (0] =0.
(y',8) ~ W ¢
On a

| DO (0% (v 8) — w% gy, O] | < | DW{ws L (y, t) — ws 5y, 8)] | +
+ |D‘h)[w B(y ’ )—w B(y$8)]|1

| DM |y 5y, 8) — g L(y, 8 ] <|D(h+”wa B ® )| ly—9'1,

ou D*t1 est un opérateur convenable par rapport aux z et yE Bejz. On va
prouver que|D("+1>w“ (4, 8)| est borné quand (y,8) varie au voisinage de
(y, t). En effet, grice .?m (34)

| D(hﬂ)wi,n(?; &) <e Uy hy &) {|1f, 1} ns,.+ w, [},

On applique alors (30) et Von tire | D*+Vwg . W, <c,| f, | avee
c3 = sup [4¢?, ¢, (j, b, )]} ceci est borné lorsque & varie dans A ccB, a
cause du fait que f est différentiable et supp f€ y.

11 suffit donc de prouver que lim | D® [w0% 4 Wt — w0 4 (v, 8)]|=10. On

applique de nouveau (34) et l'on a
| DM [wg (9, 0) — wg gy, 9)][F <
< ¢, (hy jy &) { || s 200 — [ty |} lj+h—2,e + || we — w, "3,. }.
On va prouver séparément que

(38) hm | Ds wy — Dﬂ Ws ||j+h—2e 0,

s >

(39) llm || wy — ws |2 =0.
8

(UY

Puisque [Jw =/, on a ” O e — owee |y, < | fe— fe ”J?+;.—-2¢+

+ 1O — 0 u,||]+h_2' Ces deux termes tendent vers zéro: le premier 3

13
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cause de la différentiabilité de f et le deuxidme a cause de la différentia-
bilité des coefficients de []; (38) est ainsi prouvé. On a ensuite, grice i
(36) et (30)

2 -~ 2
|| 90e — w0y |fo,e << [[ 7ot 200 — 04 [0, +

+ 40 (|| fi = Fu follF + || G O — Devada |12,

Les deux premiers termes du second membre tendent visiblement vers zéro,
et le troisidme aussi grice a (37). L’enoncé B) est done prouvé.
y) w et les dérivées (de ses coefficients) rapport aux coordonndes x* sont
de classe O! par rapport & (xl,..,x*", ¢/, .., t™)
On fixe un entier », 1 <<»<<m et l'on pose ¢t 4 v = (t, ..., 0"}, "+,
tr+1, ..., t™). L’opérateur ;:, est linéaire et ses coefficients sont O~ par rap-
port aux variables «!,...,z" ¢!, .., t™ s!,...s™. Il en est donc de méme de

V’opérateur ’; obténu en dérivant ses coefficients par rapport a 8” et en posant
ensuite 8 =1¢.

A A ) 1 ~ .
On a Ve O:q (Xg, El)—) O:q (Xt, El), YUy = lim ‘[— "00; — Yttt Wt }. Si
T-+0

Si u satisfait 8) on a, pour tout entier £,

. | A 1 ~
(40) lim |y¢w¢ — { We — Yeto,t wt} = 0,
=0 T k,e
R S . ~
(41) lim . (identité — puy, o) (w0 — weqs) || = 0.
T =0 . .8

Un simple calcul montre alors que Von a, % ¢, € Cpqt1 (X, T),

2
(42) lim

T—+0

’
ke

2 1 ~
i' < lim ";— (’log — Yt4rt QU!+1) + g '

-0

T N
e (0e — w0) + yewe+ 9:

cela résulte de l’identité

4
i

1 A ~
-;— (w, — ’wz+r) -+ Ye W + 9= [ [w, — Ptgr,t Wips) + gz] +

T

A

1 ~
+ | 7w — -t— (10y — Pigar W)

1 . . ~
+ [T (identité — yiiq,) (w0, — w,.,.,)] ,
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et de (40) et (41). On a en plus
42y supp lDt Yst — Yal Ijl] hyc Coy ¥ Iy € G;t.,q (X5 By,
et Dopérateur [[] ,/y\|;: Cpoq (Xty By) —> Cpq (X, Ey) obtenu en dérivant les

coefficients de [, /y:, — ;’\,, [Js par rapport & s et en posant ¢ = s satisfait
la relation

(43) supp [ [, 7)c be € Cry ¥ M € Cpg (Xy, By).

Localement on a
(44) (O, 7k = lim (O Yeget — vert Do) he -
T—+0

Pour tout w satisfaisant ) on a

(45) lim - (Ot Petet — Pegst Tetrs) Wi — [ 2 w0 k= 0.
(’est une conséquence de la relation
. 1 ~ ~
lim . (O Yoot — Praee iaes) (Wege — w00) k=0-
T—0 &

Soint alors & et 7, les formes dans Cpyi (X, E) N Lyeys (Xi, Ey) qui satis:

font [ & =ly\, foet (g = [0, 7lew,. Les formes & et 5 satisfont p) par
la méme raison que w. Nous allonis prouver la relation

(46) lim
T-+0

1 A
e — e + e — &+ mnk =0, ¥ k=12,
1&[2

11 suffit de prouver, grice a (42), que l'on a

. 1 ~ .
(47) lim . (10f — Pigep Wege) — S0+ e

t -0

=0, Vk>2.
/2

k.
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De (32) on tire

2

=
k, 8/2

1 ~
” _r— (We - YVignt wt+r) — &+

‘ +
k

—2,8

1 ~ X .
< ¢’ (k, ¢) : H - (fe — vegut Jigs) — Ve

1 ~ A~ . 2
+ “ P (Pt e — Ot 20400 e + [ 7] 00 - ‘+

i
Le premier terme du second membre tend trivialement vers zéro, et le
deuxidme aussi & cause de (45). On va démontrer que l'on a

1 ~
-+ “ - (Wi — Yot Wiege) — & — Mt

. 1 ~ 2
(48) lim - (We — Pignt Wepe) — S — N || = 0,

T—+0
Puisque ce qui se trouve entre || || appartient & Weretl (X,, E;), on tire
de (30)

2

+

!2§
Le premier terme de droite tend vers zéro ainsi que le deuxiéme par (42)

et (43). On a prouvé (48) et, par conséquent, (46).
11 ne reste alors quappliquer linegalité de Sobolev (33) pour en déduire

1 ~ 2 1 .~ . A
II o T Vet wey) — & 4 m ” = 402§ —1—(./: — Yiger St — vt 1
I

1 ~ ~ .
+ H T(}'t+:.t Olere — [t 7e4e0) @i + [ 710 w0

qu’il existe £; D® us o et que lon a

0 A
(49) W D™ ’Nﬂi’B = Yyt Wy — 5! + nl)ﬁ;_ﬂ .

Le deuxidme membre est continu a cause de f§), le premier I’est donc
aussi. [.’énoncé y) est prouvé.
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0) w est de classe C° par rapport & (x!,..., 22", t1,...,t™). On sait déja que
w est O° par rapport & toutes les variables et C® par rapport aux z. On suppose

w de classe ()’“,?w, £ et » le sont a donc aussi, et de (49) resulte alors
que w est de classe Ckt!, Le théoréme 8.1. est ainsi complétement démontré.
9. Soit Jy=[i€L,U;n 0y @}, J,=i¢l, U;n Xy &, Uin Oy = B};
onadJdynd, =g, JyUJ, = [iel, U;nX,== & }. J, est fini.
Soit B,ce B, un voisinage ouvert de 0 dans jDJ 7 Uj, et soit Wy —> B,
0

la restriction de Y, —">B1 qui lui correspond. On pose
~)=U,«nfwz, . si j€d,

Uj
| = TUU;NX,) < By], sijed,,

et, pour tout x € '17,',

( )\ Pj (@), si j€dJ,
y(r)
[

I

Pen © P © Py © T '), s8ijed,.

[ﬁj, wjljes est un atlas pour LWJ—’;.BZ. On a nﬁ}: B,, M;j€J. Soient x
et y deux points de 17},,-6,;; pour que 2§ (y) =27 (y) il faut et suffit qu’il
existe x,€ X, — C, tel que T (x,, nx) ==, et C(xy, ny) =y. On pose

5 ¢ 9

D,-=(—£—) sur ﬁ, On vérifie immédiatement que lon a nD'=——,
or zj=coust J ot

que le champ D; — Dj, sur U:in ﬁ, et vertical (réel), que sa partie holo-
morphe (D} — D} € 0%y (T:n T;, T) est d-fermée. Si i,jed,, D} — Dj est
nul. Soit [g).s une partition de Vunité sur W, relative a {T;). On
pose, sur U;, v;= D} — 3 gj Dj , v est vertical, il est nul si i €J,. Sa partie
holomorphe :7: satisfait,’sur l7.-h ﬁj, la relation 8§ ;.-\= 5 5,-\.Enfaitona
5(/1;. —;’; = a[(DZ — Dj]=0. Le champ vectoriel v = v; 4 D; est visible-

ment global, v€ Og, (W,, T). On pose D"= D;, pour i€dJ,, A=,-!J, ;.
o

D~ est un champ global sur W, — A de projection -:9?, v | (W, — A)y=Dr.
o

511;. définit une forme f”€ Co, (W, T), avec 3f* =0, suppfrc Kevy.

~

Soit u* le champ vectoriel qui satisfait § v = f7, donné par le théoréme 8.1.
On pose u* = w —|—;;', w0 = — v; + v* 4+ Dj . west un champ global sur 97, .
{iw| est borné sur =~ N, 3/ N cc B,, et la projection sur C* de sa partie
holomorphe, faite a ’aide des vy, est o-fermée.



724 Craupro ReA : Le probléme de Oauchy-Riemann

On pose 7jt=(t"...,¢" ¢ 44, ¢ ,..,t"). Le groupe local |&;)
engendré par u’ se projette dans le groupe local {v}} de translation de B,.
En plus, pour tout ouvert V cc W),, Papplication ®;: Vn X, —X,, est

A

biholomorphe sur son image.

D’ailleurs, comme |w | est borné sur =—! N, 3+ N cc B, et puisque les
trajectoires de {7}} sont des segments de droites, on peut appliquer la prop.
5.1 et affirmer que le groupe (@} engendre des applications biholomorphes
o X,— X,;c On choisit alors 6 > 0 tel que B’ = {t€B,,|t"|<<é,v=

=1,...,m} cc B,. On pose, pour tout (x,t)€ X, < B’, v—1(x,t)= qp,‘l 0 w0 i ().
On peut résumer le propriétés de v dans le

LEMME 9.1. v: W’ — X, X B’ et un isomorphisme de fibrés différen-
tiables de base B’. Pour tout t€ B’, Papplication v|X,: X,— X, est biholo-
morphe.

10. Démonstration du théoréme II. Grice au lemme 9.1, la démonstration
de la premiére partie du théoréme II se reduit & prouver le

LEMME 10.1. Soit E un fibré vectoriel holomorphe sur wune wvariété de
Stein X, {filicp une famille de formes f,€ 0501y (X, E), 8-fermées. B est un
ouvert de R™ et (les coefficients des) f, sont supposés de classe C> sur U; < B,
U; étant un voisinage coordonné de X. Il existe une famille {ui),cp, dont les
élements u, € Cp o (X, E), vérifient du, = f,, et qui a méme régularité que (f,).

Démonstration. Soit B = EF < B — X x B, et soient P et ofP 7 les
faisceaux définis de la facon suivante :

Fr: U—» Module des sections différentiables de B > A7° au dessus de
U < B, holomorphes au dessus des fibres U < {t}, (¢ € B).

Ao T ___>§ l\godu;;a des sections différentiables de B < A?7 au dessus de
X b,

La suite

3

(2) 0— Fols g0 2 gra 2y 3 ggmnm1 Zy i g
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est exacte au cause du lemme de Poincaré-Grothendieck avec paramétres
(cf. [7]); les faisceaux o{?:?,.., A? " sont fins, () est donc une resolution
acyclique de F? et lon a

Ker (3: €2, (X, BE)— Cp 111 (X, B))
Im (3: €34y (X, B) = Op ¢ (X, B))

H1(X, F7) ~

Le lemme 10.1. équivaut donc a
(50) H1(X,FP)=0 @g=1,u.,n; p=20,..,n)

PROPOSITION 10.1. Soit X wune variété de Stein, B un ouvert de R™,
F uu fibré vectoriel holomorphe sur X, soit G le faisceau associé au pré-
Sfaisoean dont les sections au dessus d’un ouvert U sont les familles {oj)cc B

o
de sections holomorphes U — F qui sont différentiables en tant que sections
de F <X B— U< B. On a alors

(51) H1(X,G)=0 (>0
(52) Hi(X,Q) =0. (¢<m).

Démonstration. Soit O le faisceau des germes des sections holomorphes
de F, et soit C*(B) Pespace de Fréchet des fonctions différentiables B —- C,
muni de la topologie de la convergence compacte de chaque dérivée.

@ est igomorphe au produit tensoriel topologique de (O par D’espace
vectoriel C*(B). Du théoréme des coefficients universels on tire alors

H'(X, Q) ~ Hi(X,0)®. 0=(B),
Hi(X, Q) ~ Hi(X,0) &.(B),

car les espaces H'(X,O) et H(X,0) sont de Hausdorff (en fait, ceci est
toujours vrai si ¢ et j sont nuls, et 8i i >0, j<<m on a H (X, 0O)=
=0, H{(X,0)=0). On a ainsi prouvé la proposition, en particulier la
formule (50), le lemme 10.1. et la premiére partie du théordme II.

On revient au cas oi B est une variété différentiable réelle de dimen-
sion m et ol chaque variété X, est de Stein. On vient de prouver que,
pour tout t€ B, il existe un voisinage U, de ¢ dans B et une forme
u* € Cy 4(n! U,y E) telle que :Q_u':f. Soit alors {B;j;.z un recouvrement
localement fini par de tels voisinages; pour chaque i soit u}€ Cp., (2! U;, E)
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tel que gu? = f; soit enfin {p;} une partition de I’unité de B, subordonnée
{Biicz. La forme u (z) = 3 p; (n «) u; (¥) satisfait aux conditions voulues.

11. Démonstration du théoréme III. Grice au lemme 9.1, démontrer la
premiére partie de I’énoncé du théoréme III se rameéne & prouver le lemme
10.1. modifié de la facon suivante: on fait I’hypothése que, pour tout
compact C c B, tya supp f; est compact dans X, et on exige dans la con-
clusion que u possede la méme propriété.

On peut alors supposer que l'on a t:JB supp f; cI:’, ol l% est un
ouvert de Stein dans X et K est compact. En mettant alors dans (52) 7 &
la place de G et K A celle de X on obtient trivialement Vexistence de la
forme . La démonstration de la deuxidme partie du théoréme III est par-
faitement identique a celle du théoréme II, voir fin du n. précédent.

Istituto Matematico Universita di Pisa
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