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LE PROBLÈME DE CAUCHY - RIEMANN
POUR DES STRUCTURES MIXTES

CLAUDIO REA (*)

0. On sait que sur une variété de Stein X est résoluble le problème
de Cauchy-Riemann parametrisé

où ft est (pour tout 1 t  ô) une ( p, q à

valeurs dans un fibré vectoriel holomorphe E, dont lés coefficients sont de

classe C°° sur X et Ck sur X X R (k = 0,1, ... , oo) et que la solution est

aussi régulière que ft. 
’

Ce résultat, démontré par Andreotti et Grauert [7] peut être obtenu,
pour k = 0, comme cas particulier d’un théorème de H. Cartan [4].

La démonstration qu’on en donne à la 6n de ce travail (prop. 5.5.) m’a
été suggérée verbalement par L. 

Nous avons abordé ici le cas où la structure même de X dépend de t.
Le problème prend alors la forme

Dans la première partie on a envisagé un feuilletage semi-holomorphe,
c’est à dire une variété différentiable flfl, de dimension 2n + m, n &#x3E; 1,
munie d’un atlas i Oi, Ui 1 , avec ~: tel que les change-
ments de coordonnées dans Ih soient du type (z, t) --~ [h (z, t), k (t)], où

)z et k sont de classe C°° et h est holomorphe par rapport aux z pour tout t.

Pervenuto alla Redazione il 6 Aprile 1968 ed in forma definitiva il 12 Luglio 1968.
(") Travail exécuté avec l’aide du C.N.R. Groupe 35.
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Les feuilles de CU? sont donc douées d’une structure de variété analy-
tique complexe.

On a supposé que ~ était complet, c’est à dire qu’il existe une fonction
réelle y E 000 (CU?) telle que sa restriction aux feuilles soit plurisousharmonique
et qne l’on ait lx E CU?, y (x)  c) cc CW, y e E R. Les feuilles fermées sont

donc des variétés de Stein. La première partie du travail est consacrée à

établir le

THÉORÈME I. Soit un feuilletage semi-holomorphe complet, f une
(p, q + 1) - forme verticale à valeurs dan.s un fibré vectoriel différentiable
F -~ CU? donné, dont la restriction aux feuilles soit holomorphe. Si les 

cients de f sont et a f = 0, alor-g il existe une ( p, q) - verticale u à

valeurs dans E, à coefficient8 telle que l’on ait .

La méthode employée pour cette démonstration est analogue à celle em-
ployée par Andreotti et Vesentini dans [1], [2] et (3] ; le formalisme est celui

de HÕrmander [9] et [10].
Le théorème 1 n’est pas vrai en général si l’on remplace par e-

(ou même CO).
Dans la deuxième partie en effet on a du se placer dans le cas, beau-

coup plus particulier, où est une déformation différentiable, triviale à

l’infini, d’une variété de Stein de dimension complexe n &#x3E; 1, et l’on

prouve le 
’ ’

THÈORÉ:BIE 1 J. B une déformation différentiable, triviale à l’in-
d’une variété de Stein X 22 n-1 ((1), E un.fibré vectoriel differentiable W,

holomorphe sur chaque feuille. Il existe une restriction n-1 B’ ---&#x3E; B’ de telle

,lue: pour toute ( p,q classe Coo sur ~,(k= 0,1, ..., oo),
et a - fermée sur chaque feuille, on peut trouver une (p, verticale

u, de classe COO sur n-1 B’ qui satis fait a zc -_. f. En plus si toute variété

~_1 (t), t E B, est de Stein, on peut remplacer dans cet énoncé B’ par B.
Ce deuxième résultat a été obtenu en introduisaut la notion de uni-

.forme w-ellipticité du fibré vectoriel en question sur une feuilletage semi .ho-
lomorpe. La méthode employée pour établir le théorème Il dans le cas k = 0,
~f-~- « coeycle de déformation de CU? », est la même que celle introduite en

l2] et [11]. A la fin du travail on démontre le

THÉORÈME III. Si la forme f est telle que n (supp f ) soit une applica.
tion propre, il existe une forme u de classe C°° telle que a u = f et n 1 (supp u)
soit propre.
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Je remercie M. Andreotti qui m’a donné des idées qui ont été indis-

pensables.

h’’e P A R T I Fl

1. Soit une variété différentiable (1) de dimension 2n + m, n &#x3E; 1, 
sera dite munie d’une structure de variété à feuilletage semi-holomorphe si

on donne un recouvrement localement fini de ~ et, pour tout
i E I, une immersion différentiable 0,: Ui --~ Cm X R~n (2) de façon telle que,
si U; n Uj ~ 0, le difféomorphisme Pi o Uj) -~ 4Y;(U; fl Uj)
soit de la forme (z, t) ---&#x3E; [h (z, t), )c (t)), h étant une n-ple de fonctions diffé-
rentiables par rapport à (z, t), holomorphes par rapport à z pour tout

Uj). Un tel atlas sera dit distingué. On peut supposer que
l’on ait Im Oi = A~ X B;, où Ai et Bi sont des rectangles ouverts de Cn
et lim .

Les sous-ensembles i E I, lm Oi, sont des

sous variétés de dimension 2~i de ~ qui s’appellent plaques, la restriction

de pr2 0 ~; à une plaque p est un difféomorfisme ç, de p sur un ouvert de
CI’. Les intersections des plaques avec les ouverts de W sont la base

d’une nouvelle topologie r (plus fine) sur l’ensemble CW, soit le nouvel

espace topologique ainsi obtenu. Les composantes connexes de ~ sont les

feuilles de la structure feuilletée. Soit II l’ensemble des plaques, II est un
recouvrement ouvert de (localement fini) et est un atlas qui
induit sur une structure de variété analytique complexe dont les feuilles
sont des sous-variétés ouvertes.

Une feuille est dite propre si elle a la même topologie en tant que

sous-ensemble de J49 et de c.Ít9. Une feuille fermée est propre, une feuille

propre n’est pas nécessairement fermée. Pour la description topologique
d’une telle structure nous renvoyons à [12]. Soit i : de

W dans Une fonction différentiable f : C est dite semi-holomorphe
si i o f est holomorphe, J° est semi.holomorphe si, et seulement si elle est

Ici et dans la suite tlifféreo tiable est synonyme ~le C°° .

(2) Ou peut remplacer, ici et daus la suite, R"’ avec Cm .
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différentiable par rapport aux variables z1, tm et holomorphe
par rapport aux variables ... , zn .

Un fibré différentiable sur W est dit semi holomorphe si ses fonctions
. 

N

de transition sont semi holomorphes. Soient Z’ et T les fibrés tangents réels
N 

de cW respectivement, Tx et l’ indiquent les espaces tangents à

à en x.
"""

Le complexifié du fibré l’est la somme directe d’un fibré holomorphe T
.. -

sur est un fibré semi-holomorphe sur et de son conjugué T.
Nous allons indiquer dans la suite avec la même lettre les fibrés T et i~’ (T),
T et i’~ (T). Soient et AO,l les duaux de T et T, on pose 
A (A 0,1)" q, (le suscript A p veut dire : p-ème puissance extérieure), AP, q sera
considéré dans la suite comme fibré de base T~.

Nous allons étudier parallèlement les deux cas où est un feuilletage
et celui plus particulier où W est une famille différentiable de variétés ana-
lytiques complexes, c’est à dire qu’il y ait aussi une application différentiable
n : (B variété différentiable réelle de dim. m) dont les fibres coïn-

cident avec les feuilles de la structure feuilletée, la fibre au dessus de t E B

sera indiquee avec Xi. Ce deuxième cas sera brièvement dit « cas déforma-
tion » Soit U un ouvert de on pose Û = U est un ouvert de QV,
U et U ont les mêmes éléments ; soit E un fibré vectoriel semi-holomorphe
sur CW, et C;:q (U, E) sont les modules des sections différentiables
de (E (&#x26; AP,q) U et de (E (&#x26; AP,q) U respectivement.

00 """

) est identifiable à un sous module de 
9tp,,Q ( U, E, loc) est le module des sections de sur U dont

les coefficients sont des fonctions qui se trouvent dans l’egpace de Sobolev
on peut voir aisément que cette notion est invariante. On pose

.comme d’habitude P4,,, 2 ( U, E, loc) = q ( U, E, loc). ()n a Cp, q ( U, c

q ( U, E, loc) et, grâce au lemme de Sobolev, loc) C ( U, E ),’ 

2 

’

si 2s &#x3E; 2n + 1. Entre ( U, E) et , q (U, E) au contraire, il n’y a,
à priori, aucune relation.

Le fibré E peut être supposé trivial au dessus des ouverts coordonnés
de fld, je.1 est un système de lA (= rang de E) sections ditlérentiables in-

dépendantes de E au dessus de l’ouvert coordonné les formes

forment une base pour la fibre de
r au dessus de chaque point de On introduit les blocs d’indices,

est le nombre
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d’indices qui forment A. l.’opérateur
localement par la formule

Si est une fonction à valeurs réelles, la (1-1) forme
(de Levi) opère (le façon intrinsèque, hermitienne sur 1’. La matrice

de ses coefficients subit, par un changement de coordonnées, une transfor~
~ 

t

mation du type ~2013~~~~, ses valeurs propres sont donc des fonctions réels

les qui appartiennent si en pliis ç , les valeurs

propres sont dans

DÉFINITION 1.1. t7ne fonction - réelle 99 E C°° (CU9) est dite pluri8ou-ghaî--
monique si les valeurs propt’es de a a 99 sont positives.

DÉFINITION 1.2. Le feuilletage CU? est dit complet s’il existe 8ur CU? une
fonction plurisousharmonique telle que l’on ait

Remarque 1.2. Si ’-19 est complet et en même temps une fibration, alors
toute fibre est une variété de Stein.

Pour toute fonction réelle y E C2 (CW) nons indiquons avec ÀVJ la fonction
« plus petite valeur propre de a a ~y ».

LEMME 1.1. Soit g une fonction réelle continue sur le feuilletage complet
Il existe une fonction ’réelle plurisousharmonique E 000 qui sati8fait

la propriété (A) et telle que

Preuve. Soit q; la fonction dont à la définition 1.2, on pose e = min 99,

On peut évidemment choisir une fonction différentiable F : R - R telle

que l’on ait
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La fonction cherchée est on a en effét

De la première inégalité et du fait que FI &#x3E; 0 on tire 1tp (x) &#x3E; 0, y
est donc plurisousharmonique ; à cause de la croissance de FI on a y (x) 
 c====&#x3E; ~ (x)  F-1 (c), ç et y ont donc aussi les mêmes surfaces de ni.

veau et y satisfait la propriété (A). Le lemme est¡ donc prouvé.

DÉFINITION. 1.3. Soient p et y deux fonctions réelle8 différentiables
plurisoushar-monique8 sur CW et satisfaisant ia propriété (A), alors 1p 8era dite

8i l’on a, pour tout x E cw, ~,~, (x) 2 À, (x), y (x) (x).
On peut remarquer que si g &#x3E; 99 et g ) ~~ la ionction y trouvée au

lemme 1.1. est supérieure à la fonction 99.

2. a) On introduit maintenaut une métrique riemannienne ds2 sur cW,
dont la restriction aux feuilles soit hermitienne (cela peut se faire à l’aide

d’une partition de l’unité). 
,

Soit (w~ ~, oc = 1, un système orthonormal de sections de U; ;
induit alors sur Ui une métrique qui peut être écrite sous la forme

On peut douer le fibré E d’une métrique hermitienne en obtenant par
conséquent sur E ® AP, q aussi une métrique ,qui peut être définie par la

relation 
Soit un système orthonormal de p sections de le produit

scalaire des formes ap-

partenant à la fibre (E ® est donné par

Le nombre positif est dit longueur8 de la f orme f en
x. Les composantes des formes de seront dans la suite systèma-
tiquement rapportées au repère orthonormal (eu 0 cu~ A Soit w° = a§ 
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Là formule (2) peut être réecrite ainsi :

ou bien ainsi :

où les sont des combinaisons linéaires des coefficients de la forme

j, les coefficients de ces combinaisons sont différentiables par rapport aux
variables z et t. 

- -

Soit

l’élement de volume induit sur CW par la métrique donnée, i
la restriction de d Y à ’ 1 et, dans le cas dé-

formation l’élement de volume induit sur X~ .
Soit y une fonction réelle continue sur ~.
On appelle ~, 1p) l’espace vectoriel de sections (à coefficients)

mesurables de . telles que forme

sesqnilinéaire (

./

. 

permet d’introduire une structure

d’espace hilbertien sur l’espace j ) des sections C°°
à support compact de est dense dans on pose

L’espace .e,’, . 2 loc) est formé par les sections

de qui sont dans pour Il peut
être aussi caractérisé comme l’espace des sections de E ® Ap’ q dont la
restriction à tout U ce ~ est dans -Pp2, q ( U, E, y) pour chaque 1p E 0° ( U).

Nous envisageons maintenant la suite

avec
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les Ld, B ( f ) sont des combinaisons linéaire analogues aux M1, lB- considé-
rées tout à l’heure ; l’opérateur bp s’exprime par la relation

LEMME 2.1. Les opérateurs
~ sont 

Preuve. Soit 1 une suite telle que dans

dans. , On a alors, pour tout

du reste on peut
écrire . En appliquant l’inégalité de Cau-

cnySchwarz et en passant à la limite pour on a (q, v)1J1 = 0 ;
vu l’arbitraire du choix de v on = 0. La démonstration du fait que a
est préfermé est tout à fait analogue à celle-ci.

Les opérateurs ê :
sont donc prolongeables à deux opérateurs fermés

domaine de l’opérateur S, est le complété de l’espace

par rapport à la norme du graphe y 
il est

identifiable à l’espace des 1 telles qne af, fait au sens des

distributions) soit dans , domaine de

l’opérateur 1’*, est le complété de l’espace par rapport à la

norme 1 il est identifiable à l’espace des
telles que a f, fait au sens des distributions appartienne à
On introduit alors l’espace

est évidemment le complété de par rapport à
la norme 2, il est identifiable aux

telles que i faits au sens des distributions, soient dans ,
1 respeçtivement.

En procédant de la même manière à partir de l’opérateur
on obtient un opérateur

On a alors une suite d’opérateurs densement 
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Leurs domaines et ceux de leurs adjoints sont caractérisés par les pro-
priétés que l’on vient d’énoncer. Dans le cas libration on peut faire les

mêmes considération et obtenir, pour tout t ~ ~ la suite

où ou a posé

~8~ LEMME 2.2. (Friedrichs). Soit à 8upport com-

pa.ct, v E C° (RN) ; le support de Z soit dans la boule unité de RN. On po8e

et on le produit de convolution On

a alors

Pour la démonstration voir, p. ex. ([9], pp. 81 et 110).
Etant donnée alors une fonction réelle X E Cô dont le support

soit dans la boule unité de R2n’~’~ et une partition de l’unité ipi) adapté
au recouvrement 1 [,Ti) on peut poser, pour toute f E .~, q ~ (cW, ~’, tp) a support
compact, , . Cela a un sens si E 1 est assez petit.

2.3. SoitfE..J ~ à support compact, et ô ~ o tel 
existe J’. Xf quand

Pretive. L~, partie (i) de l’énoncé est une conséquence immédiate du

lemme 2.2. Soit f E ( ~,’, "1’) à support compact.
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Si l’on rapporte f à la base 8a ~ dzA A dzB, on voit aisément de (2) que
en appliquant (i) à la forme Sf on déduit que 4

dans
- - ...-

Si au contraire a ( f Xs) converge dans
à une forme g, on a, pour toute

est donc dans L’ énoncé (ii) est

prouvé. On peut maintenant remarquer que l’opérateur a, restreint à un

ouvert peut être identifié, à l’aide des cartes, 4 un opérateur difiérentiei
linéaire du premier ordre dont les coefficients sont de classe C°° dans un

voisinage de A, X B~, t On voit donc, grâce au lemme 2.2 partie (ii), que, si
, alors dans, . Si au contraire

) converge vers une forme h dans. c ) on a, y pour tout

Il s’en suit que. Le lemme est donc complè-
tement prouvé

Remarque 2.1. Le lemme 2.3 est aussi valable dans le cas d’une seule

variété analytique complexe, voir à ce propos [9], pp. 81, 110.

LEMME 2.4. Soit une suite de f onctions réelles,
), telles que U snpp 1

On a alor8:

Preuve. Soit j on a alors (presque partout)

où on a posé Or puisque on a

et puisque. on a lim
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L’énoncé (i) est donc prouvé. Soit maintenant 1 arbitraire, on a

on a, d’ailleurs,

l~inégalité de Cauchy.Schwarz et le fait que nous donnent

on a pourtant

cela entraîne Le lemme est donc prouvé.

3. W-ellipticité.

DÉFINITION 3.1. Z6 e8t dit par rapport à la
1p s’il existe une eonstante k telle que l’on ait

Tout nonibre k tel que (fi) soiâ satisfait s’appelle constante de w.ellipticité
de E.

DÉFINITION 3.2. La fibré .E est dit uniformement q-elliptique par rap.
port à la fonction 1p, s’il est w-elliptique et oi ses re8triction8 aux feuille, le
sont aussi avec un, constante qui ne dépend pas de la feuille.

:J.1. Soit E par une fonction 11’,
alors

(i) l’équation.

une 8olution , pour toute telle que

(ii) Cette solution est unique si on lui inlpose la condition

Pour démontrer cette proposition nous avons besoin du

LEMME 3.1. Si E est te par rapport à y on a, pour toute

- ---- ----

’3) Cette condition est évidemment iuutile si q = 0.
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conatante k de w Pt q+l-elliptioité

Preuve. Nous supposons d’abord que Je support de f soit compact. La
formule (7), appliquée à f. Xe (voir n. 2, point fl) nous donne ~ 1

En passant alors à la limite pour e- 0, grâce au lemme 2.3. on ob-

tient la formule (8). On peut maintenant laisser tomber l~hypotbèse faite sur
le support de f et introduire la suite de fonctions du lemme 2.4. On a

certainement

- 

_- . 1 
- -

pour tout v ; en passant à
....... , .. - , -

la limite pour v -- 00, grâce au iemme 2.4. on obtient la formule (8). Le 
lemme 3.1. est donc prouvé.

Démonstration de la proposition 3.1. Nous rappelons un théorème clas-

sique d’analyse ([9], pp. 78, ’l9). , ,

Soient Hi et H2 deux espaoes hilbertiens, DA un sous-espace dense de

Ht, A : H2 un opérateur linéaire fermé, F un sous. espace de H2.
Alors p’ est l’image de A si et seulement s’il existé une constante lc telle gre
l’on ait

étant le domaine (dans H2) de l’opérateur adjoint de A. En plus, cela
étant vérifié, F est l’image par T de la fermeture de Jiii 1 ,

On peut alors appliquer ce théorème en posant

On a évidemment - et

La condition (9), traduite dans notre cas, n’est

autre que la relation (8) qu’on vient de prouver, il s’en suit que l’applica-
tion S est eurjective. L’énoncé (i) est donc prouvé.
On remarque maintenant que l’on peut choisir la solution M dans la ferme-
ture de on a donc une suite de Cauchy

- _9 - - - --

dans telle que dans

Alors du fait que. on tire que

Il existe donc une solution u de. (1)’ telle que Toute difiérence u’
de deux telles solutions appartient à puisque
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d’ailleurs l’inégalité (8), écrite pour le bidegré ( p, q) est
- 

1 Il 
-

on a = 0.

La proposition est donc prouvée.

PROPOSITION 3.2. Si, pour toute fonction réelle y E 0° (W) il existe une

fonction réelle telle que et que E so~t

-elliptique par rapport à y, alors l’équation

a une solution ( faible) pour tout

avec

Il existe certainement une fonction continue y telle

que on a On applique alors la

proposition précedente (partie (i)) et l’on a une forme m

satisfaisant (1). La proposition est ainsi prouvée.

4. Nous nous proposons ici de prouver le théorème 1.

DÉFINITION 4.1. Le feuilletage est dit être une ftbration s’il existe

une variété différentiable de Hausdorff B (4) et une application différentiable
n : B dont les fibres soient les feuilles de CW.

Remarque. Il n’est pas restrictif de supposer que n soit surjective, dans
ce cas doit être dim B = m.

Nous admettrons dans la suite que n soit surjective.

Remarque. ()n choisit les applications coordonnées 4Y( de façon que leurs
ima,ges A; X Bi soient le produit d’un disque de Cn par un disque de Km.

S’il s’agit d’une fibration, on petit même identifier (à un changement
de coordonnées près) Bi à un sous-ensemble de B, de façon telle que l’on

ait prgi 0 9i.

On pose alors

(1) En effet toute variété est supposée ici être de Hausdorff; on a voulu quand même
le spécifier à cette entlroit car, en otant cette hypothèse à la définition 4.1., on anrait

defini la structure de feuilletage simple
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L’indice t en haut ou en bas d’une forme (ou d’une fonction) sert à

indiquer : « restriction à d’ailleurs les suffixes t ne seront employés
qu’aux endroits où leur manque pourrait gêner la compréhension.

Par exemple, si rent dire

On revient au cas feuilletage.
La restriction wi d’une forme (ou fonction) w de CU9 à un voisinage

coordonné ï7, peut être naturellement identifiée à une famille de formes

(on fonctions) sur Ai en posant ~ E

LEMME 4.1. Soit Ui E CJ1, il existe une constante ci qui ne dépend que de

l’indzce i, telle que l’on ait, pour toute

Démon8tration. Soit

des formules (4) et (6) on tire

pour toute les conî3tanteF3 ki ne dépendent que de i. De ces
deux relations on obtient

et
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Nous posons maintenant le lemme de Green nous donne alors

pour tout

pour tout

On montre avec simples calculs que l’on a

Nous posons ensuite on a alors

On obtient alors par élimination de (17), (18), (19)

Pour tout couple u, v de fonctions en C~ (Ut) on tire de (15)

la même relation peut être obtenue de la formule (16) avec des intégrales
sur Ai, en employant alors (20) et ensuite (15) et (16) on a

(e) Les fonctions peuvent être simplement exprimées à l’aide des matrices « a » et
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et,

pour tout , avec

et . On obtient alors de l’inégalité de Cauchy-Schwarz

où 01 et C2 sont des constantes et a un réel positif arbitraire, on a du

reste

On tire alors de (21) et (22)
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et la même relation avec les mêmes constantes où les intégrales sont faites
sur Ui.

En rappelant que l’on a ([9], p. 112, formule 5.2.5)

et la même formule avec intégration sur on obtient de (23)

l’on pose alors , on substitue ces deux der-

nières relations dans (13) et (14) respectivement et on obtient (11) et (12).
Le lemme est donc démontré.

LEMME 4.2. Il existe ’Une fonction continue g sur CW, indépendante de tp,
telle que, pour toute et toute ) réelle on ait
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et 8i CW est une fibration, alors pour tout r et tout t E B, on a

Démonstration. Soit , on a

Soit alors p2 i une partition de l’unité sur avec vee re-

lations précédentes on tire

où c’ et c" sont deux fonctions continues positives sur ’ln. Soit c une

fonction continue telle que sup c  ci; il suffit alors de poser
. n.

pour obtenir (25) et (26).

Démonstration du théorème I. On peut choisir sur grâce au lemme

1.1., une fonction plurisousharmonique q, qui satisfait (A) et telle que

(i) À, (x) &#x3E; g (x) + 4, pour tout x E etant la fonction qui ap-

parait dans (25).
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On a par conséquent

Le fibré E est donc uniformement te P,q+l - elliptique (de constante 1) pa,r

rapport à 99 e à toute fonction réelle plurisubharmonique 1p, à cp
De la proposition 3.2 et du lemme 1.1 découle donc le théorème.

IIème PARTIE

5. Soit maintenant M une variété differentiable.

Soit une famille de champs différentiables de vecteurs sur M,
de classe Ck par rapport au paramètre t et aux coordonnées sur M, un

groupe local (1) sur B de vitesse u. Le couple ((ut~, (yxl) détermine d’une façon
canonique un groupe local lfxl sur Mx B de projection iyx), à savoir celui
engendré par le champ de vecteurs w (x, t) = u (t) + prM? vt (x) (~).

On va donner une condition sur (Vt) pour que TA, pour un À fixé,
opère sur un voisinage saturé d’une fibre. 

’

PROPOSITION 5.1. Si les trajectoires de ne sont pas closes et on peut
fizer sur M une 1nétrique riemannienne coniplète telle que le8 longueurs des

champs de vecteurs vt (t E B) soient equibornées, alors, pour tout t E B et Â

tel qu’il existe yx t, les applications T~ de, finissent un difféomorphisme

Démonstration. On va d’abord prouver l’énoncé suivant.

(A) Soient ti e t2 E B sur la même trajectoire de Toute trajectoire
de qui rencontre rencontre aussi ~ X 

Soit donc t2 = yz ti , on peut supposer ~1 &#x3E; 0, soit x E M, l - (x, tf)’
0  p  ÀOI la demi-trajectoire maximale de issue de (x, t,) (3). Nous

supposons, par absurde, que 10  Â. Il existe 

~ 

(1) Tone les groupes locaux envisagés dans la suite seront à un seul paramètre formés
par des difféomorphisnies (locaux).

(2) La signification physique de fr).1 est tres claire. Si M = espace physique, B = axe
temporel, = translations temporelles, alors IrAI est le mouvement engendré par le

champ de vitesses euleriennes ne dépend de t _&#x3E; ~1’~~ stationnaire.
(3) S’il était 1 - (x, t’, 0  ~  ool, (A) serait trivial.
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On considère alors sur M de chemin c :

son vecteur tangent au point est

dont la longueur est bornée.
Il s’en suit que est borné dans ~II et donc (M est complète)

relativement compact. Le chemin l est contenu dans le produit des ensem-
blés il est donc relativement compact et il n’est

pas fermé car sa projections sur B, ne contenant pas le point

, n’est pas compacte. o une suite numérique positive
croissante, il existe, au choix d’une sous-suite près, On

a alors

Soit la demi-trajectoire de w issue de z. l" U l est un

chemin continu, et, en dehors du point il est- - - 

- - - - - - - -- _ 
- 

-1 
----- - - - 

.. 
- - - - - - - 

- 

1 Il 1 
- - -

D’ailleurs la relation lim i (p.) = lim i" (p.) = 10 (z) entraîne que 1" U 1 est une
/--4 /-,-0

trajectoire de 2a, l" U 1 est donc différentiable. On peut maintenant considérer
la trajectoire maximale l’ de issue de z. Ce qui précède entraîne

J"f U ic l’, 1 est donc contenu dans l’. On pose (x, t,) = z. On veut prou-
ver que ~,i = - Â0. En effet, sur l’intervalle 0 S 1^ S ~,o on peut définir

une fonction continue 99 telle que (x, t) = rtpf.l z et on a lim ffJu = 0 et
I» ~ _

car en passant à la limite pour
Il en suit z = F4 (x, t), ce qu’on avait exclu.

, 

L’énoncé (A) est donc prouvé.
On remarque maintenant qu’aucune trajectoire de ne rencontre deux

fois la même fibre 3fx (t), en effet, s’il était, pour

quelque z E M X B, on avait = ce qui entraînerait Â, = ~2,
à cause des hypothèses qu’on a fait sur Les difféomorphismes (locaux)
FA engendrent donc une correspondance biunivoque 
qui est de classe C°° par des arguments bien élementaires de géometrie dif-

ferentielle. La proposition est ainsi prouvée.

6. a) Nous énonçons brièvement ici quelques résnltats contenus dans

[3] n. 2 et dans [15]. Soit X variété hermitienne complète, 1,
, 

E --&#x3E; X un fibré hermitien de métrique h, l’opérateur de

Laplace-Beltrami. On a

On suppose E Q+1.elliptique de constante c, c’est à dire que l’on ait
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On a va (lemme 3.1) que ceci equivaut à

De (28) et (29), pour a = 2c, on tire

6.1. toute ) telle que

il existe un seul &#x3E; tel que l’on ait ,

LEMME 6.2. Pour toute .. il existe un seul

tel que l’on ait1 1 1 
- 

~t t ) ~ ~ , ’ ’

~) Il existe une application linéaire
telle que l’on ait et les coef-

ficients de m sont des fonctions continues des coefficients de la métrique de
X, de ceux de la métrique de E et de leurs dérivées,

Si l’on a la métriques " est différentiable, la nou-

velle forme x’ est donnée , où

on a pose
J.

(voir [15], p. 94, dernière for-

mule).
Soient ,u et ~1 les fonctions « plus petite valeur propre de x H et « plus

petite valeur propre de On a donc

Fixons un nombre a ) 0 et choissons y~ telle que
On a alors

Par suite .E est ’+’-elliptique de constante
y) Soit U un ouvert coordonné de : On pose

(e assez petit) et, pour
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toute forme

L’inégalité de Friedrichs ([6] et [11] lemme 3) donne alors

où la constante c’ (k, e) &#x3E; 0 De dépend que de k et e. 
,

Soit D~h~ un opérateur de dérivation de degré h par rapport aux varia-
bles x~ (~ =1, ... , 2n) ; l’inégalité de Sobolev ([5], pp. 232.233 ou bien [11]
lemme 2), donne pour tout y E 

De (32) et (33) résulte alors

7. Soit une déformation différentiable d’une variété de Stein

X, avec dimc X &#x3E; 1. On suppose triviale à l’infini, c’est à dire

qu’il existe en isomorphisme de fibrés differentiable

un compact , tels que : soit biholo-

morphe sur son image, On pose
On peut supposer que i Introduisons les translations

obtenues en composant l’application Z-1 l’application
triviale i

t et un diféomorphisme et applique ~ sur
~ est biholomorphe.

PROPOSITION 7.1. tout fibré existe

une restriction une niétrique kühlerienne complète 9
sur (les ,fibres de) et une métrique hertnitienne h sur ~~, jouissant des

dropriétés suivantes
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P’I’euve. Fixons une fonction Xo -+ R, differentiable, strictement

plurisousbarmonique et telle que E R et posons
On a évidemment

La fonction 1: qui à x associe la plus petite valeur propre
de (j6~)a? est continue, et l’on a inf ~ ) 0.

1

Il egiste alors un voisinage de Co dans tel que

A étant un voisinage de Co dans Xo et N un voisinage de

0 dans B. Par suite 11 n-l N est alors positive. En effet, tout
est du type 1 et on a Si XE V,
. On a en plus

" 

va

Cela prouve (iv) pour tout t E N.

Considérons une métrique hermitienne hÓ sur L,, et posons ht = ôc ho;
ot

ht n’est pas à priori hermitienne sur 0" soit h; sa partie hermitienne. Intro-
duisons sur Xt la métrique kâhlerienne _ on peut supposer que
go soit complète.

On peut en efiet supposer que Xo est plongé dans CN et que ço est la
fonction « distance d’un point fixé de eN», la métrique go est alors la

restriction à Xo de la métrique naturelle de est ainsi

une déformation triviale à l’infini d’une varieté hermitienne complète
(Xo, go). Nous avons prouvé dans [12] que, dans ces conditions, les variétés

(Xt, gt) sont elles aussi complètes, à une restriction de Cù9 -+ B près.
On entroduit alors une deuxième fonction strictement plurisousharmonique

et on pose
1. Par le même argument que tout à l’heure, on peut supposer

définie positive pour tout x E n-1 N. On considère ensuite les applications x
correspondant aux

métriques h’ et h = e1¡J h’ sur E. On a vu que, si A (x) et a (x) sont les plus
petites valeurs propres de et de ( x’ ·, ~, on a
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En répétant le raisonnement de tout à l’heure, on voit bien qu’à une
..

restriction ’ 1 ri près, l’on peut supposer §

fixé. Cela prouve la proposition.

8. Soit y la famille des fermés K c CW, tels que soit propre. On

suppose que .E et 0~B soient donées des métriques du lemme 7.1.

THÉORÈME 8.1. supp Il exi8te alor8

soit borné sur tout

ouvert du type @ avec A« B, (4).

Dénmonstration. On fixe, pour tout t E la forme

telle que (voir lemme 6.1) et
l’on pose u = on a évidemment Il suffit alors

de prouver que 1 u 1 est borné sur n -1 1 A et que On va

partager la démonstration en plusieurs énoncés successifs
est borné sur tout ouvert

. l ,

De l’inégalité (34) on tire, pour tout

Or, d’une part 1 et d’autre part 1 qui est
_ 

_,- 
_ _

borné si t varie dans A, à cause du fait que f est de classe C°° et que

suppfe y. De l’inégalité (31) on tire 1
ce qui est aussi borné si t varie dans A ; a) est donc prouvé.

Soit l’isomor-

phisme (de C-modules) induit par les formes. On peut alors considérer

l’homomorphisme surjectif obtenu en compo-
sant y* avec la projection canonique

On a évidemment

1’) On verra à la fin qu’il est même supp u E y (Th. 111)
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(J) w et toutes les derivée-R (de ses coefficients) par rapport aux coordonnée8
xi sont continus en (xl ~ ... , X2n, ti, ... , tm).

Soit x E CW1 fixé, t = nX, au voisinage de x les composantes de 1L’

slecrivent u~~, ~ (x, t). Fixons la boule aoit s

un point près de t et soient y et y’ dans ~,~2. On doit prouver que, pour tout
opérateur de dérivation d’ordre h par rapport aux xl,..., x2n, on a

On a

est un opérateur convenable par rapport aux x et On va

nrouver que 1 est uorne quanu jy, 8j varie au voisinaage ue

En effet, grâce à (34)

On applique alors (30) et l’on tire avec

ceci est borné lorsque s varie dans
cause du fait que f’ est différentiable et

Il suffit donc de prouver que On

applique de nouveau (34) et l’on a

On va prouver séparément que

Puisque
, , 

.. 

,- , , 
.- 

_._

Ces deux termes tendent vers zéro : le premier à
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cause de la différentiabilité de f et le deuxième à cause de la différentia-

bilité des coefficients de 0; (38) est ainsi prouvé. On a ensuite, grâce à

(36) et (30)

Les deux premiers termes du second membre tendent visiblement vers zéro,
et le troisième aussi grâce à (37). L’enoncé p) est donc prouvé.

y) w et les dérivées (de ses coefficient» rapport aux coordonnées xl sont
de cla,sse C’1 par rapport à (xi, ... , x21t e’, ..., tm).

On fixe un entier et l’on pose

L’opérateur y,t est linéaire et ses coefficients sont C°° par rap-

port aux variables Il en est donc de même de
n 

,

l’opérateur y obténu en dérivant ses coefficients par rapport à sl’ et en posant
ensuite 8 = t.

On a . Si

Si u satisfait {3) on a, pour tout entier k,

IJn simple calcul montre alors que l’on a,

cela résulte de l’identité
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et de (40) et (41). On a en plus

et l’opérateur obtenu en dérivant les

coefficients de par rapport et en posant t = s satisfait

la relation

Localement on a

Pour tout u satisfaisant fi) on a

C’’est une conséquence de la relation

Soint alors Et et qt les formes dans qui satis.

font Les formes 1 et tl satisfont ~) par
la même raison que 1V. Nous allons prouver la relation

Il suffit de prouver, grâce à (42), que l’on a
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De (32) on tire

Le premier terme du second membre tend trivialement vers zéro, et le

deuxième aussi à cause de (45). On va démontrer que l’on a .

Puisque ce qui se trouve entre j] 1 appartient à on tire

de (30)

Le premier terme de droite tend vers zéro ainsi que le deuxième par (42)’
et (43). On a prouvé (48) et, par conséquent, (46).

D ne reste alors qu’àppliquer l’inegalité de Sobolev (33) pour en déduire

qn’ il existe et que l’on a

Le deuxième membre est continu à cause de ~~, le premier l’est donc

aussi. L’énoncé y) est prouvé.
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ô) ia est de classe 000 par rapport à (xl,..,, il, ..., tm). On sait déja que
w est en par rapport à toutes les variables et CI- par rapport aux x. On suppose

za de classe Ck, y et il le sont a donc aussi, et de (49) resulte alors

que w est de classe Ok+l. Lie théorème 8.1. est ainsi complètement démontré.

9. Soit

on a 1

Soit B2cc B, un voisinage ouvert de 0 dans et soit

la restriction de qui lui correspond. On pose

et, pour tout

est un atlas pour
,...,

Ona~ -, Soient x

et y deux points de poùr que ~ il faut et suffit qu’il
existe tel que On pose

On vérité immédiatement que l’on a

que le champ et vertical (réel), que sa partie holo-

morphe est a-fermée. est

nul. Soit une partition de l’unité sur Cù92 relative à 1 Uji. On
pose, sur vi est vertical, il est nul si Sa partie

holomorphe
J

satisfait, sur , la relation i . En fait on a

Le champ vectoriel , est visible-

ment global On pose pour i 1

Dy est un champ global sur CJ,lJ2 - A de projection

définit une forme .. avec

Soit uy le champ vectoriel qui satisfait , donné par le théorème 8.1.

()n pose 1V est un champ global sur ’ (

1 ] est borné sur , et la projection sur CI, de sa partie
holomorphe, faite à l’aide des V’i, 1 est à.fermée.
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On pose Le groupe local

engendré se projette dans le groupe local (tPl de translation de

En plus, pour tout ouvert l’application , 
est

x

biholomorphe sur son image.
D’ailleurs, comme w ~ 1 est borné sur n-l N, V et puisque les

trajectoires de sont des segments de droites, on peut appliquer la prop.
5.1 et affirmer que le groupe engendre des applications biholomorphes

On choisit alors Ô ] 0 tel que

On pose, pour tout

On peut résumer le propriétés de T dans le

LEMME 9.1. 1’: et un isomorphisme de fibré-R 
tiables de base B’. Pour tout t E B’, l’application est biholo-

morphe.

10. Démonstration du théoréme II. Grâce au lemme 9.1, la démonstration

de la première partie du théorème II se reduit à prouver le

LEMME 10.1. Soit .E un fibré vectoriel holomorphe sur zcne variété de

Stein X, une famille de formes ftE (X, E), B est un

ouvert de Km et (les coefficients des) f t sont supposés de classe 000 sur Ui X B,
Ui étant un voisinage coordonné de X. Il existe une famille dont les

élements ut E E), vérifient et qui a mê1ne régularité que ( ft(.

Démonstration. Soit et soient ’7P et les

faieceauz définis de la façon suivante :

La suite
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est exacte au cause du lemme de Poincaré-Grothendieck avec paramètres
(cf. [7]); les faisceaux sont fins, (2’) est donc une resolution

acyclique de 9~ et l’on a

Le lemme 10.1. équivaut donc à

PROPOSITION 10.1. Soit X une variété de Stein, B un ouvert de Rm,
F uu fibré vectoriel holomorphe sur X, soit ’ le faisceau associé au pré-
faisceau dont les sections au d’un ouvert U sont les familles 

fit
de sections F qui sont différentiables en tant que sections

de . On a alors

Démonstration. Soit 0 le faigoeau des germes des sections holomorphes
de F, et soit C°° (B) l’espace de Fréchet des fonctions différentiables B -- C,
muni de la topologie de la convergence compacte de chaque dérivée.

~ est isomorphe au produit tehsoriel topologique de 0 par l’espace
vectoriel C°° (B). Du théorème des coefficients universels on tire alors

car les espaces et sont de Hausdorff (en fait, ceci est

toujours vrai si i et j sont nuls, et si i &#x3E; 0, j  n, on a H (X, ) =
= 0, 0) = 0). On a ainsi prouvé la proposition, en particulier la

formule (50), le lemme 10.1. et la première partie du théorème II.
On revient au cas où B est une variétés différentiable réelle de dimen-

sion m et où chaque variété Xt est de Stein. On vient de prouver que,
pour tout t E B, il existe un voisinage Ut de t dans B et une forme

telle que Soit alors un recouvrement

localement fini par ~le tels voisinages ; pour chaque z soit - &#x3E;
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tel que aule =1; soit enfin (p,} une partition de l’unité de B, subordonnée à
I,a forme u (x~ = Ii pi (n x) ui ~x) satisfait aux conditions voulues.

Il. Démonstration dit théorème III. Grâce au lemme 9.1, démontrer la
première partie de l’énoncé du théorème III se ramène à prouver le lemme

10.1. modifié de la façon suivante : on fait l’hypothèse que, pour tout

compact 0 c: B, supp ft est compact dans X, et on exige dans la con-

clusion que u possede la même propriété.
o 0

On peut alors supposer que l’on a supp ft c K, où K est un

ouvert de Stein dans X et K est compact. En mettant alors dans (52) 97P à
0

la place de ~ et celle de X on obtient trivialement l’existence de la

forme u. La démonstration de la deuxième partie du théorème III est par-
faitement identique à celle du théorème II, voir fin du n. précédent.

. I8tituto Matematico Univer8ità di Piga
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