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SULLA CONVERGENZA DI SOLUZIONI
DI EQUAZIONI PARABOLICHE ED ELLITTICHE

S. SpaaNoLo (")

Introduzione.

Dati due numeri positivi 4, 4,, indichisamo M (1,, 4,) l'insieme delle
matrici (ay), 4,5 =1, 2,...,n, dove le a; sono funzioni reali misurabili e
limitate su un aperto £ di R" tali che

&ij = Qj;

WP Zja(@ &&G<< A&}, MEER xeQ.

Ad ogni (a;) €M (4, Ay si pud associare il problema di Cauchy

ou 0 ou
— =3j—|a; — t>0
M FT (“’ ) vert>
=g per t =0, p € L?(Q),

e anche il problema di Dirichlet

a 0
|25 (o0 25) =1

(1)
(tp € H,) (Q) FEH™(Q),

In [4], limitatamente al caso (2 = R", abbiamo visto che l’insieme

Pervenuto alla Redazione il 2 Febbraio 196§
(") Lavoro esegunito nell’ambito del gruppo di ricerca n. 9 del C.N.R. (anno 1967-68).
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M(4,, 4;) & chiuso rispetto alla convergenza in L?(£2) delle soluzioni
u(t,x; ) di (I), per ogni t > 0 ed ogni @& D(Q).

Si ¢ inoltre mostrato, con un esempio dovuto a E. De Giorgi, che tale
convergenza non & in generale confrontabile con la convergenza debole in
L}, (2) dei coefficienti a;;.

Ci proponiamo qui di approfondire lo studio della convergenza in que-
stione, che chiameremo per brevitd la G-convergenza (la definizione precisa
¢ all’inizio del § 2.)

Nel § 1 estendiamo al caso di £ aperto arbitrario di R™ i risultati di
[4] e ricaviamo alcune proprieta, che saranno utilizzate nel seguito, delle
soluzioni di (I) quando il dato iniziale ¢ ha supporto compatto in £.

Nel § 2 definiamo la G-convergenza e ne mostriamo le prime proprieta :
completezza, compattezza, etc.

Nel § 3 mostriamo (Teor. 4) che la G-convergenza & equivalente alla
convergenza in LZ?(£2) delle soluzioni vy (z, f) di (II), per ogni fe€ H—1(Q);
applicazione : 'insieme di tutte le soluzioni di (II), per ogni fissato secondo
membro f, & un compatto di L?{Q).

Nel § 4 studiamo i legami esistenti fra la G-convergenza ed altre con-
vergenze su M (4,, A,).

Nel § 5 ricaviamo due risultati relativi alle soluzioni locali (ciot le
q)EHﬁ,c (£2) tali che I —'—9— (aij -‘—93) =0s8u Q, (a;) € M1y, Ay)):

_ s ox;

1. Se i coefficienti a;; convergono in Ll (), la convergenza in L (£2)
delle soluzioni locali implica la convergenza di tali soluzioni in H.,‘,c (L)
(Teor. 5).

2. L’insieme di tutte le soluzioni locali ® un chiuso di Li.(£2) la cui
intersezione con i chiusi e limitati di Lll,,(. (2) & compatta (Teor. 6 e Corol-
lari seguenti).

Mostriamo infine che la G-convergenza & di natura locale (Teor. 7 e
Corollario seguente) ed esaminiamo esplicitamente il caso particolare n =1
(Prop. 6). :

Ringrazio E. De Giorgi per gli utili colloqui sull’argomento.

Notazioni

2 aperto di R*,x = (x,,..,x,)€ER" D;= “i
oty

di funzioni (equivalenti rispetto alla coincidenza quasi ovunque su £) sa-
ranno dette brevemente funzioni su £2, e la locuzione «quasi ovunque » sara
in genere sottointesa.

(t=1,..,n) Le classi
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Considereremo i seguenti spazi lineari sul corpo reale R, muniti delle
usuali strutture topologiche, :

D(82) SJunzioni reali indefinitamente derivabili ed a supporto compatto
in Q.

L* (2)  funzioni reali misurabili ed essenzialmente limitate su 2

Lr(Q) Junzioni reali di potenza p-ma sommabile su £

Li. ()  funzioni reali di potenza p-ma sommabile su ogni compatto di £

H'(Q) = |pe L?2(2): Dipe L*(Q), i =1, ..., 1]

H{ (Q) aderenza di D (Q) in H'(Q)

Hpe () = (@€ L (2): Dig€ L (Q), i=1,..,n

n
H=(Q)=1{g)+ 2: Dig:: gy, 9:€ L*(Q)
\ 1
Keccf sta per K ¢ un sottoinsieme compatto di £2

Il llgs Il llz2s || |lg=1 indicano le norme su H'(Q) (e Hg (Q), su L*(Q) e
su H-!(£) rispettivamente; (,),; & il prodotto scalare su H?'(L2) e su

H{ (Q).

§ 1. Estensione dei risultati precedenti.

Sia 2 un aperto arbitrario di R".
In modo perfettamente analogo al caso £ = R* (vedi [3]), si prova il

. . . . . 1
TEOREMA 1. Sia a un operatore lineare, simmetrico e continuo su H, (L2).
Se a é D-locale, cioé verifica la condizione

(ap,, @) = 0 per ogni @, p, €D (Q) con @, costante in un intorno di
1)

supp (¢°5),
allora esistono degli ay€ L™ (82), con a;= aj;, per cui

(g, ) = _Z‘ijj a; Dy .Dj ywdr ¢,y E HUl (8.

Q
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Se inoltre si ha, per certi Ay, A,
W Diglha<@p o)< A, 5| Dig|izy, M @€ H (D)

allora gli ay; sono tali che
(2) AW E2< Sja) &&< Ay | €% M EERM x€ Q.

Sia ora X uno spazio di Hilbert reale, di prodotto scalare (,) e norma
|| |ls e siano a, b, due operatori lineari, continui, simmetrici e positivi su X,
tali che si abbia, per ogni @€ X,

(b, ) =0 solo per ¢ =0
@) Lol — e e, @) < (ap,p)< 4, | @2 — o (bp, )
(Ag=12,>0, 0=0=0).
Si & allora provato (4], pagg. 663-685) che il problema di Cauchy

au (t) + b d';t‘” =0, t>0

(4)
u(0) =9

ammette, per ogni dato iniziale ¢ € X, una e una sola soluzione wu (t), con-
tinua per ¢ =0 ed analitica per ¢t > 0 (come funzione a valori in X).

Inoltre la soluzione di (4) dipende con linearitd da ¢ e verifica le
seguenti proprietda (¢t > 0, ¢ € X):

(8) (bu (t), u (t)) < (bep, @)
A
®) lu@le< 0%l
0
. 1
(7) lim — (bp — bu (t)) = ag.
t—o4 ¢t

Un’altra proprieta (non provata in [4]) che ci sara utile & la

pdu () du )
at ' at

- '
)g—tiqwuﬁ, >0, peX.
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Dim. di (8). Fissato @€ X, consideriamo le funzioni, continue e =0
su [0, 4 o0),

a () = (au (t), u (8)

B(t) = (b du (8) du (t)).

dt ' dt

Poiche

da (t)
dt

=—28(t)<0

g (1) du(t) du(t)
at ”_2(“ a ' dt >S°

tali funzioni sono non-crescenti.
Fissato t > 0, sia y la funzione su [0, 3f] cosl definita :

/
Y =——1 t<EL2

\3—ti, 2 < &< 3t

Si ha allora, integrando per parti,
:‘2.1 3t 1 3¢ 1
ven=[poa<[r0p6e =5 [r@a0asg e
t 0 0

¢ quindi, per la (3), la (8).

Sia b come sopra, 5(\,, il completamento di X rispetto alla norma
@ ~— (b, @)'2, {a;} una successione di operatori, su X, lineari, continui,
simmetrici, positivi e verificanti uniformemente la (3) e sia u (¢; @) la solu-
zione di (4) relativamente ad {ax, b}.

4 Aunali della ScuovlaNormn! Sup. - Pua.
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Si & provato in [4], pagg. 681-685, il

TEOREMA 2. Se, per ogni t >0, o€ X, (ui(t; )] ha limite ";(t; )
in X, esiste un operatore a su X, lineare, continuo, simmetrico, positivo e
verificante la (3), tale che ” (t; @) é la soluzione di (4) relativamente ad {5, b).

Indichiamo M (4,, 4,) l'insieme di tutte le matrici n < #, (ay), simme-
triche, con a;€ L (8) verificanti la (2) con 1, > 0.
I risultati precedenti si possono applicare al caso concreto in cui

X=Hy (9
9) (b@, ) = f py dw
Q2
(10) (ag, p) = 2 fa.-,- D;p Djy dx
Q

ove @,y € HO1 (‘Q)a (ai.‘i) € M(Ao! Ao)-

Il problema (4) si traduce nel seguente modo

[%8vast 2 [aspuDpas—0,  yyemi@, >0
Q Q

1)

lim || () — =0
t—,0+” ® ‘Pllﬂl )

mentre le formule (5), (6), (7) ed (8) diventano (¢ € H (Q), t>0):

(12) “ u (t) ”1,ie = ” @ ”1,2
4,
(13) e lln< T g
. 1
(14) 11m+|Tf[(p—-u(t)]npdx—zgjfa;;D.-(p Djwd.%' =0
t— 0
Q2 2

uniform. per y €V, B limitato in H, (Q).
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A
Lzél/ t0 "(p”H"

Se il dato iniziale di (11), ¢, & a supporto compatto in £, le (12), (13),
8i possono ulteriormente precisare.

Sia ¢ €D (), ¥ (x) = dist (x, supp (¢)); allora si ha, detta u(t,z; ¢)la
soluzione di (11),:

du (t)
dt

(16) f lutya; ) 0 do < Cet|| oI, VA t=0
o2

1mn j | Diu(t,x; @) |ze"*’(‘)dwg0’e2‘-2‘ —A—Vt_”(p“}n izl o<t<1

Q

dove le costanti C & C’ dipendono solo da =, 1, 4,.

Dim. di (16): vedi [4] pag. 690

Dim. di (17): Posto & (x) = Inf {¥ (x), k}, u (t) =u(t,x; @), 8i ha su Q,
per la (2),

10 2,» | Di u (t) |2 eh,k < 2.']‘ Qi 1),' n (t)- Dj u (t) . Blok

= Z.-, Q5 D.' u (t) Dj [u (t) Ch’k] — Zij (L] D,‘ u (t) . Dj ’19); U (t) 011”‘.

Integrando su £ ed osservando che u (¢) % e HY! (Q), |Djde|<1,
| @] << A4,, si ottiene

Ay 2 J | Diw(t) P ¥ de < \ f d’th(t)u(t) ¢ dx
2 2

+ ni 4, 2;‘ f Diu(t)-u () €% dr
2

=

du (1)

O ok g 500 Do) 06
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Utilizzando allora la (15) e la (16), si ha, per A>1, t<<1,:
= / | Dyu @ €% dz < C(n, A, Ag) 7’1: | g |1,
t

e quindi, passando al limite per k — co, la (17).
Dalle (16), (17) si ricavano i seguenti risultati :
LEMMA 1. Sia (ag)€ M (4, , Ay), u(t, x; @) la soluzione di (11) corrispon-

dente ad (ay), 9, un aperto di Q, y € Hy (Q).
Allora

2,‘,‘ D.- (a.-,- Dj lpo) =0 su QO
se e solo se

(18) | f [0 @) — u(t, 25 ¢)] v, @ dz | < CVE || @ ||z || g ||
2
V€D (Q), 0<t<Inf(l,c?

dove o = dist @ ,, supp (p))(Y) e C= C(n, 4y, A,, 2, , supp (¢)).

Dim. i) Dalla (18), dividendo entrambi i membri per ¢ e passando al
limite per ¢t — 0 +, si ottiene, per la (14):

5 f as Dig Dy, dz = 0, V9 €D (Q),
o2
da cui

2.']‘ D.' (a.-,~ Dj WO) =0 su ‘QO 5

ii) Supponiamo viceversa che X D;(a;Djy,) =0 su £,. Fissato
P €D (2)) e posto u (t) = u(t, x; p), consideriamo la funzione

D(t)= f [p — u @)y, dax.

Q2

(!) Se Q= 0Q,=R", ¢ & un arbitrario numero > 0
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Si ha

@’ () = _fd%it_) Yo (I-’l'=2ij [ﬂijDiu(t)Dij da.
? Q

Ora sia ¢ (x) = dist (x, supp (p)) e indichiamo C; le costanti dipendenti
solo da n, 4,, 4,, £2,, supp (®).

Scelta una w €D (2,) tale che w (x) =1 per ¢ () << -g— y Dpoiche

supp (wu(t) € 2, e (1 —w) u(t) & diversa da zero solo per ¢ (z) — —“2)— =0, si ha

| D" (t)]| = l i fa;,- D; (wu (t)) D;y, dz 4 Eijfaij D;[(1 — w) u(t)] Dy, d=
Q o2

< | Zij | ag Di[(1 — w) u (t)] Djy, e*2—e da

9 z2)=p/2

< Ao Cy el || g || ga (|| w (8) €2 || 2 + 2| Di(2)- € || p2).
Quindi, per le (16), (17),

e
I @’ (t)l = C, Vﬁ ¢ elailt H 4 ”u‘ ” Yo ”H‘ ’ iz, t<1

e, scegliendo 4 =

V’?v

1 -
D’ (t)| < O, —eelVe,
1 I 3 Vt—
Applicando il teorema della media (P (0) = 0) si ottiene
| @) <<t Sup | D’ (8]
0<E<t

e quindi (VL_ e—el't & crescente per 0 < ¢ <g2) la (18).
t

LEMMA 2. Sia a un operatore lineare, continuo, simmetrico € positivo su
H, (Q) verificante la (3), b Voperatore su H, (2) definito dalla (9) ed u(t,z;p)
la soluzione di (4) relativamente ad {a, b}.
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Allora
a ¢é D-locale (cioé verifica la (1))
se ¢ solo se

(19) ‘f[(p @) —u(t,z; Q)y@de|< Clt e—elVt, 0 < t<Inf(l, o
2

per ogni @, w€CD(8) tale che v & costante in un intorno di supp (¢);
dove g =g (p,¥) >0, C=C(nydy, 4y, @, ) ».

Dim, i) Dalla (19), dividendo entrambi i membri per ¢ e passando al
limite per t— 0+, si ottiene (per la (7)) che (ap,y) =0 8e y & costante
in un intorno di supp (), cio® che a & D-locale,

ii) Sia viceversa a un operatore D-locale e siano ¢, v €D (2) tali
che y & costante in un intorno 2, di supp (¢).

Per il Teor. 1 esiste allora (ay;)€ M (4,, 4,) tale che a si esprime attra-
verso la (10), di modo che X D;(ai; Djy)=0 su £,.

Di qui, per il Lemma 1, la (19).

TEOREMA 3. Sia (af’)€ M (Z,, A,) ed w(t,z; @) la soluzione corrispon-
dente di (11), k intero = 1.

Se, per ogni t > 0 ed ogni @ € HY (Q), esiste 'J(t,x; @) € L2 (Q) per cut

(20) li;nfluk(t,w;<P)—?7(t,w;<p)|2dw=0,
Q

allora u (t, x; @) é la soluzione di (11) per qualche (a.-SE M4y, Ap).

Dim. Segue dal Teor. 2 e dal Lemma 2, osservando che la (19) si con-
serva per il passaggio al limite (20).

§ 2. La G convergenza.

Sull’insieme M (i,, A4,) delle matrici simmetriche (a;) con elementi in
L>(Q) verificanti 1a (2), 4, > 0, si introduce una struttura di convergenza
nel modo seguente :

DEFINIZIONE, Sia (ag-‘)) €M (Ay, Ay) ed wy (¢, x; @) la corrispondente
soluzione di (11), k intero =1.
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Diremo che (aﬁ}") ¢ G-fondamentale se la successione di funzioni della x :

{ur (6, 25 @)

¢ di Cauchy in L2 (R), per ogni t> 0, @€ H; (Q).
Diremo che (aﬁ}‘)) ¢ G-convergente verso (ay) € M (,, Ao) se, detta u(t,x; @)
la soluzione di (11) relativamente ad (a),

(21) “,f"fluut,w;qo)—u(t,w;w)|2dx=o, V>0, peH (),
0

Osserviamo subito che, a causa della (12), la precedente definizione non
cambia se si impone che {u (t, z ; @)} sia di Cauchy, o convergente, in L?(£2)
per ogni ¢ > 0 ed ogni @ €D (2).

Mostriamo ora alcune proprieta della G-convergenza :

PROPOSIZIONE 1 (tinicita del limite). Il limite di wuna successione

Y

G-convergente € unico.

Dim. Supponiamo che {(a{}’)} sia una successione di M (1,, A4,) G-con-
vergente verso (b;) e (cy), ux(t, x; @) la soluzione di (11) corrispondente ad
(@) ed u(t)=mu(t,z; ¢) il limite in L2 () di uy(t, z; @)

Si ha allora, per ogni y€ H, (2):

fbijDiu(t) Djydx = / ¢ij Diu(t) Djy de = — fd?u(t) wdx
Q Q
e, passando al limite per ¢t — 0 +,
fb,‘j])g(p qu}dx‘:fcij D;p Djvypdx, N (p,lpﬁﬂol (2).
(2] 0

Da qui, scegliendo ¢, y come nella nota (*) con o =1, segue

by = ¢y, M 4, J.

(?) Sia ;= a¢€ L® (2). In relazione ad una w€ D (), ¢ ad un numero ¢ > 0, con-
sideriamo le funzioni seguenti :

g @, (x) = % w (x) sen (o z,) sen (¢ xs) @, (x) = % w () sen (o x,) cos (o z,)

? y, () = — .; w (x) cos (o z,) cos (6 Z,) Y, (T) = -l— w (%) cos (o x,) sen (o x,).

\

Le norme 1 /It () &1 tali funzioni sono maggiorate da
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PROPoOSIZIONE 2. (completezza). Ogni successione G-fondamentale ¢
G-convergente.

Dim. : & il Teor. 3.

PROPOSIZIONE 3. (compattezza). Ogni successione di M (A,, 4,) ha sot-
tosuccessioni G-convergenti.

Dim. Sia (a%‘)) EM(A, Ay), @D () ed u(t)= uy (¢, «; @) la corrispon-
dente soluzione di (11).
Posto

K, = (x€ R*: dist (x, supp (¢)) < 7},
consideriamo la decomposizione

Uy () == wu (1) + (L — ) e (t)

dove w € (R") & tale che w=1 su K,, w=0 su R*"— K,,.
Dalla (16), con 4 = 1, segue allora

[HL—MmmPM§OFWWM@.
o)

D’altra parte {wu(t)] & una successione limitata in H, (2n K,), per
la (13), ed ammette quindi (teor. di Rellich) una sottosuccessione [wu,,p )
di Cauchy in L2(2NnK,).

Allora, scegliendo r abbastanza grande, si dimostra che (u,,p(t,z;q;),,
d di Cauchy in L% (Q), 3/t >0.

A questo punto, detto Y un sottoinsieme numerabile di D (£2) che
generi un sottospazio lineare denso in L?(£), si pud costruire col proce-
dimento diagonale una successione di interi {k,) 2y 4 oo tale che fure, (8, 25 )
& di Cauchy in L2 (£), per ogni ¢ razionale ed ogni p€ Y.

2 2 12
(40l + 5 1wz,
Inoltre si ha

Zy [/“.-j Doy - Djy do + ["i; Digy . Dy, de =/"n w? d,
Q ) 2

e lo spazio lineare generato da {w?: we @ (2)] @ denso in L!(Q).
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Ma per la (12) e la (15) (che implica l’equicontinuitd delle wu (t), come
funzioni a valori in L?(Q), per t > 0), si pud concludere che [u,,?ri,x;qa)],,
& di Cauchy in L*(Q), Mt >0, peD(Q).

PROPOSIZIONE 4. Una successione di M (A, A) é G-convergente se (e
solo se) tutte le sue sottosuccessioni G-convergenti hanno lo stesso limite.

Dim. Sia (ak}") € M4y, Ag), uk(t, x; @) la corrispondente soluzione di (11),

(ay) il limite comune a tutte le sottosuccessioni G-convergenti di (a;{F)) (ai
tali sottosuccessioni ne esiste qualcuna, per la Prop. 3) ed u(f,z; ) la
soluzione di (11) relativamente ad (ay).

Allora (ag") & G-convergente verso (@)

In caso contrario, infatti si troverebbe ¢t > 0, p € D (), e >0, ed una
successione di interi {k,) 2 + oo, per cui

l| ey 6y 25 97) — w il x5 ) || 28 ¥ p.

Ma cid contrasta con la Prop. 3 e lipotesi, che assicurano l’esistenza
di qualche sottosuccessione di f(a('.;‘P)}p @G-convergente verso (a‘.].).

Terminiamo il paragrafo osservando che la (21) & equivalente alle:

(21), li;cnj’[uk(t,x;w)—-u(t,w;¢)]v)(w)dw= 0, Wt>0;p peD(Q).
2

(21), limf|uk(t,:v;<p)——u(t,w;tp)|2dx=0, M e €D(Q).
g

uniform. per t€(0,d), 3 0> 0.

(21), li;nIuk(f,--r;v’)—u<tv1f;q))l==0, ¥ €D (Q),

uniform. per t€(0,48), 40 >0, e per z€ K, \* K cc L.

Dim, (21), => (21) ==> (21), : ovvio.
(21), =>(21): segue dallapplicazione opposta e dalla Prop. 4.

(21) ==> (21), : fissato €D (2) e posto u () = uy (t,@; ), u () = u(t,x; ),
sia Dy (1) = || wp (t) — w () ”L?
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Dalla (12) segue che | P ()| << 2| ¢ Hi2 e dalla (13) segue :

| ity | = | 2 f {d'i;t(t) - d’;;t)] (5 (8) — w () de
0

== l 2 Z;jf[ag‘ Diug (t) — aiy Dyu ()] Djluy (t) — u(t)) de
2

< C(dy, 4p) H‘P“2H‘ .

In particolare le funzioni @y (f) sono equilimitate ed equicontinue per
t = 0; allora, dalla (21), la (21), si ottiene facilmente.

(21) ==> (21); : segue dall’equihélderianita delle uy (¢, x ; p) rispetto alle
variabili ¢ ed x (teor. di Nash).

(21); => (21) : segue dall’implicazione opposta e dalla Prop. 4.

§ 3. La G-convergenza sui problemi di Dirichlet.
Ad ogni (a;)€ M (4, A,) si pud associare I’operatore lineare e continuo
A= — 3 Di(agDy): Hy (%) — H " (Q).
Poiché A individua gli a; in modo univoco (vedi nota (*) a pie’ di
pag. 11) identificheremo (a;) con A.
Per ¢, we Hy (2) si ha
(Ap,p)=C(Ay, )= Z';,fa,j Dip Djydx
2
e quindi per la (2)
L2 D<A, 0> < 4,31 D, p|ke, g € Hy ().
Da cido segue che, per ogni 1> 0, gli operatori A 4+ A, dove [ & im-
mersione canonica di H, (2) in H™'(£2), sono isomorfismi di H (£2) sopra
H-1(Q). Si ha inoltre, per € H, (2), f€ H™'(Q):

(22) | QI+ A)e ‘ly—lg Sup {4, 4y} || ¢ Hﬂl ’ A=0

1 1
(23) AL+ 4) /| < Sup | =+, ‘ 1l 2> 0.
(7]



di equaciont paraboliche ed ellittiche 585

-

Nel caso che 2 sia limitato, & ben noto che la norma H', su H, (Q),
¢ equivalente alla norma ¢ ~— (3| D, ¢ ||2Lz]1/2.
Esiste allora una costante positiva y = y (£2), per cui

Vol @ I < CA @, ), V@ € Hy (Q).

In tal caso, quindi, anche A ¢ un isomorfismo di H, (2) su H™'(2) e
8i ha, per fe H-1(Q) (e 2 limitato):

(24) AT+ 457 £ s < 115 - 1>0.
0

Inoltre, detta u (¢, x; @) la soluzione di (11) relativamente ad (ay), si ha

du
(25) 7 baie)=— Au(t,z; ) t>0,p€ Hy Q).

Dalla (25) si ricava poi, facilmente, la formula del risolvente :

+oc0
(26) [(AL 4 A)1 ) (x) = /e—“ u(t, z; ) dt, A1>0,¢¢€ Hol (8),

(')I

dove lintegrale converge sullo spazio H, (), e quindi anche su r (£2), in
quanto si ha, per la (13),

A
lle=*u(t, ;@) |lm << e ‘/—1—0 ol -
0 .
La (26) permette di interpretare la G-convergenza come la convergenza

in L? () delle soluzioni del problema di Dirichlet con dato al contorno
nullo e secondo membro fisso. Precisamente :

TEOREMA 4. Sia 1> 0. Una successione {Ay} di M (A, Ay é G-conver-
gente verso A se e solo se

(27) lim ||+ A1 f— (AT + A fl=0, MfeH1(Q).
k

Se inoltre Q é limitato, un’altra condizione necessaria e sufficiente perché

@
{A)— A ¢ che valga la

(28) lim |47 f — A f = 0, M feEH ().
k
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Dim. i) Sia {Ay) S Aed g (8) = i (¢, @ 5 @), u (t) =u (t,x ; @) siano le cor-
rispondenti soluzioni di (11) per un fissato ¢ € Hy ().

Utilizzando la (26) e la (21), si ha, per 1> 0 e per J, k abbastanza
grandi,

~+o00
T + 40t p — T + 4171 g = [ et () — wiopar e <
0

5
gf M) g (8) — w (t) |2 dt + € < 26,
0

ii) (]) Supponiamo valida la (27) per qualche 4 > 0. Se B & il limite
di una sottosuccessione G-convergente di {4y, {dA; |, allora per quanto pro-
vato (AI 4+ B)~'f & il limite in L?(R) di {(AI + Ay,)7! f1p per ogni f€ H-! (£2).
Confrontando con la (26), si ha allora (AI 4+ A)"'f=((AI4+ B)y~'fe
quindi 4 = B.
Ma allora, per la Prop. 4, {4} & G-convergente verso A.
Sia ora 2 limitato.

i) Supponiamo che (A} —> 4. Si ha, V1> 0:
AT  — A = [A7  — AT 4 A=Y — [A—) — (A 4 A)] +
+ (A 4 Ay~ — AL + Ay = Ak [T + Ay — A AL + Ay~ —
— A7 AL 4 A) — AJ AL+ A= + [ + A — A + 4)7] =
=47 TQT + A)=' — AA-V T(AT + A~ + [(A + A~ — (AL + A)-1).

Quindi, per la (24), si ha, \ fe H-1(Q),

_ _ 21
| A8 f— A" [l sw—o)éllfna_x + | AT+ A= f — (L + Ay f | e

(8) Questa parte del Teorema (1 - 0) si potrebbe ottonere anche col teorema di
Trotter-Kato (vedi [6] pag. 269): tuttavia in questo caso particolare la dimostrazione
diretta & pia semplice.
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Passando tale relazione al limite per K — 4 co e poi per 1 — 0 + 8i ha
la (28).

ii) Dalla (28) si ottiene che {Aj) i» A procedendo come nel caso di
Q qualsiasi.

Da questo teorema, utilizzando ancora le (23), (24), segue il

COROLLARIO 1. Se {4;} ¢ G-convergente verso A ed fi,f€ H- () sono
tali che
i | fy — /|y == 0
allora 8i ha
li’:n [+ A fiy — AT+ AV f || e =0

per ogni A > 0, ed anche per 1 =0 se Q ¢ limitato.
Dal Cor. 1 e dalla Prop. 3 si ricava infine il

COROLLARIO 2. Sia K una parte compatta di H-'(Q).
Allora insieme

(€ Hy (Q): du+ Au€XN; A€My, Ay
é compatto in L?(02), \fA > 0, ed anche per 1 =0 se Q ¢ limitato.

Caso particolare: K = {f).

§ 4. Altri tipi di convergenza.

Vediamo quali sono i legami fra la G-convergenza ed altre possibili
convergenze su M (4,, A4,).

Siano (ag.‘)), (a;) € M,,4)ed 4, = — Zq D, (ag‘ I)j), A= —2;D(a; D)
i corrispondenti operatori di Hol (Q) su H! (), k intero >1.

.k . . .
Si puo allora definire la convergenza [(ag‘))] — (a;) in uno dei modi se-
guenti :

I tim || 4, ¢ — 4¢ [|;1=0, uniform. per ¢ | ;1 <1.
0
(I lim || 4, ¢ — Ag |41 =0, V @ € Hy (9).

(111) lim [ e p — dg, y 3| =0, ¥ @, w € Hy ().
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1. La (I) & equivalente alla

Iy lhl;n ‘l a;;) - a “Lw =0, M iy,

Dim. (I) <==> (I)’. Sia

|4 ||, =1 = Sup fa,;,-D.-(p Dijydzx|,
¢, wevV 2

dove V @ la sfera unitaria di Hy (Q).
Si ha allora facilmente
“ 4 Hl,_ls zij“ aij“L"" ‘

D’altra parte, utilizzando le funzioni ¢;, y;, della nota (%) a pie’ di pag. 11,
con o=|wl,/||w|g, siottiene

la,l-<24ll4], _,, M7,

2. La (II) & equivalente, per ogni 4 > 0, ed anche per 1=10 se 2 &
limitato, alla ’

(Iny lim || AT + Ay~ f — (AU + AV f || = 0, A fe H-' (Q).
k

ed alla

(I’ lim (| ws (6 25.9) — u (25 9) [l = 0, V@ € H) (Q)

uniform. per t€(0,4), \/ 6> 0;

dove wi(t, ;) ed u(t,xr;@) sono le soluzioni di (11) relative ad (a“;’)) ed
(ay) rispettivamente.

Dim. (II) <=> (II) segue dalle (22), (23), (24), osservando che

Ay — A=QAT+ A)) — AT+ A)= AT+ A [AL 4 A)-1 —AI + A"V (AT + A).

(II)’” => (II)" : segue dalla (26) come nella dim. del Teor. 4, (i).
(II)) => (IT)’’: si ottiene applicando il teorema. di Trotter-Kato ([6], pag. 269)
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sulla convergenza dei semigruppi astratti; si pud infatti verificare che
T,:p @) ~—>u(t,x;p) & un semigruppo equicontinuo di operatori su H, (£2),
di generatore — A.

La (II) e quindi la (II), e a fortiori la (I), sono convergenze pid forti
della G-convergenza : M (4,, A,) & completo rispetto alla (II) ma non compatto.

Osserviamo anche che la (II) & piu debole della convergenza dei coeffi-
‘cienti (aﬁ}‘)) verso a; in L, (£2) (ovvero in ogni Lk, (2),1 < p <+ oo, dato
che [alk) | < A4, : si verifica infatti facilmente la

PROPOSIZIONE 5. Se (a".;‘)), (a;) € M (4, A)) sono tali che
(29) limf|ag.‘>—a,,-|d:c=0, Vij, M Ecec®,
k
X

allora vale la (I1).
Si osservi che la (II) non implica la (29), per » > 1,:

ESEMPIO

0
dr=A+ -
1

ﬂk (we) _6%‘;] :

2
dove 4 =Z.~(£—'> e {f} & una successione di funzioni 2—% e C,
convergente a zero in H~! () ma non in L?(£) (ex.: B (5)=% cos (k&)=
1
=%k D (sen (k§)>.
Si ha

2

k
cosicché {A4,} — 4 secondo la (II), mentre la (29) non vale.

3. La (III) & equivalente alla

(I11) lim f (a:.‘j— ai5) w de = 0, ¥ weD(Q).
k
@

Dim. (IIT) <==> (III)" ; basta utilizzare le funzioni @;, y; della nota (%)
a pie’ di pag. 11, con ¢ = 1.
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La (III) non & confrontabile con la G-convergenza : esistono successioni
convergenti ad un certo limite secondo la (III) ma G-convergenti verso un
altro limite (vedi Esempio in [4] pag. 661).

§ 5. Soluzioni locali e natura locale della G-convergenza.

Sia 4 = — 2 Di(ay Dj); si dice che 1,06]111',c (£2) & una soluzione locale
dell’equazione Ay = 0 se 3y D;(ay;Djyp) =0 su £, ciod

Z.‘jfagjl)glpl)j(pd.t=0 V(pE(D(Q)-
Q

. . . . P 1
Mostreremo ora che, qualora i coefficienti «;; siano convergenti in Ly, (.Q),
la convergenza delle soluzioni locali in Ll (£2) comporta la convergenza di
tali soluzioni in Hj, (). Precisamente :

TEOREMA 5. Sia (aif ), (ag5) € M (g, Ay) € yi, w€ Hip (2), k intero =1,
tali che

2 Dy (a‘,-;-" Djy) =0, 2 Di(ai Dijw) =0 su Q.

Se, per ogni K cc 2, 8i ha

(i) li':nf |af) — a;|de =10
K

(ii) limfllpk—w1d.l‘=0(4)
) k)
allora

k
{wi)—= v in Hyo(Q).

Dim. Data la natura locale del teorema, non & restrittivo supporre £
limitato.
Per arrivare alla tesi, utilizzeremo la formula seguente;

(30) lim || Ai (pyi) — 4 (9) -1 = ©, M ¢ €D ()

(*) Si noti che, a causa dell’ equihilderianitd delle w, sui compatti di 2, Ia

(ii) & equivalente alla convergenza di {y:k; verso w in ogui LY (2), 1<<p<L + oo.

loc
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dove Ay = — 35 D{ayy D;), A = — 34 D;(as’ D) sono isomorfismi di H{ (2)
sopra H™! (9).

Supponiamo vera la (30).

Allora, posto fi = Ax (¢ yx), f= 4 (py), si ha

lowe—evlp<|l 4" (fe =N llg+ 145 fF — A7 flln <
1 1, -
<7 [ fe—=Fllg— + 1l A f— A7 f ||
V4o

e quindi, per la Prop. 5 lim || ¢ (yx — v)||z1 = 0, ciod la tesi.
k

Proviamo dunque la (30).
Con facili calcoli si ottiene lo sviluppo seguente :

A, (py) =3,[D, @p D;y,) o+ (@f v,) D, Dp +
+ D, (&} ) D, ¢ + o) D, ¢ D;y,).

Esaminiamo i quattro addendi in parentesi quadra :
I1 primo di essi & nullo per ipotesi; mentre, utilizzando la formula

li:n||a3-°)'l’k—“.~j'/’“ﬁ(x)=or VY Kccl
(facilmente ricavabile da (i) ed (ii)), si ottiene che il 2° ed il 3° termine
convergono in H-—!(f), per k— 4 oo, ai corrispondenti termini dello

sviluppo di 4 (py).
Resta quindi da provare soltanto che

li’:n | & D¢ D;y, —a, D9 Dy, | g1 =0.
A questo proposito, osserviamo che, per la diseguaglianza di Harnack
relativa a soluzioni locali (vedi [5], pag. 202) e lipotesi (i), 8si ha
(31) | wiellm k) < Ck Mk VEce.

Pertanto la successione {a{¥) ;@ D, y,) & limitata in L? (£2); inoltre
tale successione ha supporto compatto in £, cosicch® basterd provare (teor.
di Rellich) che

(32) lkim (ag.‘) Dy, —a, D;y)-D;p-wdx =0, M w €D (Q).
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Scegliendo ay€ € (2) in modo che sia || ay— ay|| 2 <¢ ed utilizzando
ancora la (31), si ha, per k¥ abbastanza grande, :

+

'f(a*")D v, — a; D;y) D,p-wdx

< ’ f(aﬁf)—;ﬁ) Dy, D, ¢-w dx
Q

+|f(a'ij—;ij)1)ﬂ"1).~¢'wd‘” +!f;ijpj(1l’k—¢) Dip-wdx
I/ g

<o+ | =)0 @5 D) o |
2

< C’
¢ quindi la (32).
Un altro risultato sulle soluzioni locali & il seguente :

TEOREMA 6. Siano (ag.‘)), (a;) € M (A, A), 2, un aperto di 2 e
Wi € Hipo (2), v € Lo (Q), k intero =1, tali che:

() () —— (a)
(i) 2, D@0 Dy)=0 su Q) &
(iif) limf|tpk——zp|dw=0, VYV Kcec £,.
k
K

St ha allora
Z.‘j D.' (a.-j Dj ‘lp) =90 su .Qo .

Dim. Dalla diseguaglianza di Harnack e dalla (iii) segue
(33 | we llm k) < Ok Yk WK cc 9.

In particolare {y;} & debolmente rel. compatta in H?! (K) e allora si
ricava che y € Hyg (2,).

Ora, in relazione ad un arbitrario aperto 2, di Q,, sia w €D (Q,) tale
che y=1 su Q,.
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L’ipotesi (ii) implica che
Z;D; (ag;‘) D, (yr-w)=0 su Q,
mentre la tesi seguira da

Zij D,' (a,-; D]‘ (I[J’w» =0 su Q‘ .

Indicate uy(t,z; @) ed u(t,x; @) le soluzioni di (11) relativamente ad
(@) (@), si ha per il Lemma 1 (yj-w, yw € Hy(Q):

| 1o —uit ;s olvto e @de | < OFE o yue
a

M e e (Q,), 0t < Inf{l, %
dove le costanti C e ¢ > 0 sono indipendenti da F.

Passando al limite per k¥ —> -4 oo ed applicando la (21), Pipotesi (iii)
e la (33), si ottiene, 3 @ €D (2,),:

[p @ —ut,z; )y @) w @) de< ¢ |t e—elt
0

da cui, dividendo entrambi i membri per ¢ e passando al limite per t— 0+,
z;’j D.’ (a,-j I)] ‘Q,U) =0 su Qi .

Utilizzando la Prop. 3, si ha allora il

COROLLARIO 1. [L’insieme di tutte le soluzioni locali
LAy, Ag) = |y € Hio (2): ZijD;i(ay Djy) =0 su Q; (ag)€ M(dy, 4,))
¢ un chiuso di Li ().

Si pud osservare che L (4,, 4,) non & compatto in L. () in quanto
non & limitato. Si ha tuttavia:

COROLLARIO 2. Ogni successione {wi} € L (Ay, Ay) limitata in L (Q) am-
mette una sottosuccessione convergente, in L, (82), verso qualche y€ L (1, Ay).
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Dim. Per la diseguaglianza di Harnack, {y,)  limitata anche in Hyi5 (9).
Ma allora (teor. di Rellich) esiste una sottosuccessione convergente in
L} (), il cui limite apparterra a L (i,, 4,) per il Cor. 1.

Utilizzando il Teor. 6, possiamo ricavare alcuni risultati in merito alla
G-convergenza, che chiariscono il carattere locale di essa.

Per questo, indichiamo, per ogni aperto U di 2, ;> 0, M(4,, Ay; U)
lingieme di tutte le matrici simmetriche ad elementi in L>®(U) verificanti
la (2) su U.

Se £ & un aperto di £, '5 ¢ la restrizione ad & di una funzione g
su £, ed (ag-"), (ag) € M (Agy Ay; L), diremo che

(@)} & G-convergente ad (ay) su &
se \
(@)} ® G-convergente ad (a;) in M (i), 4,; 9).

Vale allora il

TEOREMA 7. Sia £, un aperto di Q, {£,} un ricoprimento con aperti
di Q ed (), (ay) € M(dy, Ag; Q), k interno = 1.
Si ha allora :

(i) [(a,,))} — (a;)) su Q —> {(a‘k))}——r(a.l) su 9,
(i) {(@®) 5 (ag) su Q, ¥ p — (@) 2> (ay) su Q.

Dim. Osserviamo subito che basta verificare la (i) con £, limitato. In-
fatti da essa discende facilmente, utilizzando la Prop. 4, la (ii) e da que-
st’ultima segue la (i) con £, arbitrario.

Sia dunque £, limitato, e proviamo la (i).

Per la Prop. 3 si pud supporre che {(a ))}—>(b.,) su £,, limitandoci a
verificare che (a;) == (by;) su Q.
Fissato 1> 0 ed f€ H™'(Q), siano ¢y, ¢ € H{ () tali che
A(pk—zul) (a't] j(pk)—'f;

— 2y Di(aijDjg)=f, su 2;
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e siano vy, w€ Hy (£2,) tali che

— 34 D) Djyi) = f — Agiy

— 2y Di(bij Djy)=f—ip, su Q.

k
Per il Teor. 4, {gy} 1» @ in L? (Q) ed anche (Cor. 1 del Teor. 4) {yix] — v
in L?(8,), quindi '

k .
vk — @) >y —¢ in L*(Q).
Inoltre
Sy Di[alf D;(yx — i)l =0 su £,
quindi, per il Teor. 6, si ha
Z;j D; [a,-j Dj (Ip _— (p)] =0 su QO'
In conclusione si ha
Z;j D.' (b,'j Dj lp) = 2," Dg ((’/ij Dj !/)) sa 'QO'
Ma, al variare di f€ H ™' (Q), p assume tutti i possibili valori in H,()
e quindi anche in D (£2;), cosicchdé limsieme delle restrizioni ad £, delle
fanzioni {f — ¢} = {— Z; Di(a; D; )} & denso in H~1(L2,).
Ma allora anche I’insieme delle {1} & denso in Hj (9,), & si ha la tesi:
bij = a; su £y, Vi

Applicando il Teor. 7, si ha in particolare :

COROLLARIO. Sia ©, un aperto di Q, (a), (b¥), (a,), (b,) € M@, A; Q)
k intero = 1.

Se
[e]
{(a(-?))) — (a5) su Q
(P Sy  suQ
a'g‘)E bg) su ‘Qo’ Mk, Mi,j,
allora

Qi = b"j su QO’ V i,j.
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Nel caso particolare n =1 (£ aperto di R), M (4, 4,; £2) & Dinsieme
delle funzioni reali misurabili su £ tali che

h<a@=<4,, Mxrecf
In questo caso la @G-convergenza si pud descrivere esplicitamente -

PROPOSIZIONE 6. Condizione necessaria e sufficiente affinché

(0 @) > a (@) in My, 4,5 Q)
é che
1

1
i S —— = Q).
h;nf[ @) @ w (x) de = 0, M weD(R)

Dim Per il Teor. 7, si pud supporre che £ sia un intervallo limitato.
A causa della compattezza di M (4,, A,; Q) rispetto alla G-convergenza

e della limitatezza di }ai% in L~ (Q), si tratta di provare che, da
k

fa (@) —> b (2)

1 —

a (@) a@)

g(@dr =0, Vg€ Lt (Q),

lim f
k
1)

segue
a(x) = b (x), M xe Q.

Sia fe H™' (2); poichd D’: H}(2)— H'(2) & un isomorfismo, si
pud scrivere f = Dg per qualche g€ L?(£).
Siano ¢y, @ € Hy (Q) tali che

— D (ay, Do) = Dg, — D (b Dp)= Dg, su Q;
8i ha allora

9 Gy
34 — Doy =+ —
(34) P a + @
dove la costante O, & determinabile in base alla condizione [ Do dr=20:
f g drx
A
Cr=—2.
, dx

Ay

Q2
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Ma per le nostre ipotesi e per il Teor. 4, si ha

(Pe) > @ in L2(Q)

f—g—d.n
a

e
de '
a

2

lim {Cy) = —
k

quindi, moltiplicando i due membri della (34) per w €D () e passando al
limite per k¥ — 4 oo, si ottiene:
[ LA dx
d

—_ [1):,7-10 de = [—w dx —-f
w
Ie]

— D (a Dp) = Dyg.

a,
.0

da cui

Ma allora, data Parbitrarieta di g€ L?(2), a = b.

Scuola Normale Superiore
Pisa, Italia
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