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I’ANALOGO DEL TEOREMA DELLE MATRIOI
OLOMORFE INVERTIBILI
NEL CASO ANALITICO REALE

A. ToGNOLI (*)

Introduzione.

Nel 1957 H. Grauert ha dimostrato che la classificazione dei fibrati
olomorfi aventi per gruppo strutturale un gruppo di Lie complesso L* e
base uno spazio di Stein V & equivalente alla classificazione dei fibrati to-
pologici di gruppo strutturale L* e base V (vedi (2], [3], [4]).

L’autore ha provato un analogo risultato per gli spazi analitici reali ([7]).

Uno degli strumenti pin potenti usati da H. Grauert & una generaliz-
zazione che egli da del teorema delle matrici olomorfe invertibili.

Nel caso reale i teoremi di approssimazione di H. Whitney ed il pas-
saggio al complessificato permettono di evitare ’analogo reale del teorema
delle matrici olomorfe invertibili (vedi [7]).

Tale teorema & pero interessante di per s® e serve, ad esempio, per
provare, nel caso di fibrati analitici reali, criteri di approssimabilita di
sezioni continae con sezioni analitiche.

Scopo di questo lavoro e provare P’analogo del teorema delle matrici
olomorfe invertibili nel caso reale e dimostrare che in un fibrato analitico
reale, avente per fibra una varietd, ogni sezione continua & approssimabile
con sezioni analitiche.

Piu precisamente : nel paragrafo 1 si dimostra il seguente

TEOREMA, Sia W un insieme analilico reale coerente definito in un in-
torno del parallelepipedo

C={{e)eR| 0|l <ai, 6, >0,i=1,..,n}

ed F-5 W un fibrato analitice veale di gruppi.

Pervenuto alla Redazione il 28 Marzo 1968.
(") Lavoro esegnito nel Gruppo di Ricerca n. 35 del comitato nazionale per la Mate-
matica del Consiglio Nazionale delle Ricerche per I'anno 1968-69.

1 dunali della ScuolaNorm. Sup. - Pisa.
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Sia L* il gruppo strutturale di F, L la fibra e supponiamo L, L* siano
complessificabili.

Sia O, = {[{z}€C |2, <0}, O, ={{w}€C|x;, >0} Co= 0, nC,ed F, una
sezione analitica di F su un intorno di Wn Cy in W,

8e F 8 omotopa alla sezione identita esistono due sezioni analitiche F,, F,
definite su due intorni di Wan C,, Wn C, tali che, ove le applicazioni sono
definite risulti: Fy=F,-F; " ed F,, F, sono omotope alla sezione identita.

Sia F-> V un fibrato analitico reale di gruppi avente per base uno
spazio analitico reale coerente ogni componente connessa del quale abbia
dimensione finita e d: F < F— 1R una metrica compatibile con la topolo-
gia di F. Supponiamo inoltre il gruppo strutturale di F sia riducibile (topo-
logicamente) ad un gruppo di Lie compatto.

Nel paragrafo 2 si dimostra il seguente

TEOREMA. Sia y: V— F una sezione continua ed ¢ 0, esiste al-
lora una sezione analitica y,: V — F che é omotopa a y .ed inolive
d(y @), ya(®) <& MaeV.

Siano y,, y, due sezioni analitiche di F, se esiste un’omotopia di sezioni
continue fra y, e p, allora esiste anche un’omotopia di sezioni analitiche fra
Yy € Ve

In un lavoro di prossima pubblicazione 'autore, usando i due teoremi
enunciati, prova un teorema che riunisce i risultati di [4] e di [7].

L’autore ringrazia il professor A. Andreotti ed il professor R. Nara-
simhan dai quali ha ricevuti numerosi suggerimenti durante la stesura
del lavoro.

§ 1. I1 teorema delle matrici olomorfe invertibili nel caso analitico reale.

Per le definizioni di spazio analitico reale coerente, complessificazione,
antiinvoluzione, fibrato analitico reale, il lettore veda [7].

Sia (F,n, V, L, L*) un fibrato analitico di gruppi (reale o complesso) di
base V, spazio totale F, fibra L e gruppo strutturale L*.

Fissato un sistema di coordinate normali su L & determinato un fibrato
vettoriale analitico che denoteremo :

(Fy 7, V, R GL (n, R)) (oppure (¥,n, V,Q" GL(n,Q)),
ove # = dim L, ed un’applicazione analitica :

(1) 8: F > F (vedi [2] e [7]).
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L’applicazione é definisce un omeomorfismo bianalitico fra un intorno
U (0) della sezione nulla U (o) di ¥ ed un intorno U (E) della sezione iden-
tita U(e) di F (vedi [2]).

Sia (F,n, V, L, L*) un fibrato analitico reate"di gruppi avente per base
uno spazio analitico reale coerente V e supponiamo la coppia (L, L*) abbia
(E, ﬁ") come complessificata (per la definizione di complessificata della
coppia (L, L*) vedasi [7)).

In queste ipotesi esistono due complessificati (ﬁ ;, V, L

~
v
TT

, ¥, Q" GL(n, Q) di F, F tali che, indicate con o: ¥—» F, 6: F— F,

~ ~

L*),

~

~

(F,

)

~ ~

«: V— ¥ le antiinvoluzioni associate e con 3: ¥ —» F lapplicazione defi-
nita dalla (1) si abbia:

i) i’ si identifica al fibrato vettoriale F associato ad F tramite il
sistema di coordinate normali che determinano F estese ad L.

ii) 3 & un’estensione di 3 e si ha: oo 3 =3 o o.
iii) V & uno spazio di Stein.
Si prendano infatti come complessificati di F, F due fibrati costruiti a

partire da due cocicli {g;, j}, (;, j| associati ad F, F (come fatto nel teorema 1
di [7]) e definiti sullo stesso ricoprimento.

I due complessificati F, ;' sono quindi associati a dei cocicli [5, ily (;; i)
che sono estensione dei cocicli {g;, ), {;;, ;1 associati ad F, I: e le argomenta-
zioni dell’osservazione 1 del § 3 di [7] si possono ripetere dimostrando cosi
Dasserto.

Nel seguito supporremo che i complessificati scelti soddisfino le i), ii),
iii), inoltre il complessificato di un fibrato (F, =, V, L, L*) spesso 8i notera
(F, w7, T, 1.

Dato un fibrato olomorfo di gruppi @ 5 W, per cui siano definite delle
antiinvoluzioni a: W —W, 6: G — G tali che 70 6 =« o & ed un insieme
U di W, con a(U)= U, diremo che una sezione y definita su U & o-inva-
riante se vale:

7 (@ (x)) = o (y (x)), Mrel.

Noteremo con I';(G), I'y (G) i gruppi delle sezioni continue, analitiche
di G su U (se U non & aperto y €Iy (@), signitica che y & restrizione di
una Sezione y’ analitica definita su un intorno aperto di U).

Indicheremo con °I'y (@), °L'y (@) i sottogruppi delle sezioni ¢-invarianti.
Supponiamo sia assegnata su G una norma o¢-invariante (cio¢ tale che
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|#]| =] o(x)]| per ogni xz€ Gv). Una tale norma induce sugli insiemi I‘{y(b),
una struttura di gruppo topologico (prendendo la topologia della conver-
genza uniforme sui compatti). Ricordiamo che per ogni fibrato olomorfo
vettoriale @ esiste una norma o-invariante €= (vedl [7).

Tramite I’applicazione 3 la topologia di I'y ( ) induce una topologia su
I'p(Q) che verra detta ancora della convergenza uniforme sui compatti.
Analoga cosa accade nel caso reale, per i dettagli vedasi [2] e [7].

Se G & un fibrato vettoriale olomorfo allora I'y(@), I'v (@), °‘I'p(Q),
°I'y (G) sono spazi di Frechet e su ognuno, dei primi due spazi le antiin-
voluzioni ¢, « definiscono P’applicazione antilineare

o0 y—>e,  ove (0= (r@+ ol @)

Sia W uno spazio analitico G > W un fibrato analitico di gruppi (reale
o complesso) T uno spazio topologico compatto o, U, o > U due chiusi di T.

Un’applicazione continua ¢ : W < T— G & detta (v — a)-applicazione a
valori in G se

) n@@t)==1 MzeW,tel,
II) ¢ (x,t) = identitd di n—1(z), se t€ Y,
III) ¢y wxy @ analitica per ogni t€ of.

Se il fibrato G & banale, ciod se G = W < L, e se ¢ verifica le pro-
prietd I), II), III) allora ¢ & detta (w — a)applicazione a valori in L.

Sia ora G —> W un fibrato olomorfo e siano definite delle antiinvolu-
zioni 6: G— G, a: W— W tati che noo=0aon.

Sia ¢: W < T'— G una (u — a)-applicazione per cui ¢,y x & o-inva-
riante per ogni t€ T allora ¢ & detta (v — a)-applicazione o¢-invariante.

E immediato poi il senso delle espressioni (x — a)-applicazione a valori
in U(E) (od in U (0)).

Sia G-> W un fibrato vettoriale olomorfo e supponiamo sia fissata una
norma o-invariannte su @G.

Diremo (x — a)-omeomorfismo (rispetto a T, «{, %) di G in 8% un’appli-
cazione continua A(x,t) =41: G X T — G tale che:

a) per ogni teT,xeW 2 ¢ un isomorfismo lineare di z—'(x) in se,

I~ 1@)xs
b) per t€ o Agxy € olomorfa,
¢) per t €U A & Papplicazione identica.

Diremo che A & o-invariante se o o djgxqy = 1 o ojaxqy per ogni t€ 1.
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Poniamo infine :

[4llv="_ sup |2 — @) |
teT, ||z |l=1
zean— (V)

per ogni sottoinsieme V di W.

Sia @ > W un fibrato analitico di gruppi, reale o complesso e suppo-
niamo su é gia definita una norma. Per ogni insieme U c W i gruppi
I'z(@), I'y (@) sono quindi dotati di una topologia.

Date due sezioni y,, y, di I'z(@) diremo che esse sono omotope (o conti-
puamente omotope) se esiste un’applicazione continua «: I— I'p (G),
I=10,1] tale che: «(0) =7y, a(1)=17,.

Se y,, 7, sono elementi di I'y(@) diremo che essi sono analiticamente
omotopi se esiste un’applicazione continua o: I — I'y (@) tale che «(0)=y,,
o (l) = y,.

Supponiamo G sia un fibrato olomorfo e siano definite due antiinvolu-
zioni 0: G— @, a: W— W tali che 70 6 =a o n; date due sezioni y,, y,
di ‘I';(@) (oppure di °I'y (@)) esse si dicono ¢-omotope (oppure o-analitica-
mente omotope) se esiste un’applicazione continua a: I-—°I°(G) (oppure
a: I—°I'y(@)) tale che o (0)=1p,, a(l)=y,.

Analogamente si definisce il concetto di (v — a)-applicazioni omotope e
s-omotope (due (v — a)-applicazioni definite rispetto agli insiemi 7T, of, U,
sono omotope se esiste un cammino continuo di (« — a)-applicazioni, rispetto
agli insiemi 7, o, U, che le congiunge).

OSSERVAZIONE 1. Sia (F, s, V, L, L*) un fibrato analitico reale di gruppi
(F, ;, v, I, I*) un suo complessificato e o: F— F, «: V— V le antiin-
voluzioni associate.

Detti Ivf’, F i fibrati vettoriali associati supponiamo valgano le proprieta
i), ii), ed iii).

Sia y una sezione continua (od analitica) o-invariante definita su Ve
valga y (17) c U (E), allora y & oc-omotopa (s-analiticamente omotopa) alla se-
zione identita.

Consideriamo infatti la famiglia di sezioni:

ye(®) = :5(t (3"1 (y (x)))) per ogni x € 'l\f; per Panaliticita di 3 le y, risultano

olomorfe se tale & y ed inoltre risulta y, (« (@) = d(to (3~ (y(x)))) = 0 (3 (td—(y(x})))
per cui y, & o-invariante per ogni ¢ €[0, 1].

E poi immediato che y, =y, y, = sezione identitd e la tesi & cos
provata,
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Si pud quindi concludere con Paffermazione seguente : se y & o-inva-
riante ed ha valori in U (E) allora "y ¢ omotopa in F (analiticamente
omotopa se y & olomorfa) alla sezione identita.

In C" siano assegnate le coordinate z, = x, + iy, , ..., 2 = &n -+ tyn po-
niamo :

C=\le)eC ||| < aj, |4 <Dbj, >0, >0, j=1..n]

C,=(z)eC|—a, <, <0}, = |l5)cCl0<uz, <a,

~

C,=0C,n0, Ci=0CinR", i=0,1,2

Nel seguito quando diremo insieme analitico di C; (oppure di 6’,-) i=
=0, 1, 2 intenderemo insieme analitico di un intorno aperto di C; (o di
5.-) ed analogamente (v — a)-applicazione definita su C; (oppure su 25,-) signi-
fica (v — a)-applicazione definita su un intorno di C; < T in R" X< T (oppure
di ;< TinCux T),i=0, 1, 2.

Se W & un insieme analitico di C, (oppure di 5), spesso noteremo :

Wi= Wn0;, i=0, 1, 2 (oppure W;= Wnﬁ-).

Sia assegnato un fibrato analitico di gruppi G S w (reale o complesso),

sia G —> W il fibrato vettoriale associato e || || una norma su @G.
Dato un insieme U di W e y € 'z (@), nel seguito scrivendo ||y |, =¢
intenderemo dire che valgono i fatti seguenti:

y(U) < U(B), || 6oy ||, = e

PROPOSIZIONE 1. Sia assegnato il fibrato olomorfo di gruppi 65w
avente per base insieme analitico W del parallelepipedo ¢ di Q.

Sia T uno spazio topologico compatto of > U due sottoinsiemi chiusi di T.

Sia fissata una norma su é ed un intorno U di W, in W; per ogns
e > 0 esiste n > 0 tale che, per ogni (u—a)-applicazione F,: U < T — @, con
| 3_101!’0 loxcz<n esistano due (w— a) applicazioni F;: U (W,) < T— @, i=1,2
definite su due intorni U (W;) di W; in W tali che ove le applicazioni sono
definite 8i abbia:

(1) Fo=F,-F; "' ed inolive |70 F|lw, , <& i=1, 2



delle matrici olomorfe invertibili ece. 533

Le (w — a)-applicazioni F; soddisfacenti alla (1) si possono costruire come
in [3].

PROVA a) Dimostriaino prima la proposizione quando il fibrato G & ba-
nale con fibra eguale a GL (m, Q).

Per I'Hilfsatz 4 di [3] basta allora dimostrare I’asserto nel caso in cui
W sia un intorno aperto di i ; in questo numero supporremo verificata que-
sta ipotesi. '

Se G & lineare, oltre che banale, la tesi si prova esaminando lepres-
sione che usualmente si da alle F,, F, (tale dimostrazione si trova ad esem-
pio in [3] pagg. 458-460).

Sia ora GL(m,C), m > 1, la fibra di G.

Ogni elemento X di GL (m, Q) 8i pud scrivere nella forma

X=r¢—+ X', e =i j}ij=1, ...my X' = [T i, j=1, ... m,

ove ¢ ¢ la matrice identita.
Consideriamo in GL (m, () il sistema di coordinate

¢: GL (m, Q) — C™ definito da ¢ (X) = {a; ;} € C™.

Nelle coordinate indotte da ¢ il prodotto fra due elementi ¢ (X)=
= (@; j}i j=1, .. m» ©(¥)={%;, )i j=1, .., m 8i esprime

m
(2) Zij=% i+ Y j +k2 T,k Y, j
=1

ove 2/ = @(X-Y)= {2 jli j=1,...m
Per ogni X € GL (m, ) poniamo | X|= sup ||, ove ¢ (X)={x ;}.
i, j= m

Se I‘.YI <1 dalla (2) risulta : Ve
(3) | X-Y|<|X|4+|Y|+m|Y]|.

Ritorniamo al nostro problema e consideriamo, nel caso particolare che
il gruppo di Lie L sia GL(m, (), le F,,F, costruite in [3] pag. 459.

Con le notazioni ivi introdotte, se || F, ||, , & abbastanza piccolo si ha:

Fi=lim FPF® .. F? i=1, 2.

p— >
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ove le F.-(") gsono definite su un intorno di W; e risulta:
(4) | F || yr < 227087 Ky i =1, 2.

ove K, & una costante maggiore di uno ed ¢ & un qualsiasi numero mag-
giore di || F, ||oxzr.
Se ¢ & abbastanza piccolo si pud applicare la (3) e dalla (4) si ottiene :

|| F; ”stfg,,limm | 7 |z + (o + 1) | #7® ”W.'XT+'“+(m+1)“lﬂi(p)|lW;XT
e quindi per la (4)
I F"”W.~XT< 4 Ky+2m+1)e Ky=1¢ (4K, + 2 (m + 1) K)

da cui segue l’asserto.

b) Sia W un insieme analitico di Ce G W un fibrato vettoriale
olomorfo, 4: A=Y (U) X T— a~'(U) un (v — a)-omomorfismo di =1 (U) in s
ed *F,: U< T— G una (u — a)-applicazione, ove U & un intorno di W,
in W.

Vogliamo provare che fissato ¢* > 0 e Vintorno U di W, esiste %* > 0
tale che se || 2 [/, <#" ed ||*Fy [,y ,< 7" allora esistono due (x — a)ap-
plicazioni *F;: U(W,;) < T— G, i =1, 2, definite su degli intorni U (W)
di W, tali che, ove le applicazioni sono definite si abbia:

*F,="*F, — A"F, ed inoltre ||*Fi[ ., . <"
Seguiamo le notazioni del teorema 9 di [3].
Le g-uple di applicazioni A®), y =1,...,q si possono prendere piccole

in valore assoluto, ne segue che 8i pud supporre h'®) = 0.
Essendo W,, W, compatti esistono due costanti K,, K, tali che:

(5) H 2 70 )
j=

q
<K~(Z . ) i=1, 9
WxT ' j=xlj]lwixr ’ .

i

ove le Hj;(v) sono le sezioni definite nel teorema 9 di [3] ed |f;

= sup. | fi(v)|.
ve Wi XT

!W,-xr =
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Per quanto dimostrato in [3], Hilfsatz 4, si pud applicare il punto a),
fissato ¢* > 0 esiste percid #* > 0 tale che se || *F, ||,y p < 0% || 4]l e <<n"
allora (con le notazioni del teorema 9 di [3]) si ha:

6,0 <, 67 <
i 1 W K1 ’ i 2 2 W, 1(2 ¢

Le (v — a) applicazioni *F; hanno l’espressione

[ . —
*Fi=3 [P H,, i=1, 2, ove (;") =6,-(P), £,;* = G;"-(hF)

=1
si ha quindi, per la (5): ||*Fi|,, ,<é&" i=1, 2 e la tesi & provata.
¢) Rimane da dimostrare il caso generale; supporremo che le F; che

risolvono il nostro problema siano costruite come nell’Hilfsatz 5 di [3]. Esse
quindi soddisfano alle relazioni

31 (Fi(z t, 8') Fi(z, t, 5)~1), i =0, 1, 2

8’ —s

(6) *Fi(z, t, 8) = lim
g —~ 3

ove le *F;, i =1, 2, sono delle (v — a)-applicazioni che risolvono, sul fi-

brato vettoriale (v}, il problema esposto in b) quando si ponga F;(z, ¢, 8) =
=0(8-0"1(Fi(2, t)), 1 =0,1, 2,

Az, t,8): @ —> 861 (F, (2 ¢, 8)-8 (@) Fyz, t, 8)1), M 2€a=1(U), n(x) =2

ed *F, (2, t, 8) sia dato dalla (6) per i = 0.
Per quanto provato in b) la tesi sara dimostrata se proveremo i fatti
seguenti :
I) fissati gli intorni U, U, U) U’ di W, ed ¢ > 0 esiste 5, > 0
tale che:

| Follo <ny=>|"Fyllv <e
II) fissato &, > 0 esiste 5, > 0 tale che:
[*Fillw, <my=>|| Fi|w, < &5, i =1, 2.
Essendo gli insiemi W;, i =0, 1, 2, compatti basta pro%are le pro-

prietd I) e II) nel caso in cui il fibrato G sia banale; supporremo nel se-
guito soddisfatta questa ipotesi.
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Sia dunque Fi(x,?, 8) ¢ =0, 1, 2, una delle (x — a)-applicazioni 2, ,...,2m
il sistema di coordinate normali della fibra L di @ rispetto alle quali & stato
definito 3.

Fissiamo il punto (x,, ¢, 8,) e supponiamo F;(z,, t,, 8,) sia nell’aperto
Ay, di ! () su cui sono definite le coordinate normali. Si ha dunque:

(7N F; (Zgy oy 8) = {zj =1, ... . m

e la Fi(z,, t,, 5) ® determinata in un intorno di (x,,¢,, 8,) dalle funzioni
zj (8).
Consideriamo ora il punto (x,, t,) fisso ed s variabile in modo che
Fi(x,, t,, 8) € Ag,
Dette w0, ,..., %, le coordinate del punto F;(x,,t,, 8 ) F;(xy, 1y, 8,)"
si ha:
0; (8, 8") = y; (21 (8"), .. y2m (87), 21 (8) ) vy Zm (89))

in cui # (8) =2;'(8) =28, l=1,...,m € le (2], ..2my 2i'yeey2m) SONO
le funzioni olomorfe che esprimono nelle coordinate scelte 1’applicazione
V<UV'—U )" fra gli elementi del gruppo n~! (x,).

Ponendo 8" = s, si ha:

m—a%] [dz,] _[dw,(a ] ,j=1,...m.
—1| 02 f=2 (s0, 8'=8 8'=# ’ ’

Dal problema si hanno le seguentl condizioni :
2(0)=0, I=1,.., m (vedi Hilfsatz 5 i [3]) ed inoltre det. ([—‘;ﬂ )# 0

8

2 |z

in quanto l’equazione !’ (I’’)~1 = I’’’ fra elementi del gruppo n—! (x,) & sem-
pre risolubile in I’.

Avendo fatta lipotesi che G sia banale e z,,...,%n siano le coordinate
normali della fibra di G rispetto alle quali & definito 3 si pud considerare

v
su G la norma:

[| 671 (Fi(@gy ) 8o)) |'= slup. | 2j(8,) |
=1, .., m

dw; (s, 84)
1*Futay to, o | = _sup. 12200020
j=1, ..., m: 8 8=8,

e porre come 8olito

| Fi (o, to, 86)[|" = || 07 (Fi(wy, to, 8)) ||
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Ogni altra norma su @ induce, nell’insieme delle sezioni di @, la stessa
topologia di || ||’ quindi per provare la tesi basterda dimostrare le proprieta
I) e II) rispetto alla norma || ||’

A

Essendo z,,.., %, le coordinate normali che inducono & se z(s),
l=1,...,m sono le funzioni che figurano nella (7) per i =0 si ha:

(9) [%] =), s€[0, 1)

La (8) e la (9) provano il punto I).

d \
Dalle condizioni 2;(0) = 0 si deduce 2;(8) = f —d%',— ds’ e quindi:
0
dz
(10) sup. |z, (8)| < sup. [_d f]
s¢[0,1) se 0, 1] 8 |g'=s

Per dimostrare P’affermazione II) si ragioni nel modo seguente: per la
(10) basta provare che:

2y
ds’ ]a’:l. <t

(a1) | *Felfwoxr < 1o => sup. |
. 8ef0,1)

La (11) & immediata conseguenza della (8) se si suppone che la matrice

([6_#:]] ) rimanga (al variare di 8;) in un opportuno intorno B della
021 [z)=2; ()

matrice ( ﬂp,il )
621 zi:;o
D’altra parte esiste > 0 tale che

sup. |z | < B=> (M> € B.
j=1,...m 0z
Basta percid scegliere *F, in modo che || *F;||w,xr sia abbastanza pic-
colo da far si che, valendo (_g;_’"l) € B, risulti sup. | z| < f e successivamente,
l j=1..n

usando la (8), determinare », in modo che valga la (11).
La proposizione e cosi interamente provata.

3 . o, . ~ L .

LEMMA 1. Sia W un insieme analitico complesso di C, G — W un fi-

brato olomorfo vettoriale, o: G — @, o: W— W due antiinvoluzioni tali che
noo=gqomn,
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Sia F,(x,t) una (v — a)-applicazione o-invariante definita su un intorno
By < Tdi Wy><xTin W< Tawvalori in @el(r,t): n~1(By) X T'— a~1(B,)
un (u — a)-omomorfismo o-invariante di n—!(B;) in sé.

Se || 4 ||gxr & abbastanza piccolo esistono degli imtorni B;, B;= a (B,
di Wi=Wn<C; in W, i=1,2 e due (u — a)applicaziont o-invarianti
F,: B; < T— n~'(B;) talt che, ove le applicazioni sono definite si abbia :

F, (x,t) — A (t) (Fy(x, t)) = F, (, ¢).

PRrROVA. Per il teorema 9 di [3] esistono due intorni B;di W;,i=1,2
e due (v — a)-applicazioni F;: B; < T— a~1(B;) tali che, ove le applica-
zioni sono definite si abbia:

1) F; (x, ) — A (&) (F3 (x, t)) = Fy(w, 1)
Risulta :
(2) o (F} (a(x), t) — A (2) (Fy(a(x), ) = o (F, (2 (x), 1)) ;

tenendo conto che (t) & o-invariante e sommando la (2) alla (1) si ha:

1
s < (Fi(@,8) 4 0 Fi (@ (@), ) — A(0) (Fi (2,8) + 0 F; (2 (@), 1)) =
@)
( = —12—(F0(.’”. t) —|— o FO (a (.’l?), t)) = FO (.’t, t).

Ponendo F;,= "F/{, i =1, 2 dalla (3) segue la tesi.
Sia (F, n, W, L, L*) un fibrato analitico reale di gruppi sull’insieme
analitico reale coerente W di C ed (ﬁ ;, ff", Z, I*) un suo complessificato.

Supponiamo W sia un insieme analitico complesso di C e o: F— F, o:
W — W siano le antiinvoluzioni associate.

v

Sia F lo spazio fibrato vettoriale associato ad F e su esso sia definita

una norma g¢-invariante.
Supporremo infine siano verificate le ipotesi i), ii), iii) per i fibrati F,
v

vV oA A
F,F,F.

Nelle ipotesi ora enunciate possiamo formulare la

PROPOSIZIONE 2. Sia Fy: By X T— a1 (By) una (u — a)-applicazione
o-invariante definita in un intorno B, < T di VT’O < Tin W< T.

Sia inoltre Fy(By < T)c U(E) e ||3“ -Fyllpxr < & € > 0. Esiste allora
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g > 0 tale che, se ¢ << ¢, vi sono due intorni B;, a(B;))= B;, di W.-n C
in W’, t=1,2 ¢ due (v — a)applicazioni F,, F, o-invarianti ed omotope alle
(v — a)-applicazioni identiche tali che, ove le applicazioni sono definite si abbia:

F,.F;' = F,.

PROVA a). Poniamo s-F(x,t)= 5 (ar-(s-1 (Fy (=, 1)), 8€[0,1)=1 Ov-
viamente F,(x,t,8)=8-F, (x,t) ¢ una (u — a)-applicazione di B, < T =< I
a valori in —! (By) quando si considerino <{ < I, U < I come sottoinsiemi
di T < I. Come pure ® una (u — a)-applicazione la restrizione di F(x,t,8)

ad un insieme del tipo B, < T :< (8}, s€I, considerando i sottoinsiemi
d]=d>‘<‘8]y Cl{:——:%X{s] di ,=T><’{8). :

Dalla 1R-linearita di ; e dalle relazioni 0—1 o0 =g o 3—’, So 0=00 & si ha:

~

~

Fy (o (2), 1, 8) = 8 (8.6 (F, (x, 1)) = 8 (0+(8-6=1 (Fy (x, &) =

= 0 (3+(8-871 (Fy (=, ) = o (F, (&, 1, 8)),

quindi dalla o-invarianza di F,(x,t) segue la o-invarianza di F,(,t,s).

La (v — a)-applicazione F(x,t,s) definisce un’omotopia fra F,(x,¢t) e la
(¢ — a)-applicazione 'Fy: B, x T — U (e) si ha infatti F(x,t, 1) = F, (x, ),
F,(x,t,0) = e, ove ¢, & lidentita di =~ (2).

La proposizione sara dimostrata se proveremo l’esistenza di dune intorni
B; di lV; in Wedidue (w—a)-applicazioni o-invarianti F;: B; ><T><I—>;-1(B,<)
tali che:

F,(x,t,8) F7' (x,t,8) = Fy(x,t,8) su B)x T < s}, s€1I,

(1) By = Byn B, n By,

Fi(x,t,0)=e(x) sn BT x (0], i=1,2.

Infatti la (1) per s =1 da la tesi della proposizione.
Consideriamo D’applicazioue
A(t,8): 21 (B) < T - I—» 7~ (B,)
definita da

~

Lt 8): y— 6= (Fy(x (y), 1, )-8 (v) F, (x (v), ¢, 8)°).
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Fissati t,s e la fibra Papplicazione 1 (¢, 8), letta, tramite 5, nel fibrato ¥
¢ un automorfismo interno e quindi un omomorfismo di gruppi. Ne segue
che la sua espressione nelle coordinate normali & lineare perciod 4 (¢, 8) induce

fissati ¢ ed 8, un automorfismo lineare invertibile su ogni fibra di F
E poi immediato che Apux; © olomorfo per ogni t€.of e Ay = id

per ogni t€<Y, s€l, quindi A(t,8) & un (v — a)-automorfismo di 71 (B,) in se.

Vogliamo provare che 4 (¢, s) & o-invariante.

v

Tenendo conto del fatto che F,(x,t,8) & o-invariante e ;(o (y) =

= a(;(y)), Vye?z—l (x), ®€ By si ha:

Fo (7 (5 (§)y 8, 8) = oF, (7 (3), t, 8).

Ne segue, per la commutativita di o e 3:

v v

A(t,8) (0 (¥) = 01 (6 (Fo(m (u), £, 8) 0 (B (y) o (B, (7 ()8, 8))~) =

v v
~

= o (3=1 (K, (m (y) t, )3 (¥) Fy ( (9), &, =) = 0 (A(t, 8) (¥)

che prova la J-invarianza di (¢, s).

Dalla definizione di A(¢, 8) & immediato che esiste &, > 0 tale che, se
||8“’ (Fo (@, 1) ||, < & allora || 4||s, & abbastanza piccolo da soddisfare le
ipotesi del lemma 1.

Supporremo dunque nel seguito ]|5—l (Fo(xy 1)) |8, < &+
b) Siano *F;(z,t,8): B; < T < I— 17', t =1, 2 due (¥ — a)-applicazioni
o-invarianti definite su due intorni Bi > T « I'di (WinC) < TxI,i=1,2
tali che *F;(x, t, 0) = 0, per ogni xr€ B;, teT.
Vogliamo ora provare che esiste ¢>0 tale che se || *F. ||, p <z allora
vi sono due (¥ — a)-applicazioni o-invarianti F;: B; < T < I— F, i=1,2
definite su degli intorni B; di W.»n C in W, tali che per ogni 8 € I si abbia :

lim
-3 8 — 8

3_1 (Fi(myt,8") Fi(x,t,8) ) = "Fi(x, t, 8),
@)
ed inoltre F;(x,¢,0)=¢,, x€B;, te T ed ¢, = identitd di 7! (r).
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Tanto per fissare le idee supponiamo i = 1.
Notiamo le cose seguenti :

i) detta o*: L — I antiinvoluzione di L (per ipotesi I ¢ un com-
plessificato di L) esiste un sistema di coordinate normali z2,,..., 2, definito
in un intorno U, della identitd e di L tale che a*({z;)) =(2;} per ogni punto
{#)j=1..m di U,.

Infatti «* induce un’involuzione antilineare «’ sull’algebra di Lie ¢ di
T,; per il teorema 19 di [6] il luogo dei punti fissi di «’ & uno spazio vet-
toriale /' (su MR) di dimensione m.

Si verifica immediatamente che ¢/ ha una base formata da = vettori
¥y ey Uy linearmente indipendenti su (.

Identificando ¢ a C™ tramite tale base si osserva che a’ ha lo &tesso
luogo dei punti fissi dell’antiinvoluzione indotta dal coniugio e quindi le
due antiinvoluzioni coincidono. Prendendo dunque le coordinate normali

indotte su L dalla base ¥y, ..., Um 8i prova lasserto.

ii) Usiamo ora le notazioni del punto ¢) della proposizione 1; si os-
servi che per ogni punto {x,} < {tj€ B/ < T le (8) sono un sistema di equa-
dw;(8’, 8,) .

—a ’I=.:_7=1,...,m, come
funzioni note della variabile s, e le 2;(s)), ! =1, ..., m funzioni incognite.

zioni differenziali quando si considerino le

Supponiamo il fibrato sia banale e su 1 siano fissate, una volta per
tutte delle coordinate normali z,,..,z, con le proprietd dette in i). In
queste ipotesi fissato (x,, t) € Bi ~< T, F, si esprime : F, (z,,t,80)=(21(8o)i=1,...,m
ove le z;(s) soddisfano la (8) della proposizione 1.

11 sistema di equazioni differenziali dato dalla (8) e le condizioni ini-
ziali 2,(0) =20, l =1, ...,m, determinano completamente le z(s).

iii) Per provare la nostra aftermazione basta dimostrare che esiste
un ricoprimento di W’, n C con aperti T; di W tali che per ogni aperto 7'
si abbia T} = a (1), F su T, sia banale e la F, individuata da "F, su T}
sia o-invariante.

Restringiamoei dunque ad un aperto 7 aventi tali proprieta.

Siano wj = (21, .o, 2. 2 ey 2m)y, j=1,...,m, le funzioni che, nelle
coordinate normali 2, ... »Zm scelte in ii), danno applicazione 1" < 1"/— l’(I"/)—1
fra elementi di U,, U, < L.

Per ipotesi ’antiinvoluzione «* & un omomorfismo di gruppi, quindi si ha:

(3) a* (I’ (l//)—l) . a% (l,) (ai (lll))._]
per come sono state scelte le coordinate z,,...,2,, la (3) equivale a

(4) wy =y

'

s Z{’, vy 200 per ogni (I/,1’’)e U, < U,.

k4

——

g eee y
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Notiamo : F| (x,¢,8) = (2'(8)] l=1,..,m; per quanto provato nella
parte ¢) della proposizione 1 se ¢ & abbastanza piccolo possiamo supporre
{ert(s)) €U, fax€Ts, s, teTl

Per dimostrare il nostro asserto dobbiamo provare :

(5) Zht(8) = 2;@t(s), l=1,...,m €Ty, teT.

E immediato che:

- dz*t (8) dza= .t
Z, t — zal@)t _— [ J J— J .
(6) 2pt(s) = z (8) <——> | ds ]“1 = [ 0 J“I

Sia dunque F, applicazione determinata dalla *F, ed xy€ T;; poniamo
(7) .z;(x")'l(‘):zf"'t(s), J=1,..,m;

per quanto abbiamo via via osservato le funzioni *z* *)t(s) soddisfano, nel
punto a« (x,), il sistema di equazioni differenziali dato dalle (8) della propo-
sizione 1 con i dati iniziali voluti.

Per DPunicitd delle soluzioni si ha dunque

'z}:(z‘,,t(s) = z;(z"l("')! J=1..,m

e Dasserto & dimostrato.
¢) Trovare delle (u — a)-applicazioni o¢-invarianti F;(z,¢,8), i =1, 2,
che soddisfino la (1) equivale a determinare delle (u — a)applicazioni o-in-
varianti F; che soddisfino le relazioni:
Fy{x,t,8)F(x,t, 81 = (Fy(x,t,8)(F,y(x,t,8)(F, (x, ¢, s)"1)1.
-Fy(x,t, 8’y - F (r,t,8")- F, (r,t,8)"!
(8) ¢ per (&) < () €B,x T,0<s<1,|s —s’| < ¢*,&* abbustanza

piccolo

F;(x,t,0)=e(x) su B, < T ~ {0},i=1,2.
Infatti dalla (1) si prova la (8) sostituendo, nella (8), ad F(x,¢t,8")
espressione F, (x, t,8") F, (x,t,8")"1.

Osserviamo che se vale la (8) ed inoltre:

9) Fo (et 8') = F1 (x,ty8%) Fz (x,t,8")"!
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allora
(10) F,(x,t,8)=F, (z,t,8) Fy(z, ¢, 8.

La (9) vale per 8’ = 0 quindi la (10) vale per 8 < ¢*, prendendo 8’ = ¢*
si prova che vale la (10) per s << 2¢*; procedendo cosi si dimostra che dalla
(8) segue la (1).

1 %
Poniamo ora *F, (x, ¢, s) = lim i 6~ 1 (F, (x,t,8") F(x,t,8)"1); essendo
8 —s -
F, o-invariante tale & anche *F, e 'u — a) omomorfismo A definito da Fy.

Per il lemma 1 esistono due (¥ — a)-applicazioni o-invarianti *F;(x, t, 8)

definiti su due intorni B; <X T < I di 1‘17; > T < I tali che

(11) *F,(x,t,8) ="*F, (x,t,8) — A(t,8)*F, (, t,8), *F; (¢, 1, 0)=0,, i=1,2.
Per quanto provato nella parte b) e ¢) della proposizione 1 possiamo

supporre, tenendo conto del punto b) di questa proposizione, che esistano
due intorni B; > T > I di

(WinO)<x T<Tin W<Tx1I i=12 e due (u — a) —
applicazioni o-invarianti F,, F, legate alle *F, ,*F, dalla (2).

Vogliamo ora provare che F,, F, soddisfano alle (8) e quindi alle (1).
Si ha per la (11):

<071 (Fy (xyt,8") Fy (x,t,8) Iy (,t,8')) Fy(x,t,8)) 4

*F,(x,t,8) = lim
8 -8

8 — 8
(12)
. 1 %
+al'lgls P O~1(F, (x,t,8") F, (x,t,8)71).

Tenendo conto del fatto che vicino allidentita 3 & un omomorfismo, a
meno di infinitesimi di ordine superiore rispetto ad s’ —s, la (12) pud
scriversi :

1 7
(13) 0 = lim — g O~V (F,(x,t,8") Fy(r,t,8)71) 4

s 3

+ lim 6=V (F,y (2, t, o) F, (z,t,8) F, (x, t, ') Fy (x, t, 8")1) +

8§ — 8

2 dnnale deda ScuolaNorm. Sup  Pua.
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1

s — 8

8-1(F, (x,t,8") F, (x, t, 8)") =

-+ lim

8 -3
1 %
= lim pr— 0! (Fo (@, t,8) Iy (x, ¢, 81 Fo (x, ¢, 8) F2 (, t, 8) F, (x, t, 8/,
8 —38 -

< Fy(x,t,8)"1 F, (x,t,8") F, (w, 8, 8)7") =

3—1 (Fo (x, t, 8) I"z (2, 8y &) Fy (x, t, 8)71 -

= lim

8 -8 8’

— 38
< Fy(x,t,8')"1 F, (x,t,8)F, (2,87
Rimane da provare la prima delle (8) la quale si puo scrivere:
Fy(x,t, 871 = Fy(, t, s) F, (x, t,lal’)“l Fy(x,t, 8’y F, (x,t,8) F, (x, t, 8)"1

per |s — 8’| < ¢&*
od anche

(14) Fy(x,t,8)" F(x, t,8)" ' F, (x,t,8) = Fy(a,t,8)7 Fy (o, t,58")71 F, (z,¢,8)

per |8 —s"| <"

Per provare la (8) basta quindi provare che ’espressione della (14) non
dipende da s e quindi & eguale alla (u — a)-applicazione identitd per ogni
s€1l, (in quanto F,(x,t,0)= F, (x,t,0)= F(x,t,0) = e,).

Per il teorema della media bastera quindi provare che la derivata ri-

spetto ad s della funzione che compare nella (14), letta in f‘, e identica-

mente nulla.
Ponendo 8’ = s 4 4s basta dunque dimostrare:

~

-1 (F,(x,t, )L Fy(x,t,8) F, (x,t,8) F, (x, £, ") -
“ (@, b)) F (2,8, 87) =0

lim —
s>g 8 — 8

per ogni s€[0, 1],
od anche, equivalentemente :

3—1 (Fy (x, t, 8) Fy (x,t,8) Fy(x,t,8')"" Fy (2, ¢, 8)7 .
- Fy(x,t,8) F (2, ¢,8)7")=0

. 1
lim
s-+3 8 — 8

che & la (13); la proposizione & cosi completamente dimostrata.
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OSSERVAZIONE 2. Nelle ipotesi della proposizione 2 supponiamo inoltre

sia o = T ed ogni componente irriducibile di W incontri C; in questo caso
le due (¥ — a)-applicazioni o-invarianti F; si possono supporre definite su
due intorni B} x T di Wix T.

Si noti infatti che si & dovuto restringere il campo di definizione delle
F; costruite in [3] soltanto per provare che se le *F; sono o¢-invarianti an-
che le F;, ad esse legate dalla (2) del punto b) della proposizione 2, sono tali.

Osserviamo ora che se una sezione analitica definita su un insieme ana-
litico irriducibile & o-invariante su un aperto (stabile per I’antiinvoluzione)
8 o-invariante su tutta la componente irriducibile quindi, nelle ipotesi fatte
all’inizio di questa osservazione la proposizione 2 prova l’asserto.

COROLLARIO 1. Nelle ipotesi della proposizione 2 fissato ¢ > 0 ed un

intorno By < T di W, < T esiste 5 > 0 tale che se || 51 oF, ||z xr < n allora
le (w — «)-applicazioni o-invarianti F,, F, che soddisfano la relazione
Fy=F,-F;"' 8i possono prendere in modo che valga | Fillg;xr <& t=1,2,

ove B; sono intorni di W,-n Cin W.

ProOVA. Le (v — a)-applicazioni F; determinate nella proposizione 2 sono
costruite come nelPHilfsatz 5 di [3] quindi si possono ripetere gli argo-
menti della proposizione 1 ed il corollario risulta provato.

Siamo ora in grado di provare il

TEOREMA 1. Sia W un insieme analitico reale coerente di C ed (F,n,
W, L, L*) un fibvato analitico reale di gruppi in cui (L, L*) sia complessifi-
cabile. Sia definita su i‘ una norma e sui gruppi di sezioni di F si consideri
la topologia della converyenza uniforme sui compatti.

Sia B, un intorno aperto di Wo= WnC;, in W ed F,: Bj— F una
sezione analitica continuamente omotopa alla sezione identita.

Esistono allora due intorni B, ,B, di W,, W, in W ¢ due sezioni ana-
litiche omotope alla sezione identita: F,: B,—> a~1(B;), i =1, 2, tali che ove
le applicazioni sono definite 8i abbia: Fy=F, - Fit.

PROVA. Sia ¢’ un intorno di € in R" e ¢’ un intorno di € in qgr.

Per i teoremi 17 e 18 di [6] Pidentita ¢: W — C’ si estende ad un iso-
morfismo 1: W —»?(W) c 0’ fra un complessificato W di W ed un insieme
analiticoﬁi(ﬁ") di un intorno del parallelepipedo ¢ di C». ldentificheremo

nel seguito W con 7( IV).
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Per la proposizione 1 di [8] si pud supporre che il coniugio di C* tra-

sformi W in s® e W sia il luogo dei punti fissi di W.
Sia dunque:

1) C={mleC | |o|<a,|y|<b,a>0,5>0,j=1,2.,1
ove z;=x;+ 1;,j =1,..,n sono le coordinate di C*.

Sia (1'?’\;77, ﬁ", f, E’) una complessificazione di F e ¢: F— ¥ 1a sua an-
tiinvoluzione (una complessificazione di F esiste, per il teorema 1 di [7],
supporremo inoltre W sia uno spazio di Stein).

La F,, per ipotesi & omotopa alla sezione identitd, esiste quindi un
intorno By, di W, in W ed un numero finito F; ... F? , di sezioni analitiche
definite su B, tali che su B, si abbia Fy=Fy --- Ff Fs(B,) c U(E),
i=1,..,p (& immediato che F;, & prodotto di un numero finito di sezioni
continue a valori in U (E).

Essendo dette sezioni approssimabili con sezioni analitiche (vedi [7])
segue l’asserto).

Esiste un intorno E’) di B, in W su cui sono definite delle estensioni
o-invarianti Fy di F§ i = 1,..,p.

Se i b,j=1,...,n, che compaiono nella (1) sono abbastanza piccoli
ﬁ{, ® un insieme analitico di O e possiamo anche supporre, restringendo e-
ventualmente 'intorno, valga : f’.} (ﬁ’o) c ﬁ(E).

L’intorno E’, pud essere preso di Runge rispetto a W; per i risultati
di H. Grauert ([2]) possiamo approssimare arbitrariamente iol con sezioui
olomorfe G; definite su tutto W e tali che G'(W)c U (E). E immediato poi
vedere che le G si possono prendere anche in °I'y (f) (se risulta lim

@i =F! si ba: lim 3 (37" @) = FJ).

Fissato ¢ > 0 esiste quindi ¢ = G*... 47 € “I'g; (¥ tale che |G- Fy || 5y <e
ed inoltre G (W) c U (B), Gc °I'y (F).

Se ¢ & abbastanza piccolo per il corollario 1 esistono due sezioni olo-
morfe o-invarianti @, , G, definite su due intorni di, W,, W, tali che
G:(Wy) c ﬁ(E), i=1, 2, ed inoltre, ove le applicazioni sono definite risulti:
1. F=6,-6;".

Posto ¥,= @@, , ¥, = @, si ha dunque F,=F,.F;".

La sezione G & prodotto di un numero finito di sezioni olomorfe o¢-in-

varianti @!... G? che sono a valori in U(E), come provato nell’osservazione 1
esse s0no o-analiticamente omotope alla sezione identita.
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Ne segue che F,,F, sono c-analiticamente omotope alla sezione iden-

~

titd e quindi F; = Fyw,,t =1, 2 soddisfano alla tesi del teorema che & cosl
dimostrato.

CoROLLARIO 2. Usando le notazioni della proposizione 2 supponiamo che
Fy: By <XT— ;—I(Bo) sia una (u — a)-applicazione o-invariante e c-omotopa
alla (w — a)-applicazione identitda (cioé esiste una omotopia @: By <X T X I —
— 71 (B,) tale che @u—g = Fy, Q=1 = (u—a)-applicazione identita, @) & o-in-
variante per ogni tE€ [0, 1]).

BEsistono allora due (v — a)-applicazioni o-invariantt Fy, i =1, 2, defi-
nite su degli intorni B; di W.n C tali che, ove le applicazioui somo definite 8t
abbia : Fy=F,-F; ' ed inoltre le F; siano o-omotope alla (u — a)-applicazione
identita.

PRrRoOVA. Con ragionamenti analoghi a quelli svolti nel teorema 1 ci si
riduce a risolvere il problema delle matrici olomorfe invertibili vicino al-
Pidentita ; il corollario 1 dimostra quindi D’asserto.

§ 2. Teoremi di approssimazione per le sezioni continue di un fibrato
analitico reale di gruppi.

Sia (F, n, W, L, L*) un fibrato analitico reale di gruppi avente per base
uno spazio analitico reale coerente ogni cui componente connessa abbia di-
mensione finita.
Indichiamo con #, (W, F'), 7, (W, F) gli insiemi delle classi di omotopia
delle sezioni continue ed analitiche di F.
Scopo di questo paragrafo & provare che ogni sezione continua di F
& uniformemente approssimabile con sezioni analitiche e che P’immersione
I'w (F)— I'y (F) induce un’applicazione bigettiva n, (W, F)— a, (W, F).
La dimostrazione dei fatti enunciati si svolge sostanzialmente in due
tappe :
I) si prova J’asserto nel caso senza singolarita
II) ¢i si riduce al caso senza singolarita estendendo il fibrato asse-
gnato e la sezione ad una varieta che contiene W.
Sia V un insieme analitico reale coerente, localmente chiuso di R" e

~

V un suo complessificato definito in un aperto di €=
Detta « ({z;})) = [2;} V’antiinvoluzione indotta dal coniugio in " suppo-

niamo a (V)= V.
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Sia (F,n, V, L, L*) un fibrato analitico reale di gruppi e la coppia (I,
L*) sia complessificabile.

Notiamo infine con (F’, 7?; 1~7, f, I*) una complessificazione di F costruita
come nel teorema 1 di [7] (ciod tale che F sia associato ad un cociclo che

ristretto a V gia a valori in L*) e con o: F-—F 1 antiinvoluzione asso-
ciata.

LEMMA 2. Sia y: V — F una sezione continua.
o Lo—4 . . 3 -
Esiste un intorno V' di V in V ed una sezione continua o-invariante

y: V—TF che estende y.
Se nel fibrato F L* é riducibile (topologicamente) ad un gruppo di Lie
compatto allora esistono un fibrato analitico reale (F’, n’ U, L, L*) che estende

F ad un aperto U di R*, un fibrato olomorfo (f"’,?z’, 7], Z, I*) che estende

~

F ad un intorno T di C* ed una sezione continua ;’: U— 7 che estende y
ed ¢ o-invariante (c 8i estende ad i’).

Il fibrato 7 si puo scegliere in modo che sia un complessificato di F’.

ProvA a) Dimostriamo prima la seconda parte del lemma. Essendo il
gruppo strutturale di F riducibile ad un gruppo di Lie compatto ’L* esiste
un fibrato analitico reale principale p: B — X ed un’applicazione analitica
reale f: V— X tale che f*(B) & un fibrato analitico principale associato
ad F (vedi [7] corollari 1 e 2 del paragrafo 4).

L’applicazione f: V — X si puo estendere ad un’applicazione analitica
f'+ Uy— X definita su un intorno Uy di V in IR™ Infatti X & una varieta
analitica reale (vedi [5] pag. 103) e 8i pud percid identificare ad una sotto-
varietd analitica reale chiusa di R™.

In RR™ esiste un intorno W di X ed un’applicazione analitica »: W — X
tale che r x =id.; 'applicazione f: ¥V — X c R™ si estende ad una appli-
cazione analitica f’/: Uy — R™, esiste percido un intorno Uy di V in R
tale che Uy c Uy, f" (Uy) c W. '

L’applicazione f’ =1r o f’: Uy— X & analitica ed estende f.

11 fibrato B2 X ha come gruppo strutturale L* che & complessifica-
bile in quanto sottogruppo del gruppo ortogonale, quindi il fibrato B & com-
plessificabile (vedi [7] § 2).

Sia B2 X una complessificazione di B fatta come nel teorema 1 di
[7] ed f7 : ﬁv—ni un’estensione olomorfa di f’ ad un intorno U vy di Uy
in €~

I1 fibrato analitico /”* (B) & un fibrato principale associato ad un fibrato
analitico reale (F’, n’, Uy, L, L*) che estende F.
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11 fibrato ]v"’ (ﬁ) & un fibrato principale associato ad un fibrato olomorfo
(F’, , ’l\jv, IT, f’). Per definizione di immagine inversa di un fibrato tra-
mite un’applicazione esiste un cociclo olomorfo associato ad F che ri-
stretto ad Uy & a valori in L* ed & associato ad F’, quindi, per il
corollario 2 del paragrafo 2 di [7] esiste un intorno Uy di Uy in Uy tale

che (7:’)—1(5';4)1; U% & un complessificato di F.
Segue anche, dal citato corollario 2 del paragrafo 2 di [7] che (;, X (f"v)
pud essere scelto in modo da prolungare F.
b) Sia Uy un intorno aperto di V in Uy che sia contrattile su V
(tale intorno esiste per i noti teoremi sulla triangolabilita degli insiemi se-
mianalitici reali).
Esiste percid un’applicazione continua ¢q: Uy — V tale che ¢ y=id,,
q: Uy — U,/ & omotopa all’applicazione identica.
Dal fatto che ¢ & omotopa all’applicazione identica segue che il fibrato
9" (F) & equivalente al ﬁbrato F’ ristretto ad Uy, esiste percid un’applica-
zioni di fibrati ¢,: (n’)") (U%)— F tale che noq,=qon’ (vedi [5] pagg.
47-48) (ricordiamo che (hre g, applicazione di fibrati equivale a dire che g,
ristretto alle fibre & un isomorfismo).
Ogni sezione continua y: V — F ammette un’estensione continua p’:
Uy — F’; basta infatti porre:
y () =y ove y & Delemento di (n’)~!(x) tale che g, (y) =y (¢ (x)); tale ele-
mento esiste, ed & unico perché q, induce degli isomorfismi fra le fibre.
¢) Per quanto provato nei punti a) e b) bastera dimostrare il lemma
nell’ipotesi in cui V sia un aperto di R* e ¥V un aperto di C».
Siano 2zj=x;+} iy;,j = 1,...,n le coordinate di C"; per ipotesi se
{z5) € V, allora y, =y, = ... =y, = 0.
Sia y: V— F una sezione continua.
Ragionando come in b) si prova che esiste un intorno V, , con a(ﬁi)=

~,, di V in ¥ ed una sezione y‘ V —» F che estende y.

Consideriamo linsieme W, = {{z;} € V1 | 4o = ... =y, = 0} e definiamo in
W, la sezione

7 ({) se y, =0
0

g =
Loy, (afz)) se y, <0

Ragionando come sopra si deduce che esiste un intorno V, di W, in V,

con a(V,) =V, ed una sezione y,: V, — ¥ che estende y'.
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Consideriamo l’insieme W, = {{2;} € f’; |y3=1..=y. =0} e definiamo
su W, la sezione

’ e ([25) se y, =0
Y? ({2) = |
Vo (yy (2 ({2]) se y, <0,

La sezione »? risulta continua e o-invariante perch® y! era tale ed
inoltre, y* estende yi.
Procedendo cosi dopo n — 1 passi si definisce su un intorno W, di

V in V un’estensione continua e c-invariante di y e la seconda parte del
lemma & cosl dimostrata. .

La prima parte del lemma si dimostra ragionando esattamente come
in questo punto, tenendo presente che « (17)=f7e ¥ & chiuso di un aperto
di ¢~.

LEMMA 3. Sia n: @ — W un fibrato analitico reale avente come base e
come spazio totale delle varieta analitiche reali. Sia d: @ X @ — R una
metrica che induca la topologia di G ed ¢: G — R+, Rt =]0 4 oo [ una
Sunzione continua.

Data una sezione continua y: W — G esiste una sezione analitica y’:
W — G tale che d (y (), y’ (x)) < e(x) per ogni x€ W.

PROVA. Per quanto provato in [5] pagg. 25-28 esiste una sezione (=:

y"’: W— @ tale che d(y (x),y"’ (x)) <i(2—x) per ogni € W (in [5] il risul-

tato & enunciato nel caso in cui e sia una funzione costante ma, con la
medesima dimostrazione si ottiene il risultato da noi riportato).

Per i noti teoremi di immersione W e G si possono identificare con
due sottovarieta analitiche chiuse di IR™, IR ed in ™, IR" esistono due
intorni Uw, Ug e due retrazioni analitiche ¢: Uy — W, ¢ : Ug— G.

Si possono applicare gli argomenti della proposizione II. 15.4 del libro
« Analysis on real and complex manyfolds » (D. V. Nostrand, Princeton) di
R. Narasimhan e dedurre che, per i risultati di [9], esiste un’applicazione
analitica y*: W — @ tale che: 4 =m0 y*: W — W sia un’applicazione bi-
gettiva analitica insieme all’inversa e posto y’ = y*o 4~ valga :

dw (@), v’ (@) < f—(g—’ e W

Si verifica che y” & una sezione analitica e vale. d (y (x), y’ (1)) < & (%).
Il lemma & cost provato {1).

(!) Questo lemma & dovuto al prof. R. Narasimhan.
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OSSERVAZIONE 1. Nelle ipotesi del lemma precedente se y & una sezione
Cr o C~ la sezione analitica y” si puo scegliere in modo che approssimi y
insieme alle sue derivate (nel senso definito nel citato libro di R. Narasi-
mhan).

TEOREMA 2. Sia (F,n, V, L, L*) un fibrato analitico reale, V sia uno
spazio analitico reale coerente ogni componcnte connessa del quale abbia di-
mensione finita, L* sia riducibile, (topologicamente), ad un gruppo di Lie
compatto ed L sia una varietd.

Sia d: F <X F— R una metrica che induca la topologia di F ed ¢: V —»
— Rt, Rt =10, 4 oo [ una funzione continua.

Per ogni sezione continua y di F esiste una sezione analitica y, tale che
d (yq (%), y (¥)) < € (x), per ogni x€V. Se F é un fibrato di gruppi si pud
inoltre supporre che y, sia omotopa a y.

ProvA a) Evidentemente basta dimostrare il teorema nel caso in cui
V sia connesso ed L* sia un gruppo di Lie compatto.

Nel seguito supporremo verificate queste ipotesi.

Per quanto provato in [6] esiste una complessificazione V di V tale
che V sia uno gpazio di Stein ed & definita un’antiinvoluzione ;\: V7
per cui si ha V= (re¢ ﬁ|;\(w ) = a}.

Emste moltre un’app]lcazmne olomorfa, iniettiva, propria cp V—Cr
tale che <poa = o* otp ove «* & l'antiinvoluzione indotta dal coniugio.

Vogliamo ora provare che V’/ = @ (V) & un complessificato di v’ =; (V)
e quindi V' & un insieme analitico reale coerente. Osserviamo che per ogni
punto x € Vil germe V. di ¥V in « ha lo stesso numero di componenti ir-
riducibili del germe di ¥’ in é;( x). Infatti gé propria quindi, se ’f"" & una
componente irriducibile di INf,c, allora <p( )é per un noto teorema di
Remmert, un germe ’ch( )dl insieme analitico di V" - @ . Se ’V o fosse ri-
ducibile le immagini inverse delle sue componenti 1rr1dumb111 scomporrebbero

V,i il che e assurdo quindi V,, e V‘; hanno lo stesso numero di compo-

nenti irriducibili.
Dimostriamo ora che per ogni € V il germe V, di V in x ha lo stesso

(=)

numero di componenti irriducibili del germe VLH di V/ in % ().
@ (7
Infatti ti’ @ non pud avere pit compounenti di V, (I'immagine inversa

di un germe di insieme analitico & un germe di insieme analitico).

! « . . . T .
Se V& @ dvesse meno componenti irriducibili di V, allora per una al-

meno : ”177; @ delle componenti irriducibili di f}‘ém (che sono tante quante
sono quelle di V,) dovrebbe essere :
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"17:; @ N |4 C(V'é @ = ’V;‘I))n V e questo non avviene perche V & un com-

plessificato di V e $ ¢ iniettivo.
Per quanto osservato si pud applicare il lemma 13 di [6] e si conclude

che V/ =5(V) ¢ coerente.

b) Sia B-z)X il fibrato universale rispetto al gruppo L* ed alla
dimensione n = dim. V (vedi [5]).

Esiste un’applicazione continua f,: V — X tale che il fibrato f.* (B) sia
topologicamente equivalente al fibrato principale associato ad F.

L’applicazione g.= f,op~1: V' — X, ove ¢ ='<;J'V, induce un fibrato
topologico principale ¢f (B) di base V.

Sia g,: V/— X un’applicazione analitica omotopa a g, (tale applica-
zione esiste, vedi [7] pag. 738); essendo f, = g.o@, fc= g.op l'applicazione
Ja ® omotopa ad f..

Fy) = ga (B), Fy, = f;*(B) sono fibrati analitici principali di base V', V:

notiamo con F,.’“—a> v, E,,”—a> V i fibrati di fibra 1, associati ad essi.

Per i risultati di [7] il fibrato F,, che & topologicamente equivalente
ad F & anche analiticamente equivalente ad esso.

Identicheremo dunque F, ad F.

Si ha inoltre :

Py = (ga o 0" (B)= " (g2 (B) = ¢ (FY).

Esiste percid un ricoprimento aperto {Ui;c; di V" ed un cociclo g; ;j:
U:n U;— L* associato ad F, tale che il cociclo ¢f j=g; joq (U Nep(U;)— L*
definito sul ricoprimento {p (U} sia associato ad F; .

Siano g, : 21 (U) — U, < L, ¢;: (7)) (¢ (U)) — @ (U,) < Ly i €I, delle
carte di F,, F, rispetto alle quali sono definiti i cocicli {g; ;}, (g ;).

Le applicazioni gj—l oy 20 ;! (U)—> (7)) M (U) definite da %, (@, ) =
= (p(®),!) x€ U;, L€ L, i€ I, inducono, per incollamento, un’applicazione
analitica di fibrati: y: F,— F, .

Assegnare una sezione analitica y; di F, equivale a fissare delle appli-
cazioni analitiche
ya.i @ (U) — @ (U;) < L, i€ I, tali che:
ya. i (@) = (%, l;(x)) e 8i abbia: li(x)=gi ;@) -l«x), x€@(U;nUj,i,jel

Le applicazioni y?: U;— U; < L definite da:
¥ (p=1 (@) = (¢! (x), l; (p~! (x))) sono analitiche e vale: li(y) =g.,,y) |, (y),

I, x € p(U;) Np(U;) quindi le pf definiscono una sezione analitica y*: V" —F,

~he y* = y~loylop.



delle matrici olomorfe invertibili ecc. 553

¢) Da quanto visto fin ora segue che per provare il teorema basta
dimostrare che ogni sezione continua y.: V' — F; puo essere approssimata
(nel senso dell’enunciato del teorema) con una sezione analitica yq: V'— F, .
Data infatti la sezione y: V — F, sia y, = yoyop~l e y4: V'— F, la
sezione analitica approssimante y; allora si pud costruire la sezione analitica
Ya: V—>Fa, ya=px"109ps0¢ e y, approssima y (si puo supporre y 8ia
un’isometra fissando una metrica su F, ed inducendola su F, tramite y).
Ci siamo dunque ridotti a provare il teorema nel caso in cui la base
del fibrato sia un insieme analitico reale coerente di MR™.
Supponiamo dunque V c R".

Per il lemma 2 esiste un fibrato analitico (f‘, ;z, Uy L, L* che estende
F ad un intorno Uydi V in WR"™.

Per il medesimo lemma esiste una sezione continua ;': Uy — F defi-
nita su un intorno Uy di V in Uy che estende y.

Per il lemma 3 ; e quindi y si possono approssimare con sezioni ana-
litiche e la prima parte del teorema & provata.

Rimane da dimostrare che se F & un fibrato di gruppi la sezione ana-
litica y, pud essere scelta omotopa a y. Per provare questo basta dimo-
strare che (y,0y~!)(V) c U(E) e questo & conseguenza immediata di quanto
dimostrato nella prima parte del teorema.

. n g . .
PRroOPOSIZIONE 3. Sia F— V un fibrato analitico reale di gruppi e V
uno spazio analitico rveale coerente ogni componente connessa del quale abbia

dimensione finita e sia fissata una norma su F.

Siano y,,y, due elementi di I'y (F) continuamente omotopi (cioé esista
uwapplicazione continua a:I— I'y(F) tale che a(0)=1y,, a(l)=y,), al
lora y, e y, sono analiticameute omotopi (cioé esiste un’applicazione continua
a’: I —I'y (F) tale che a’ (0) =1y, ,ad' (1) =y,).

PRrROVA a) Sia K un compatto di V e yKEFi{(F); se y, @& omotopa

alla sezione identita e, di Ik (F) allora 7x © nella componente connessa
di ex. Ne segue che dato un intorno U di ex esiste un numero finito
yK, .., 7K di elementi di U tali che:

(1) e =7rF .. K.
Dalla compattezza di K si deduce che:
Wg=yel'x(F)|y(K)c U(B)

¢ un intorno di ey nella topologia della convergenza uniforme sui compatti.



554 A. ToeNoLr: L'analogo del teorema

Si & cosi provato che se y, & continuamente omotopa ad ¢, nella (1)
si puo supporre che yX, .., yX siano in W,.
Sia y€ I'y (F), y continuamente omotopa alla sezione identita.
Vogliamo provare che dato un compatto K di V ed un numero positivo
¢ esiste una sezione analitica y’,y’ € I'y (F) tale che:
(2) »” & analiticamente omotopa alla sezione identita ed inoltre ||y’-y=1|x <e.
7,k ¢ omotopa ad e, , quindi esistono 7K,y yK elementi di W, tali
che y . = K. yK.

A A
Le sezioni y; =010 yX, ...,y =6~ o yK si possono approssimare arbi-
v v v

trariamente con elementi p,,..,y; di 'y (F) tali che y;(V)c U(0), j=1,...,i

(vedi lemma 5 di [7]).

v

Ne segue che, fissato ¢ > 0, si possono scegliere le sezioni ;, y eeey i ID
modo che, posto y;= d o ;j, j=1,...,n, risulti ||y"-p7'|x <&, ove
Y =rereeevie |

Le sezioni y; sono analiticamente omotope alla sezione nulla, di conse-
guenza le y; e quindi y” & analiticamente omotopa alla sezione identita.

La (2) e cosl dimostrata.

b) Osserviamo che due elementi y,, y, di I'y (I") sono continnamente
(od analiticamente) omotopi se, e solo se y -y, & continuamente (od anali-
ticamente) omotopa alla sezione identitd ey di F.

Per provare la proposizione basta dunque dimostrare che se y € I'y (F)
& continuamente omotopa ad ey allora & anche analiticamente omotopa ad ey.

Sia {Ka),e v una successione di compatti di V tali che:

o

Koy DK,y ¥neN ed UVK,,=I'.
7

L€ S

[

Per quanto provato in a) esiste yt€ I'y (F) tale che | p'.y ! ’1,{‘ <

e p! & analiticamente omotopa ad ey .
La sezione y'.y—! & continuamente omotopa ad ¢y, esiste quindi
y2€ I'y (F) tale che:

1
727y |k < 7 ° y% & analiticamente omotopa ad ey .
In generale esistera y"€ 'y (F) tale che:

1 s
[ymeymtipter™ |k, < e sia analiticamente omotopa ad ey .

Risulta: y = lim p".p"~1..y! e quindi, essendo ogni y* e percido ogni
n »oo

yr.pn—l .yl analiticamente omotopa ad ey si ha che y & analiticamente
omotopa ad ey .
La proposizione & cosi dimostrata.
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Nelle ipotesi della proposizione 3 per ogni insieme U, U c V conside-
reremo in I'y (F) la relazione di equivalenza :

R
71 ° ¥, 8¢ e solo se y, & continuamente omotopa a y,.

In I'y(F) sia ‘¥, la relazione di equivalenza:

71 ~ 7, 8¢ e solo se y, & analiticamente omotopa a y,.

Gli insiemi = (U, F) = I‘{;(F)/q@, 7g (U, F) = I'y (F)jp ~ verranno detti
gli insiemi delle classi di omotopia continua ed analitica.

L’immersione i: I'y (F)-— I'y (F) induce, per passaggio al quoziente
un’applicazione i, : n, (U, F)— = (U, F).

Il teorema 2 e la proposizione 3 dimostrano il seguente

CoROLLARIO 3. Sia (F,n, L, L*) un fibrato analitico reale di gruppi
avente per base lo spazio analitico reale coevente V ogni cui componente con-
nessa abbia dimensione finita,

In queste ipotesi Vapplicazione i,: ng (V, F)—> n (V, F) é iniettiva, se L*
¢ riducibile (topologicamente) ad un gruppo di Lie compatto allora i, é
surgettiva.

OSSERVAZIONE 2. H. Grauert dimostra, nel caso complesso, con V
spazio di Stein, la bigettivita di i,: n, (V, F)— a2 (V, F) per mezzo di un
unico teorema piuttosto tecnico (il teorema 7 di [3]). .

Si pud dare una forma «o-invariante» di tale teorema e con essa
dimostrare il corollario 3 nel caso in cui V sia compatto.

Riportiamo qui ’enunciato di tale teorema lasciando i dettagli al lettore.

Premettiamo alcune definizioni : sia (F,#, V, L, L*) un fibrato analitico
(reale o complesso) di gruppi. Sia T uno spazio topologico compatto ed of, U
due chiusi di 7 con U c A.

Posto I=1[0,1] sia T, =T < I ed oA,, U, due chiusi di 7', tali che:

ol > U, ed inoltre o, N (T < ]0,1)) = o =< (]0,1[)
1)
U, N T < (]0, 1) = U < (10, 1]).

Indichiamo con « l’insieme
i = ol U (1" < (1)) U(T x (0})
ove T’ & linsieme dei € 1' tali che r < {1} €{,.
Sia ora H: V > T, — F una (u — a)-applicazione rispetto agli insiemi

sy, Uy di T,; H si dice una (u — a°)-applicazione se Hjyxy & analitica
per ogni 7€ .
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Date due (v — a)applicazioni H;(v, T,t), H;: V X I <X I— F, i=1,2,
diremo che esse sono (u — a®)-omotope se esiste una (v — a)-deformazione
H'(v,v,t,8), H': V< T x I < I— F tale che:

H' (¢v,1,t,1)=H, (v,7,t), H' (v,7,t,0)= H, (v,1,¢)
H' (v,v,1,8)= H, (v,7,1)= H,(r,7,1) per veEV, teT, ¢t 8¢l

Sia (F,n, V, L, L*) un fibrato olomorfo e siano definite due antiinvolu-
zioni o: F—» f, a: V— V tali che 70 0=q o

Diremo che una (v — a)-applicazione H: V < T < I — F & una (x—a?)-
applicazione o-invariante se ¢ una (v — a°)-applicazione ed inoltre & o-inva-
riante come (v — a)-applicazione. .

Date due (v — a)-applicazioni H;: V > T < I — F, i =1, 2, diremo che
esse sono (w — a® — o)-omotope se esiste un’omotopia H : V< Tx<IxI— 7
fra H, ed H, tale che H yxrxIx 8ia invariante per ogni s € I ed inoltre H
stabilisca una (u — a°-omotopia fra H, ed H,.

Siano 2; = x; + y;, j = 1,...,n delle coordinate di C" e

6=“zj]£¢"||wf|£ah “/J"gbj’ “J',bj>01j= 11-"7"'}'

Sia a ({2j}) = (2] I'antiinvoluzione di C" indotta dal coniugio, V un
insieme analitico reale coerente definito in un intorno di CnWR* in R,
(F,=n, V, L, L*) un fibrato analitico reale di gruppi.

Sia V un insieme analitico complesso definito in un intorno di € H
supponiame inoltre che V sia un complessificato di V e si abbia « (7’)= V,
V=|x¢ V]a(x).—_-w].

Notiamo infine con (17, ;, Y/, Z, Z’) un complessificato di F avente

Pantiinvoluzione ¢: F— F.
Con le notazioni ora introdotte possiamo enunciare la:

PROPOSIZIONE 4. Sia T uno spazio compatto, of, U due chiusi di T,
A>U,ed H: VX TXI— l’:", I=1[0,1). una (v — a)-applicazione rispetto
a due insiemi A, , U, soddisfacenti la (1)

Se H ¢é o-invariante esiste un intorno U di V=7Vn RN C in ?, con
a(v)=ﬁ, ed una (v — a%-applicazione o-invariante °H : U« 1T.<I—TF che

—_a® — ¢)-
e (u—a o)-omotopa ad H|ﬁx1’x1'

ProvA. Si ragioni come nell’Hilfastz 6 di [3] usando la proposizione 2
ed applicando il processo di induzione solo agli assi reali, x,,..,ux,.
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Per ridimostrare il corollario 3 nel caso compatto si ragioni come in (3]
tenendo conto de! lemma 2.

OSSERVAZIONE 3. Il teorema 2 afferma che ogni sezione continua di
un fibrato analitico reale di gruppi avente per base uno spazio analitico
reale coerente di dimensione finita & approssimabile, uniformemente con
sezioni analitiche.

Si pone naturale il seguente problema: sia V una varietad analitica
reale W uno spazio analitico reale coerente ed f: V — W un’applicazione
continua ; esistono delle applicazioni analitiche f,: V — W tali che: fissata

una metrica d: W < W — R si abbia d: (fn(m),f(x))<%, MzeV?

Diamo un esempio che mostra come la risposta a tale questione, in
generale, sia negativa.
Sia

V=lnyeR|e=1), W= |(x,y) € R?| 2* — y* = 0]

frLy—(yly.

Sia ora ¢: V — W un’applicazione analitica, dimostriamo che ¢ (V) &
contenuto interamente in una delle due rette R,, R, di equazione x—y=0,
x4+ y=0.

Per ragioni di connessione infatti se cosi non fosse esisterebbero due
aperti U,, U, di V tali che f(U,)c R, f(U,) c R,.

La funzione y = g,09: V— R, ove g¢,: (x,y) — — y & analitica su V,
identicamente nulla su U, ma non su V e questo & assurdo perche V e
irriducibile.

Da quanto detto & immediato che f non pud essere approssimata con
applicazioni analitiche.

Istituto Matematico
Universita, Pisa
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[0] H.
[1]J.
[2] H.
(3] H.
[4] H.

[5] N.
(6] A.

[7] A.

[8] A.

(9] H.

A. TogNoL1: L’analogo del teorema
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