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L’INTEGRALE DI FUBINI-TONELLI

NEL SENSO DI WEIERSTRASS

II. CASO ORDINARIO

di CALOGERO VINTI (*)

1. 1 ntroduzioile.

Per l’integrale di Fubini-Tonelli

inteso nel senso di Weierstrass (C.’)), ho recentemente stabilito [21] dei
teoremi di esistenza e di approssimazione e queste proposizioni sono state
raggiunte introducendo per le funzioni di rettaugolo Q (R), R c una de-

finizione d’integrale di Weierstrass, che richiamerb al N. 2, « intermedia »
tra le due ben note proposte da J. C. Burkill [2]: quella in senso «esteso»
operando con suddivisioni di Ro in classi (Riji, 2,..., n, ciascuna data
c1a un prodotto cartesiano di suddivisioni di due lati consecutivi di ~o ~
quella in senso «sti&#x3E;etto » operando con decompoeizioni di Ro in classi

---- -------

Pervenuto alla Redazioue il 10 Ottobre 1967.

(*) «Lavoro esegaito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca n. 18 del Comi-

tato per la Matematica del C. N. R. per l’anno 1966/67.
Ringrazio i Professori E. Baiada, E. De Giorgi, E. Magenes, ai qnali avevo comnni-

cato ed illustrato qnesti risnltati insieme a quelli del caso parametrico [211, per le utili

(’unverHtu-;iulli avente durante la stexura definitiva di entrambi i lavori ».

PiBa
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con gli Ri disposti come ma senza il vincolo pre-
cedente.

In questo lavoro mi propongo di studiare l’intégrale di Fubini-Tonelli (1)

nel senso di Weierstrass y~)), integrale che S. Faedo [7], adoperando
la definizione in senso « esteso » di integrale di Weierstrass, ha introdotto
con l’ausilio di nn opportuno integrale in forma parametrica (2) e per il

quale ha dato nna condizione necessaria per la semicontinuità inferiore che
è anche sufficiente quando f’ è continua in x2 , Y2) uniformemente
rispetto a yi , y2 . ·

Definita nel N. 3, tramite la f, la funzione G con la legge

che chiamerb funzione associata la f si dira integrabile nel senso
(9 )- Weierstrass (cioè secondo la definizione d’integrale di Weierstrass in

senso « intermedio »), relativamente alla coppia di curve (yl y2) « ~y1 
ao ~ bo ; y2 = Y2 (002)~ co ~ ,1’2 se Io è relativamente a (yl y2).

Dai teoremi di esistenza e approssimazione stabiliti nel caso parame-
trico in [21] segue che l’integrale l W (Yi’ y2), nel senso (Sf) -Weierstrass, della
f, relativamente a una coppia y.) continua e rettificabile, esiste finito
se la f oltre ad essere continua globalmente sia tale che la G si hossa
definire con continuité per x’ 1 0, X2 ~ 0, 1 e si ha :

(1) Lo studio sistematico dell’integrale stato iniziato, con il metodo direttu

del Tonelli, da S. Faedo ([3], (4), (5)) e successivamente proseguito da E. Magenes (fl2],
..., (17)) e poi da L. Lombardi ([9], [10]).

(2) Questa idea di ricondurre il caso ordinario a quello paranietrico è di McShane
[11] ed è stata da me sfruttata in (19)- per introdurre l’integrale del Calcolo delle Varia-
zioni in nua variabile nel senso di Weierstrass.
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Senza la restrizione sulla f’ che permette di poter defiuire la sua fuuzione

associata con continuità &#x3E; 0, x2 &#x3E; o, in générale nulla si puô dire
sull’esistenza (finito) dell’integrale IW (yi , y~) anche quando y2) sia con-
tinua e rettificabile mentre sussiste l’inversa di tale situazione, e questa
condizione necessaria per l’esistenza (finito) di verrà dimostrata

al n. 5 adoperando un lemma che viene stabilito al n. 4.

Nel n. 7 poi si mostrerà cite tra gli integrali y2), IW (y1, y2) e le
approssimazioni .

sussiste, quando J’ è definita non negativa, la seguente limitazione :

(ove lim* indica una qualsivoglia operazione di limite), limitazione questa
che si deduce come conseguenza di un lemma (n. 6) che mette in evidenza
una proprietà dell’ intégrale (9).Weierstrass di una funzione di rettangolo.

Si osservi che nel caso pararuetrico la (2) si traduce nella

ove in le pnrametrizzazioni di 6~ e C2 sono espresse in funzione del

parmnetro lnnghezza d’arco rettificatOy e l’esistenza dell’integrale 
déterminante lier stabilire la prima ugnaglianza dato che, per la particolare
parametrizzazione adoperata, si h l (e) (e) ; cioè è la circostanza che
risulta 7 (Él) = (e) cbe permette la validità della
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Questa situazione è messa meglio in rilievo nel caso ordinario dalla (2)
perché essa mostra che torna ad essere valida l’analoga della (3) quando è

y2) = l w ~y~ ~ Y2).

2. Premettiamo la definizione d’integrale di Weierstrass in senso « in -

termedio » ((9). Weierstrass) (3).
Chiamiamo: « rettangolo » un intervalle chinso dello spazio euclideo

2-dimensionale (x, y), cioè un insieme del tipo fa ç x  b, c ~ y  d) ;
« classe elementare » generata da un rettangolo JB==j~~.r~&#x26;,c~y~~)
un insieme finito di rettangoli che costituisce una suddivisione di R ottenuta
come prodotto di due suddivisioni rispettivamente degli intervalli 1-dimen-
sionale y===0 ).y==0, 

In particolare nn rettangolo R è il generatore délia classe elementare
costituita soltanto da 1?.

Con il simbolo « D (R) » denotiamo una suddivisione del rettangolo R
in un numero finito di rettangoli, che possa realizzarsi a partire da una

classe elementare avente per generatore R, sostituendo poi ciascun rettan-
golo di questa classe con una classe elementare da esso generata e cosi

prosegnendo, cioè sostituendo ciascun rettangolo delle classi elementari del
passo precedente con una classe elementare da esso generata fino ad otte-

nere, dopo un numero finito di pa,ssi del tipo detto, tutti i rettangoli di I) ( R).
Ovviamente una classe elementare avente her generatore R è una par-

ticolare suddivisione D (R).
1 simboli , ( stanno ad indicare rispettivamente

l’area del rettangolo I~, il diametro di R, il massimo diametro dei rettan-

goli di D (R). Data una funzione di rettaiagolo Q (B), R c Ro , Y chiamiamo
integrale inferiore (9)- Weierstra88 e integrale 81tpe1.iot’e de1la

fi’ su Ro rispettivamente i numeri (finiti o no)

. 

avendo posto

il valore comune lo denoteremo e Io chiame-

remo l’iniegrale (Q) Weierstrass su R0.

(v3) Questa detinizione è statu posta in ( 21 J.
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Quando esiste ed è finito la 0 la diremo inte-

grabile su * 

~"’

Si ha ovviamente :

ove le lettere ê ed cS sono poste per indicare gli integrali (inferiori e supe.
riori) di Weierstrass in senso ~ esteso » e in senso « stretto ».

3. Introduciamo l’integrale di Fubini-Tonelli nel senso (,9)- Weierstrass.
Siano At, A2 due insiemi chiusi rispettivamente dei piani (x2 , y2)
ed A = A1 X A2 l’insieme chiuso prodotto cartesiano di A~ con 

Denotiamo con y2) una, coppia di curve :

La curva (yi , y2) la diremo continua se le componenti y2 sono continue ;
la y2) la diremo rettificabile se le componenti y1, y2 sono rettificabili.
Sia poi Y2 ; vi , y~) == j" (P; y~) una funzione definita per ogni
punto P = P2) « (x1, Yi , x2 , y2) E A e per ogni valore di ~j~ , V2. ·

Chiamiamo funzione associata alla f’ la funzione G [Xl’ yi Y2 ;

y; , y~), definita per xi &#x3E; 0, ~2 ~ 0, dal1a

Posto denotiamo con ~G (1~), R =

funzione di rettangolo definita

dalla

Gli intograli 1 li chiameremo rispetti.
--vu ..." "LU

vamente integrale inferiore, iutekrale superiore, intégrale (quando esiste)
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di Fubini-Tonelli nel senso (9)- Weierstrass della f relativamente alla curva
(yi , y2) e li denoteremo

()SSERV AZIONE. Se Ai , A2 sono limitati e la f è continua globalmente
nel suo insieme di definizione e inoltre è tale che la sua funzione associata

G si possa definire con continuità in tutto E = ((P ; xi , x2 , 1 y): P E A,
xi &#x3E; o, x2 &#x3E; 0, V yi , poichè la G è positivamente omogenea di grado 1

separatamente rispetto allé coppie (xi , (x’ , y2), per ogni curva (y~ ~ yz)
continua e rettificabile, in virtù dei Teoremi 5,7 di [21], esiste finito l’inte-

grale I W yy e si ha :

La classe delle funzioni f che godono di queste proprietà è abbastanza

ampia.

4. Stabiliamo un lemma che ci permetterà nel successivo numero di

dare una condizione necessaria per l’eeistevza finito di hy (yi , y2) (4).

LEMMA 1. Se

condizioni :
8odd’isfa le

i) sia continua (5) in AI [A2] uniformemente rispetto ad Y~ [Y2] quando
gi jiB8ino .

ii) per ogni P E A = A X A2 e per ogni y2 [yl’l ] sia continua e conve88a
ri8petto ad yl [Y2J ;

Hi) in nessun punto P E A e per nessun valore y2 [yi] l Yi riduca ad una

funzione lineare rispetto a ~} ~y~) ; 
- -

comunque un punto ed un [Y1] J 
un intorno e tre numeri

(4) La condizione necessaria per l’esistenza 6nito dell’integrale 1.-dimensionale in forma
ordinaria del Calcolo delle Variazioni nel senso di Weierstrass, stabilita in (19J, viene note-
volmente migliorata se invece di adoperare un lemma del Tonelli si adopera il Lemma 1.

(5) Facilmente si vede, nel corso della dimostrazione, che la continuità in i) si pub
sostitnire con la aemicontinuitft inferiore.
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tati che ~

Mostriamo la (6), analogo è il ragionamento per la (6’).
Fissati un punto P = (Pi , P2) E A ed un valore cambiando, per

semplicità di notazioni, la variabile yi in x, e posto

consideriamo nel piano cartesiano (x, u) la curva di equazione

Per la ii) a cui soddisfa la J9, la g (x) è continua e convessa e quindi
per note proprietà (6) le derivate g8 (x), gd(x), sinistra e destra rispettivamente,
esistono in ogni punto x, sono entrambe non decrescenti e inoltre :

Siano con Xi due punti della (8) tali che

punti che certamente esistono perche per la iii) a cui eoddisfa la f la (8)
non è una retta, e denotiamo con 1’1 la retta per Q, di coefficiente ango-
lare e con r2 la retta per Q2 di coefficente angolare g’ 8 (X2).

Le rette ri’ r2’ 1 her la (12), non sono parall ele. Sia il loro

punto a comune e le semirette

(fi) Cft. ad esempio (X pag. 91.
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passanti rispettivamente per QI e l~2 e di origine R. La (8) giace, se si

tiene conto oltre che delle (11), (1l’) anche della (9), nell’angolo convesso

determinato da -ri e z2.
Considerata allora la retta per R di coefficiente angolare

se u = p -~- q, x è la sua equazione, risulta :

e di conseguenza, fissato un k &#x3E; 0 e posto pl = p - k si ha

08serviamo ora che, poichè la (8) cade all’angolo convesso determinato dalle
semirette r, ’12’ risulta (si tengano presenti le (13), (13’)) :

E poichè per la (14) è :

posto

con 0 (in virtù della (12)), la (16) e (16’) si scrivono rispettivamente
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1)etto allora L &#x3E; 0 un numero con le proprietà :

dalla ( 1 r ), per x ~,-- - L, si deduce :

mentre dalla (17’), per x ~ L, segue :

e quindi :

Teniamo ora présente il signi6cato della variabile e la (7); la (15) e la

( 18) si scrivono rispettivamente

Ma per la proprietà i) a cui soddisfa la f in corrispondenza &#x3E; 0,
,, » , 1

, esiste un intorno tale che

Dalla ( 15’) e dalla (19) segue allora :

mentre dalla (18’) e (19) si deduce :
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E poichè la (20), per y~ ~ 1 ~ L. ci dà

posto

dalle (20’), (20") si ottiene :

e quindi i la (6) è provata.

5. Diamo una condizione necessaria per l’esistenza (finito) dell’integrale
l "/ 1 Y2)’

’TEORBMA 1. (1’1 , 12 ; YI, yi), Il E AI, 1)*2 E Bf y’ , y2’ , soddisfa le

condizioni :

i’) sia continua in Ai uitifoimentente rispetto ad y,’ e continua in A2
uniformemente rispetto .quando rispettivamente si fissino le coppie

ii’) per ogni P E A = Ai X A2 sia continua e convessa rispettn ad y; , ,~l
separatamellte;

iii’) in nessun punto P E A si riduca a una funzione lineare rispetto ad

y’ 2 separatamente ;
e se l’integrale l nr (y, , y2), (y 1 , e Y2) contin’lta, esiste finito, la (y 1 , y2) è a

variaziotte 

Siano :

1 B, componenti della coppia (y1 , y2) e mostriamo che y, (X1) è a variazione
~mitata in analogo è il ragionamento per mostrare che Y2 (X2) è a
ariazione limitata in (co , do).

1)alla definizione d’integrale l "V y2) segue che ~f E ~ 0 3 a (E) &#x3E; (1 tale
che per ogni D ( Ro), Ro = .1:2 Ç ( R~) ~ 1  ô, si abbia

La continuità iu i’) si paô sostituire con la semicontinuita. mieriore.
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con OG definita dalla (5).
Fissiamo un punto xi E bo] e sia R, R c R~, un rettangolo

con a, ~, a’ soddisfacenti le condizioni :

Fissato un R del tipo (22) scegliamo m rettangoli ~J==~2~...~w~j cRo,
in modo che esista una suddivisione D (Ro) = (R, R2 , ... , con

e sia poi D(R) una arbitraria suddivisione di I~.
Poichè la totalità dei rettangoli costitnita dai rettangoli = 1,... 11~,

e da quelli contenuti in D (R) rappresenta una suddivisione D* (Ro), con
Il D’ (Ro) Il  6, risulta per la (21 ) :

e questa ci dice che per ogni R del tipo (22) esiste 0 tale che

qualunque sia 1) (R) si abbia

Fissiamo ora un , , e osserviamo che in virtù

del Lemma 1, visto che f’ soddiafa le condizioni i), ii), iii) di tale lemma,
esistono, q uaudo in esso si prendono .

, un intorno e tre numeri Pi’ qu
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&#x3E; 0, tali che

Consideriamo nel piano cartesiano (Xi’ y~) la circonferenza y di centro
e raggio g, con quando è

ao  Xt  ho, con e  min bo - ~ot se è xi = ao oppure XI = bo’ e si
osservi che la retta r passante per Pi e parallela alliasse Xi divide la y
in due semicirconferenze i’2 di equazioni

Se denotiamo con ixdl la classe dei punti xd , ciascuno dei
quali soddisfa una almeno delle due relazioni

Fgeenclo le funzioni Yt (Xt), h (xi), k continue, la classe è chiusa

e inoltre il minimo o (xi) di tale classe è manifestamente niaggiore di x, .
Se è x1 &#x3E; ao, denotiamo con la classe dei puuti x,, ciascl1no (lei

quali soddisfa una almeno delle due relazioni

Tale classe è pure chiusa e il suo massimo z è minore di x, .
Con questo procedimento ad ogni punto xi E [uo , boJ si associa : l’intervallo

Supposto ao  bo mostriamo che in [1: (Xi)’ a (Xi)] la y~ è a va-

. riazione limitata ; analogo è il ragionamento per mostrare che yi è a va.-

riazione limitata il [~1’ o (~)] o in 1r (x1), x~~ secondo che ;xy - ao oppure
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Osservinmo iutanto che per
essendo il raggio e della y minore di et.-

una arbitraria suddivisione dell’intervallo [1’ (;1)’ a (xi)J, dalla (24) segue :

dalla quale, moltiplicando ambo i membri per
souimando rispetto all’indice j si ha :

e poi

Ricordiamo ora che è

e quindi, poichè il 1 rettan golo 

nalla (23) allora, che vale qualunque sia D (R) e quindi in particolare
quando per D (R) si prenda una qualllnqne suddivisione di R ottenuta come

prodotto di una arbitraria suddivisione si ha :
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qualunque sia la suddivisione ciell’intervallo [1’ (xi), a (X,)]. I)alle (25),
(26) segue (dunque l’esistenza di un 1B? &#x3E; 0 tale che :

qualunque sia la suddivisione detrintervailo

quindi a variazione limitata in
Osservando infine che al variare di xi in [a~ , boJ si ottiene una classe

1 di infiniti intervalli l’ « 1-r (xi)’ a (Xi)J, =--- x, se Xi = ao e con

o (xi) se xi = bo, la quale classe ricopre [ao, e in ciascun intervallo

T la y, (xi) è a variazione limitata, in virtù del noto teorema di copertura
di Borel esiste una sottoclasse finita della che ricopre [ao , bo) e quindi
y, è a variazione limitata in [a , boJ.

OSSERVIAZIONE I. Il teorema sussiste anche se non esiste (y1 , yg)
purcbè perô sia finito IW (YI y2) ; difatti in tal caso continua ad essere vera

la (2l’) qnando in essa si cambi in (YI, 
OssERVAZIONE II. Le condizioni ii’), iii’) sono soddisfatte se l’integrale

(yi , y2) è quasi regolare positivo seminormale (S. Faedo [6) pp; 80-81).

OSSERVIAZIQNE l1I. Facilmente si vede che senza la condizione iii’) non
sussiste il teorema. Consideriamo ad esempio le funzioni

che soddisfano le i’), ii’) senza soddisfare la iii’).
Dette 61, 62 rispettivamente le funzioni associate a f2 , e fissata una

coppia di curve
è una suddivisione di Ro otte.

iiuta come prodotto delle snddivisioni

, posto
si ha: O
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E analogamente, se D è una generica sudcüvieione di Ro , si ha :

Esistono quindi finiti gli integrali

senza alcuna ipotesi sulle fanzioni yi (xi), y2 (x2).
Analogamente si vede che l’integrale y2) sia della f3 che

esiste finito qualunque sia y, = y~ (Xt), [ao , bo] 1 e =

costante.

OSSERVAZIONE IV. La condizione necessaria espressa dal teorema non

è sufficiente. Si consideri infatti la funzione

che soddisfa le condizioni i’), iii’) e si prenda per coppia Y2)’ Yi 
0 ~ Xi ~ 1, Y2 = Y2 (x~), U ~ x2 ç 1, quella con Yt (xi), Y2 (x2) coincidenti en-
trambe con la nota funzione di Cantor-Vitali, y=y(x), che è continua,
a variazione limitata ma non assolutamente continua. Per tale funzione y (x)
del Vitali si ha (8) che V 0 3~ (M ) &#x3E; 0 per cui risulti :

Conaiderata allora una generica auddivisione D l~o
con il D (Ro) Il  ô, sia R E D (RO) il rettangolo
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~’ ovviamente è la funzione asso-

ciata alla f’ si ha per la (27) :

()sservato che gli addenti (iella somma [1) sono non negativi, e tra
questi c’è CPo (R), si deduce, per Ilarbitrarietà di 0, che :

6. Stabiliamo nn lemma che verrà adoperato per dimostrare il teorema

del numero successivo.

Supponiamo in caso contrario la (28) è manifestatiieiite vera,

e si osservi che essendo ,p non negativa e quindi

0 tale che per ogni suddivisione

abbia

Fissiamo e poniamo
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Dalla stessa definizione a’integrale di Rtemami esiste un &#x3E; 0 tale che

per ogni classe elementare Il  una qualunque somma

di Riemann della 0 (xi 1 xi + h ; ’V2’ X2 + k)/ltk relati va a D (Rh, k) differi-sce

in modulo da I (h, k) per meno di E.

un intero positivo con la condizione

due suddivisioni rispettivamente di con le proprietà:

Sia poi S la somma di Riemanu délia 

mente alla suddivisione prodotto X (D(x2) qnando per valore della

cP (w1 ~ XI + h ; x2 , x2 + A’)//J- in ciascun rettayolo di X si prende
il valore che essa assume nel vertice sinistro in basso.

Si ha ovviamente

Posto
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con 0 («,, P), E (y, ’l) definite dalle

r18ulta :

Confrontiamo ora le con le somme (Q [ essendo
D(fJ, s~ (RO) la classe elementare prodotto delle due suddivisioni

ove è

e avendo posto

per

per
’ 

per

per
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Ê manifestamente

con l’avvertenza di porre

se almeno uno dei due indici fl, z è 1.

Ma dalla (31 ), tenendo presente le (311)1 (312)’ (33), (34) e ricordando

che 0 è non negativa e che inoltre 0 C ~ ~ h/m, 0 C B  k/m, segue :

che confrontata con la (35) ci dà : -.

E poicbè è 1 dalla (32), tenendo présente
le (29), (36), si deduce :

e quindi dalla (30) :

che ci dà l’asserto del teorema.
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OSSERVAZIONE. Invece della (28) sussisterebbe la

se la, W fosse definita non positiva.

7. In questo numero stabiliamo una proposizione che mette in relazione

l’integrale di Fubini-Tonelli, l’integrale superiore y2) di

Fubini-Tonelli nel senso (El).Weiestrass e le approssimazioni

TEOREMA 2. Se j (Pi , P2; 1’1 P2 E.42, Bf Yl, è continua

e non negativa, per ogni (YI 1 Y2) continua, lyl = (xi), ao ~ Xi ~ bol, iy2 =
= Y2 (X2), Co Ç X2  do}, 1 con y’ 1 (xl) ed Y2 (x2) e8igteîtti quasi ovunque e 

bili rispettivauaente in [a.o , bo], [co , do], risulta :

ove lim- indica una qualsivoglia operazione di ed ~ -l’

Detta G la funzione associata alla ~t’ definita dalla (4) ed tPG la funzione
di rettangolo definita dalla (5), in virtù del Lemma 2, quando in esso si

cambi W con si ha

con

Fissati ora potendo supporre
e adoperando, essendo f non negativa,, il noto lemma
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di Fatou, risulta :

e du questa che è vera qualunque siano

segue la (37).

. OSSFRVAZIONE- Con le stesse ipotesi sulla j e sulla (yi , y2) eussistono
coine immediata conseguenza del teorema le seguenti proposizioni :

o no) e risulta
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