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IV INTEGRALE DI FUBINI-TONELLI
NEL SENSO DI WEIERSTRASS

I1. CASO ORDINARIO

di CALOGERO VINTI (%)

1. Introduzione.

Per lintegrale di Fubini-Tonelli

by do

1y 1@= f j oy (), 92 (), @2 (0), 92 (0); 4 (w), 93 (W), @} (o), 93 (0)] A v,

C=1(6,,C), C =z =u(u) y, =y (u) ag<<u<by
ez = {0, =, (V), Yp =19, (V) o<V do}y

inteso nel senso di Weierstrass (I'y-(©)), ho recentemente stabilito [21] dei
teoremi di esistenza e di approssimazione e queste proposizioni sono state
raggiunte introducendo per le funzioni di rettangolo @ (R), R € R,, una de-
finizione d’integrale di Weierstrass, che richiamerd al N. 2, «intermedia »
tra le due ben note proposte da J. C. Burkill [2]: quella in senso « esteso»
operando con suddivisioni di R, in classi {R}:, i =1, 2,...,n, ciascuna data
da un prodotto cartesiano di suddivisioni di due lati consecutivi di R;;
quella in senso «stretto» operando con decomposizioni di R, in classi

Pervenuto alla Redazione il 10 Ottobre 1967.

(*) « Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del gruppo di ricerca n. 18 del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R. per anno 1966/67.

Ringrazio i Professori E. Baiada, E. De Giorgi, E. Magenes, ai guali avevo comuni-
cato ed illustrato questi risnltati insieme a quelli del caso parametrico [21], per le utili
conversazioni avnte durante la stesura definitiva di entrambi i lavori».

1. Anwnalt della Sewola Norin, Sup, - Pisa
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{Riiy 1=1,2,...,n, con gli R; disposti come E,, ma senza il vincolo pre-
cedente.
In questo lavoro mi propongo di studiare ’integrale di Fubini-Tonelli (*)

bo do
I(y,,y,)= f ff (@ 5 Y1 (®1), @ Yo (2) 5 Y1 (@1), Y2 () dwy dary
a0 &

nel senso di Weierstrass (Iw (y, , y,)), integrale che S. Faedo [7], adoperando
la definizione in senso « esteso» di integrale di Weierstrass, ha introdotto
con lausilio di un opportuno integrale in forma parametrica (*) e per il
quale ha dato una condizione necessaria per la semicontinuitd inferiore che
& anche sufficiente quando f & continua in (x,, y,, x,, ¥,) uniformemente
rispetto a y;, y;.

Definita nel N. 3, tramite la f, la funzione G con la legge

'

) S,
R ' ’ ' [ ) _yl Y2

Gler, 91, 22,¥s; wla?/la“'2,y2]=w1'“"l‘f($1a?hv’”gayzy?:?)y

1 2

per x>0, x>0,

che chiamerd funzione associata alla f, la f si dird integrabile nel senso
(J)-Weierstrass (ciod secondo la definizione d’integrale di Weierstrass in
senso « intermedio »), relativamente alla coppia di curve (y,, y,) = {y, = y, (2,),
ay < x, < by 5 Yo = Y, (Ty), ¢y < 1y << dy}, se lo & la @ relativamente a (y,, y,).

Dai teoremi di esistenza e approssimazione stabiliti nel caso parame-
trico in [21] segue che l’integrale Iy (y,,y,), nel senso (J)-Weierstrass, della
J; relativamente a una coppia (y,,y,) continua e rettificabile, esiste finito
se la f oltre ad essere continua globalmente sia tale che la G si possa
definire con continuita per x, =0, x2 =0, e si ha:

bo—h do—k

Iy (4,,9,) = lim f jf(w, y Yy (y), Ty Yy (X)) 5
(hy k) -+ 0

Qo

Yy (@ +h)—y, (@) vy @+ k) —y, (-7'2))
! k

I dz, dx, .

(1) Lo studio sistematico dell’integrale I(y,,y,) @ stato iniziato, con il metodo diretto
del Tonelli, da S. Faedo ([3], [4], [6]) e successivamente proseguito da E. Magenes ([12],
.» [17]) e poi da L. Lombardi ([9], [10]).

(%) Questa idea di ricondurre il caso ordinario a quello parametrico ® di McShane
[11] ed ? stata da me sfruttata in [19] per introdurre I’integrale del Calcolo delle Varia-
zioni in una variabile nel senso di Weierstrass.
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Senza la restrizione sulla f che permette di poter definire la sua funzione
associata con continuitd per x; =0, x, =0, in generale nulla si pud dire
sull’esistenza (finito) dell’integrale Iw (y,,y,) anche quando (y,,y,) sia con-

tinua e rettificabile mentre sussiste 'inversa di tale situazione, e questa
condizione necessaria per l’esistenza (finito) di Iw (y,,y, verra dimostrata

al n, 5 adoperando un lemma che viene stabilito al n. 4.
Nel n. 7 poi si mostrera che tra gli integrali I(y,,,), Tw(y,,,) e le
approssimazioni .
bg—h do—k

I(hy k) =f [7 (wi y Yy (@), X9 Yy ('”2);

ay Cy

Yoy b)) —y (2) Yy (a+ k) —y, (“‘2))
) k

. dr, dx,,

sussiste, quando f & definita non negativa, la seguente limitazione :

(2) I(y,,9,)< (hlil:)n’ T(hy le) << IT'w (yy 4 9s)
k) 0
(ove lim* indica una qualsivoglia operazione di limite), limitazione questa
che si deduce come conseguenza di un lemma (n. 6) che mette in evidenza
una proprieta dell’integrale (J)-Weierstrass di una funzione di rettangolo.
Si osservi che nel caso parametrico la (2) si traduce nella

by—h dy—k
. z, (u+h) — 2z, (u
1@ = tim [ [P o 0,5, 00,50,5m; LEEZ=RG,

Yy (u + ’;;) — Yy (%) , Ty (v + k)l_" Zy (v) , Yo (v + 7;) — Y (®) du dv = Iy (C),

ove in I(@) le parametrizzazioni di C, ¢ C, sono espresse in funzione del
parametro lunghezza @’arco rettificato, e Desistenza dell’integrale Iy-(C) &
determinante per stabilire la prima ugnaglianza dato che, per la particolare
parametrizzazione adoperata, si ha I(C)= Iy (C); ciod & la circostanza che
risulta I (C)= Iy (C) che permette la validitd della

bo—h do—Fk

@) 1O = lim f P [o, ), 9, ) 5, (0,3, )5 2T h’z— ne,
(h,k)-~0 1 v
an  Co
AR —y ) Bt R —ne) e+ h—y0],
T ’ k ’ k ’
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Questa situazione & messa meglio in rilievo nel caso ordinario dalla (2)
perché essa mostra che torna ad essere valida 'analoga della (3) quando &

Iy, 1Y9) = Tw (y, s Yg)

2. Premettiamo la definizione d’integrale di Weierstrass in senso «in-
termedio » ((J)-Weierstrass) (3).

Chiamiamo : «rettangolo» un intervallo chiuso dello spazio euclideo
2-dimensionale (x,y), cio® un insieme del tipo {a <2 < b, e <<y < d};
« classe elementare » generata da un rettangolo R={a << << b, ¢ << y << d}
un insieme finito di rettangoli che costituisce una suddivisione di R ottenuta
come prodotto di due suddivisioni rispettivamente degli intervalli 1-dimen-
gionale [a<x<b, y=0}, [t =0, e<<y<d}.

In particolare un rettangolo R & il generatore della classe elementare
costituita soltanto da K.

Jon il simbolo « D(R)» denotiamo una suddivisione del rettangolo R
in un numero finito di rettangoli, che possa realizzarsi a partire da una
classe elementare avente per generatore R, sostituendo poi ciascun rettan-
golo di questa classe con una classe elementare da esso generata e cosl
proseguendo, cio® sostituendo ciascun rettangolo delle classi elementari del
passo precedente con una classe elementare da esso generata fino ad otte-
nere, dopo un numero finito di passi del tipo detto, tutti i rettangoli di D(K).

Ovviamente una classe elementare avente per generatore R & una par-
ticolare suddivisione D (R).

I simboli |R|, || R||, | P(R)|| stanno ad indicare rispettivamente
Parea del rettangolo R, il diametro di R, il massimo diametro dei rettan-
goli di D(R). Data una funzione di rettangolo @ (R), R c R,, chiamiamo
integrale inferiore (J) Weierstrass e integrale superiorve (J)- Weierstrass della
® su R, rispettivamente i numeri (finiti o no)

(g)f(D = min lim ¢ [D(R))], (9’)[@5 max lim @ [ (R,)],
4 | D (Ro) || —~ 0 I D(Roj || =0

Ro Ry
" avendo posto

di[I)(RO)]:._Zl $(R), con D(R)=|(R,,R,,.., R}

Se (9)f¢ = (9)[(15, il valore comune lo denoteremo (9)/ @ e lo chiame-

R Iy it
remo lintegrale (J) Weierstrass della @ su R,.

(®) Questa definizione & stata posta in [21].
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Quando (9) f & esiste ed & finito ia @ la diremo (J)- Weierstrass inte-

Tt
grabile su R;.

Si ha ovviamente :

(é)f@g(ﬂ)fqu(é)fd)S(é)fd’S(g)[«bg(é)[@
TRy 7?0 Rﬁ ‘Ru .

ove le lettere € ed & sono poste per indicare gli integrali (inferiori e supe-
riori) di Weierstrass in senso « esteso» e in senso « stretto ».

3. Introduciamo Pintegrale di Fubini-Tonelli nel senso (J)-Weierstrass.
Siano A,, A, due insiemi chiusi rispettivamente dei piani (z,,y,), (%, ¥,)
ed A = A, < A, linsieme chiuso prodotto cartesiano di A, con 4,.

Denotiamo con (y,, y,) una coppia di curve:

Yy =Y (@), gk, << bys Yo =Y3 (X)), Cg<®y << dy; con y, €A, y,€4,.

La curva (y,,¥,) la diremo continua se le componenti y, , y, sono continue;
la (y,, ¥,) la diremo rettificabile se le componenti y, , y, sono rettificabili.
Sia poi (@, ¥ ,%:,925 91 ,95) =/ (P; yi,¥) una funzione definita per ogni
punto P = (P,, Py) = (%, ,¥, ,%,, Y,) € A e per ogni valore di y;, ¥;.

Chiamiamo funzione associata alla f la funzione @G [z, ¥y, x:, ¥2;
Xi, Y1, @5, Ys), definita per z; > 0, x, > 0, dalla

(4) G[wlv?/l,'”zryz?3;’3/;9""‘2’.‘/;l=w;‘x2l'f(xl;yl)w2’y2; Z,—:»’ z—;)'

Posto R, = {ay < &, < b,, ¢, < &, < dyj, denotiamo con @4 (R), R =
=<z <uv<x,<v'}CcR,, la fonzione di rettangolo definita
dalla

(5) D;(R)=

= G W,y (W), v, ¥y (v)) 5 0 — s gy (u) — gy (W), 07— vy gy (07) — y (0)] =

= 07— )0 o) £ (W 0, 0, g0 BEC) ), BEDD (),

o — o

Gli integrali (:7)[¢4;(R), (9) [fba(R), (g)fdi,;(R) li chiameremo rispetti-
“R, 3

R Ro
vamente integrale inferiore, integrale superiore, integrale (quando esiste)
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di Fubini-Tonelli nel senso (J)-Weierstrass della f relativamente alla curva
(¥, ,¥,) e li denoteremo IW (¥4 y Yo)y IV_V (¥4 y ¥2)s IW (Y4 5 Y2)-

OSSERVAZIONE. Se A,, A, sono limitati e la f & continua globalmente
nel suo insieme di definizione e inoltre & tale che la sua funzione associata
G si possa definire con continuitd in tutto B = ((P; 21, y1, 22,y : PEA,
21 =0, 2, =0, N/ y;, y3}, poiche la @G & positivamente omogenea di grado 1
separatamente rispetto alle coppie (v;,¥1), (#3,yz), per ogni curva (y,,¥,)
continua e rettificabile, in virth dei Teoremi 5,7 di [21], esiste finito I’inte-
grale Iw(y,,y,) e 8i ha:

bo—h do—k

Iw(y,,9y) = %m 0] /f(‘”t ) Yy (@), T 4 Yy (25);
L] Co

Bt D= ple) 1o bR =, ‘””-2’)vax, dz, .

La classe delle funzioni f che godono di queste proprietd & abbastanza
ampia.

4, Stabiliamo un lemma che ci permettera nel successivo numero di
dare una condizione necessaria per l'esistenza finito di Iy (y,,y,) (*).

LEMMA 1. Se f(P,,Py;yi,v2), P, €A, , Py€Ay, N y1,Yy;, soddisfa le

condizioni :

i) sia continua (°) in A, [A,] uniformemente rispetto ad y;[y:] quando
8i fissino Py€ A, [P, € A] ed y;[y1];

ii) per ogni P€ A = A, X A, e per ogni y;[y1] sia continua e convessa
rispetto ad y; [v3];

iii) in nessun punto P€ A e per nessun valore y;[yi] 81 riduca ad una
Sunzione lineare rispetto a yl [v2]5

fissati comunque un punto P= (P1 , P2)E A, X A, ed un valore s [ 1] esistono
un intorno C(P,,o)=|P,: dist. (P, P,) gg‘} [C(Py,0,)] € tre numeri

(*) La condizione necessaria per l'esistenza finito dellintegrale 1-dimensionale in forma
ordinaria del Calcolo delle Variazioni nel senso di Weierstrass, stabilita in [19], viene note-
volmente migliorata se invece di adoperare un lemma del Tonelli si adopera il lLemma 1.

(%) Facilmente si vede, nel corso della dimostrazione, che la continuita in i) si pud
sostituire con la semicontinuita inferiore.
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PiP2) 91 s)s vy (%) con v, > o [vy, > 0], tali che:
6)  f(PryPysyi 9 — (i +@yd > lyil, ¥ PEANC(P, 0, V-

(6 F(PryPe; 91,90 — (D24 @98 > % |yl M P,€ 4,0 C(P,,0,), V93]

Mostriamo la (6), a,nalogo e il raglona.mento per la (6).
Fissati un punto P = (P‘ , P2)EA ed un valore y;, cambiando, per
semplicitd di notazioni, la variabile y; in », e posto

(7) 9@ =7 Py, Py ;i)
consideriamo nel piano cartesiano (z, ) la curva di equazione
8) u =g (x).

Per la ii) a cui soddisfa la f, la g(x) & continua e convessa e quindi
per note proprieta () le derivate g, (), g;(x), sinistra e destra rispettivamente,
esistono in ogni punto x, sono entrambe non decrescenti e inoltre :

9) 9 (%) < ga (), Ma;
(10) ga(®,) < g; (x,), se &, < &y;
(11) g (@) =g (xy) + ga(®) (x — o)y  per x =y, V 3
(117) g(@) = 9 (%) + 9s (%) (& — ), per £ << x,, M %,.

Siano @, (x, g (x,)), @, (2,5, 9 (xy)), con z; < x,, due punti della (8) tali che
(12) ga(@y) < g, (),

punti che certamente esistono perché per la iii) a cui soddisfa la f la (8)
non & una retta, e denotiamo con », la retta per ¢, di coefficiente ango-
lare gy(x,) e con r, la retta per @, di coefficente angolare g, (z,).

Le rette r,,r,, per la (12), non sono parallele. Sia R (e, f) il loro
punto a comune e T, , 7, le semirette

(13) 71:u=ﬂ+g&($1)(w-“)’w£“’

(13%) iu= P4 g (x,) (x—a) r=2x,

(%) Cfr. ad esempio %] pag. Y1.



362 CALOGERO VINTI: Llintegrale di Fubini-Tonelli

passanti rispettivamente per ¢, e @, e di origine R. La (8) giace, se si
tiene conto oltre che delle (11), (11’) anche della (9), nell’angolo convesso
determinato da 7, e 7,.

Considerata allora la retta per R di coefficiente angolare

—

(14) 0 = — 9a(@) + g (@),
se w=p -+ ¢, & & la sua equazione, risulta:

g(w)_(P'l'qiw)Zoy M,
e di conseguenza, fissato un ¥ > 0 e posto p, =p — k si ha

(15) g@) —(py+q2)=k, Y .

Osserviamo ora che, poiché la (8) cade all’angolo convesso determinato dalle
semirette z,, 1,, risulta (si tengano presenti le (13), (13%)):

16) g@—(p,+aq2)=8+ gal®) (*x —a) —(p; + ¢, @), per ¥ <<a;

(16’) g@) —(p, +q 2= B+ g (wy) (# — &) — (P, + q, @), per x = a .

E poiche per la (14) e:

1
ﬂ + g.’g(w,) (* — ) — (P4 + 4y x)=p — Py — oga (471) Y (g; (wg) — g (xi» x,

B+ gh () (2 — o) — (B, + 0,9) = B — Py — agh (@) + o (6h @) — gi(@) 2,
posto

My = —py— aga@), My=F—p, — agi (@), M= (@ x) — gslxy),
con M > 0 (in virta della (12)), la (16) e (16’) si scrivono rispettivamente

) 9 @) — (p, + 9, ®) = M, — Ma, per z < «,

(17) 9 (@) — (py + 9 %) = M, + Mz, per &= a.
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Detto allora L > 0 un numero con le proprieta :

M,

M, |
L>|al, 1,>'s|W L_L',

L>3
dalla (17), per x << — L, si deduce:

M — M = M
00— b+ = — (=4 ) == (=G4 ) >—=

mentre dalla (17’), per x = L, segue:

M, - Mo, - M
!I(w)—(p,+q4w)2x(7f+ﬂl)2x(-—%+ M)> z
e quindi : _
M
(18) y(w)—(p.-l—qiw)>—2—|:v|, per |x|=> L.

Teniamo ora presente il significato della variabile & e la (7); la (15) e la
(18) si scrivono rispettivamente

(15) f‘(f’ﬂf’g;yi,ﬂ)—-(m+qiy1’)2k, ¥ 91,
(18") f(Png’ylyyZ)_ p1+Q1.’/1)> lyll9 Pel‘l.'/§|21?-

Ma per la proprietd i) a cui soddisfa la f in corrispondenza ad &> 0,

e < min(—k—,

3 %—I— L\), esiste un intorno C(P,,p,) tale che

(19)  F(Pr, Posyi ) > F (P, Posyi 9 — & N PEANC(Pryer), M-
Dalla (15’) e dalla (19) segue allora:

k k
373

MPEANCP,0), My

(20) F(PL Py ) — (0 + gD >k —e>k—

mentre dalla (18’) e (19) si deduce:
M

. o = o~ 1_” ’ ﬂ '
(20%) J‘(Pl,l’z;yl,yz)—(P1+01!ll)>?|3I1|—8> 7|!/1|—TL>

Aﬁ , Jﬂ: N J_i I D 1]
>Tz—|?/1l—"4—|3/1|=—4"|!/1§= VP €A NC(P,e) ¥ un=L
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E poiche la (20), per y ' << L, ci da

” ETS T ’ k ]
(20”) f(l’.,l’z;yx,yz)—(p.+qny1)>Elynl,

¥ PiedAd n O, o) \7‘(1/1|£Lv
posto

[k M
vy = min {52, o,
dalle (20’), (20") si ottiene :

f(Plal_)ziyiy?E)—(Pl+’lly;)>71|?]i|7 V[,I€4‘1ln()(7,1101)9 M,

e quindi la (6) & provata.

5. Diamo una condizione necessaria per esistenza (finito) dell’integrale
Iy(y,, Ys).

TEOREMA 1. Se f(I, o5yt ¥, P €Ay, o€ Ay, N y1, Y5, soddisfa le
condiziont :

i’y sia continua in A, uniformemente rispetto ad y; e continua in A,
uniformemente rispetto ad y;, quando rispettivamente si fissino le coppie
(P2 € Az, 935), (€A, ,97) ()5

ii’) per ogni P€ A = A, <X A, sia continua € convessa rispetto ad y; , y,
separatamente ;

iii’) in nessun punto P€ A si riduca a una funzione lineare rispetto ad
Y1, Yo separatamente ;

e se Vintegrale Iy (y,,Yy,), con (y,,¥,) continua, esiste finito, la (y,,y,) ¢ a
variazione limitata.
Siano :

Y=Y (@), ag<<@, < by; Y= Yp (&), ¢, <, <7,

in componenti della coppia (y,,y,) e mostriamo che y, (r,) & a variazione
imitata in (a,, by); analogo & il ragionamento per mostrare che y,(x,) & a
~ariazione limitata in (¢, , dy).

Dalla definizione d’integrale Iy (y, , y,) segue che %/ & >0 34 (e) > 0 tale
che per ogni D (Ry), By = {a, <® < b, ¢y <x,<d},| D(R)| <4, si abbia

() La continuita in i') si pud sostituire con la semicontinuita inferiore.
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(21) | Dg [D (Ro)] — Iy (y1 ’ 3/.2) | < &

con Pg definita dalla (5).
Fissiamo un punto z, €{a,, b,] e sia R, R c R,, un rettangolo

(22) R=lo,—a<z, <z + b <5<+ ¥

con a, f}, 8’ soddisfacenti le condizioni :

6 - (o _
'—';-’71—'“021 0<13Smm’z"bo—'”1

1% 0 < o < min 1

’

se a0<;,<b0;
F _
20) a=0,0<ﬂg-2—, se &, = a,;

39 0<as%,ﬁ=0, se x, = b ;

49 0<6'g%.

Fissato un R del tipo (22) scegliamo m rettangoli R;,j=1,2,...,m, R; cR,,
in modo che esista una suddivisione D (R, ={R,R,,R,,.., Ra}, con
|| D(Ry|| < 8, ¢ sia poi D(R) una arbitraria suddivisione di R.

Poiche la totalita dei reﬁtangoli costitnita dai rettangoli R;,j = 1,... m,
e da quelli contenuti in D (R) rappresenta una suddivisione D*(R,), con
|| D* (R,) || < 6, risulta per la (21):

m

(21) Po[D(B) < T gy 9) — = Bu(B)) + e,
j=

e questa ci dice (ﬂle per ogni R del tipo (22) esiste un M > 0 tale che
qualunque sia ) (R) si abbia

(23) D, [D(R) < M.

d . o
5 e osserviamo che in virtu

13
=

Fissiamo ora un x, € [c, . dy}, ¢, < y<l ¢, +

del Lemma 1, visto che f soddisfa le condizioni i), ii), iii) di tale lemma,

esistono, quando in esso si prendono P, = (x,,y, (x,), Py = (¢o, ¥, ()

_ — — 6
p = yl(fi)——y‘“’—ﬂ’l , un intorno C(P,, g,), 0 < ¢, < —, e tre numeri p,, q,,

—_ 4
ZTg — €
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v,, v, > 0, tali che
(24)  F(Py, Pys i, 9 — (P + @y 9) > v, |9i ], ¥ Pi€A, 0 (P, Wi

Consideriamo pel piano cartesiano (x,,y,) la circonferenza y di centro
P, = (,¥, (;1)) e raggio g, con o < min {g, ’;1 — @, by — 2,} quando @
ay <<z, <by, con o< minfg,,b,— a,] se & z, = a, oppure x, = by, e si
osservi che la retta r passante per Pi e parallela all’asse x, divide la y

in due semicirconferenze y, , y, di equazioni
Yy = h(xy), ;1‘9£J"'1£;1+Q’
yy=k(), ;1"'93‘”13‘;1"'9-

Se & x, < b,, denotiamo con (x4} la classe dei punti x;, ciascuno dei
quali soddisfa una almeno delle due relazioni

h(x)) — y, (=) =0, ;in1—<—;1 + o
k(w,)—yl(w,)=0» ;'g.l‘1£;l+g.

Essendo le funzioni y, (x,), k (x,), k (x,) continue, la classe {x4} & chiusa
e inoltre il minimo o (x,) di tale classe & manifestamente maggiore di «,.

Se & x, > a,, denotiamo con (x,] la classe dei punti x, ciascuno dei
quali soddisfa una almeno delle due relazioni

h(@) —y, (@) =0, & —o<x <ux.
k(x) —y, (@) =0, ;1 — Q< xy S-a_ri .

Tale classe {x,} & pure chiusa e il suo massimo 7(r,) & minore di r, .
Con questo procedimento ad ogni punto .17, €lay, by) si associa : Pintervallo
[+ (@), 0 (@,)], 7 (@) <=z, < 0(;1), se a, < x, < by; lintervallo [z, ,0(x,)] se
x, = a,; Pintervallo |z (2,), z] se x,=b,.

Supposto a, <.7cl < b, mostriamo che in [z( xiy, o (w,)} la y, (x,) & a va-
. riazione limitata ; analogo eil raglonamento per mostrare Lhe Y, (x,) & a va
riazione limitata i1 [.zcl , O (.t,)] oin [t(x 11] secondo che L, = a, oppure

xi_b
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Osserviamo intanto che per x, €[z(x,), o (x,)] & P,=(x,,¥y(®,))€ 4, N C(P,,p,),
essendo il raggio o della y minore di g, .

Detta quindi (a{),j=1,2, ..,n,1(2) =2 <&} <..<aP = o(x),
una arbitraria suddivisione dell’intervallo [z (;‘), o(ai)], dalla (24) segue:

(@) — g, (@7) g, (@) — 9, (¢,)
J (x(J » Yy (@), (Hyz(co)’yl =y yl(j) 0 - )
x —x Xy — Co
@) — 3, @)
ng+1) —_ x(li)

Yy (@) —y,(@y7) .
! ! ) vy y J=0,1,..,n—1,

—_ (1)1 + g x(,f‘f'“ — x«lj)

dalla quale, moltiplicando ambo i membri per (:_c2 —¢,) (w‘lj‘“)—:cgf)) e poi
sommando rispetto all’indice j si ha:

n—1 (m(l.H'l)) —y (x(]))
(25) Zf(a,(f’ Y, (e j), Cor Y, (e ) o 'l,(lj_l_]) — .’l}lgj' : ’

j=0

Yp (-772) Ys (co))( — ) (@Y — ali) —
.1‘2 - co

- (Pa (‘7 (-';1) —1 (;1)) + g, (?/1 (o (;1)) —y(c (;1)))) ("’—'2 — 6 >

J+1
(+)

> (2, — ¢) viz I M.

¥, (@

Ricordiamo ora che &

o . - - - é
0<91<T,0<g<mm {g,,w‘—ao,bo—m,},co<w2gco+—2—,

¢ quindj, poiche -7”1 —0< ac,) < w, <o (4”1) = wi -+ o, il rettangolo R=
= [t () < &, < 0 (&), ¢y << Xp << a,] & del tipo (22).

Dalla (23) allora, che vale qualunque sia D (R) e quindi in particolare
quando per D (R) si prenda una qualunque suddivisione di R ottenuta come
prodotto di una arbitraria suddivisione {¢{)}; di [z (@), o(;l)] per [¢, , z,], 8i ha:

) n— Y (x(.H'l)) —y (x(i))
(26) Z f(x‘('”,?/, (x(j)9 0,?/2(0), : xlgH-l) —

— (i ’
Z

y? (zzz) —y2 (00)) ( —c ) (w(.’H'l) 51)) < M’
Tg— 0o
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qualunque sia la suddivisione {.L‘gj',j dellintervallo [t (;]),o(;l)]. Dalle (25),
(26) segue dunque l'esistenza di un N > 0 tale che:

n—1

2 |y, (&) —y (@) ] < N,

j=0

qualunque sia la suddivisione {x‘lf'}j dellintervallo [z (;n)"’(;'l)]' La y () &
quindi a variazione limitata in [z (x,), a(;,)]

Osservando infine che al variare di @, in [a,, b, si ottiene una classe
{T} di infiniti_intervalli I'= [z (=), 6 ()], con z(x,) =z, se x, = a, e con
o(z,) =, se z, = b,, la quale classe ricopre [a,, b,] e in ciascun intervallo
T la y, (z,) & a variazione limitata, in virth del noto teorema di copertura
di Borel esiste una sottoclasse finita della {T'} che ricopre [a,, b,] e quindi
Y, (x,) & a variazione limitata in [a,, by).

OsserVAZIONE I, Il teorema sussiste anche se non esiste Iy (y,,¥s)
purché pero sia finito Iy (y,,y,); difatti in tal caso continua ad essere vera
la (21’) quando in essa si cambi I, (y,,y,) in Iy (y,,9,).

OsseERVAZIONE II. Le condizioni ii’), iii’) sono soddisfatte se l’integrale
Iy (y,,9,) & quasi regolare positivo seminormale (S. Faedo [6] pp; 30-81).

OSsSeERVAZIONE 111. Facilmente si vede che senza la condizione iii’) non
sussiste il teorema. Consideriamo ad esempio le funzioni

LBy, =y + v, HLP59,0)=y Y,
Ja(Pyyi,y) =y + ¥, S (P5y1,92) =91y,

che soddisfano le i’), ii’) senza soddisfare la iii’).

Dette @,, @, rispettivamente le funzioni associate a f, , f, , e fissata una
coppia di curve (y,,9,), {y, =y, (&), 4y < &, < by}, ¥, =y, (%), €5 << Ty << by}
se D(Ry), Ry = {ay < x, < by, ¢y < &, << dy}, & una suddivisione di E, otte-
nuta come prodotto delle suddivisioni « = 29 < &) < ...y 2 = b
o =a) < z) <..a{=d, posto R, ;= o) < & < 21, ali) <, << a1
si ha:

m—1 n=1 msrst (8 @) - g, (@)
S 2 Dy (Ri )= > (L R, T W
=0 =0 Gl( ]) l"‘() =0 \ w]z—l—ly _ +
y, @) — v, @)
a;‘(zj‘*‘l) — w(Q]')

= (yi (bo) — ¥4 (00)) (dy — ¢) + (?/2 (dy) — ¥ (e)) (hy — ¢;),

)(w(ii+l) — ivl‘))(‘l'flj+l' _ w;j’) —_
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m—1 n—} m—1 n—1 () — 20)
5T bRy ="3 T DO THED

i=0 j=0 i=0 j=0

+1) __
o) — af

Y, (@71D) — y, (@)
a.-(?f+l) —_ wg)

= (¥; (by) — ¥, (¢o)) (%2 (dg) — ¥ (¢p))

.(m(li+l) —_ x(li)) (x(21'+l) - x’21>) =

E analogamente, se D (R;) & una generica suddivisione di E,, 8i ha:

Pe, [D (Ry) = (?/1 (bo) — ¥4 (a'o)) (dy — ¢) + (yg (dg) — ¥, (co)) (by — ayp),
D, [D (R = (Y4 (bg) — ¥4 (“'o)) (.Vg (dy) — ¥, (oo))-

Esistono quindi finiti gli integrali

() [%, 9 f%,,
Ro Ro

senza alcuna ipotesi sulle funzioni y, (x,), y, (%)

Analogamente si vede che !integrale Iy (y,,y,) sia della f; che
della f, esiste finito qualunque sia y, =y, (x,), «, €[a,, b,], e con y, =
=y, (), @, €[cy, dy], costante.

OSSERVAZIONE IV. La condizione necessaria espressa dal teorema non
e sufficiente. Si consideri infatti la funzione

F P59y, 9=y + 9}

che soddisfa le condizioni i’), ii’), iii’) e si prenda per coppia (¥, ,,),y, =¥, (,),
02 <1, y, =y, (,), 0 < x, <1, quella con y, (x,), y, () coincidenti en-
trambe con la nota funzione di Cantor-Vitali, y=y(x), 0<x<1, che & continua,
a variazione limitata ma non assolutamente continua. Per tale funzione y (x)
del Vitali si ha (8) che % M >0 34 (M) > 0 per cui risulti :

1) — 4
(g(_(l)__%(sﬁL>M, Mae:l—0<<el

(27)
Jonsiderata allora una generica suddivisione D (R), B, = {0<x, <1, 0<x,<(1},
con || D(Ry)|| < d, sia Re€.D(R,) il rettangolo

R=lr<r, <1, z,<u,<1)

(*) C. Vinti [19] pp. 26-27.
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B ovviamente 1 —d <z, <1, 1 —8 < ;2 <1, e se Pg & la funzione asso-
ciata alla f si ha per la (27):

b, (R) — (¥, (1) —g‘ (-77,))4 + (.'/2 (1) — gg (5"'2))4 > oM
(1 — .'1")3 (1 — 1'2)3

Osservato che gli addenti della somma @g (D (E,)] sono non negativi, e tra
questi ¢’e Pg(R), si deduce, per Varbitrarietd di M > 0, che:

(j)./.(D,,: + oo

R,

6. Stabiliamo un lemma che verra adoperato per dimostrare il teorema
del numero successivo.

LEMMA 2. Se la funzione di rettangolo @ (ry,x);.r;,x;'), definita non
negativa per R= oy <z, <@, o <my<<w)'|c R,= [ty <, < by, 0y <y << d},
e tale che Nt hyk: 0 < h < by — ay, 0 < bk dy—c,, la D (x,,x, + hjxy, 2,4 k),
(T, X)) ERp = lag <@, << by — I, ¢y < vy << dj — k), risulta integrabile secon-
do Riemann su Ry, si ha:

b X T
(28) (h]i)ﬂ_l*u/¢ (xj y &4 +’:k’ Ly y Ly + k) (11“ d.l'2 = (7, [¢.
! : i

Rp & 0

Supponiamo (J) [(15 < + oo, in caso contrario la (28) & manifestamente vera,
Ro

e 8i osservi che essendo @ non negativa & 0 <<(Y) /(I) < + oo, e quindi
I,

M e>U 36 (e) >0 tale che per ogni suddivisione D (Ry), | D (R,) || < 0, si

abbia

(29) S (k) <(9) @ +e.

Ry
Fissiamo h, %, 0 << h < 8/2,0 < k < /2, e poniamo

D@, + h;xy, 2,4 k)

I, k)= 7

dr, duay.

Iy, Lk
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Dalla stessa definizione d’integrale di Riemann esiste un o, (e) > 0 tale che
per ogni classe elementare D (Rn.x), || D (En ) || < 0a,%, una qualunque somma
di Riemann della @ (v,,x, + h;xy, x, + k)/hk relativa a D (B ) differisce
in modulo da I(h,k) per meno di .

k

. . " . h 1
Sia m un intero positivo con la condizione o < 5 Ok o < 5 Ohk e

D = fa, =)V b .. Zahm P! < @ <. < o™ < .
e < ,L-(’p. <L N < ‘”(np'w < w(lp. +1) = b0 — 1},

Qlas) = [(,0 = w(;. < x;l.:!) <. < a.(21,m) < a:g“) < a:(22'2’ < < w(22.m) <.,
<l <alrhy <l < (P 1) < ap It =d — k},
due suddivisioni rispettivamente di [a,, b, — k), [¢o, ¢o — ¥], con le proprieta:
P 01 Yo » L€ Co

[g<<m, ¢ < m;
.L"“' B+1) xlla. B =— w(l¢+l. 1) — x(l“v m) _— 1-(1Pvi+l) J— a;(lP- ) = h,/m,

a=1,2,.,p—1L f=1.,m—1, i=1,..,9—1;
( . R
x.(!' =+ m(27- 1) — x;?"f"v 1) — wg)" m) — w&?'v}"'” —_— w(ZP'J) —_ k/m,

r=12..,p —1, t=1.,m—1j=1..,¢—1;

\ @(p et — ap) =A< him, x A — (P 9) = B < k/m.

Sia poi 8 la somma di Riemanu della P (x,, 2, + h; 2y, @y ~+ k)/hk relativa-
mente alla suddivisione prodotto D@ > (D@ quando per valore della
& (x,, 2, + h; @y, ¥, + k)/hk in ciascun rettangolo di Q= < P gi prende
il valore che essa assume nel vertice sinistro in basso.

Si ha ovviamente

(30) T(hky—e<< STk 4 e

Posto

v » @ (xlh xlah by xd) glr ) k

(31) N = ‘\: 2 (,],,.; ’ ,l B ,_*— ,,,A ,‘%,,_J 2 ,+_? C'u.ﬂ‘,E(r, 1)
y=1 a=1 hk

2. Annaly della Scuola Norm. Sup. Pisa
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con C@A Erv definite dalle

him per a=1..,p—1, f=1,..,m,
e per a=p, f=1,..,9—1;
(31‘) C(G’ﬂ)=‘
A per a=p, f=0gq;
0 per a=p, f=q+1,..,m,
k/m per y=1,..,p"—1, 1=1,..,m,

e per y=p,1=1,..,¢ —1;

@31, Eoo=

? (B per y=p’, 1=2¢’;
0

per y=p’,t=¢q"+1,..,m,
risulta :

(32) S=3 > 86

Confrontiamo ora le somme 8% * con le somme & [D¥ 9 (R,)], essendo
D¥: 9 (R;) la classe elementare prodotto delle due suddivisioni

a, = x‘il'l) <= wglaﬂ) < _/1;52» <. A B < x%"H.ﬂ) < x-(1'+2y A= by,

¢ = m(21,1) < m(zl. )< .1;(22") < < xg. 0 < $§‘+1") < w;a+2, ) — do’

ove &
| P se f=<¢ v se 1=¢,
(33) r= < y $§ =<
[p—] se f>4¢q 'p’—l se t>¢
e avendo posto
w2+ ) = g(r. A 4 h per fA<gq,
wph = alp=1 A 4 per 8>y,
(34)
@ D = ¥ ) 4 k per 1<¢’,

L =alr el Lk per T>¢’.
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B manifestamente

r41 341
(35) [} [D(ﬁ' 7) (RO)] =3 3¢ (xgﬂ, A, w(]ﬂ"'lvﬂl ;x(zrv o, x;r'l-l‘ ®) +

a=1 y=1

41 r+1
+ ,fl b (3(11. 1, x(ll,ﬂ); x(zy, o, .r(27+1- 7)) +.,=21 7)) (w;"- B, 1.(la+1,ﬁ); w(zl' D, w;l.r)) +

+ @ (@D, 20085 g0, afh9),

con ’avvertenza di porre

Q(a;(ll,l),w'll.ﬁ);xgr.u,wgv%.')) =0 se f=1,
07)] (xga. [f)’ x(l“'H’ ﬂ’; '”2]' 1)’ "‘i‘l,ll) = () Se 1= l,
O (v, al-A; 2V, afl)) = 0 se almeno uno dei due indici §,7 & 1.

Ma dalla (31), tenendo presente le (31,), (31,), (33), (34) e ricordando
che @ & non negativa e che inoltre 0 << A << h/m, 0 << B << k/m, segue:

r s @ (wgﬂ. ﬂ), xg"'{‘l' ) H ,1;(27, f)’ a;‘g}"f“v "))

Sbd< 3 2~ 5
a=1 y=I1 m

’
che confrontata con la (35) ci da:
(36) SB7) < 7%2 D [D# D (Ro)]-

E poiche & || DIF 2 (R) || < 8, ¥ f,7=1, 2, ..., m, dalla (32), tenendo presente
le (29), (36), si deduce:

s<<9>[¢+e,
Ry

e quindi dalla (30):

I(h,k)<(9)f¢+28, Mh k0 <h<8/2,0<k<d/2
o2

che ci da Dasserto del teorema.
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OSSERVAZIONE. Invece della (28) sussisterebbe la

min ]iquj(w“w’ T hizy, 2+ k) du, dﬂ”zZ(g)/ P,
LR

(A k) = 0 hk
By g

se la @ fosse definita non positiva.

7. In questo numero stabiliamo una proposizione che mette in relazione
Vintegrale I(y,,y,) di TFubini-Tonelli, V'integrale superiore I3:(y,,y,) di
Fubini-Tonelli nel senso (J)-Weiestrass e le approssimazioni

( h) — k) —
ff (“'1 s Y1 (@), gy Yg (05) 5 Y @ & ,)L Yy (@) ) Yo (@ + 7)c Yo (%))

Bp x

dz, dx, .

TEOREMA 2. 8¢ f(Py, Py; 91,435, Pr€A,, Po€A4,y, N yi, ¥z, & continua
e non negativa, per ogni (y,,¥y,) continua, {y, =y, (x,), ay <2, < by, |y, =
= ¥y (&), Co << %y << do}, com y; (21) ed y,(x,) esistenti quasi ovunque € somma-
bili rispettivamente in [a,, byl, [¢q, dy], risulta:

37) I(Ih ’ ?/2) = (hlilg]* . /f ("f': ' Yy (), x5 , Yo (“2) 3
' Ep x

Yy (2 +h) — Yy (w‘) Yo (1‘2 + k) — Yg ()
h ’ k

) da, dey < I (Y, Y,

ove lim* indica una qualsivoglia operazione di limite ed By, = {a,<<x,<b,—h,
Co < Ty << dy — K.

Detta G la funzione associata alla f definita dalla (4) ed D¢ la funzione
di rettangolo definita dalla (5), in virta del Lemma 2, quando in esso si
cambi @ con Pg, 8i ha

Yy (@40 —y (x) Yy (@t k) —yy(wy)
h 7

A )dw, dwy<<

" max lim f(a;”yi(a',),mz,yz(%);
(R, k) >0
Rp, &

=
<(9) | o= Iz, ¥y)
R,
con RBy=(a, << < by, ¢y < x, < dy}.
Fissati ora 7», 77, 0<h < by —ay, 0L E< dy — ¢,, potendo supporre
O0<h< E 0<k<Z IT, e adoperando, essendo f non negativa, il noto lemma
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di Fatou, risulta :
I (v, 5 ¥9) =

ZTT\K liom f(wh.’li (), %5,¥5(¥5) 5 ot h;—-y,(»r,)’ yg(mz-i—k;c_ yz(%))d‘”adwz'?
(h, k) -+

Ep, k

- — k

Zmlﬂ)hm f('”u?/i(%),‘”za?lz("’z), Y x1+h) '/1("’1) Yooyt ) — 4 2))‘” dr,=>
(h, K =0

B,k

>min llmff 1 Y (B4) 2o, Yo (®5) 5

(h, k)~ 0

LB =y (x) Vs ky—
yi(x+ 2 3/1("'1)’ Yo (@t ’z yz(”z))dw.dwzz

= ff(xl VY1 (@), By, Y2 () 5 Y1 (@1), Y2 (00)) dwy duxy ,
k%

¢ da questa che & vera qualunque siano &, k: 0 <k < by—ay, 0 <k < dy— ¢,
segue la (37).

OSSERVAZIONE. Con le stesse ipotesi sulla f e sulla (y, ,y,) sussistono
come immediata conseguenza del teorema le seguenti proposizioni :
a) Se I; (Y, ¥y) = I(y,,y,), risulta:

IW (:‘/1 [} 3/2) = I(yi ] yz) =

Yy (e, +h)— ’/1(‘”1), Yo @yt kll_yz(‘”z)) Az, dz, .

lim ff("ﬁr.'h(“} 3y Y (Wa) 3 i
(hk; . b
Ry g

By Se Iy (y,,y,) esiste ( finito o no) e risulta Iy (Y, ,9Y) = I (¥, ¥5),
st ha:

ITw(y,,y,)= I(y,,y,) =

. L Yooy ) —y, () yolwe+ k) —y,(x,)

= lim /_/ (Jv“yi L)Ly Yo (5) 5 1 ]) Pt Ly st - 2 2),1”1(1‘1.2.
hky =0 v

h, k
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[1] E.
(2] J.
[3] 8.
[4] 8.
(5] S.
(6] S.
[7] 8.
(8] G.
[9] L.

[10] L.

[11] E.

[12] E.

[13] E.

[14] E.

[15] E.

[16] E.

[17] E.
[18] C.
[19] C.
[20] C.

[21] C.
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