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PROBLÈME DE CAUCHY
POUR ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES
OPERATIONNELLES À COEFFICIENTS

CONSTANTS NON-BORNES.

MIROSLAV SOVA

L’objectif de la présente communication est d’exposer les résultats

nouveaux de l’unicité, de l’existence et de la croissance des solutions du

problème de Cauchy pour les équations différentielles u" (t) + Bu’ (t) +
+ Au (t) = 0 dont les coefficients sont des opérateurs, en général non-bor-

nés, dans un espace de Banach quelconque.
L’exposition est complète mais assez concise ; malgré cela, nous espérons

que les démonstrations sont toujours compréhensibles. Certains résultats

auxiliaires, bien connus, sont mentionnés dans la première section sans dé-
monstrations (voir [1], [2]).

Le présent article est une suite du mémoire de l’auteur [4] sur les
fonctions-cosinus diopérateurs dont les résultats sont non seulement traités
sous une forme différente comme problème de Cauchy, mais surtout essen-
tiellement généralisés et munis des démonstrations complètement nouvelles.
Par conséquent, l’exposition actuelle est entièrement indépendante de [4].

Il y a huit sections. 1. Préliminaires, 2. Résultats auxiliaires du problème paraboli-
que, 3. Couples d’opérateurs, 4. Solutions du problème hyperbolique, 5. Unicité du problème
hyperuolicine, 6. Résolubilité stricte du problème hyperbolique, 7. Résolubilité modérée du

problème hvperbolique, 8. Compléments et commentaire. 
’

1. Préliininaires.

1,1 Soit (1) R le corps des nombres réels, (2) .R+ l’ensemble des nom-
bres positifs, (3) ~~ l’espace de Banach quelconque avec la norme Il.11, (4)
1+ l’ensemble des opérateurs linéaires dont les domaines sont des sous
-- ---- -----

pervennte alla l{c:&#x3E;c1azÍone il 26 Agost(, 19)7.
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ensembles linéaires non-vides de E et dont les valeurs appartiennent à E,
(5) 1 (E) l’espace de Banach de tous les opérateurs de 1+ (E), partout dé-
finis et continus, avec la norme usuelle, (6) E x E le carré cartésien de E

dont les éléments seront représentés sous la forme &#x3E; , avec la nor-

me Il l’ensemble de toutes les ap-
. l ,- . Il

plications (fonctions) définies sur l’ensemble Mi avec valeurs dans l’ensem-

ble M2.

1 ~2 Le calcul différentiel pour les fonctions vectorielles d’une variable

réelle est simple. Quant à l’intégration de ces fonctions, on n’aura besoin

que de l’intégration des fonctions continues.

1,3 L’opérateur identique sera désigné par 9. La fermeture d’un opé
rateur préfermé A E %+ (E) sera désignée par Â.

Dans ~L,+ (.E), on introduit les opérations algébriques ~-)-~4~ Ai A2.
Les propriétés élémentaires de ces opérations voir [5], p. 28. Notons seule-

Pour plus de sûreté, soit pour tout A E 1+ (1J).
Si ~1 (A,) g ID (A2) et A, .x = A2 x pour x E ID (Ai), on écrit Ai 9 A2

pour 

1 ,4 Un opérateur A E 1+ (E) s’appelle au point Â E R si
existe et appartient à ~, (_E ). L’ensemble de tous les points

auxquels A est régulier sera désigné par M (A).

1,5 PROPOSITION. Soit A E 1+ (E). Si 10 (A) --~--r- 0~ alors A

est fermé.

1,6 PROPOSITION. Soit A E 1+ (.E) et Â E R. Si (a) l’opérateur A est ferlné,
(b) est biunivoque, (c) il existe un sou-8-ensemble dense D e E tel que
D c ID ()"9 + A)-’) et l’opérateur (AT + est continu -siti- D, A est

régulier en Â.

1,7 PROPOSITION. Soit A E 1+ (E), 1ER. E .0153 (A), alors
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1,8 PRUPOSITION. Soit A E 1+ (~). Si 0153 (A) ~ 0, alors la fonctioni
(Â St -t- A)-1 est indéfininient dérivable sur 1 E 0153 (A) et

pour

1,9 PROPOSITION. Soit A E IL+ (E). Si l’opérateur A est densement défin,

il existe Une suite xk E JI) (A") telle que

Preuve. Soit fixe. On voit de la formule, facile à démontrer

Donc on

peut supposer constamment ~~ --. 0.

])’abord on va démontrer

( 2 ) 1D(Ar) est dense dans L’ pour tout r = 1, 2, ....

Le cas r = 1 est évident. Supposons (Ar) soit dense. Comme
A.-1 (ID (-4’r», on obtient que D ( Ar+1) est dense dans 

i. e. dans E.

Pour terminer, soit x E ID (Aq). Comme l’assertion de notre proposition
est triviale pour n = 1, 2, ..., q, on va supposer que n = q + r, r = 1, 2, ....
Il s’ensuit de (2) qu’il existe une suite Yk E ID (A’’) telle que yk - Aq x (k - oo).
Posons Xk = A-q Yk et (1) est évident.

1,10 PROPOSITION. Soit A un ensemble ouvert sur R et fk , k = 1, 2, ... f; g
des fonctions de --+ E. Si (a) le = 1, 2, ... sont continîtment dérivables szcr

A, (b) fk- (t) - f (t) (k --~ oo) pour tout t E .11, (c) fk (t) - g (t) (k --~ oo) locale.

1nent uniformément sur A, alo)-s (a) f est conti-n zîment dérivable et (fi) f’’ (t) =

= g (t) pour t E ~1.

1,11 PROPOSITION. Soit m E 1 ---&#x3E; R, f E A --&#x3E; E. Si (a) les fonctions lp, f
sont continue, (b) lp est intégrable sur -,1 et (e) Il j. (t) Il p (t) pour t E A, alo1.s

.. 1’_"

f est aitssi intégra,bie et
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1,12 PROPOSITION. Soit f E ~l ---~ E. Si f est continûment dérivable, alors
pour tou.t E 1, (a, ~) C A, la fonction f’’ est intégrable sur (oc, {3} et

R

IY13 PROPOSITION. Soit
Si (a~ les fonctions. 1 et f sont continues, est continue et

et f sont intégrable.s

1,14 PROPOSITION. Soit A un otlvet’t,
rSi les. fonctions p = 0, 1, 2,... sont continues

et s’il existe un sous-enseinble d

1 E A, (b) pour tout x E D, la fonction 1.’) (. ) x est indéfiniment dérivable dans

par rapport à la topologie de ’.

La preuve n’est pas difficile grâce aux propositions 1,11 et 1,12 et peut
être abandonnée au lecteur.

1, 15 PROPOSITION. Soit A un ensemble ouvert sur R. Si (a) l’opérateur
A E 1+ (.E) est fermé, (b) la J’onction J’E ~l --~ ~ est contin1te et intégra,ble, (c)

pour t E A et (d) la fonction A f (t? est aussi continue et intégrable,

1,16 LEMME (Phragmén. Soit f E R+ - E. Si la est continue

sur R+ et intégrable sur (0,1), (ilors pour tout t, s E R+
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Preuve. On ; unifor-

mément sur 0 C i ~ t -f- s pour t, s E R+ fixés.
Par suite, d’après 1,13,

Comme 1 - exp (- tend vers 1 pour 0  1"  t avec e --&#x3E; oo et vers
0 pour t  -r  t -t- s, une nouvelle application de 1,13 donne (1).

1,17 PROPOSITION. Soit Si (a) la est continue

sur R+ est intégrable sur (U,1 ) et (b) s’il existe une constante d E R+ et une

J’onction L E 1~+ -+ R vérifiant pour tout t E R+ et Â &#x3E; d

alors la fonction f est identiquement nulle.

Commençons par

u

pour tout t E R+ . En effets, il résulte de (1) d :

ce qui tend vers zéro avec e - oo.

En utilisant 1,16 (1), on obtient de ( d’où le résultat.
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1.18 PROPOSITION a E Il et f’ E --&#x3E; E. Si la fonction, f est con.
tinûlnent dérivable sur R+1, f ’ (t) + a f (t) = U et ,f’ (0+) = 0, alors J’est iden-
tiquenient nulle.

P1°euve. On a -

est constante sur

t E R+.

1,19 LEMME. Pour

1120 Pour ;

1,21 LEMME P01tr t E R+ et ,,&#x3E; 0, on a

2. Résultats auxiliaires du problème paruboliqne.

2,1 Soit A E 1+ (E), 1t E 1~+ - E. On dit que la fonction u est une

solution du p1’oblème Parabolique A si (1) 11, est
’ 

continîiment dérivable sur R+, (1 r) 1t (0+) existe, (III) u (t) E ID (À) pour
tout t E le+ (IV) n’(t) + -lu (t) = 0 pour tout t E R+.

2,2 L’operateur A E 1+ (E) s’appelle 
si toute solution it du problème parabolique pour A vérifiant u (0+) = 0 est

identiquement nulle.

2,3 THEORÈME AUXILIAIRE n’UNICI1.’É. Soit A E 1+ (E). S’il existe cleaex

constantes non.negatives c, K et un nombre q = 0, 1, 2,... tels que (a) l’opé1’a-
teur A est régulier en tout Â &#x3E; c, (b) pour tout z E ID (A’i) et Â &#x3E; c, on a

alors l’opérateur A est pai-aboliqiteiîient déterminé.

Preuve. Soit u une solution du prohlème parabolique pour ...4. telle que
t

On pose
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1,2~.... Comme est fermé d’après 1,15 il résulte de 1,15 que D(A)
et v Mais cette dernière identité donne

pour 0, 1, 2, ....
Ecrivons pour s E R+

l’on utilise 1,18. D’autre part, (1), (2) donnent

Donc

pour tout t E 7~+  A &#x3E; c. 

’

Il résulte de (3) que toutes les hypothèses de 1,1 î sont satisfaites et
’ 

dq
par conséquent, v, (t = 0 pour tout 1 E U+. d’où aussi M t t = 0 .1 , ( t)= 

dtq q (t)

Le théorème 2,3 est une généralisation dn théorème important et bien

connu de Lubich qui est identique avec le cas q = 0. Mais la preuve précédente, réelle
et élémentaire, est, Eetuble-t-il, nouvelle aussi dans ce cas.

. 

2,4 LEMME. Soit A E %+ (E) et x zcrte constante l’opéra-

teur A est tégulier &#x3E; x, la fonction! 1 est con-

tiitîtineiit pour tout
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Preuve. En utilisant 1,8 (1) et la formule de Leibnitz, on en déduit

ce qtii (lonne (1) en vertu de 1,7 (2). L’identité (2) est une conséquence im-
médiate de (1).

2,5 PROPOSI1’ION. Soit A E 1+ ( E), , q = 0, 1, 2,... et ;,., N deux constantes

(a) l’opérateur A est régulier pour ), &#x3E; x, (b) pour tout

it = 11 2, ...

alors (x) pour tout x

pour tout

Preuve. Il résulte de (1) et 1,19 que

pour x

En utilisant 1,7, on peut écrire pour

Ensuite, (2) est une conséquence immédiate de (.1) et (4).
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D’autre part, on déduit de :

pour à

Pour démontrer (3), il suffit d’appliquer (6) et (4).

216 PRE:B1IEU THÉORÈME AUXILIAIRE D’EXISTENCE. Soit A E 1+ (E),
q = 0, li 2, ... et x une constante non-négative. rsi (a) A est dense-

1nent défini, (b) régulier en tozct l &#x3E; x, (c) il existe une constante N telle que,

pour tout z  D (~1~)~ ~ &#x3E; x et n = 1, 2~ ..., on a

poicr tout il existe une d’lt probléme parabolique pour
A telle que u (0+) = x et que, pour tout t E R+,

Preuve. Soit d’abord x E JI) (A 2q+3) et écrivons 1

On verifie aisément à l’aide de 2,4 (1)

(4) li, est continûment dérivable, 1tr (t) E ID (.~i ) et ~ i

pour t E R+ , r &#x3E; xt.

D’autre part, on peut appliquer ~5 (~3), l’on déduit
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(5) ’lIT, ur sont localement uniformément convergentes sur 

(6) Posons it (t) == lim tir (t).
r 

Il résulte de (5) et 1,10 qne 1t est continîiment dérivable sur .R+ et de

(4) que et u’(t) -l- Au (t) = 0. D’autre part, 2,5 (2) entraîne

it (t) ---* x (t -~ 0+). Par conséquents est une solution du problème parabo-
liqne pour A telle que M (0+) = x. Cela veut dire, vu (6), que notre théo-

rème est prouvé pour x E ~ (A2’~+3).
A présent, soit x IJn vertu de 1,9, on trouve une suite

,xk E D (A2~’+3) telle que

Notre théorème étant déjà prouvé pour X E D (A2~s+~), il existe une suite lik

des solutions du problème parabolique pour A telle que lik (0+) =:ek et (2),
(3) ont lieu pour k = 1, 2, ....

En outre, il 1 résulte de (1) et 1,19 pour z E D t E R+, r = 1, J, .. ~
r &#x3E; 2xt :

Si l’on prend z = xkl - Xkv et z = A (Xkl - xk,) dans (8), on en obtient,
lorsque r augmente indéfiniment, pour 1 E R+, k1, k2 = 1, 2, ... :

d’où il résulte que 1’k (t), Ili (t) sont uniformément convergentes sur (0, ex)
pour tout a E l~+ . ,

Posons (t) = liM Uk (t) .
K-&#x3E;00

On vérifie aisément à l’aide de 1,10 que it est une solution du problème
parabolique pour A et que zc ( ~+) = x. Il reste à démontrer (2), (3) pour z~,
mais cela ne fait aucune difficulté et s’effectue d’une façon évidente.

Remarque. Le théorème célèbre de Hille-Yosida est nne conséquence siinple et immé-
diate du théorème précédent 2,6 et du théorème 2,3 avec q = 0.

2,7 SECOND THÉORÈME AUXILIAIRE D’EXISTENGE. Soit A E 

c~ = 0, 1, 2,... et x une constante (a) A est 
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ment défcfzi, (b) )-éguliet- pour )1. &#x3E; x et (c) il existe zcne constante N telle que

pour z E ID (Aq), l &#x3E; x et n = 1, 2, ... :

alors pour tout x E ID (A q+2). il existe une solution 1t du paraboliqlie
pour A telle que tl (0+) = x et pour tout t E R+ :

l’o°eZCVe. Il résulte de 1,7, 1,20 et (1) pour

et de 1,7 pour

Vu 1,19, l’inégalité (1) donne sans peine pour
t- = 1, 2,..., i ’1’ &#x3E; 2,vt:

Soit x E 1D (A’i+2). Il résulte de (5) que le théorème 2,6 peut être appli-
qué et, par suite, il existe une solution 1t du problème parabolique pour A
telle que 11 (O+) = x et 2,6 (2) et 2,6 (3) ont lieu. Cependant l’identité (6)
montre que (3) (4) entrent en vigueur aussi. Il reste à vérifier (2) si l’on

connaît déjà (3).
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Posons

D’après 2,4 (2), vr est

dérivable et et d’après (7), v,. ( 0..~) = 0. Vu 1.12, on a

D’autre part, d’après (8),

Par suite, on peut utiliser 1,13 d’où l’on conclut, vu (3), que

ce qui est en effet (2).

3. Couples d’opél·ateurs.

3,1 Soit A, B E 1+ ( E), Á E R. Le couple dopérateurs A, B s’appel le bi-
au si (Â2 9 + ÂB + A)-i existe et appartient à 1 (E).

L’ensemble des points auxquels le couple A, B est birégulier sera désigné
par f1 (A, B).

3,2 PROPOSITION. Si le couple d’opérateurs A, E 1+ ( l;) est 

au point À E R, alors pour tout x E ID (A) ri ID (B),

Preuve. Cela découle de 1,7 (3) si l’on remplace A + A.

. 3,3 A tout comple d’opérateurs A, 13 E ~L,+ (~;), on associera un opérateur
C’6%+(Ux~ défini de la façon ~ ~ ( I~) et

pour tout y E ID (B).
’ 

L’opérateur 0 s’appelle associé A, B.
’ 

3,4 PROPOSITION. Si C 6 1+ (E x E) est associé au couple

alors (a) 
(X)’ 

y ’
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en8uite

si et seulement si x

3,5 PROPOSITION Soit A, B E 1+ (E), C E 1+ (E X E) et ;A E R. Lorsque
C est l’opérateur associé au couple A, B, alors Â2Sf + ÂB + A est un opéra-
teur biunivoque si et seulement si ~,~ + C est biunivoque.

3,6 PROPOSITION. Soit A, B E1+ (E), CE 1+ (E y E), Â E R. Supposons
que C soit l’opérateur associé au couple A, B. Si le couple d’opérateurs A, B
est birégulier en l, alors (0153) 19 + 0 est biunivoque, ).,9 + C transforme
(ID (A) f1 ID (B)) (B) sur ID (B) &#x3E; E et

tout

poil). tout

Preuve. L’operateur À9+ C étant biunivoque d’après 3,5 l’identité (1)
se vérifie si l’on applique ~~ -~- C au second membre de (1). Puis (2) est

une conséquence immédiate de (1) et 3,‘~.

3~ Î PROPOSITION. Si U est 1’égulie1" en l, aloî,-,q le couple A, B
est birég1tlier en Â et pour tozct x E E :

Il existe deux opérateurs .’

pour x E E. Par hypothèse,
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ÀB -~- A est biunivoque (l’après 3,5 on en obtient

ce qui vérifie la première assertion. L’identité (1) est évidente.

3,8. Le couple d’opérateurs A, B E ~,+ (’) s’appelle bifernté si Xk --+ x,

3,9 PROPOSITION . Si A E 1+ (E) est un opérlltelu. J.er1né et B E 1 (E),
ators le couple A, Il est biferrné.

3,10 PROFOSITION. Soit C E 1+ (E X L4’) l’opérateur associé au coul)le
A, B E 1+ (E). Ensuite le couple A, B est si et seulement

si t’opérateur 0 est dans E ,r E. ,

3,11 Soit C E 1+ (E -~ E) l’opérateur associé au couple
A, B E IL+ (E) et À E R. Si (a) le couple A, B est (b) Liré-

gulier en l (c) l’opérateur I~ est densenteitt défini et (d) ) (~,2~ -~- ÀB + li

c01&#x26;tinu, alors (a) C est ,’égulier en l, pour tout x, y E E

(y) pour tout ; 1

Preuve. D’abord, il résulte de 3, ~ que C est biunivoque. Ensuite,
. 

on vérifie aisément que le second membre de 3,6 (1) est continu sur

~ (r) ~ I:. Donc nous sommes dans les conditions d’appliquer 1,6, d’ou (a)
et (,~~).
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Maintenant, on va démontrer (y). La formule 3,6 (2) montre que l’iden-
tité (2) est valable pour x E 1D (A) f1 1) (B), y E ’D (R) et il s’agit donc de l’éten-
dre sur x E 1D (A), y E 1D (B).

On voit aisément qu’il suffira de démontrer l’assertion suivante :
Pour tout x E 1D (A), il existe deux suites .y~~(~==~2,...)

telles que xk E

+ By (k - oc

est densel il existe une 

telle que Ecrivons

sulte de (a) que Dautre part,

d’où l’on déduit facilement

Mais 2*k E ID (B) y E E et on voit de 3, G (,B) que Xk E 1D (A ) n ID 
Yk E ID (B) ce qui i achève lu démonstration.

3,12 FONDAMENTAL DR DENSITÉ. Soit A, R E 1+ (E). Si (a)
les opératelu’S A, B sont dense1nent définis, (b) le couple A, B est biferiné, (c)
il existe un ~, E Il tel que le couple A, Il est bii-égulier en l, (d) (~2~’,l‘ -+-~,T~ 
est continu, (x) 1)otii- tout x, y E E, il existe deux quites xk, yk (k = 1, 2, ...)
telles que

(fi) tout il existe deux suites

telles que { 1 ) (2) ont lieu et
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(y) pour tout il existe deux

Preuve. Il s’ensuit de 3, 11 que l’opérateur C, associé au couple A, B
est régulier en it. En outre, 0 est densement défini par hypothèse. Donc
notre théorème résulte de 1, 9 pour n = 3, q = 1, 2, 3 et de 3, 4.

3, 13 PROPOSITION. Soit A comme dans 1,15. Si (a) le couple d’opérateurs
A, B E 1+ (E) est bzfermé, (b) le-q fonctions f, g E lA-&#x3E; .L’ sont contintles et in-

tégrable.&#x26;, (c) f (t) E ID (A), g (t) E 1D (B) pour t E A et (d) la fonction (t) + Bg (t)
est aussi continue et intégrable, alors (a)
_

La preuve résulte de 1,5 et 3,10, si Ion se sert de l’opérateur associé
au couple A, B.

4. Solutions du problème hyperbolique

4,1 Soit A, B E %+ (E), u E R+ --+ E. La fonction u s’appelle la 

tion du lJroblème hyperbolique le coul)le d’operateulJ’s A, B
si (I) u est deux fois continîiment dérivable, (II) u (0+), tt,’ (0+) existent,
(III) u (t) E ~ (A), u’ (t) E ~ (B) pour tout t E R+, ( 1 v) u" (t) + Bu’ (t) + Au (t) = 0
pour tout t E R+.

4,2 PROPOSITION. Si le couple d’opérateurs A, B est bifer1né et zc est une

problème hyperbolique pour A, l~, alors pour tout t E R+
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Preuve. On intègre l’équation (IV) de 4,1 en utilisant 3,13 sur l’inter-

valle (s, t), 0 C s C t et on obtient

d’où

pour s - 0+. Ensuite, on intègre en vertu de 3,13 la dernière équation
encore une fois sur (0, t).

4,3 PROPOSITION. Soit A, B E 1+ (E), u E R+ --)0- E et ca une constante non-

néyative. le couple est bifernié u est une solution du -Pro-
blè1ne hyperbolique potir A, R et lcc e-wt 11 (t) est bornée sur R+ , alors,

m

tout existe,

Preuve. On a évidemment
v

part, on vérifie aisément, en intégrant par parties, pour 1 &#x3E; 0153 :
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Par conséquent,

Maintenant, on multiplie 4,2 (2) par e-lt (Â &#x3E; (0), intègre sur (0, oo) et

transforme l’identité si obtenue d’après 3,13.

4,4 PROPOSITION. Soit C E 1+ (E X E) l’opérateur associé au couple
A, B E 1+ (E). Si te est une solution du P roblème hypei-bolique pour A, B, alors

la fonction u ;t) est une solution du problème parabolique pour C et, u (t»

sement, si u (t est une solution dit problème parabolique pour C, alors u est(VU (t)
une solution du problème hyperbolique pour A, B et u’ = v. 

’

La preuve est presque évidente. j

Remarque. Cette proposition montre la relation entre les solutions du problème hyper-
iroliqne et du problème parabolique.

5. Unicité du problèlne hyperbolique.

5,1 Le couple d’opérateurs A, RE 1+ (E) est dit hyperboliqetemetit
détet-miné si toute solution u du problème hyperbolique pour A, 13 avec

u (0+) = u’ ( 0+) = 0 est identiquement nulle.

5,2 PROPOSITION. Le couple d’ope1.ateurs A, B E 1+ (E) est hyperbolique-
ment déterminé, si et seulenzent si l’opera.teur C E 1+ (E y E), associé au cote-
ple A, B, est paraboliquement déterminé.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de 4,4.

5,3 PROPOSITION. Soit A, B E 1+ (E), v E R+ --~ E. Si (a) le couple d’opé-
rateur8 A, B est hyperboliqiieinent détei-tainé, (b) t’est une fonction continue

t Il f

sur R+ et intégrable sur

da d’l = 0 tout t E R+, alors t’est 

u

etiquiiient nulle.
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Preuve. On pose i 41 dz ce qui est une solution du pro-
u u

blème hyperbolique- pour A, B véri fiant u (0+) = u’ (0+) = 0.

5,4 THÉORÈlB’IE FONDÀNIENTAL D’UNIOITÉ. Soit A, B E IL+ (E). Si (a) le

couple d’opérateurs A, B est bifertité (b) l’operateur B est densement (c)
il existe una constante Co telle que couple A, B est birégulier pour 1 &#x3E; Co , (d)
il t existe deux constantes K, c telles que pour tout x E ID (B), Â &#x3E; Co , Â &#x3E; c

alors le couple A, B est ltyperbolique11lent déterminé.
’ 

Preuve. Soit C l’opérateur associé au couple A, B. En utilisant 3,11,
on vérifie sans peine que les hypothèses du théorème 2,3 sont valables pour
q = 0. Par conséquent, l’opérateur 0 est paraboliquement déterminé et notre
théorème s’ensuit de 5,2.

6. Résolubi lité stricte du problème hyperbolique.

6,1 ’rHÉORÈME FONDAMENTAL D’EXISI’ÈNCE AU SENS S1.’RI01.’. Soit

A, Il E 1+ (E) et roi , W2 ~ quatre constantes non-négatives. Si (a) les

opérateurs A, B sont densement définis, (b) le couple A, B est bifernié, (c) il

existe zcne constante Wo &#x3E; 0 telle que le couple A, B est birégulier pour tout

1 &#x3E; wo, (d) pour tout x E 11) ( B), les fonctions (~,2 9 -~- 1B -~- A )-1 (Ax + Bz),
(~.2 ~ -~- + A )-1 x sont indéfiniment dérivables dans Â &#x3E; (e) pour tout

(x) le couplc A, R est hyperboliqueiiieitt (fi) tout x, y E E

tels q1le
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il existe une solution u du problème hyperbolique pozcr A, B vérifiant u (0+) =
= x, u’ (0+) = y, (y) u étant une 8olution du problème ltypet-boliqîte pour A, B,
on a pour t E R+ :

(~) u étant une solution du problème hyperbolique pour A, B, vérifiant

on a pour tout t E R+ :

(e) u étant une 8olution du problèrne hyperbolique pour A, B, vérifiant

on a pour tout t ER+ :

Preuve. Posons d’abord cc~ = max et lt1= D1ax (1111 , 
Ecrivons pour Â ~ = 1, 2, ...

ce qui est toujours possible en conséquence de nos hypothèses qui garan-
tissent l’existence de ces dérivées-ci dans l’espace suivant la propo-

sition 1,14.
On obtient de (1), (2), en tenant compte de 1,14, pour Â &#x3E; cv, l, 2, ... :

En prenant (11) avec n = 1, on voit rlue les hypothèses de 5,4 ont
lieu et ceci donne (a). 

-

Soit C l’opérateur associé au couple A, B.
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Il résulte de 3,11 et 1,8:

(12) l’opérateur C est régulier pour l &#x3E; co. 
’

pour

pour

Maintenant, on va montrer

pour
En effet, il s’ensuit de (13) et (11)

1)’autre part, comme D (~1), E) (B) sont denses dans E par hypothèse,
JI) (C) est dense dans E  E.

Ceci étant, nous sommes dans les conditions d’appliquer le théorème

2,6, cl’où l’on déduit, en utilisant 3,4 et 4,4, la conclusion suiva~nte décisive:

Pour tout x, y E E vérifiant (3), il existe une solution u du problème
hyperbolique pour A, B, vérifiant u (0+) = x, u’ (0+) = y et jouissant, en

vertu de (13), (14), de la propriété suivante pour tout t E R+, r &#x3E; 
r-&#x3E;00
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Par conséquent, est complètement démontré.
Si l’on estime les premiers membres de (16)-(18) d’après (11) et si l’on

laisse r augmenter infiniment en tenant compte de 1,21, alors on obtient

(4), (6), (8) pour une solution vérifiant (7). Mais comme le couple A, B est
déjà connu hyperboliquement déterminé, on a en effet établi (y)-(e) pour
toutes les solutions vérifiant (7).

Ainsi, (E) est complètement démontré et il reste à renforcer (y) et ($).
Commençons par (y). Soit u une solution arbitraire du problème hyper-

bolique pour A, B. Il résulte de 3,12 qu’il existe deux suites xk, yk (k = 1, 2,...)
telles que yk --~ y (k et (3) a lieu pour toat k = 1, 2, .... 1,’n

utilisant (a), (fi), on trouvera une suite unique des solutions ut vérifiant

uk (0+) ( 0+) ==~(~==1)2,.. ). Donc (4) est valable pour Uk et donne

pour tout t E R+, k1 , k2 = 1, 2, ....
Posons v (t) = lim Uk (t) (t E R+) en vertu (19).

It- 00

Le couple A, B étant bifermé, on peut appliquer 4,2 sur Ilk et on

obtient en passant à la limite pour k -~ o0

D’autre part, l’identité (20) a lieu d’après 4,2 si l’on remplace v par u. Donc

d’où u = v d’après 5,3.
Donc (k -+ oo) pour t E R+ et on peut traiismettre l’iné-

galité (4) de uk sur u ce qui achève la démonstration de (y).
Pour établir (8), on procède de la façon complètement analogue à celle

qui a été appliquée pour (y), mais on doit examiner non seulement les
solutions mais aussi leurs dérivées en utilisant 1,10.

Le théorème est donc démontré.
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Beenarque 1. D’aprés 3,12, l’ensemble de tous les couples (3) est dense
y

dans E x E’. Par suite, notre théorème garantit l’existence des solutions pour les donnéem

d’nne variété assez puissante et il est ainsi suffisamment efficace (cfr. 6,4). Ceci permet,
entre autres, de construire différents types de solutions généralisées (faibles, distributives)
dont quelques-unes existent pour toutes les données x E E, y E E sons les hypothèses de 6,1.

Rernarque 2. Dans certains cas, les conditions 6,1 (3) et 6,1 (7) qui sont assez compli-
quées deviennent plus siulples. Par exemple, dans le cas le plus important, où 
(3) équivaut à ( d ~, (.~ y. Dans un autre cas, où A = 0, (3) équivaut à x E E,
y E ID (B2).

6,2 THÉORÈME NORMATIF POUR LE UAS STRICT. Soit rl, B E L,+ (E ),
Co 2 q2GlLty’e constantes Si (a) les opérateurs A, B
sont (b) le couple A, B est bijernzé, (c) le couple A, Il est

hyperboliquement déter1niné, (d) il existe un ensentble dense D C E X E tel

que, pour tout z E D, on trouve une solutioib dit problè1ne hyperbolique pour

A, B vérifiant u(U+) = z, (e) pour toute solution tl dit problè1ne hyperbolique

A, B et pour tout t E on a

alors (a) le couple A, B est ,birégulie14 ;,, &#x3E; w1 , A &#x3E; 0)2’ (fl) pour tout

x E :ID (/~), le.s -~- ~ ~~ + A )-1 (À x~ + Bx.), -f- ~ l~ + A)w x
.sottt indéfiniment dérivables pour A, &#x3E; w1 À &#x3E; (y) pour x E ID (B), A &#x3E; coi ,
l &#x3E; C02 et 1) = 0, 1, 2, ... :

Preuve. Tout d’abord, on va démontrer que l’opérateur Â25f + ÂB + A
est biunivoque. En effet, dans le cas contraire, il existerait un xE1D(A) 
x =f= 0 et un ~~ &#x3E; &#x3E; Cù2 tels que ()..2g + + A) x = 0. Posons v (t) = 
Ou vérifie sans peine que c’est une solution du problème hyperbolique pour
A, B avec v ( ll+) = x, z~ ( O+) _ ~x. Une telle solution étant unique par hy-
pothèse, on a donc d’après (1) : 11 v + (
ce qui donne une contradiction, car Â &#x3E; &#x3E; w2 &#x3E; 0.

Soit 1) un sous-ensemble fixe de E x B jouissant de la propriété (d).
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Pour on construit une fonction 0 (~, x, y)

de la façon suivante. Par hypothèse on peut trouver une solution u du

problème hyperbolique pour A, B vérifiant u (0+) = x, it’ (0+) = y et Il u (t) Il --,
Comme une telle solution est unique par hypo-

thèse, on peut poser

h’où l’on obtient aisément pour

Comme D est dense dans E X E, il résulte de (4) que Q peut être
prolongé sur tout le E X E par continuité. Cette extension soit désignée
par 0. Il s’ensuit par recurrence de (4) à l’aide de 1,10 que est

indéfiniment dérivable pour Â &#x3E; ro1 , J.. &#x3E; y E E et que pour p = 0,1,2,...

Soit Comme D est dense, il existe une suite des solu-

tions uk du problème hyperbolique pour vérifiant et

M~(0-~)2013~~ ai[ (0+) -- y (1~, -~ oo). En vertu de (1) on en déduit aisément

converge uniformément sur (0, a) pour tout a E R+, vers une
fonction continue u E R+ 2013~ E. En outre,

00

v

Le couple a, B étant bifermé, on obtient à l’aide de 4,3 (en tenant

compte de la condition

pour
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Maintenant il est facile de déduire les assertions de notre théorème de

(7), (8) et (5).

6,3 Le couple d’opérateurs A, B E %+ (E) s’appelle strictement 
(strictement si les conditions (c), (d) de 6,1 {6,2}

ont lieu et s’il existe quatre constantes col w2 , M2 telles que la con-
dition (e) de 6,1 (6,21 a aussi lieu.

6,4 THÉORÈME FINAL POUR LE CAS STRICT. Soit A, (a)
les opérateurs A, B sont de)tsement définis, (b) le couple A, B est bifer1né,
alors le couple A, B est stricte’lnent bicorrect si, et seulement si, il est stricte-

ment bihyperbolique.

Preuve. La part « seulement si » est une conséquence immédiate de 6,1
et 3,12, la part « si » de 6,2.

Rentarqéie. Le théorème précédent montre qne (sons certaines conditions préalables)
les hypothèses dn théorème d’existence 6,1 sont les plus générales possible.

6,5 EXEMPLE. Il existe espace de Banach E et deux opérateurs A, B E
(E) tels que (ce) toutes les hypothèses de 6,1 sont en vigueur (fi) ni A ni

B ne sont continus, (y) A, B ne sont pas 

Preuve. Soit .E = (co), espace de toutes les suites tendant vers zéro,
muni de la norme usuelle sup 1 x (r) ( .

r=1,2,...

Les opérateurs A, B soient définis par les conditions suivantes : x E

si et seulement si rx(2r-l)-+0 (14-+ 00) (1’-+OO)};
ensuite Ax(2r-1 ) = rx (2r-1 ), Ax(21’) = x (2"4_1) (~-=l~2, ... ( Bx (2r - 1) = 0,
Bx (2r) = rx (21-) ()’ = 1, 2, ... ) ~.

Les assertions (fl), (y) étant presque évidentes, on va démontrer (a),
i . e. les propriétés (a)-(e) de 6,1.

Les propriétés (a), (b) sont aisément à vérifier. Ensuite, un calcul simple
montre que

pour tout x E E, ~. &#x3E; 0, ~==1~2~....
Ceci entraîne immédiatement (c) et (d).
Les estimations 6,1 (1) et 6,1 (2) résultent facilement de (1), (2) à l’aide

des formules 21.8, 21.3 et 1.22 de [6].
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7. Résolubilité modérée du problènie hyperbolique.

7,1 THÉORÈME FONDA3IEN’l’AL D’EXISTENOE AU SENS MODÉRÉ. Soit

A, et Mi , Jf2 quatre constantes Si (a)-(d)
sont les que dans 6,1, (e) pour tout
et p = 0, 1,2~

alors (a) le couple A, B est hyperboliquement déterminé; I)OItt* tout x, y E E

tel,% que

il existe une solution tt dit problème hyperbolique pour A, B vérifiant u (0+) = x,
u’ (0+) = y, (y) tt étant itite solution dit problème hyperbolique pour A, /1, oit

il, pour tout t E R+ :

(ô) u étant une solution du problè1ne hYperbolique 1&#x3E;» vériJia nt

. (c) u étant une solution du problètne hyperbolique pottî- ...’-i, Is 

on a pour tout t E R+ :
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(e) u étant une solution du problème hyperbolique pour A, B vérifiant

on a pour tout t E R+

Preuve. Posons d’abord w = max  w1 w2) et M = max M2).
Ecrivons pour À &#x3E; w et n = 1, 2,..., d’après 1,14,

Il résulte de (1 ), (2), en vertu de

Prenant (13) avec ~a = l , on est dans les conditions d’appliquer 5,4,
d’où (a).

Soit C l’opérateur associé au couple A, B.
Il résulte de 1,8 et 3,11

(14) l’operateur C est régulier pour À &#x3E; co

pour
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pour

pour

Un calcul tout à fait analogue à celui de la preuve de 6,1 (15) donne

n = 1, 2, ...
D’autre est évidemment dense dans E ; E.

Ainsi nous sommes dans les conditions d’appliquer le théorème 2,7, d’où
l’on déduit, en utilisant 3,4 la conclusion suivante décisive.

Pour tout x, y E E tels que (3) a lieu, on trouve nne solution u du pro-
blème hyperbolique pour A, B vérifiant u ( U+) = x, ~c’ (O+) = y et jouissant,
en vertu de (15), (16), (17), des propriétés suivantes pour tout t E R+,
r &#x3E; -+ oo : 

11

Donc on voit que est complètement démontré. Pour compléter la

démostration, on utilise un raisonnement tout à fait analogue à celui de la
fin de la preuve de 6,1 et c’est pourquoi les détailes seront omis.
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7,2 THÉORÈME NORMATIF POUR LE CAS MODÉRÉ. Soit A, B E 2,+ (E),
Ml M2 quatre constantes non-négatives. Si les ltypotllèses (a)-(d) de 6,2

ont lieu et (e) tozcte solution u (lit p1.oblètne hype1.boliq1te pour A, 13 et

pour tout t E 1~+, on a

alors les assertions (a), de 6,2 restent en et (y) 

P1’euve. On ne donne pas la preuve de ce théorème, en tous points pa-
rallèle à celle du théorème 6,2. Les adaptations nécessaires, résultant de la
nature du problème actuel, peuvent être faites par le lecteur. Notons seu-

lement comment il faut modifier la définition de la fonction fil. Dans le cas

actuel, on pose 
- -

7,3 Le couple d’opérateurs A, s’appelle modéréme11t bi-

hyperbolique {mode si les conditions (c), (d) de 7,1
~ r ,2 j ont lieu et s’il existe quatre constantes non-nég~atives w2’ "fl M2
telles que la conditiou (e) de 7,1 (7,2) a aussi lieu.

7,4 THÉORÈME FINAL POUR LE CAS -’~IODÉRÉ. Soit A, B E 1+ (E). Si les
hypothèses (a), (b) de 6,4 sont satisfaites, alors le couple d’opérateurs A, B est
iîtodéréiiieitt bicorrect si, et seulement si, il est modérément bihyperbolique.

Preuve. La part « seulement si » découle de 7,1 et 3,12, la part « si »
de 7, 2.

7,5 EXEMPLE. Il existe un espace de Baitach et deux opérateur8 A, B E

L+ (E) qui produiseizt un couple modérément bihyperbolique, tuais non strie-

tenl ent.
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Preuve. L’espace E soit le même que dans 6,5. Soit 1» = 0 et l’opéra-
rateur A soit défini comme si et seulement si ),3 x (2r - 1 )- 0,
r3 x (2t-) ---~ 0 (1. --~ cxJ ) ; ensuite A x (2r - 1 ) = 1-3 x (2~~ -1 ) + ~-2 x(2~~), A X(21’) =
).3 x (21.).

On calcule facilement que (

Maintenant, on vérifie aisément que les hypothèses de 7,1 ont

lieu, car les estimations suivantes sont valables :

1 av 1

On peut utiliser les

formules 2.18 et 1.22 de [6].
Il reste à démontrer que 6.1 (1) n’est pas vrai. I)ans ce but, on se sert

de la formule suivante : dr résultant des

formules 5.1 et 1.6 de [6] qui mène à une contradiction avec 6,1 (1).

8. Compléments et commentaire.

8,1 La théorie des fonctions -cosinus [4] peut être

prise pour une autre forme de notre théorie stricte de la section 6 avec

B = 0, car les théorèmes 6,1 et 6,2 sont, sous la condition B = 0, équiva-
lents aux théorèmes 3,2 et 3,1 de [4]. Signalons encore peut, en

utilisant les moyens techniques de la preuve de 6,1, construire une nouvelle
démonstration de 3,2 qui est indépendente du théurème de "ritlder concernant
la transformation de Laplace.

8,2 Soit A, B E ~,+(F) et w, 31 deux constantes Si (a) 
teur A est densement défini, (b) il existe une con-staitte coo &#x3E; 0 telle que A est

régulier pour tout À &#x3E; Ji Wo (c) pour ~ ~ «~o ~ ~, &#x3E; cv et p = 0, 1, 2,..., on it

alors toutes les hypothèses de 6,1 ont lieu le c01lple A, R avec les con-

stantes 1 

La preuve est fondée sur l’analyse du développement + AB-- A )w =-
.

(A2T -+- A )w M [- ÂB (Â2T + A )-I]k pour )1, &#x3E; w + 1"1 Il B Il. Les détails seront
k=o

publiés ailleurs.
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Remarque. L’operateur A est le générateur d’une fonction-cosinus (cfr. [4]).

L’analogie du théorème précedent 8,2 pour le cas modéré (où (1)

est remplacé par n’a pas été
, 

Il 

prouvée jusqu’à présent, car cartaines difficultés se produisent à l’estimation
des dérivées du développement en question.

8,4 Boit a~, M deux constantes non-négatives. Si (a) l’opérateur
73 est densenlent (1)) il ex~iste ’Une constante ~ 0 telle que 1~ est régulier

tout ,~ &#x3E; (c) pour 1 &#x3E; wo, Â &#x3E; w et p = 0~1, 2,... 

alors toutes les hydothèses du théorènie 6,1 ont lieu avec les consta,ntes : wi =

On peut écrire pour

d’où l’on déduit

D’antre part, on a

d’oit l’on obtient aisément la seconde estimation néeessaire des dérivées

Lopérateur B peut être le générateur d’nn semigroupe de la classe (co) ou
un peu plus général. Compare aussi les résultats de Iakubov [7].

8,5 La théorie des equations hyperboliques opérationnelles, données dans
les eections 5 et fi peut (etre appliquée avec succès aux équations hyperboliques
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aux dérivées partielles et on obtient souvent des résultats très généraux.
Une telle application a été indiquées déjà dans [4], p. 36. Grâ,ce au théorème

8,2, ce résultat peut être etendu aux équations

où ao, b sont des fonctions continues bornées et les satis-

font aux conditions données dans [4].
Notre théorie générale est aussi applicable aux équations du type (1)

avec les conditions aux limites, découvertes et étudiées par Feller [8]. On

utilisera une décomposition, donnée par lui, de la résolvante d’un opérateur
a2 adifférentiel du second ordre a2 (E) 2013,g -+- ai (E) a dont le domaine. est restre-ae2 ae 

’

int par ces conditions-là aux limites.

Les détails de ces applications seront présentés dans un article spécial.

8,6 On a donné dans 7,5 un exemple vérifiant que la théorie modérée
est essentiellement plus générale que la stricte. Cet exemple étant tout à

fait artificiel, on va montrer un exemple plus naturel.
Soit Rd l’espace d-dimenaioiiel et C (Rd) l’espace de Iianach de toutes

les fonctions bornées et uniformément continues sur Bd muni de la norme

a2 a2 a2
usuelle. Dans C (Rd on définit l’opérateur 4 = ------ + p + ... + , 1e la1 2 d
façon évidente.

Voici un résultat classique dans notre terminologie : Le couple AI U est
strictement bicorrect 8i et seulement si d = 1, pour d &#x3E; 1, le couple LI, 0 est

seulement modérément bicorrect.

Pour d = 1, 3, c’est particulièrement instructif grâce aux formules de

d’Alembert et de Kirchhoff.

Notons enfin que le couple A, 0 devient strictement bicorrect pour

~£ . ~ 1 ~ 2 ... quelconque si l’on prend L2 au lieu de 

8,7 Jusqu’à présent, nous nous intéressions exclusivement aux équa-
tions hyperboliques opérationnelles homogènes

mais les résultats obtenus permettent de résoudre aussi le problème non-
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homogène

Supposons d’abord que le couple d’opérateurs A, B E IL+ (J~) soit stric-

tement bicorrect au sens de 6,3.
L’unicité des solutions de (2) est évidente.
Soit D nn sous-ensemble flxe de E X B satisfaisant à la condition 6,2

(d). Si l’on prend une solution unique M du problème hyperbolique pour

A, Il vérifiant quelconque, on pose

Cette fonction Go définie sur R+ X D, peut être prolongée par conti-

nuité sur E - F grâce à l’inégalité 6,2 (1). Cette extension sera dé-

signée par G (t, x, y) et peut être appelée la foiietion de Gl’ee1’t (où
l’intégrale complète) du lJ’roblènle h,yperbolique pour A, B.

On vérifie aisément que est une fonction continue sur X E
et qu’il existe deux constantes non-négatives x, N telles que pour t E R+ ,
x, y E 19 :

Si x, y E E et ,~’ E R+ --~ E est nne fonction continue sur R+ et inté-

grable sur (U,1 ), posons

pour tout t E R+ . 
~’

Il est possible de démontrer que dans (5) a un sens et que la
fonction u définie par (5) est toujotir8 une solution généralisée de l’équation (2),

la limite localement des solutions « vraies ». Cette fonction
1t devient une solution pour tout x, y, f jouissant, par exenipte, de propriétés

x, y vérifient 6,1 (3) et f est une fonction deux fois continùment dé-
rivable sur 1l+ et j" est su~~ (0,1).

()n peut obtenir des résultat analogues aussi pour le cas modéré où
toutefois certaines difficultés, concernant la fonction de Green, se produisent.
Cette fonction cesse pour x, y E R, ID (A), y e ID (B) d’être une fonction

daiis t et devient une mesure vectorielle dans t (cfr. les inégalités 7,1 (4) et
7,1 (5)). Ceci cause certaines complications techniques, mais n’influence pas
le résultat voulu.
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Les détails seront présentes ailleurs. 

8,8 Récemment, G. da Prato [9], [10] a généralisé la théorie des semi-

groupes d’opérateurs ( semigruppi regolarizzabili »). Cette théorie peut être

appliquée aussi pour résoudre l’existence et l’unicité du problème de Cauchy
hyperbolique, consideré ci-dessus dans l’article actuel. Mais il semble qu’elle
ne donne pas l’information satisfaisante quant à la croissance des solutions.

Une analyse plus précise des relations entre ces deux théories ne peut
être effectuée ici et sera donnée à une autre occasion.
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