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PROBLEME DE CAUCHY
POUR EQUATIONS HYPERBOLIQUES
OPERATIONNELLES A COEFFICIENTS
CONSTANTS NON-BORNES.

MIROSLAV SovA

L’objectif de la présente communication est d’exposer les résultats
nouveaux de Vunicité, de lexistence et de la croissance des solutions du
probleme de Cauchy pour les équations différentielles u” (t) + Bu' (t) +
+ Au(t) = 0 dont les coefficients sont des opérateurs, en général non-bor-
nés, dans un espace de Banach quelconque.

L’exposition est compléte mais assez concise ; malgré cela, nous espérons
que les démonstrations sont toujours compréhensibles. Certains résultats
auxiliaires, bien connus, sont mentionnés dans la premiére section sans dé-
monstrations (voir [1], [2]).

Le présent article est une suite du mémoire de Vauteur [4] sur les
fonctions-cosinus d’opérateurs dont les résultats sont non seulement traités
sous une forme différente comme probléeme de Cauchy, mais surtout essen-
tiellement généralisés et munis des démonstrations complétement nouvelles.
Par conséquent, 'exposition actuelle est entiérement indépendante de [4].

Il y a huit sections. 1. Préliminaires, 2. Résultats auxiliaires du probleéme paraboli-
que, 3. Couples d’opérateurs, 4. Solutions du probléme hyperbolique, 5. Unicité du probldme
hyperbolique, 6. Résolubilité stricte du probldme hyperbolique, 7. Résolubilité modérée du
probldme hyperbolique, 8. Compléments et commentaire. :

1. Préliminaires.

1,1 Soit (1) R le corps des nombres réels, (2) R+ I’ensemble des nom-
bres positifs, (3) £ Pespace de Banach quelconque avec la norme ||-||, (4)
AL+ (F) Pensemble des opérateurs linéaires dont les domaines sont des sous
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ensembles linéaires non-vides de E et dont les valeurs appartiennent a E,
(5) L (E) l’espace de Banach de tous les opérateurs de I+ (E), partout dé-
finis et continus, avec la norme usuelle, (6) E > E le carré cartésien de ¥

dont les éléments seront représentés sous la forme 2z = ( : ), avec la nor-

wie1-] (7

plications (fonctions) définies sur Pensemble M, avec valeurs dans ensem-
ble M, .

i= lz|l+lvll, (7) M, — M, ensemble de toutes les ap-

1,2 Le calcul différentiel pour les fonctions vectorielles d’une variable
réelle est simple. Quant & Dintégration de ces fonctions, on n’aura besoin
que de lintégration des fonctions continues.

1,3 L’opérateur identique sera désigné par J. La fermeture d’un opé
rateur préfermé A € %L+ (E) sera désignée par A.

Dans %+ (E), on introduit les opérations algébriques A, + 4,, 4, 4,.
Les propriétés élémentaires de ces opérations voir [5], p. 28. Notons seule-
ment D (A, + 4) =D (A4,)ND (4,) et D (4, 4,)= {x: 2€ D(4,), A, €D (4,)].
Pour plus de stireté, soit A° = J pour tout 4 € L+ (E).

Si D(A,)CD(4,) et A, x=A,x pour x€ D (4,), on écrit 4, C 4,
pour A, , A, € L+ (E).

1,4 Un opératenr A €Lt (E) s'appelle régulier au point i€ R si
(A9 4 A)! existe et appartient 3 %L (E). L’ensemble de tous les points
auxquels A est régulier sera désigné par (M) (4).

1,5 PROPOSITION. Soit A € L+ (E). Si M (A) 3= 0, alors Vopératenr A
est fermé.

1,6 PROPOSITION. Soit A € W+ (E) et A€ R. Si (a) Vopérateur A est fermé,
(b) AT+ A est biunivoque, (c) il existe un sous-ensemble dense D C E tel que
DeD®D@AIH+ A1) et Vopérateur (AT -+ A)™1 est continu sur D, alors A est
régulier en A.

1,7 PROPOSITION. Soit A€ L+ (B), e R. 8i 1€ (M (A), alors

(1) AQI+ Ay 1elL (E)
(2) AT+ Ay Am g A (AT 4 A)™ pouwr m,n = 1,2, ...

3) MAT+ Ay =T — S‘-l"" AQAT+ A)* pour n=1,2,...
k=1
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1,8 PROPOSITION. Soit A €L+ (E). Si M (A) =0, alors la fonctioni
AT+ Ayt est indéfiniment dérivable sur L€ (M) (A) et

1 %, AT+ A 1= (—1)?p! (AT 4 A)~(2+) pour A€ M (A),p=10,1,2,...
dar p+1
(2) i A TAT+ AN =(—1)?rp! 3 BFr21T + A)*
k=1

pour A€M (A),A=0et p=0,1,2,..

1,9 PROPOSITION. Soit A € L+ (E). Si Popérateur A est densement défin,
et si fID(A)==0, alors, pour tout ¢=20,1,2,..,2e®D (49 et n=1,2,...,
il existe une suite x, € B (A") telle que

(1) xy— xy Axy —> A, ..., ATx — Al (k — o0)

DPreuve. Soit A€ (M (A) fixe. On voit de la formule, facile & démontrer
q
AT+ Ap=2 (?) AP AT que B (A7) = BD(AJ + A)7) pour 0, 1, 2, .... Donc on
=0
peut supposer constamment 1 = 0.
’abord on va démontrer

(2) B (A") est dense dans F pour tout r =1, 2, ...

Le cas r =1 est évident. Supposons que B (A") soit dense. Comme
B (A= A—1 (D (A")), on obtient que B (A™+!) est densedans A~ (H)= B (A4),
i.e. dans E.

Pour terminer, soit x¢® (A7). Comme lassertion de notre proposition
est triviale pour n =1, 2,...,¢, on va supposer que n =g¢q 4+ r,r =1,2,....
11 s’ensuit de (2) qu’il existe une suite y; € B (A7) telle que y — A7 & (k—> co).
Posons z, = A~7y, et (1) est évident.

1,10 ProPOSITION. Soit A un ensemble ouvert sur K et fr bk =1,2,...,f, ¢
des fonctions de A — E. 8i(a) fi, k=1, 2, ... sont continiiment dérivables sur
A, (b) fi(t)— f(t) (k—> c0) pour tout t€ A, (c) fi (t)— g (t) (k—> o) locale-
ment uniformément sur A, alors (a) f est continiment dérivable et (B) f7 (t) =
= g (t) pour t€ A.

1,11 PROPOSITION. Soit p€ .1 — R, fe A — E. Si (a) les fonctions ¢, f
sont continues, (b) @ est intégrable sur A et (¢) || /(1) || < @ (¢) pour t€ A, alors

f S (@) de
A

< / @ (1) d1.

f est aussi intégrable et
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1,12 PROPOSITION. Soit f€ A — E. 8i f est continiiment dérivable, alors
pour tout a«, B € A, (a, ) € A, la fonction f’ est intégrable sur (a,f) et

jf'(t)dt=f(ﬂ)—f(a)-

1,13 PROPOSITION. Soit €A —E,fr€ A—>E, k=1,2,..,f¢ A —> E.
Si (a) les fonctions fi ,k=1,2,..., et f sont continues, (b) ¢ est continue et
intégrable sur A, (c) ||fe(t)|| << @ (t) pour ted et k=1,2,.., (d) fi(t)—
— f({t)(k— o0) pour te A, alors (a) fi(t))k=1,2,... et f sont intégrables

sur A et (9) /.fk (r)dr-—-)ff(z)dr(k——)ao).
4 A

1,14 PROPOSITION. Soit A un intervalle ouvert, @€ A — Lt (B),
ep€Ad—>R,p=0,1,2,.... 8i les fonctions @, ,p=0,1,2,... sont continues
et 8’tl existe un sous-ensemble dense D C E tel que (a) ® (D () = D pour
Ae A, (b) pour tout x € D, la fonction D (-)x est indéfiniment dérivable dans

4, = qﬁ )=

< @? )| x| pour tout xeD,i€ A, p=0,1,2,..alors (a)

@(A)EI(E) pour A€ A, (B) la fonction @ (1) est indéfiniment dérivable dans A
ar
par rapport & la topologie de I (E),(y) H T 45(1)’ @p (1) pour 1€ A,

p=0,1,2,. ...
La prewve n’est pas difficile grice aux propositions 1,11 et 1,12 et peut
8tre abandonnée au lecteur.

1,15 PROPOSITION. Soit A un ensemble owvert sur R. Si (a) Popérateur
A €Lt (E) est fermé, (b) la fonction f€ A — E est continue et intégrable, (c)
SO ED(A) pour te A et (d) la fonction A f(t) est aussi continue et intégrable,

alors (a)ff(z) dre®D(A) et ()4 [f(z)dz::fAf(r) dz.
4 A A

1,16 LeMME (Phragmén). Soit f¢ Rt — H. Si la fonction f est continue
sur Rt et intégrable sur (0,1), alors pour tout t,s€ R+

t t+s

J— k-1
1) (@) dr = lim 5 = k]f [ =) 1 (7) dr.
£ »o00 k=1 .
0 v
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no(__ k—1
Prewve. On a 3 (=1 et (t—9) — 1 — exp (— € (*=9) (n — oco) unifor-

k=1
mément sur 0 <z < ¢4 s pour ¢,s€ RT fixés.
Par suite, d’aprés 1,13,

2

k=1

oo (_ ])k—l ot
= fekg =) 1 (7) dr = [[1 — exp (— e t=9)] £ (z) dr.
0

Comme 1 — exp (— e(—%)) tend vers 1 pour 0 <z <t avec & —» co et vers
0 pour t < 1<t - s, une nouvelle application de 1,13 donne (1)

1,17 ProposITION. Soit f€ Rt — E. 8i (a) la fonction f est continue
sur Rt est intégrable sur (0,1) et (b) 8’il existe une constante d € R+ et une

Jonction L€ Rt — R vérifiant pour tout t€ Rt et 1 > d

t
(1) | fe—*'f(r) dr’
0

alors la fonction f est identiquement nulle.

< L(t)eld-v?,

Preuve. Commengons par

- et t+d+1
z (=™ fe"f =) f (7) dr — 0 (& — o0)
k

—1 k!
0

pour tout t€ Bt . En effet, il résulte de (1) pour & > d:

t4d41 t4d+1
2 (— 1) = k&tl‘ I
> eks (t=9) £ (1) «h] <2 7| s
k=1 k! b1 l
0
oo k&t
<3 L a+4 e e = L4 d+ 1) [exp (=) — 1]
k=1

t

En utilisant 1,16 (1), on obtient de (2)[}'(:) dv = 0, d’ou le résultat.

ce qui tend vers zéro avec & —> oo.

0
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1.18 PROPOSITION. Soit o € R et f € Rt — E. 8i la fonction, f est con-

tindiment dérivable sur Rt), ' (t) 4+ « f(t) =0 et f(04) = 0, alors f est iden-
tiquement nulle.

Preuve. On a dlt (et f () = e (f’ (t) + & f(#)) = 0. Par suite e f(t)

est constante sur Rt, i.e. ¢ f(t) = f(04) =0, dout f(t)=0 pour
te RT.

1,19 LEMME. Pour 1> 2x et x>0, on a (2 — %)~ < e*i™ ',

1,20 LEMME. Pour x >0,1>x + letn=1,2,...,0n a n(l — %)~ =+
<A —x—1)",

1,21 LEMME Pour t€ Rt ¢t x >0, on a

n\"(n —n n\*/n —n41
) |5 —* ——)e"‘,nt— - —>text  (n—> oo, n > xt)

2. Résultats auxiliaires du probléeme parabolique.

2,1 Soit A €L+ (F), v€ Rt — E. On dit que la fonction » est wune
solution du probléme parabolique pour lVopérateur A si(I) u est
continfiment dérivable sur R+, (Il) u(04) existe, (III) u(¢2)e B (A) pour
tout ¢€ B+ (IV) n’/(f) + Au (¢) = O pour tout (€ R+.

2,2 L’operateur A € L+ (E) g’appelle paraboliquement déterminé.
si toute solution » du probléme parabolique pour 4 vérifiant v (0;) = 0 est
identiquement nulle.

2,3 THEOREME AUXILIAIRE D’UNICITE. Soit A € L+ (E). §il existe deux
constantes non-negatives ¢, K et un nombre q = 0,1, 2, ... tels que (a) Vopéra-
teur A est régulier en tout A > ¢, (b) pour tout z€ ® (AY) et 1 > ¢, on a

(1) AT+ Ay z|| < Ke (|2 + || 42 | 4 + || 22 1],
alors Vopérateur A est paraboliquement déterminé.
Preuve. Soit u une solution du probléme parabolique pour .1 telle que
t

%(04)=10. On pose v, (f) = u(t) et vpq;(t) = j v (z)dr pour t€E RT, k=0,

v
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1,2,.... Comme A4 est fermé d’aprés 1,15 il résulte de 1,15 que vy (¢) € BD(4)
et vi(t) + Avey, (¢) = 0. Mais cette derniére identité donne

(2) v (1) € B (A%)
et
o @) | 4 1| Ave @) | + o+ | LE o) ]| = L oo Ol + 1oy @ [ o 4 [ o) |

pour te€Rt, k=0,1,2, ...
Ecrivons pour s€ Rt et i >c: g(t,4) = (AT + Ay, (¢). Vu 1,7 (2),
8
(¢, 4) — g (&, ) 4- vy (&) =0, don g (¢, k) = — e“fe—" v () dr, 8i

0

on a d
a J

Pon utilise 1,18. D’autre part, (1), (2) donnent

gl < Ket (oo @Il + lee @l + -+ e, @]

Done
| H '
!] f e v, (1) de f‘} S K([eo® + | 0] 4+ [ v @) et
0

pour tout ¢t € Rt, 1> c.
I1 résulte de (3) que toutes les hypothéses de 1,17 sont satisfaites et

. ds
par conséquent, v, () = 0 pour tout ¢ € R+, d’out aussi u (¢) = T Ve &=0.

Remarque. Le théoréme 2,3 est une généralisation dun théoréme important et bien
conna de Lubich [2] qui est identique avec le cas ¢ = 0. Mais la preuve précédente, réelle
et élémentaire, est, semble-t-il, nonvelle aussi dans ce cas.

2,4 LEMME. Soit A € L+ (E) et » une constante mon-négative. Si lopéra-
X . n\*"/ n —n
teur A est régulier en A > x, alors la fonction (t—) (t_ I+ A) est con

tiniiment dérivable pour tout t€ R+, n=1,2,...,n > «t et

o gl o)== (T oA (Foa)”
@ a2 )T+ a) k]=

k=

L Y

=1
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Preuve. En utilisant 1,8 (1) et la formule de Leibnitz, on en déduit
pour t€ R+, a > xt, n=1,2,..:

ST o - T e

HET o e o]

t ) t\¢

ce qui donne (1) en vertu de 1,7 (2). L’identité (2) est une conséquence im-
médiate de (1).

2,5 PROPOSITION. Soit A€ Lt (E), 1 =0,1,2,.. et %, .V deux constantes
non-négatives. Ni (a) Uopérateur A est régulier pour 2> x, (b) pour tout
2 €D (A1), n=1, 2,...

(1) AT+ A @< NA—a7 (2] 4 [[dzli -+ 41 A721])

alors () pour tout x€ W (A1), te R+, r=1,2,...r> 2xl
2 "N (Zg4 a) e — ol Neert (| bl - A2 | £ o | Ara]
() T T + .l'—.’l«“_ € (““‘lll ih« 't|+"' i “‘ )

(B) pour tout x € B (A2+2), te R+, »r,,r, =1, 2.... 1, ry > 2ut
r 7 r —n ). Ty ) —1T ‘
P\ (T . — (= (__2_ Iy
(3) ”(t)(t 3+A>w (t) t7,4)wl£

1 1
(_ + —) (q+ 1) Nezett (|| A2 | + || 030 ] 4 oo + || A2+ 2]]).

7y s
Preuve. Il résulte de (1) et 1,19 que
(4) |4 (AT + Ay ™z || << N7 (|| 2| + (| Ad2| + oo + || A7 2]])

pour 2 €D (49, i>2x, n =1, 2,....
En utilisant 1,7, on peut écrire pour re D (A), te R+, r=1,2,..,
r > xt:

) (~:—) (—:— 9+ A)‘rw = ké" (:—)k (—} I+ A)ukzlm.

r

Ensuite, (2) est une conséquence immdédiate de (5) et (4).
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D’autre part, on déduit de 1,8, 2,4 (1) et 1,7 (1) ’apres Kato ([2], § 12.3)
pour z € B (A%, t€ Rt » ,ry =1,2,.. 7,7y > xt:

o (] (o a7

o () (o a) " () (o9 4 a)

0

t

[ = () (e a) ) (2 a) e
Ty T, t—1 t—1 T T

0

Pour démontrer (3), il suffit d’appliquer (6) et (4).

2,6 PREMIER THEOREME AUXILIAIRE D’EXISTENCE. Soit A € &L+ (E),
q=0,1,2, ... et x une constante non-négative. Si (a) Vopérateur A est dense-
ment défini, (b) régulier en tout A > x, (c) il exriste une constante N telle que,
pour tout z€M (A9, A >x et n=1,2,..., on a

(1) 2T+ A s < NG == (2] +] A2+ o+ [ 472

alors, pour tout x€ B (A7), il existe une solution du probléme parabolique pour
A telle que u(04) = x et que, pour tout t€ R+,

r

(2) (7—)' (—;— T+ A)—; —u () (r—o00, > xt)

(3) (—;-)r (—;— I+ A>_;1x — — u'(t) (r—o00, 1> xt)

Prewve. Soit d’abord x € B (A20+3) et éerivons u, (f) = (:—) (tL 57+A)-.r

pour £ € Rt, »r=1,2,..., r > «»t. On verifie aisément & 'aide de 2,4 (1)

(4) wu, est continiment dérivable, u,(t)€ B (4) et u,(t) + Au, (T'lr‘ ! t) =0
pour ¢ € R+, r > xt.

D’autre part, on peut appliquer 2,3 (), d’olt Pon déduit
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(5) wu,,u, sont localement uniformément convergentes sur R+.

(6) Posons wu (¢) = lim u, (¢).

r — 0o

I1 résulte de (5) et 1,10 que n est continiment dérivable sur R+ et de
(4) que u(t)e D(A) et u'(t) 4- Au(t) = 0. D’autre part, 2,5 (2) entraine
u(t)—x (¢ — O4). Par conséquent, u est une solution du probleme parabo-
lique pour A telle que u (04) = . Cela veut dire, vu (6), que notre théo-
reme est prouvé pour x € B (A2713),

A présent, soit x € ® (A*+!). En vertu de 1,9, on trouve une suite
x; € B (A213) telle que

(7) Ty —> &, Ary — Az, ..., AT 2y — A g (K — 00).

Notre théordme étant déja prouvé pour x€ B (A2¢t3), il existe une suite wu;
des solutions du probléme parabolique pour A telle que u;(04) = x, et (2),
(3) ont liem pour k=1,2,....

in outre, il résulte de (1) et 1,19 pour 2z € ® (49 te R+, r =1, 2,.. ,
r > 2xt:

r r y —r;
Si lPon prend z = x;, — ax, et 2 = A (x;, — xx,) dans (8), on en obtient,
lorsque r augmente indéfiniment, pour t€ R+, k ,ky=1,2,..:

< N (|| + || Azl + o + || A12]])

(9) ”"k, (t)_"h (t)“ Sl\'db‘r,( IE Ly — Tky ” + iA (‘tkl - .l';,?)” +"'+ I[A’l(w/l—‘rkn)“ )
(10)  [[wi(O)—wi(t)]| < Ne*( || Al@e,—@s,)|| + [ A%k, — || 4o+ | ATH (01, — 2|

d’ou il résulte que w, (f), v; (f) sont uniformément convergentes sur (0, a)
pour tout o« € Rt.
Posons u (¢) = lim u (¢) .

k— oo
On vérifie aisément & Vaide de 1,10 que « est une solution du probléme
parabolique pour A et que u(0;)=x. Il reste & démontrer (2), (3) pour u,
mais cela ne fait aucune difficulté et s’effectue d’une facon évidente.

Remarque. Le théoréme célébre de Hille-Yosida est une conséquence simple et immé-
diate du théoréme précédent 2,6 et du théordme 2,3 avec g = 0.

2,7 SECOND THEOREME AUXILIAIRE D’EXISTENCE. Soit A € L+ (E),
q=20,1,2,.. et x une constante non-négative. Si (a) Uopérateur A est dense-
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ment défini, (b) régulier pour 1 > » et (¢) il existe une constante N telle que
pour 2 €M (A9, A >x et n=1,2,.

W S H--1G9 4 A)Fz

k=1

n(d — 2~ (2|l 4 || A2 || +... 4 || A% | )

alors pour tout x € B (A1t2). il existe une solution w du probléme parabolique
pour A telle que u (0y) = x et pour tout t€ R+:

t

r r k—1 r - —k
(2) 2 (t_) (t—y-l-/l) r— | u(r)de (r— 00, > xt)
k=1
0
r k— r
(3) 2(t> l( 9+A)Ax—>1——-u(t) (r—o00, r> xt)
k=1
r r k—1 r —k ,
(4) z (t_) (t_g+ A) A%r — Jdr +w'il) (r—> o0, ¥ > ul).
k=1

Preuve. Il résulte de 1,7, 1,20 et (1) pour z€B® (49t), 1 > % 4+ 1 et
n=1,2, ...

(6) 1T+ A"z <N+ D@ —x— 17 (2 4| dz |4 || As¥iz |

et de 1,7 pour € B (), te R+, r = 1,2,..,7r > xnt:

r\ [ r - r r \k=1 » —k
(6) (— — 94+ A)le=2— — — 9+ 4] Ax
t t ey \ t
Vu 1,19, I’inégalité (1) donne sans peine pour x € B (4A9t1), t€ R+,
r=1,2,...,r > 2xt:

£ (o
e

Soit x € B (A7+2). Il résulte de (5) que le théoréme 2,6 peut étre appli-
qué et, par suite, il existe une solution » du probléme parabolique pour 4
telle que u (04) =« et 2,6 (2) et 2,6 (3) ont lien. Cependant Iidentité (6)
montre que (3) (4) entrent en vigueur aussi. Il reste a vérifier (2) si 1’on
connait déja (3).

| ™M

)

(2] 4 | Az 4ot | AT2 )

< Nevt(@ 4 || Ax ||+ . + || AT 2])).
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Posons u, (t) = <-:-) (ti J+ A)_:;: —z—3 (i)k—] (:— I+ A)_xli:c (cf.

k=1 t
-k

k—1
(©) et v, ()= = (ti) (:—9+ A) z, r=1,2 ... Daprés 2,4 (2), v, est
=1

dérivable et vy (t) = v,y (r +

2 t) et d’aprés (7), v, (04)=10. Vu 1,12, on a

wdtve (1) = f Upps (r T 2 r) di. D’autre part, d’aprés (8),
0

[ ur @) || << Nett( || 2| + | Az || + ... + || A72]]).
Par suite, on peut utiliser 1,13 d’od 'on conclut, vu (3), que

t
vy (t) — / u(r)dr (r — oo, r > xt)

0

ce qui est en effet (2).

3. Couples d’opérateurs.

3,1 Soit A,B €L+ (E), 1€ R. Le couple d’opérateurs A, B s’appelle bi-
régulier aw point 1 si (1294 1B + A)™! existe et appartient a I (B).
L’ensemble des points auxquels le couple A, B est birégulier sera désigné
par ) (4, B).

3,2 PROPOSITION. Si le couple d’opérateurs A, B€ L+ (E) est birégulier
au point 1€ R, alors pour tout € ® (A)n B (B),

(1) ARBIF+ B4+ A "UB+Aya = — 22T+ IB 4 .0)" e
Preuve. Cela découle de 1,7 (3) si 'on remplace A par AB 4 A.

3,3 A tout comple d’opérateurs A, B € Lt (L), on associera un opérateur
Cedt (F < E), défini de la fagon suivante: B (C) =B (A) - D(B) et
Sz —

C’(y)—- (Am + By) pour tout z € ® (4), y¢ D (B).
L’opérateur C s’appelle P’opérateur associé¢ aw couple A, B.
3,4 PROPOSITION. 8i C €L+ (E < E) est Popérateur associé au couple

A, BeLt (B), alors () (i) € D(C?) si et seulement si x € D (A), yeD(A)ND(D)
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et Az 4 By €® (B); ensuite

z\ __ — Ax — By
@ o (3) = (a0 2 a0
B (;)EE(O“) 8t et seulement si x€D(A), yeD(AND(B), Ax+Bye®D(AND(B)
¢t B(Ax + By) — Ay € ® (B); ensuite
03(“')___( B(Az 4 By) — Ay )
Yy — A(Az+ By)+ B[B (Az+ By) — Ay]

3,5 PROPOSITION Soit A, BE L+ (E), Cc¢Lt(E < E) et L€ R. Lorsque
C est Vopérateur associé au couple A, B, alovs *°J+ AB 4+ A est un opéra-
teur biunivoque 8i et seulement si AT + C est biunivoque.

2

3,6 PROPOSITION. Soit A, B4, (E), CcXL+ (E < E), A€ R. Supposons
que C soit Uopérateur associé au couple A, B. Si le couple d’opérateurs A, B
est birégulier en A, alors (x) AT+ C est biunivoque, () 1T + C transforme
DA)N D(B) < D(B) sur B(B) <X E et

L[5\ _( RIHAB4 A7 e+ Baty)
M I+ o x(y)_(l(leg+l,g+A)_lm+Bx+y)_l_)

pour tout x €D (B), yc E,

; (% _ (I + 1B + A)' (ix + Bz + y)
@ 7+ 0 ( )‘<<129+ 1B + Ay (— Ax+zy))
pour tout x€D (A)N D (B), ye E.

Preuve. L’operateur AJ 4 C étant biunivoque d’aprés 3,5 Didentité (1)
se vérifie si I’on applique A9+ C au second membre de (1). Puis (2) est
une conséquence immédiate de (1) et 3,2.

3,7 PROPOSITION. 8¢ Vopérateur C est végulier en 1, alors le couple A, B
est birégulier en A et pour tout x € E .

o1 O\ _ [ BT+ B+ Ayt
) (AT + €) ‘(1) -(ng+ 2B + A)—‘w)'

Preuve. 11 existe deux opérateurs T, T, € I (E) tels que (AJ 4 C)~! (g) =

—_ Ti €T . - - T; AN 0 ’ T
= ( T, a) pour z € E. Par hypothese, (17 + C) ( T, w) = (.r)’ c’est-a dire T, x¢€
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ED(A), ToxeD(B) et ATz — Ty2 =0, AT, x + A Tyx + BT,x = 2. Ceci
entraine que T, x€®(B) et 22T,z + AB T,z + AT,x = ». Comme 1274
AB 4+ A est biunivogue d’aprés 3,5 on en obtient (A2J + AB 4 A)' =T,
ce qui vérifie la premiére assertion. L’identité (1) est évidente.

3,8. Le couple d’opérateurs A, Be€ L+ (E) s’appelle bifermé si x, — «,
Ye—>y(k—o00), e €D (A), B €D (B)(k =1, 2,...) et Ax; 4 Byr—>2(k — o0)
entraine x € D (4), y« D (B) et Ar 4+ By = =.

3,9 PROPOSITION . 8i A€ Lt (E) est un opérutenr fermé et Bed (E),
alors le couple d’opérateurs A, B est bifermé.

3,10 ProOFOSITION. Soit Ce Lt (E x E) Vopérateur associé au couple
A, Be Lt (E). Ensuite le couple d’opérateurs A, B est bifermé si et seulement
si Vopérateur C est fermé dans E < E.

3,11 PROPOSITION. Soit Ce L+ (E < E) Vopératewr associé auw couple
A,BeEXL+(E) et A€ R. Si (a) le couple d’opérateurs A, B est bifermé, (b) biré-
gulier en 1 (¢) Uopérateur I3 est demnsement défini et (d) (A2J 4 AB 4+ A)~' B
continu, alors (a) Popératewr C est rvégulier en A, (3) pour tout x,y€ E

1y I+ o (;) —

BT+ 1B + A 2T+ Bjx + 22T+ AB 4+ Ay 'y

AT+ AB 4+ Ay VAT + Byr —x+ i3I+ AB+ A)1y
(y) pour tout x € ® (A), ye B (D)

@ (94 o~ (:)—_-

BT+ iAB 4+ A" AT+ B)x + (2T + iB + A) 'y )
— (I + 1B+ AV (Az + By) + BRI+ AB + A (AT + By

Preuve. D’abord, il résulte de 3,5 que AJ 4 C est biunivoque. Ensuite,
" on vérifie aisément que le second membre de 3,6 (1) est continu sur
B (B) < E. Donc nous sommes dans les conditions d’appliquer 1,6, d’on («)

et (f).
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Maintenant, on va démontrer (y). La formule 3,6 (2) montre que Piden-
tité (2) est valable pour z € ® (4) N D (B), y € ® (B) et il s’agit done de ’éten-
dre sur x € B (4), y€ D (B).

On voit aisément qu’il suffira de démontrer Passertion suivante :

Pour tout x € ® (A4), y ¢ B (B), il existe deux suites x,y(k=1,2,..)
telles que «x € ® (A)N D (B), ¥ € D (B), 2x — &, yp — ¥y Az + Byr — Ax +
-+ By (k — oo).

En effet, soit ze®(4), ye D (B), ie. (;) €D (0). Posons A (i) =
y

=9+ 0 (;) Comme ¥ (B) est dense, il existe une suite oy (k = 1,2..)

telle que z, € ® (B), 2, — « (k — co). Ecrivons (‘;") =19+ 0! (f"). 11 ré-
k, \Y
sulte de (z) que 2, — x, yx — ¥y (k — co). D’autre part,

4o ()= () =66 = ()

d’ou Von déduit facilement Ax; + By,‘k—> Az + By.

Mais 2 € D (B), ye B et on voit de 3,6(3) que a€D(A)n D (B),
¥: € D (B) ce qui achéve la démonstration.

3,12 THEOREME FONDAMENTAL DF DENSITE. Soit A, BeLt+ (E). 8i (a)
les opérateurs A, B sont densement définis, (b) le couple A, B est bifermé, (c)
il existe un 1 € R tel que le couple A, B est birégulier en 4, (d) (12T+4AB 4 A)-'B
est continu, alors (x) pour tout x, y € K, il existe deux suites xy, yr (k = 1, 2, ...
telles que

(1) €D (A), e D (A4)N D (B), Axy 4 By e ®(A)n D (B)

B (Axy + By,) — Ay € D (B) k=1,2,..
(2) T —> X, Y —>Y (k —> o0)

(B) pour tout reD(4), yeD(B), il eriste deux suites xp, y,(k=1,2,..)
telles que (1) (2) ont liew et

(3) Ary + By, — Ax 4 By (kX —> o0)
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(y) pour tout x€® (A),ye D (A)nN D (B), Ax + By e D (B), il existe deur
suites .,y (k =1, 2,...) telles que (1),(2),(3) ont lieu et

(4) Ay — B (Az; + Byy) — Ay — B (Ax + By) (k— o0)

Prewve. 11 s’ensuit de 3,11 que Vopérateur C, associé au couple 4, B
est régulier en 1. En outre, C est densement défini par hypothése. Donc
notre théoréme résulte de 1,9 pour n =3,9=1,2,3 et de 3, 4.

3,13 PROPOSITION. Soit A comme dans 1,15. 8t (a) le couple d’opératenrs
A, BeLt (E) est bifermé, (b) les fonctions f, g€ A — E sont continues et in-
tégrables, (c) f(t) €D (A4), g (¢)€ D (B) pour te A et (d) la fonction Af (t) + By (1)

est aussi continue et intégrable, alors (o) jj"(z) dzEE(A),fg (r)dr € ® (B), (B)
4
4 ff(r) &+ Bfg(r) & = f(Af(z) + By () e,
A A A

La preuve résulte de 1,5 et 3,10, si lon se sert de I’opérateur associé
au couple A, B.

4. Solutions du probléme hyperbolique

4,1 Soit 4, B€L+t (E), u€ R+ — E. La fonction » s’appelle la solw-
tion du probléme hyperbolique pour le couple d’operateurs A, B
8i (I) w est deux fois continiiment dérivable, (II) u(04), v’ (04) existent,
(IID) w (t) € ® (A), u’ (t) € D (B) pour tout t€ R+, (1V)u" (t) + Bu’(t) + Au(t)=0
pour tout ¢€ R+,

4,2 PROPOSITION. 8i le couple d’opérateurs A, B est bifermé et u est une
solution du probléme hyperbolique pour A, B, alors pour tout t€ Rt

(1) f fu(o)dodzEE(A),Ju(t)dt—tu(0+)EE(B)
0 0 0

t

(2) u(t) —u(04) — tw’ (04) + B( j w (r) dr — tu (()+)) +

0
t T
A(f fu(o)dodr):O.
0 0
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Preuve. On integre ’équation (IV) de 4,1 en utilisant 3,13 sur Dinter-
valle (s, 1), 0 << s << ¢ et on obtient

t

u’(t)—u’(s)—{—B(u(t)——u(s))—|—A(fu(t)dt)=0

8
d’ol
t

u (t) —w (04) 4 B(u(t)— u(04) + A( fu (7) dt) =0

0

pour 8 — O . Ensuite, on intégre en vertu de 3,13 la dernieére équation
encore une fois sur (0, ).

4,3 PROPOSITION. Soit A, B€ UL+ (E),u€ Rt — E et w une constante non-

négative. St le couple d’opérateurs A, B est bifermé u est une solution du pro-
bléme hyperbolique pour A, B et la jonction e—“tu (t) est bornée sur Rt alors,

pour tout 1 > w, f e~ u (1) dv existe,

0

co oo

(1) fe—" w(t)dr €D (4), lje"' u(r)dr — u (04) € B (B)
0 0
(2) /Z2fe—" w(@ di — Au(04) — v (04) 4+ B(l [e“" u(r)yde — u (O+)> +
0 0

+,12A(fe"“u(z)dr)=0.
0

co

Preuwve. On a évidemment f ¢~4 dy = ]—1 pour 1> 0.

0
1)’autre part, on vérifie aisément, en intégrant par parties, pour 1 > w:

je‘“fu (0) do dv = l"fe—" u (1) dr.
0 0 0
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Par conséquent, / e~ rdr=1"2(1>0) et
.

fe—-zrf fu(g) do do dr = 1—2fo—l'u(t) dv (A > w).
0 0 o o

Maintenant, on multiplie 4,2 (2) par e—* (1 > w), intégre sur (0, co) et
transforme Pidentité si obtenue d’apreés 3,13.

4,4 PROPOSITION. Soit Ce L+ (E X E) Vopérateur associé au couple
A,Be L+ (E). Si u est une solution du probléme hyperbolique pour A, B, alors
la fonction (u (®

w’ (t)
u (t)

sement, 8i (v ( t)) est une solution du probléme paraboliqgue pour C, alors u est

une solution du probléme hyperbolique pour A, B et u’ = v.
La preuve est presque évidente.

est une solution du probléme parabolique pour C et, inver-

Remarque. Cette proposition montre la relation entre les solutions du probldme hyper-
bolique et du probldme parabolique.

5. Unicité du probléme hyperbolique.

5,1 Le couple d’opérateurs A, B€ L+ (E) est dit hyperboliquement
déterminé si toute solution u du probléme hyperbolique pour A4, 3 avec
% (04) = u’ (04) = 0 est identiquement nulle.

5,2 PROPOSITION. Le couple d’operateurs A, B € L+ (E) est hyperbolique-
ment délerminé, si et seulement 8i Voperatewr C €L+ (E ~ E), associé au cou-
ple A, B, est paraboliquement déterminé.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de 4,4.

5,3 PROPOSITION. Soit A, B€ L+ (E),ve Rt — E. 8i (a) le couple d’opé-
rateurs A, B est hyperboliquement déterminé, (b) v est une fonction continue
t

t T
sur Rt et intégrable sur (0,1), (c) f f v(o)do dr € B (4), f v (7) dr € B (B), (d)
0 o 0
t

t T
v(t)+ B f v(r)dti + A f f v (o) do dt = 0 pour tout t€ Rt, alors v est iden-
0 0 -

0
etiqument nulle.
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Preuve. On pose u (1) = [ f )do dr ce qui est une solution du pro-
bléme hyperbolique pour A, B vérlﬁant u(04) =u"(04) =0,

5,4 THEOREME FONDAMENTAL D’UNICITE. Soit A, BEX+ (E). 8i (a) le
couple d’opérateurs A, B est bifermé (b) Voperateur B est densement défini, (c)
il existe una conslante c, telle que couple A, B est birégulier pour 1> ¢,, (d)
il existe deur constantes K, c telles que pour tout x€BD(B), i >cy,A>c¢

(1) [@T+2B+ A z|| < Ket |
(2) 12I+AB+ Ay 'Bei|<< Ket| x|,
alors le couple A, B est hyperboliquement déterminé.

Preuve. Soit C Popérateur associé au couple A, B. En utilisant 3,11,
on vérifie sans peine que les hypoth¢ses du théoréme 2,3 sont valables pour
q = 0. Par conséquent, opérateur C est paraboliquement déterminé et notre
théoréme s’ensuit de 5,2.

6. Résolubilité stricte du probleme hyperboligue.

6,1 THEOREME FONDAMENTAL D’EXISTENCE AU SENS STRIOT. Soit
A, BELT(E) et w,, w,, M, , M, quatre constantes non-négatives. Si (a) les
opérateurs A, B sont densement définis, (b) le couple A, B est bifermé, (c) il
existe une constante w, =0 telle que le couple A, B est birégulier pour tout
A > wy, (4) pour tout x€ B (B), les fonctions (A* I + AB 4- A)~!(Az -+ Brx),
(A2J 4 AB 4 A)~'x sont indéfiniment dérivables dans A ™> w,, (e) pour tout
2ED(BASwy, 1 >w,,A>w,,p=01,2,..

(]) “ddTl; (129"“' B + A)_l (},.L + B.L) << ]l[‘p'(l —_ wl)-(p-H) ” .E”

(2) Idlp(l‘ljﬁ—ll}—l—A)—l.L S M,p! (A — o)~ || 2|,

alors (x) le couple A, B est hyperboliquement déterminé, (8) pour tout x,y¢ E
tels que

(3) r €D (A)yeD(A)ND(B), dr 4 Bye D (B),
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il existe une solution w du probléme hyperbolique pour A, B vérifiant u (04) =
=z, w’ (04) =1y, (y) u étant une solution du probléme hyperbolique pour A, B,
on a pour t€ Rt :

@ w1 < M, e[| (04) || + My o0 | w” (04 |

(6) u étant une solution du probléme hyperbolique pour A, B, vérifiant
(®) u(04) €D (4), v (04) €D (B)

on a pour tout t€ Rt:

(6) llw" @ S My e[| w’ (04) || 4 My e || Au (04) + Bw’ (04) |
(¢) u étant une solution du probléme hyperbolique pour A, B, vérifiant

™ u(04) €D (4), v’ (0) €D (4)n D (B), 4u (04) + Bu'(04) €D (B),
on a pour tout t€ Rt :

8) @] < M, e[| Au(04)+ Bw’ (04) | +

My et || Aw’ (04) — B (Au (04) + Bu/ (04)) ||

Preuve. Posons d’abord w = max (w,, w,, ®,) et M = max (M, , M,).
Ecrivons pour 4 > w,n=1,2, ...

9) =" 0 ST F AT 0IF B
T —1)! dar—!

(_ l)n—l dn—1
m—1)1 de*!

(10) 0, 1) = (A2FJ+ 1B + A)!
ce qui est toujours possible en conséquence de nos hypotheses qui garan-
tissent l’existence de ces dérivées-ci dans Vespace & (E) suivant la propo-
sition 1,14.

On obtient de (1), (2), en tenant compte de 1,14, pour 1 > w, n=1,2,...:

(11) @) || <M, A — o)™, |00 )| < My (A — w,)™".

En prenant (11) avec n =1, on voit que les hypothéses de 5,4 ont
lieu et ceci donne (o). .
Soit € Vopérateur associé an couple 4, B.
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I1 résulte de 3,11 et 1,8:
(12) Topérateur C est régulier pour 1> w.
(11. Bz + 0. (D)y

13 ag+ o (¥)=
y I.()y — 6. (%) (dz + By)

pour z€B®(A), yeD(B), A >w, n=1,2,..,

( — Ty + 6, (4) (4x + By) )

(19 @I+ 0o (7)=
y 1) (Az + By) + 6, (1) [Ay — B(Ax + By)]

pour 2€BD(A4), yeD(A)ND(B), Az + Bye D (B), A>w, n=1,2,...

Maintenant, on va montrer
a(®\ o (N LA
w e+ om ()] <wa—wm (JG)]+]o()])

pour €D (A), yeD(B), A > w, n=1,2,...
En effet, il s’ensuit de (13) et (11)

“<w+ o>—n(;)ﬂgw—wwnxu+2||yn + 1 Ao + By|) <

M — oy (2] + 2] yl|+ || 4z 4 By ) =

i ([ )+ 3)1)

D’autre part, comme B (4), B (B) sont denses dans E par hypothése,
B (0) est dense dans E < E.

Ceci étant, nous sommes dans les conditions d’appliquer le théoréme
2,6, ol 'on déduit, en utilisant 3,4 et 4,4, la conclusion suivante décisive:

Pour tout x,y€ B vérifiant (3), il existe une solution u du probléme
hyperbolique pour A, B, vérifiant u(04)=1x, v’ (04) =1y et jouissant, en
vertu de (13), (14), de la propriété suivante pour tout te€ R+, r > wt,
¥ —» 00

o e e
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am (%) [rr (+)y—e. (ti) (42 + By)

—u’ (t)

as (1) [r, () e+ B+ 0, () (ay + B (42 + By»] G

Par conséquent, (8) est complétement démontré.

Si ’on estime les premiers membres de (16)-(18) d’aprés (11) et si ’on
laisse r augmenter infiniment en tenant compte de 1,21, alors on obtient
(4), (6), (8) pour une solution vérifiant (7). Mais comme le couple 4, B est
déja connu hyperboliquement déterminé, on a en effet établi (y)-(s) pour
toutes les solutions vérifiant (7).

Ainsi, (¢) est complétement démontré et il reste 'a renforcer (y) et (4).

Commencgons par (). Soit u une solution arbitraire du probléme hyper-
bolique pour A4, B. Il résulte de 3,12 qu’il existe deux suites z;, yx(k=1,2,...)
telles que xx —, ypr —>y (kK — o) et (3) a lieu pour tout k=1,2,... En
utilisant («), (8), on trouvera une suite unique des solutions u; vérifiant
g (04) =@k, ux (04) =y (k=1,2,..). Donc (4) est valable pour u; et donne

19) [ &) — e, (O)[| < My 0 | 26, — @, || + My e || Y5, — Y ||

pour tout t€ R+, k, , k,=1,2,....
Posons v (t) = lim wu (t) (t€ R*) en vertu (19).

k— oo
Le couple A, B étant bifermé, on peut appliquer 4,2 sur u; et on
obtient en passant & la limite pour k — oo

t t
(20) v(t) + u(04)—tu (O4)+B (fv (r) dr — tu (0+)) + Af[v(a) do di = 0.
0 00
D’autre part, I’identité (20) a lien d’aprés 4,2 si 'on remplace v par u. Donc

t t
@1) () — o) + Bf(u(r)—v(:»dz+A”<u(a>—v(a»dodr=o,
0 00

d’oit u = v d’apreés 5,3.

Donec u; () — u (t) (k—> co) pour t€ Rt et on peut transmettre 1’iné-
galité (4) de u; sur « ce qui achéve la démonstration de (y). ‘

Pour établir (d), on procéde de la fagcon complétement analogue a celle
qui a été appliquée pour (y), mais on doit examiner non seulement les
solutions mais aussi leurs dérivées en utilisant 1,10.

Le théoreme est donc démontré.
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Remarque 1. D’aprds 3,12, V’ensemble de tous les couples (;) vérifiant (3) est dense

dans E < E. Par saite, notre théordme garantit l'existence des solutions pour les données
d’une variété assez puissante et il est ainsi suffisamment efticace (cfr. 6,4). Ceci permet,
entre autres, de construire différents types de solutions généralisées (faibles, distributives)
dont quelques-unes existent pour toutes les données x€ E, y € E sous les hypotheses de 6,1.

Remarque 2, Dans certains cas, les conditions 6,1 (3) et 6,1 (7) qui sont assez compli-
quées deviennent plus simples. Par exemple, dans le cas le plus important, ot Be (E),
(3) équivaut a x€ D (d), ye ® (4d). Dans un autre cas, ot 4 =0, (3) équivaut & x€ E,
yeD (BY).

6,2 THEOREME NORMATIF POUR LE CAS STRIOT. Soit 4, Be L+ (E),

W, , wy, M, , M, quatre constanies non-négatives. Si (a) les opératewrs A, B

sont densement définis, (b) le couple A, B est bifermé, (c) le couple A, B est

hyperboliquement déterminé, {d) il existe un ensemble dense D C K < E tel

que, pour tout z€ D, on trouve une solution du probléme hyperbolique pour
u(0 . R .

A, B vérifiant (1 (,( 0+))) =z, (e) pour toute solution u du probléme hyperbolique
O+

pour A, B et pour fout t€ B+, on a

0 ) i< My et [ (04) || + My e

v (0],

alors (a) le couple A, B est birégulier powr 7> w , A > w,, (f) pour tout
2 €D (B), les fonctions (A3J + AB + Ay '(lx + Bx), (A2T - AB+ A)'x
sont indéfiniment dérivables pour A> w,, A > w,, (y) pour x € B (B), 1 > w,,
i>w, et p=20,1,2,..:

(2) i ,%1:7 (2T 4+ 2B+ Ayt (Ax 4 Bx) | << M p! (A — w,)~PH) || 2 ||
v 2 -1 | ! —(p+1) || |
(3) (_{ﬁ(l 9+J.B+A) -D‘ISA][21).().—(D2) “.l/'”.

Preuve. Tout d’abord, on va démontrer que Vopérateur 1°J -+ AB + 4
est biunivoque. En effet, dans le cas contraire, il existerait un 2 ®(4)n B(B),
r==0 et un 2> w,, 1> w, tels que (129 4+ 1B + A)x = 0. Posons v (t)= e'.
Ou vérifie sans peine que c’est une solution du probléme hyperbolique pour
A, Bavec v(04)=x, v(04)=Az. Une telle solution étant unique par hy-
pothése, on a donc d’aprés (1): [ e (t) || = e |2 || << M, e ||z || 4+ Myet 1| x|
ce qui donne une contradiction, car 1 > w,, A >w, et ||z | > 0.

Soit ) un sous-ensemble fixe de K < E jouissant de la propriété (d).
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Pour 1 > w,, 1> w, et (;) €D, on construit une fonction @ (4,x, y)

de la fagon suivante. Par hypothése on peut trouver une solution « du
probléeme hyperbolique pour A4, B vérifiant u (04) =2, v’ (04) =y et ||u(t)|| <<
Myet ||z || -+ Mye=t||y||. Comme une telle solution est unique par hypo-
theése, on peut poser @ (4, z,y) = f ey (1) dr.

0

D’ou Pon obtient aisément pour 1 > w, , 1 > w,, (:) €Detp=0,1,2,..:

4) , ar

|
| 717 ‘p(l’xyy')'léz‘vlie“’l‘llx |4+ My e |yl .

Comme D est dense dans FE < E, il résulte de (4) que @ peut étre
prolongé sur tout le E < E par continuité. Cette extension soit désignée

par &. 1l s’ensuit par recurrence de (1) a Paide de 1,10 que 5(-,90, y) est
indéfiniment dérivable pour 4 > w,, 2 > w,, ¥, y€ E et que pour p =0,1,2,...

ar —
(5) H FIE) DAz y) | <M e |z, + Myet|y].

Soit 2 € B (B), y€ K. Comme D est dense, il existe une suite des solu-

"’,"‘0“) €D et
i Oy)

u; (04) =, 14, (04)-—>y (k— oo). En vertu de (1) on en dédnit aisément
que 1 (t) converge uniformément sur (0, «) pour tout «€ K+, vers une

fonction continue u € R+ —> E. En outre, | w (f) || << M, et || x || + My e~ ||y ||

oo

tions %; du probléeme hyperbolique pour A, B, vérifiant (

et f e u(r)de = D (4, y).
0
Le couple A, B étant bifermé, on obtient a Paide de 4,3 (en tenant
compte de la condition x€B (B)) (4,9 eD(4)nD(B), RO,z Y +
ABD (A, x,y)+ A DA x,y) = Az 4 Br+ y ce qui équivaut a

) iz + Bx + y € B (BT + 1B + 4)-1)

(8) b (1, 2,y) = (2T + 1B + A)~' (i + Bz + y)

pour x€®D(B), ye€ B, 1 > w,;, 1 > w,.
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Maintenant il est facile de déduire les assertions de notre théoréme de
(7), (8) et (5).

6,3 Le couple d’opérateurs 4, B €L+ (E) s’appelle strictement bilhy-
perbolique (strictement bicorrect] si les conditions (c), (d) de 6,1 {6,2]
ont lieu et ¢'il existe quatre constantes w,, w,, M, , M, telles que la con-
dition (e) de 6,1 {6,2} a aussi lieu.

6,4 THEOREME FINAL POUR LE CAS STRICT. Soit A, Be Lt (E). Si (a)
les opérateurs A, B sont densement définis, (b) le couple A, B est bifermé,
alors le couple A, B est strictement bicorrect si, et seulement si, il est stricte-
ment bihyperbolique.

Preuwve. La part « seulement si» est une conséquence immédiate de 6,1
et 3,12, la part «si» de 6,2.

Remarque. Le théordme précédent montre que (sous certaines conditions préalables)
les hypothdses dn théordme d’existence 6,1 sont les plus générales possible.

6,5 EXEMPLE. Il existe un espace de Banach E et deux opérateurs A, Be
et () tels que (x) toutes les hypothéses de 6,1 sont en vigueur (f) ni A ni
B ne sont continus, (y) A, B ne sont pas commutatifs.

Preuve. Soit E = (c,), espace de toutes les suites tendant vers zéro,
muni de la norme usuelle sup |x(r)|.

r=1, 2, ...

Les opérateurs A, B soient définis par les conditions suivantes: z €
€D (A){D(B)} si et seulement 8i rx(2r — 1)— 0 (r — 00) {rae (21)—> 0 (r — o)} ;
ensuite Ar(2r—1)=rx(2r—1), Az(2r)=z (2r—1) (r=1,2,...) {Bx(2r — 1)=0,
Bx (2r) =rx(2r) (r =1, 2,...)}.

Les assertions (8), (y) étant presque évidentes, on va démontrer (a),
i.e. les propriétés (a)-(e) de 6,1.

Les propriétés (a), (b) sont aisémept & vérifier. Ensuite, un calcul simple
montre que

(1) RBIF+AB+ Az 2r— )= F+r)1a(2r—1)
(2) BI+AB4 A1 2@ =[AA2 4 ) A4+ "z (2r—1) + [L (A 4 )] 2 (2r)

pour tout x€ B, 1 >0, r=1,2,...

Ceci entraine immédiatement (c¢) et (d).

Les estimations 6,1 (1) et 6,1 (2) résultent facilement de (1), (2) a Vaide
des formules 21.8, 21.3 et 1.22 de [6].
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7. Résolubilité modérée du probleme hyperbolique.

7,1 THEOREME FONDAMENTAL D’EXISTENCE AU SENS MODERE. Soit
A, BELt(E) et w,, w,, M, M, quatre constantes non-négatives. Si (a)-(d)
sont les mémes que dans 6,1, (e) pour tout x€®D (B), > wy, 1 > w,, 1> w,
et p=20,1,2,..:

(1) H %’% i1 (2T + 1B + Ay (lz + Ba)

%g M(p+ 1A — o) rt |2

' !
(2) "ﬁ—i 1 (129 4 4B + Al z =| < My(p+ 1)1 (A — wy—2+2 |

alors (a) le couple A, B est hyperboliguement déterminé, (f) pour tout x,y€ E
tels que

3) c€D(A), yeD(A)ND(B), Av+ Bye D (A)n D (B)
Ay — B(Az + By)e D (B)

il existe une solution w du probléme hyperbolique pour A, B vérifiant u(04)= x,
u’ (04) =y, (y) u étant une solution du probléme hyperbolique pour A, B, on
a pour tout t€ KT :

¢
(4) !l fu (r) dt
"6

(0) u étant une solution du probléme hyperbolique powr A, B vérifiunt

<< M tet || u(Oy) ||+ Mytet | u (04) |

() w(04) €D (4), w (04)€D(B)
on a pour tout t€ Rt :

©) i) — | = Mytemt ||’ (04) | + Mytet || Au(04) + Bu’ (04)]]
(¢) u étant une solution du probléme hyperbolique pour A, B vérifiant
(1) w0 eD(A), v (04) €D (4)n D (B), Au(04)+ B’ (04)€ D (B)
on a pour tout t€ Rt:

(8) Jw (@) —y|| << M te | Au(04) + Bu'(04) | +

My te™ || du’ (04) — B(Au (0 ) 4 Bu’ (0L))
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(&) u étant une solution du probléme hyperboliqgue pour A, B vérifiant
(9) w04)eD(4), w(04)€D (4)n D (B), Aw04)+ Bu’ (0,)eD (4)n D (B),
Aw (04) — B (Au(04) + Bu’ (04)) € D (B)

on a pour tout t€ R+

(10)  ||w’ () + Az + By|| <
M, tent| Auw’ (04) — B (Au (04) + Buw’ (04) || +
Mytet || A (Au(0O1) 4 Bu(04)) + B[Aw (04) — B (Au(04) + Bu’/(04))]] .

Preuve. Posons d’abord w = max (w,, w, , w,) et M = max (M, , M,).
Ecrivons pour 1 > w et n=1,2, .., d’aprés 1,14,

—1 n—1 dn—
an L= s i FTF B T A 9T B)
(12) 6, () = = T g4 aB 4 4]

(m—1)! dir—1
Il résulte de (1), (2), en vertu de 1,14, pour 1 > w, n =1,2, ...
(13) [ << Mn (A — w)= ), | Oy (4) || << Myn (A — wy)— D),

Prenant (13) avec n =1, on est dans les conditions d’appliquer 5,4,
d’out (a).

Soit C Vopérateur associé au couple A, B.

I1 résulte de 1,8 et 3,11

(14) Yoperateur C est régulier pour 1 > w

n S . X . (_ l)n—l dn—
a5 TEI40) L(y)—?n——‘lﬁ[ T AT+ 0) ] )

( rhz+ 60,A)y )
I'i(Q)y — 6,(2) (Ax + By)

pour x€ D (A), ye«DB), 1> w, n=1,2,..
(16) Si-n-1(19 4 0+ ¢ (”) =
k=1 Y

( — I, () y + 6. () (Ax + By) )
I’y (1) (Ax 4 By) 4- 6.(4)[Ay — B (Az + By)]
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pour 2 € B (4), yeD(A)Nn D (B), Ax 4+ ByeD(B), 2> w, n=1,2,..

(17) 3 #1090 (2 (”) =
k=1 y
( — I () (Ax + By) — 6, (A) [Ay — B (Az + By)] )
— T () [Ay— B(Az + By)) + O ()[4 ( Az + By) -+ B (dy — B(Az + By)]

pour 2 € B (A), ye D (A)N D (B), Az + Bye D (4)n B (B),
Ay — B(Ax+ By)eD(B), 1> w, n=1,2, ..
Un calcul tout & fait analogue & celui de la preuve de 6,1 (15) donne

il

(18) “ 3 Ak-n=1 39 4 ©) ~k )H<Mn (A—w)=(+1 (”( )

pour z€®(A), yeBD(B), 1> w, n=1,2,..

D’autre part ® (C) est évidemment dense dans F -~

Ainsi nous sommes dans les conditions d’appliquer le théoréme 2,7, d’out
I’on déduit, en utilisant 3,4 la conclusion suivante décisive.

Pour tout z,y€ E tels que (3) a lieu, on trouve une solution » du pro-
bléme hyperbolique pour A, B vérifiant u (0,) =z, v’ (04) =y et jouissant,
en vertu de (15), (16), (17), des propriétés suivantes pour tout ¢€ R+,
r> wt, r—>00:

o ()i o

(20) ( )[1‘(’)y+0( )Ax—{-liy)]—)u —
(21) (%) [_ I, (‘1‘) (Az + By)— O, (—;—> (Ay —B (Az + By))] — (1) —

(22) (%) [—-vn (7) (4y — B(Az + By) +

r

0, (7) (A (Ax 4+ By) + B (Ay — B (A« + By)) } —u’’ (t) + Az + By.

Donc on voit que (8) est compldtement démontré. Pour compléter la
démostration, on utilise un raisonnement tout & fait analogue & celui de la
fin de la preuve de 6,1 et c’est pourquoi les détailes seront omis.
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7,2 THEOREME NORMATIF POUR LE OAS MODERE. Soit A, BeLT (E),
0y, wy, M, , M, quatre constantes non-négatives. Si les hypothéses (a)-(d) de 6,2
ont lieuw et (e) pour toute solution w du probléme hyperbolique pour A, B et
pour tout tE R, on a

t

1) Hfu(z) dr i

0

< M, te> |u(04)]| + Mytet|w (04) |,

alors les assertions (a), () de 6,2 restent en viguer et (y) pour x€ B (B),
A>w, A>w, et p=20,1,2..:

da»

o7 1 BT + 1B +A)7 (@ 4 Ba)

@) H =M (p+ 1)@ — 0)=) | 2

I P e e A e Y

Preuve. On ne donne pas la preuve de ce théoréme, en tous points pa-
rallele & celle du théoréme 6,2. Les adaptations nécessaires, résultant de la
nature du probléme actuel, peuvent étre faites par le lecteur. Notons seu-
lement comment il faut modifier la définition de la fenction . Dans le cas
actuel, on pose

dj(l,w,l))=‘/‘6“‘( /u(o) do)(?r.
0 0

7,3 Le couple d’opérateurs A, Be L+ (E) s’appelle modérément bi-
hyperbolique {modérément bicorrect| siles conditions (¢), (d) de 7,1
{7,2] ont lieu et §’il existe quatre constantes non-négatives w,,w,, M,, M,
telles que la conditiou (e) de 7,1 {7,2} a aussi lieun.

7,4 THEOREME FINAL POUR LE OAS MODERE. Soit A, B€ L+t (E). St les
hypothéses (a), (b) de 6,4 sont satisfaites, alors le couple d’opérateurs A, B est
modérément bicorrect si, et seulement si, il est modérément bikyperbolique.

Preuve. La part «seulement si» découle de 7,1 et 3,12, la part «si»
de 7,2,

7,5 EXEMPLE. Il existe un espace de Banach et deux opérateurs A, B¢
Lt (E) qui produisent un couple modérément bihyperbolique, mais mnon stric-
tement.
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Preuve. 1’espace F soit le méme que dans 6,5. Soit 3 = 0 et V'opéra-
rateur A soit défini comme suit: x € B (A4) si et seulement si »® x (2r —1)— 0,
r32(2r) — 0 (r — o00) ; ensuite Az (2r — 1) = 132 (2r —1) 41?2 2(27), Ax(2r)=
73 (27).

On calcule facilement que (427 +A)~'x (2r — 1) = (243~ t2 (2r—1) —

22 4 -2z (2r) et (A2T 4 A)"' & (20) = (A2 + rI)~ x (20).
Maintenant, on vérifie aisément que les hypothéses de 7,1 ont

dar
lieu, car les estimations suivantes sont valables: lm()ﬁ-}-ﬂ)-l <=

ar
(p4 1) A—'pt2) et lﬁ; (A2 4 73)-2 {g (p + 1)1 A=(p+2, On peut utiliser les

formules 2.18 et 1.22 de [G].
11 reste & démontrer que G.1{1) n’est pas vrai. Dans ce but, on se sert

de la formule suivante: 721 (42 4 %2 = L‘:— ./ e—* 7 gin (z |»3) dr résultant des

0
formules 5.1 et 1.6 de [6] qui méne a une contradiction avec 6,1 (1).

8. Compléments et commentaire.

8,1 La théorie des fonections-cosinus d’opérateurs (4] peut étre
prise pour une autre forme de notre théorie stricte de la section 6 avec
B =0, car les théorémes 6,1 et 6,2 sont, sous la condition B = 0, équiva-
lents aux théorémes 3,2 et 3,1 de [4]. Signalons encore qu’on peut, en
utilisant les moyens techniques de la preuve de 6,1, construire une nouvelle
démonstration de 3,2 qui est indépendente du théoréme de Widder concernant
la transformation de Laplace.

8,2 Soit A, BeLt(E) et w, M deux constantes non-négatives. Si (a) Vopera-
teur A est densement défini, (b) il existe une constante w, =0 telle que A est
régulier pour tout 2 >Fw, (¢) pour 1> wy, A > w et p=10,1,2,..., on «

(1) ” iy AT+ Ay “ < Mp! (i — w)-p+0

(d) BeXL(E),

alors toutes les hypothéses de 6,1 ont liew pour le couple A, B avec les con-
stantes o, = w + M| Blw,=w+ M||B||+1, M, =M, = M.

La preuve est fondée sur ’analyse du développement (A*J + AB+A4)~! =
(AT + Ay 2[— AB (I + A" pour 2 > w + M || B||. Les détails seront

publiés allleurs
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Remarque. L’operateur 4 est le générateur d’une fonction-cosinus (cfr, [4]).

8,3 L’analogie du théoréme précedent 8,2 pour le cas modéré (ou (1)
»
est remplacé par “ ———dip (A2T + A)1 ” < M(p+ 1)!(A— w)?t?) n’a pas été

prouvée jusqu’ présent, car cartaines difficultés se produisent a Pestimation
des dérivées du développement en question.

8,4 Soit A, BELT(E) et w, M deux constantes non-négatives. Si (a) Vopérateur
B est densement défini, (b) il existe une constante wy, = 0 telle que B est régulier
pour tout 1> wy, (¢) pour 1> wy, A >w et p=20,1,2,.. on a

1) |37 49+ B | < dp i — e

div

(@) Aed(B),

alors toutes les hydothéses du théoréme G,1 ont liew avec les constantes : w, =
o M A|+1, 0y =0+ M| A, My =1 4] 4], M, =D.

Preuve. On peut écrire pour 1> w4+ M| A|: (*I4AB 4 A1 =
V(AT + B)—’ Z [ A1-1 (A9 4+ B)J, d’ou Pon déduit

2T+ AB + A | < Mp! (A — 0 — M|| A |)~»+D

ke

D’autre part, on a

2T+ AB + A1 (AT + B) €

31 I+ 11 (AT B! 3 [— A (1T + By (— i1 4) =
k=0
3719 — 11 (R2T + AB + Ayt A

d’olt Pon obtient aisément la seconde estimation néeessaire des dérivées

'm " (1294 1B+ A1 (19 + B).

Remarque. L'opérateur B peut étre le génératenr d’un semigroupe de la classe (c,) ou
un peu plus général. Compare anssi les résultats de Iakubov [7].

8,5 La théorie des equations hyperboliques opérationnelles, données dans
les sections 5 et 6 peunt étre appliquée avec succeés aux équations hyperboliques
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aux dérivées partielles et on obtient souvent des résultats trés généraux.
Une telle application a ét€ indiquées déja dans [4], p. 36. Grice au théoréme
8,2, ce résultat peut étre etendu aux équations

2
1) w8+ @ w8+ ag(f)%u(t, £+

—|—a,(£)(—9%-u(t§)+ao(5) u(t, &) =0

ol ay, b sont des fonctions continues bornées et les fonctions a,, a, satis-
font aux conditions données dans [4].

Notre théorie générale est aussi applicable aux équations du type (1)
avec les conditions aux limites, découvertes et étudites par Feller [8]. On
utilisera une décomposition, donnée par lui, de la résolvante d’un opérateur

2
différentiel du second ordre a, (5)%5 + a, (5)% dont le domaine. est restre-
int par ces conditions-14 aux limites.

Les détails de ces applications seront présentés dans un article spécial.

8,6 On a donné dans 7,5 un exemple vérifiant que la théorie modéréé
est essentiellement plus générale que la stricte. Cet exemple étant tout &
fait artificiel, on va montrer un exemple plus naturel.

Soit R? ’espace d-dimensionel et C (R%) l’espace de Banach de toutes
les fonctions bornées et uniformément continues sur R? muni de la norme
usuelle, Dans C (RY), on définit Vopérateur 4 = aa—; + —;% + ..+ g—;; de la
facon évidente.

Voici un résultat classique dans notre terminologie: Le couple 4, O est
strictement bicorrect si et seulement si d = 1, pour d > 1, le couple A, O est
seulement modérément bicorrect.

Pour d =1, 3, c’est particulierement instructif grice aux formules de
d’Alembert et de Kirchhoff.

Notons enfin que le couple 4, 0 devient strictement bicorrect pour
7 =1,2... quelconque si on prend I?2(RY) au lieu de C(RY).

8,7 Jusqu’d présent, nous nous intéressions exclusivement aux équa-
tions hyperboliques opérationnelles homogenes

(1) v’ (t) + Bu'(t) + Au(t)y = 0;

mais les résultats obtenus permettent de résoudre aussi le probléme non-
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homogéne

(2) u” (t) 4+ Bu'(t) 4 Au () = f(¢).

Supposons d’abord que le couple d’opérateurs 4, B € L+ (E) soit stric-
tement bicorrect au sens de 6,3.

L’unicité des solutions de (2) est évidente.

Soit D un sous-ensemble fixe de E < E satisfaisant & la condition 6,2
(d). Si P’on prend une solution unique » du probléme hyperbolique pour

A, B vérifiant « (04) = x, w/(04) = y pour (:) € D quelconque, on pose

(3) G, (t, 2y y) = u(2)

Cette fonction G, définie sur Rt < D, peut étre prolongée par conti-
nuité sur Rt < E < E grace a linégalité 6,2 (1). Cette extension sera dé-
signée par G (f, xz, y) et peut étre appelée la fonection de Green (ou
Vintégrale compléte) du probléeme hyperbolique pour A, B.

On vérifie aisément qué @G est une fonction continue sur Rt < K < E
et qu’il existe deux constantes non-négatives x, N telles que pour t € R,
r,ye B:

4) |Gty y)|| < Ne (||| + |lyll)-

Six,y€ K et f€ Rt— E est une fonction continue sur R+ et inté-
grable sur (0,1), posons

t
(5) w(t) = Gt z,9) + / G(t—10,f()dr

pour tout t€ R+.

I1 est possible de démontrer que l’intégrale dans (5) a un sens et que la
Jonction u définie par (5) est toujours une solution généralisée de Uéquation (2),
cest-a-dire la limite localement uniforme des solutions « vraies ». Cette fonction
u devient une solution pour tout z, y,f jouissant, par evemple, de propriétés
suivantes : x, y vérifient 6,1 (3) et f est une fonction deux fois continiiment dé-
rivable sur R+ et f” est intégrable sur (0,1).

On peut obtenir des résultat analogues aussi pour le cas modéré ol
toutefois certaines difficultés, concernant la fonction de Green, se produisent.
Cette fonction cesse pour z,y € K, 2¢ B (4), y¢ D (B) d’étre une fonction
dans ¢ et devient une mesure vectorielle dans ¢ (cfr. les inégalités 7,1 (4) et
7,1 (5)). Ceci cause certaines complications techniques, mais n’influence pas
le résultat voulu.
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Les détails seront présentes ailleurs.

8,8 Récemment, G. da Prato [9], [10] a généralisé la théorie des semi-
groupes d’opérateurs (« semigruppi regolarizzabili »). Cette théorie peut étre
appliquée aussi pour résoudre existence et I’unicité du probléme de Cauchy
hyperbolique, consideré ci-dessus dans DParticle actuel. Mais il semble qu’elle
ne donne pas linformation satisfaisante quant & la croissance des solutions.

Une analyse plus précise des relations entre ces deux théories ne peut
étre effectuée ici et sera donnée 3 une autre occasion.
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