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TOPOLOGIE E FUNZIONI REALI SEMICONTINUE

di SALVATORE Ciamra (1) (3

1. Notazioni, Introduzione, Riassunto.

1.1. In tutto questo lavoro saranno adoperate le seguenti notazioni :

se X ed Y sono insiemi, X — Y indica sempre il complementare di Y
rispetto ad X;

R indica il corpo ordinato dei numeri reali, I lintervallo [0,1] =
={a: 0<<a <1}, N linsieme ordinato dei numeri interi positivi;

gli spazi topologici sono indicati con una coppia (L, 1) dove L & Din-
sieme dei punti e 1 & la famiglia di tutti gli insiemi aperti; le topologie
indotte da 4 sui sottoinsiemi di L sono indicate con la stessa lettera 4;

o indica la topologia euclidea su R, o’ indica la topologia su E costi-
tuita da R stesso, dall’insieme vuoto e da tutti gli intervalli {a: a > h} per
ogni heR;

funzione reale continua definita su uno spazio topologico (L, A) significa
un’applicazione di L in R continua nelle rispettive topologie 1 e ¢ ; quando
su R si considera la topologia p’, si dice funzione reale p’-continua ;

fissato uno spazio topologico (L, 1), una topologia u su un insieme M
dicesi (L, 1) generata per continuita dalla famiglia & di applicazioni di M in
L quando u & la meno fine topologia nella quale tutte le applicazioni della
famiglia {J risultano continue: si dice allora che la topologia u & (L, 1)-ge-
nerabile per continuitd ; indicazione dello spazio (L, 1) viene omessa quando
si tratta dello spazio (R, g); '

se (L, 2) ¢ uno spazio topologico, con L/A° viene indicato l’insieme quo-
ziente di L per la relazione «due punti sono equivalenti quando hanno la stessa
chiusura nella topologia A», munito della topologia quoziente.

Pervenuto alla Redazione il 19 Ottobre 1967.

(1) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca n. 9 del Comitato Nazionale
per la Matematica del C.N. R. (anno 1967/68).

(®) I risultati di questo lavoro sono stati comnnicati durante I’VIII Congresso Naz.
dell’'Unione Matemat. Ital (Trieste 1967).
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Altre notazioni pitt particolari saranno introdotte nei paragrafi successivi.
Salvo avviso contrario, la terminologia adoperata & quella usata nel
noto trattato di Kelley [5].

1.2. Fissato un insieme M ed uno spazio topologico (L, 1), lo studio
delle relazioni tra le topologie u su M e le corrispondenti famiglie € (x) di
tutte le applicazioni continue di (M, u)in (L, 1) costituisce uno dei problemi
fondamentali della topologia, avendo particolare importanza il caso in cui
lo spazio fissato coincida con (R, g).

Partendo dai seguenti noti fatti (i) la famiglia & (u) & determinata,
come & ovvio, dalla topologia u; (ii) 'insieme T (&, 1) di tutte le topologie
sull’insieme M per le quali la famiglia di tutte le applicazioni continue
nello spazio (L,2) coincide con € (u) non sempre contiene soltanto u; (iii)
nell’ingieme ‘C (&, u) vi & una topologia minima (cioé meno fine di tutte le
altre topologie appartenenti a ‘C(&, 1)) e questa, naturalmente, pud non
essere u; (iv) esistono certamente topologie su M che possono essere (L, A)-
generate per continuita ; si possono considerare le questioni seguenti:

(I) assegnati lo spazio topologico (I,1) e l'insieme M, determinare
quali topologie su M risultano (L, 1)-generabili e quindi cercare gli spazi
(L, ) migliori nel senso che vaste classi di topologie su M risultano (L, 1)
generabili per continuita ;

(IT) sapere quando una topologia su M & determinata dalla famiglia
€ di tutte le sue applicazioni continue nello spazio (L, 4), nel senso che
essa & l'unica topologia su M che ammette & come famiglia di tutte le
applicazioni continue in (L, 1).

1.2.1. 11 problema (I), nel caso in cui lo spazio assegnato sia (R, g) &
risolto, come & noto, dal teorema seguente (3):
Per ogni topologia p sullinsieme M le proposizioni seguenti sono equi-
valenti
(@) u é una topologia completamente regolare (ciod, per ogni insieme
X chiuso in (M, u) e per ogni ¥ € M — X esiste una funzione reale continua
su (M, u) che si annulla per ogni y€ X ma non si annulla in x);
(b) la topologia p & generabile per continuitd ;
(e) pu é una topologia wuniformizzabile ;
(@) la topologia wu puod essere generata da una famiglia uniforme di ri-
coprimenti di M ;

(®) Vedere, per esempio, [5] ch. 4 n. 7, ch. 6 nn. 15, 16, 17; [3] un. 3.6, 3.7, 15. 6;
[4] n. 115 [1]§ 1. ’



JSungioni reali semicontinue 135

(e) la topologia u pud essere generata da una famiglia di pseudometri-
che in M;

(f) la topologia u é generata per continuita dalla famiglia di tutte le
JSunzioni reali continue definite sullo spazio (M, u);

(9) lo spazio quoziente M/u® é (omeomorfo ad) un sottospazio di wuno
spazio compatto di Hausdorff.

1.2.2. Una questione analoga al problema (I) & stata considerata da
Tognoli [10]: egli ha provato che se lo spazio fissato (L, 1) contiene un
sottospazio costituito da due punti dei quali, nella topologia indotta, uno
soltanto costituisce un insieme chiuso, allora, ogni topologia su M risulta
generata dalla famiglia ¢/ di tutte le applicazioni continue definite su sot-
tospazi di (M, u) a valori nello spazio (L, 1) nel senso che se a € M, A c M,
allora a € A se e solo se per ogni funzione f€J definita sull’insieme A4 y {a},
risulta f (a) € f (4).

1.2.3. Nei riguardi del problema (II), dal teorema citato in 1.2.1. segue
che nell’insieme di tutte le topologie uniformizzabili su un insieme M ne
esiste al pil una per cui la famiglia di tutte le funzioni reali continue
coincide con un’assegnata famiglia di funzioni reali definite in M.

1.3. In questo lavoro si da una completa soluzione alla seconda pa:t-
della questione (I) ed alla questione (II) partendo dalle semplici constata
zioni seguenti (i) sebbene non in tutti gli spazi topologici esistono funzion:
reali continue in quantita tale da esser sufficienti a distinguere gli insiem:
chiusi dai punti che ad essi non appartengono, tuttavia in ogni spazic
topologico questo & possibile se si considerano funzioni reali semicontinue
(inferiormente, per esempio); (ii) per le funzioni reali definite in uno spazio
(L, 1), la semicontinuitd inferiore coincide con la g’-continuita.

Pia precisamente, ed inoltre, proveremo che :

A. Per ogni topologia 1 sull’insieme L le proposizioni sequenti sono equi-
valenti (cfr. nn. 2.3. e 3.4.):

A.l. esiste una famiglia 7] di funzioni reali definite in L tale che la
topologia 1 risulta la meno fine tra quelle che rendono semicontinue inferior-
mente tutte le funzioni della famiglia ¢/ ;

A.2. per ogni x€L e per ogni suo intorno Y, esiste una funzione
/St L— 1, semicontinua inferiormente, tale che f(r)=E0 mentre per ogni
yey, ry) =0;

A.3. la topologia A puo essere indotta da una quasiuniformita (inten-
dendo con c¢io una uniformitd senza la proprieta che ogni suo elemento ne
contiene uno simmetrico);
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A.4. la topologia A pud essere generata da una famiglia di pseudome-
triche asimmetriche (per le quali ciod non sempre accade che d (z,y) = d (y, x));

A.5. la topologia A puo essere indotta da una opportuna famiglia di
ricoprimenti dell’insieme L (per le definizioni precise rimandiamo al n. 3.3.);

A.6. lo spazio quoziente LJ/A° é omeomorfo ad wun sottospazio di uno
spazio compatto ;

A.7. A é la meno fine topologia su L che rende semicontinue inferior-
mente tutte le funzioni della famiglia J;, dove O, indica la classe di tutte
le funzioni reali semicontinue inferiormente definite sullo spazio (L, 1);

A.8. se Q, indica la famiglia di tutte le funzioni di L in [0,1] semi-
continue inferiormente, la topologia A é la meno fine tra quelle che rendono
semicontinue inferiormente tutte le funzioni della famiglia (.

B. Ogni topologia sull’insieme L gode delle proprieta espresse nel teorema
A., quindi ogni topologia su L é determinata dalla classe delle sue funzioni
reali semicontinue inferiormente (cfr. nn. 4.2. e 4.3.1)(%).

C. Due topologie sull’insieme L coincidono se ¢ solo se hanno le stesse
Sunzioni reali semicontinue inferiormente (cfr. n. 5.2.1.).

2. Spazi generabili per semicontinuita.

2.1. Richiamiamo che una funzione reale definita in uno spazio topolo-
gico (L, 1) dicesi semicontinua inferiormente quando per ogni x € L ed ogni
a€ R, se a < f(x) allora f—!(a,+4 co) & un intorno di # nella topologia A.
B subito visto che per una funzione reale tale semicontinuitd equivale alla g’-
continuitd. Ne segue che, assegnati un insieme L ed una famiglia & di
funzioni reali definite su L, & sempre possibile parlare della meno fine to-
pologia su L che rende semicontinue inferiormente tutte le funzioni della
famiglia /.

Fissato uno spazio topologico (L, 1), si dira che la topologia 1 & gene-
rabile per semicontinuita inferiore quando esiste una famiglia di funzioni
reali J definite in L tale che 1 sia la meno fine topologia su L che rende
semicontinua inferiormente ogni funzione di .

2.2. Alla dimostrazione dei risultati principali di questo n. premettiamo
le seguenti osservazioni.

(4) Altre proprietd delle topologie connesse con quelle enuwerate nella Prop. A. si
trovano nei nn. 4.3. e 5..
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Y

2.2.1. Se (L,A) e (M, u) somo due spazi topologici, se <] é una famiglia
di applicazioni di L in M, le affermazioni seguenti sono equivalenti
(@) la topologia A & generata per continuita dalla famiglia 5J;
(b) ogni applicazione appartenente alla famiglia  é continua e per
ogni successione (generalizzata (°)) o in L ed ogni v € L si ha
6 non converge ad x==> esiste f€ ] in modo che f o 6 non converge ver-

so f(x).

DIMOSTRAZIONE. (a)=—> (b) se o non converge ad x devono esistere
f€5 ed un insieme Y aperto in (M, x) in modo che f(x)€ Y e inoltre che
la successione ¢ sia frequentemente fuori dell’insieme f—!(Y) (altrimenti
o sarebbe definitivamente in ogni intorno di r); ne segue che la succes-
sione f o ¢ non puo essere definitivamente in Y e quindi che non pud con-
vergere verso f(x).

(b)=—> (a) se = & un’altra topologia su L nella quale tutte le applica-
zioni della famiglia ¢/ sono continue, s risulta essere pit fine della topolo-
gia data 1 giacché se o & una successione convergente verso z in (L, n),
per ogni f€Y/ la successione f o o converge verso f(r) a causa della conti-
nuitd di f e quindi, per ipotesi, o converge ad x anche nella topologia 1:
questo prova che ogni insieme chiuso in (L, i) lo & anche in (L, n).

2.2.2. Sia (L, 1) uno spazio topologico e sia & una famiglia di funzioni
reali definite in L che genera la topologia 1 per semicontinuita inferiore. Per
ogni x€ L sia dy: J— R la funzione definita da d,(f)=f(x) per ogni f€9.
Allora, per ogni x ed y in L si ha:

(a) in ] esiste una funzione f tale che j () > f(y) se e solo se esiste
un intorno di x cut y non appartiene ;
(b) © ed y hanno chiusure distinte se e¢ solo se dy == d, .

DIMOSTRAZIONE. (a) se f(x) > f(y), con f€j, scelto un numero reale a
in modo che f(x) > a > f(y), l'insieme f—!(a, + co) & un intorno di # cui
y non appartiene; viceversa, se H & un intorno di x per cui y ¢ H, esistono
in J delle funzioni f,,...,f, ed in R dei numeri q,,...,a, in modo che

Jilx) > a,, per ogni i=1,2,.

ye igx fia,, + oo)

in particolare, esistera un indice i per cui fi(y) << a; < fi (%)

(®) Nel senso di Moore-Smith ; c¢fr. anche la nota (15).
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(b) se x = y, non pud accadere che x €y ed y € x, percid uno dei due
punti ha un intorno che non contiene l’altro e quindi, per quanto si &
provato in (a), esiste una funzione f 65,7 che non assume lo stesso valore in
x ed in y, cioé d, 5=d,; viceversa, se x =y, allora j JEx e, per ogni f€J,
si ha

f@) € f (@) Sf@)=(— oo, f(a)]

ed in definitiva f (z)> f(y); scambiando x con y si prova analogamente
che, per ogni f€J, f(x)<<f(y) e si conclude pertanio che d, =d,,.

2.3. Se (L, 1) & uno spazio topologico, una famiglia 7/ di funzioni reali
definite in L dicesi separante per la topologia A se (i) ogni funzione appar-
tenente a ¢/ & semicontinua inferiormente; (ii) f(L) €I, per ogni f€J;
(iii) per ogni x € L ed ogni intorno Y di x, esiste una funzione f€ ¢ in modo
che f(x) & 0 mentre f(L — Y) < {0} (5).

2.3.1. TEOREMA : In ogni spazio topologico (L, A) accade che

(a) ogni famiglia separante per la topologia A genera la topologia stessa
per semicontinuita inferiore ;

(b) se la famiglia di funzioni reali ] genera per semicontinuitd infe-
riore la topologia 1, esiste una famiglia F separante per la topologia A e si
puo fare in modo che la cardinalita della famiglia F non superi la pin
grande tra quella di N e quella di 7J;

(c) per la topologia A sono fatti equivalenti

(c,1) Vesistenza di una famiglia separante ;

(c,2) Vessere generabile per semicontinuitd inferiore ;

(c,3) Vessere generata per semicontinuita inferiore dalle famiglia o di
tutte le funzioni reali semicontinue inferiormente definite in L ;

(c,4) Vessere gemerata per semicontinuita inferiore dalla famiglia (); di
tutte le funzioni di L in 1 semicontinue inferiormente.

DIMOSTRAZIONE. (a) nella topologia A tutte le funzioni della famiglia
%, supposta separante per 1, sono semicontinue inferiormente ; inoltre, se o
© una successione (generalizzata) che non converge verso un fissato punto
x € L, esiste certamente un intorno Y di # nel quale ¢ non cade definitiva-
mente. Sia f€F una funzione per cui f(z)3=0 mentre f(L — Y)={0)},

(%) La condizione (ii) & stata imposta per comodita; la condizione (iii) pud, forse pin
significativamente, scriversi (se ¥ 3= L)

f(x)y >supf(L—Y)
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allora la successione fo o non converge verso f(r) giacche f o o assume
frequentemente il valore zero e quindi & frequentemente fuori di ogni in-
torno aperto (a,1] di f(x) se a€[0,f(x). La proposizione 2.2.1. afferma
allora che la topologia 2 & generata per ¢’-continuitd dalla famiglia F e
Posservazione (ii) del n. 1.3. permette di concludere la dimostrazione ;

(b) fissati € L ed un intorno Y di # in (L,4), siano f;€{, a;€ R
(i € insieme finito H) tali che

ZE .'Duf‘_l (a,, +o0)CY;
allora, posto
¢ = min (1, max (0, min ( f; — a))),
e H

risulta che ¢ & una funzione semicontinua inferiormente di L in I = [0, 1]
e che g(x) =0 perché¢ per ogni i€H, f;(x) > a,, mentre g (L — Y)c {0}
perche se y¢ Y esiste qualche i€ H per cui fi(y)<<a; e quindi g(y) =0;
considerando poi che ci si puo limitare a scegliere i numeri a; tra i razio-
nali, si prova subito ’affermazione relativa alla cardinalitd della famiglia
di tutte le funzioni g¢;

(c) che (c,1) implica (¢,2) & provato in (a); che (c,2) implica (¢,3) segue
dall’analoga, nota, proposizione relativa alla generazione di una topologia
per continuita; che (c,4) implica (¢,2) & ovvio e che (¢,2) implica (c,1) @
provato in (b); resta da provare che (c,3) implica (c,4): se f & una funzione
reale semicontinua inferiormente definita in L, se a € R,

S (a, 4 o0) = g1 (0, 1] dove ¢ = min (1, max (0, /' — a)),

cio prova, dato che la funzione g assume valori soltanto in I ed & semi-
continua inferiormente, che ogni insieme aperto nella topologia generata
per semicontinuitd inferiore dalla famiglia JJ; & aperto anche nella topologia
analogamente generata dalla famiglia (,, il viceversa & ovvio essendo

Q. cHh.

2.3.2. 8e (L,A) ¢ uno spazio topologico generabile per semicontinuitd in-
feriore, lo spazio quoziente L 2" é omeomorfo ad un sottospazio di uno spazio
compatto. Quindi ogni spuzio topologico in cui vale Vassioma di separazione
T,, se é generabile per semicontinuita infertore, puo pensarsi come un sotto-
spazio di uno spazio compatto.

DIMOSTRAZIONE. Sia [/ una famiglia separante per la topologia 1 (J
esiste e genera 4 per semicontinuitda inferiore cfr. n. 2.3.1.) e si consideri
I'applicazione d: (L, 1) — (I, g’)f7 definita ponendo d,(f)=f(x) per ogni
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x€L ed ogni f€7J. B noto (5], pag. 116) che Papplicazione d @ continua e
relativamente aperta () quando in (I, g')g si considera la topologia prodotto.
Considerata poi ’applicazione canonica w: (L, ) — L/i° (che risulta conti-
nua, aperta e chiusa giacche la classe di equivalenza determinata dal punto
x €L & Dintersezione della chiusura di # con lintersezione di tutti gli
intorni di x stesso) si osservi che su ogni classe di equivalenza ’applica-
zione d risulta costante (per (b) di 2.2.2.) e quindi che & possibile definire
un’applicazione u : L/2° — 17 ponendo, per ogni Y € L/i% w(Y)=d (w2 (X))
Dalle proprietd delle applicazioni d e « si deduce immediatamente che
anche l’applicazione u & continua e relativamente aperta; che u sia iniet-
tiva discende dalla propos. 2.2,2.. Per completate la dimostrazione &
sufficiente osservare che lo spazio (I, g’)g ¢ compatto perche (I,p’) lo é.

2.3.3. Sia 1 una topologia sull’insieme L generata per semicontinuitd in-
feriore dalla famiglia di funzioni veali J; sia d: L — R7 Vapplicazione
tale che, per ogni x€ L ed ogni f€7], d,(f)=f(x). Allora:

(@) (L, 2) ¢ uno spazio T, se e solo se Vapplicazione d é iniettiva (cioe,
se la famiglia CJ separa i punti);

(b) (L,A) & uno spazio T, se e solo se, per ogni coppia di punti di-
stinti x, y in L, esiste f€_] in modo che f(x) > f(y);

(¢) (Ly2) ¢é uno spazio di Hausdorff se per ogni coppia di punti di-
stinti x,y in L esistono due funzioni f, g in J ed un numero reale a in
modo che

alf@) e gly)>supy(f~'(a, + oo)i
Il viceversa vale se la famiglia 7] & separante.

DIMOSTRAZIONE. (a) segue immediatamente da 2.2.2. ()) avendo presente
che la proprietd di separazione 7, equivale a richiedere che punti distinti
abbiano chiusure distinte.

(b) gia provato in 2.2.2. (a).
(c) se b ¢ un numero reale tale che

gy >b>supg(f~' (4, + o0)),

allora gli insiemi f-!(a, 4+ co) e g—1 (b, 4+ oo) sono aperti disgiunti conte-
nenti rispettivamente x ed y. Se la famiglia |/ & separante (vedere nota ()
e se X & un intorno di «, se f€J & tale che f(x) > supf(L — X), sce-

(") In altre parole, I'immagine d (4) di nn insieme aperto risulta aperta nella topo-
logia relativa su d(L).
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gliendo un numero reale a in modo che f(x) > a > sup f(L — X)), l'insieme
f~1(a, 4+ o0) & un intorno di x contenuto in X. Cio premesso, si conside-
rino gli intorni (aperti) disgiunti X, Y rispettivamente di x ed y, sara
allora possibile trovare in ¢/ una funzione g tale che

g(y) >supg(X)=supg(f-'(a, + o))

3. Quasi-uniformiti, quasi-metriche, famiglie quasi-uniformi ().

3.1. Una quasi-uniformita (°) su un insieme L & definita come un filtro
di parti del prodotto L > L avente una base K con la proprietd : per ogni
X, YeK esiste VEK in modo che (diagonale di L > L)yc Vo VcXnY.
La quasi-uniformitd generata dalla base di filtro K verra indicata con X :
due basi di quasi-uniformita sono equivalenti quando generano la stessa
quasi-uniformita.

Se Xc© L < L ed xz€ I, si definisce, come & usuale, X () = {y: (¢, y) € X}.

Come nel caso delle uniformitd (che, ovviamente, sono anche quasi-
uniformita), cosi anche in questa situazione & facile vedere che ogni quasi-
uniformita di base ‘X induce su L una topologia definendo’ aperti i sottoin-
siemi A di L per cui

x € A <=> esiste Y€K in modo che Y (x)c A.

Cid equivale ad assumere come base d’intorni nel punto x € L la famiglia
di insiemi {Y(®)}ycq .

B altresi evidente che la topologia cosi ottenuta dipende soltanto dal
filtro K e non dalla base fissata .

Una topologia 4 sullinsieme I si dira quasi-uniformizzabile quando
esiste una quasi-uniformita X la cui topologia indotta coincide con A.

3.2. Una quasi-metrica (*°) nell’insieme L & definita come una applica-
zione d: L <X L — R con la proprietd: per ogui «,y,tin L, 0 =d (x, ) <<
<d@y<d@@t)+d{y).

(®) Questo paragrafo conteneva una seconda parte dedicata allo studio delle nozioni
di qunasi-uniforme continuitd, di successione di Cauchy e di completamento rispetto ad una
quasi-uniformity : questa parte & stata soppressa perche i risultati si trovano, essenzial-
mente, nel recente lavoro [9]. Nel medesimo lavoro si trova anche la proposizione sulla
quasi-metrizzabilitd (3.5.3. (¢) ==> (f)).

(®) Questa nozione & stata gia introdotta in [6] e si ritrova in [2] p. 66.

(19) Questa nozione si trova gia in [8] ed in [2] p. 178.
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Anche in questo caso & facile vedere che a partire da una famiglia
di quasi-metriche si pud definire una topologia in L assumendo come sot-
tobase per gli insiemi aperti la famiglia di tutti gli insiemi {y: d(x,y) <1/n}
per ogni 2 € L, ogni d€(D ed ogni intero positivo ». Risulta cosl che tale
topologia coincide con quella indotta in L dalla quasi-uniformitd (generata
dalla famiglia ¢)) avente per base la famiglia delle intersezioni finite di
insiemi appartenenti alla classe

Kp={V € L L; esistono d €D, n€ N in modo che V = d~![0, 1/n)}.

La quasi-uniformitd e la topologia ora definite si dicono indotte dalla
famiglia . 4

Piti avanti mostreremo che, viceversa, ogni quasi-uniformitd su L &
associata nel suddetto modo ad una famiglia di quasi-metriche in L (ved.
teor. 3.4.).

Una topologia 1 sull’insieme L s8i dird quasi-metrizzalbile se esiste una
quasi-metrica in L la cui topologia indotta sia A.

3.3. Passiamo ora a definire la nozione di famiglia quasi-uniforme di
ricoprimenti di un insieme L e ad indicarne i principali legami con le
quasi-uniformita.

3.3.1. Richiamiamo che ricoprimento di un insieme L & ogni famiglia di
parti non vuote di L la cui unione sia L stesso; un ricoprimento « & un raffina-
mento del ricoprimento f quando ogni elemento di & & contenuto in qualche
elemento di B. Se « & un ricoprimento di L ed Y € L si definisce stella di
Y relativa al ricoprimento a linsieme

St(Y,a)=U(V: Vea e VnY= Q)

Un ricoprimento a dicesi x-raffinamento del ricoprimento f quando la
famiglia {8t (Y, a)lycs & un raffinamento di g. ~

Le definizioni date permettono di asserire che le relazioni di raffinamento
e di =raffinamento sono transitive.

Nel seguito, se C & una famiglia di ricoprimenti dell’insieme L, con e
verrd indicata la famiglia di tutti i ricoprimenti di L che hanno qualche
raffinamento in ©: si dird che la famiglia C & generata dalla famiglia C.

Richiamiamo poi che una famiglia di ricoprimenti dell’insieme L dicesi
uniforme quando pud essere generata da una famiglia @ avente la proprie-
td : comunque si prendano in € i ricoprimenti «, 8, in Cstessa si puo tro-
vare un loro comune »raffinamento.
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E noto che definendo per ogni f€ @ linsieme

Vﬂ:]’lgﬂyx},

la famiglia X = {Vg)ge o & base di un filtro che risulta essere una unifor-

mitd in L: questa, evidentemente, non dipende dalla scelta della famiglia
generatrice C e si chiama uniformita indotta da C (11).

3.3.2. (a) Un ricoprimento a di un insieme L lo diremo puntuale quando
a=1{Yl,cr € per ogni z€ L, 2€ Y, c L. Se a =(Y,} e 8= (Z,} sono due
ricoprimenti puntuali di L, scriveremo « < 8 per significare che, per ogni
x€L, Y, c Z,. Anche la relazione < ora introdotta risulta transitiva.

Denoteremo poi con @ (z, a) I’insieme U {Y,: € Y.}, mentre con a° verra
indicato il ricoprimento (ancora puntuale) costituito dagli insiemi @ (x, «) per
ogni x € L.

Se B & un ricoprimento qualsiasi dell’insieme L, con S+ verrd denotato
il ricoprimento puntuale costituito dagli insiemi St (z, f), per ogni z € L.

Infine, se « & un ricoprimento puntuale di L ed x€ L, denoteremo tal-
volta con o, l’elemento di « associato ad x; cosl @ (z,«) potra essere indi-
cato con af.

(b) A proposito delle definizioni date & utile tener presente che :
Se «, 8, n, o sono ricoprimenti dell’insieme L ed a e f sono puntuali,
allora

(0,1) a << f=>a raffina B ¢ a® < p;
0,2) a<<a®; a<<at e quindi
a® < B => a raffina B;

(0,3) se a »raffina B in modo che, per ogni x€ L, St(ay, a) c B, allora
< eat<p;

(0,4) 1y raffina nt;
(b,5) 7n raffina 6 => nt < ot;
(b,6) n =raffina 6 => (nt)° < ot e yt raffina o.
DIMOSTRAZIONE. (b,1) la prima affermazione & ovvia, nei riguardi dell’al-

tra si osservi che

Q(l’, a)=rlejazarc U ﬂrcr?ﬁ ﬂr=Q(x’ﬂ);

reag

(1) Vedere, per esempio, [5] ch. 6 es. J.
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(b,2) osservare che x€a, c St(r,a)N Q (x,a);

(b,3) osservare che St(r, a)c St(az,a) c f; e che se r€az, o, Na;F+ O
percio @ (r, a) c St(az, &) € fz}

(byd) se z€ YeEn allora Y c St(x,n);

(b,5) se per ogni Y € si indica con Y’ un elemento di ¢ che lo contiene,
si puo scrivere

St@m=U Yec_ U Ye Y ¥==5@0);

ze Yey zeYey

(b,6) per la prima affermazione osservare che se ad ogni Y €% si associa
Y’ €0 tale che St(Y,5) c Y’, tenuto presente che Y c Y’, per ogni
fissato x € L 8i ha

Q(x,nt) = U (St (r,n): €8t (r,n) =
=U(8t(Y,n): z€Yenl c

c U Yc8t(xo);
zeYey

per la seconda affermazione basta tener presente che, fissato x € L, se € Y€y
¢ 8e Z€o & tale che St¢(Y, %) c Z, allora risulta anche St (x, ) c Z,

3.3.3. Una famiglia C di ricoprimenti dell’insieme L sard detta basica
quando & costituita da ricoprimenti puntuali ed & tale che, per ogni «,f in
C, esiste 7€ C in modo che 7° < a, 7° < f. Due famiglie basiche di ricopri-
menti €, F si dicono equivalenti (e si scrive € = F) quando per ogni n€¢
esiste o € F in modo che o <75 e viceversa, per ogni € esiste €& in
modo che f < a.

Si definisce poi famiglia quasi-uniforme nell’insieme L una coppia (C, €)
di famiglie di ricoprimenti di L tale che € sia basica ¢ @ = €. Due fami-
glie quasi-uniformi (G, &) ed (F Q) si dicono equivalenti e si scrive (C, €) =
= (% @) quando lo sono le famiglie basiche € e G

3.3.4. (a) Sia (G, €) una famiglia quasi-uniforme in L; per ogni n€é
8t ponga
V,=|®y: ae L, ycQxmn)

(ciog, (x,y) € V, <—> esiste r €7, in modo che y€ux,); allora la famiglia
K={V,)yec & una base di filtro in L > L che genera una quasi-uniformita
in L.
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Considerando poi la famiglia di tutte le parti A di L per cui
€A <=—> esiste n € £ in modo che @ (z,n)C A,

8i ottiene su L una topologia A che coincide con quella ivi indotta dalla quasi-
uniformita di base K.
La quasi-uniformitd X e la topologia 1 si dicono indotte dalla famiglia
(G, &) .
(b) Siano (C, &) ed (F, Q) due famiglie quasi-uniformi nell’insieme L :
esse sono equivalenti se e solo se inducono in L la stessa quasi-uniformita.

DIMOSTRAZIONE. (a) E ovvio intanto che, essendo x € Q (z, %), la diago-
nale del prodotto L >< I, & contenuta in ogni V,. Si osservi poi che se
a,Be€ e a® < B, allora V,oV, € V4 infatti, se (x,y) ed (y,r) sono in V,,
esistono p € a, € q € @ in modo che y € a, ed r € ag; ma allora, risultando
per ogni t€L, Q(t,a) < f, 8i ha y€a, € Q(z, a)f, ed r€a,C Q(y,a)Cp,
e questo significa che (z, r) € V.

Quindi, fissati a, # in € e scelto n € ¢ in modo che n® < a ed n°< B,
segue che V,o0V, € V,n V} e percid X & una base di quasi-uniformita in L.

Per concludere la dimostrazione basta ora osservare che la famiglia i
delle parti A definite nell’enunciato coincide con la famiglia degli aperti
della topologia indotta in L dalla quasi-uniformita X.

(b) Se £ =G, fissato « in € e scelto § in G in modo che « > B, si
ha V; c V, perche

Q(-l':ﬁ)———'y Brc U a,c U a = Q(x,a);

B refy TEay

il viceversa si prova alla stessa maniera.

Se si suppone ora che le quasi-uniformita <7(€ e C).Cg rispettivamente in-
dotte dalle famiglie (G, ¢€) ed (%, Q) coincidono, fissato « in € e scelto g€ ¢
in modo che a > #° si trovi # € @ in modo che V, c V;: in questa situa-
zione si ha allora & > 8° > 5° > #. Analogamente si prova il viceversa.

3.3.5. (@) Sia K una base di quast uniformita, nell’insieme L. Per ogni
VEK si ponga fy= |V (£)leecr: allora, la famiglia di ricoprimenti & = {By}v ¥
¢ basica e la quasi-uniformita indotta in L dalla famiglia quasi-uniforme (&, 6
coincide con quella generata da K. Coincidono anche le topologie indotte su L
rispettivamente dalla quasi-uniformita K e dalla Jamiglia quasi-uniforme (&, .

T.a famiglia quasi-uniforme (&, €) dicesi associata alla quasi-unitor-
mitd K .
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(b) Se A é un’altra base della quasi-uniformita X, la famiglia quasi-
uniforme costruita a partire dalla base U ¢ equivalente alla famiglia (€, ).

DIMOSTRAZIONE. (a) K subito visto che ogni famiglia fv & un ricopri-
mento puntuale di L; notiamo poi che se V,Z sono in K e VoV cZ
allora 9, < B,: infatti, se ¢ € Q (x, B,), esiste u € V(2) in modo che € V (u)
e quindi t € Vo V(z) c Z(x). Ne segue che se V € K & scelto in modo che
VoVecZnY, per certi Z ed Y fissati in K, risulta % < B, e 3, < fB,:
cid prova che la famiglia € & basica.

La quasi-uniformitd indotta in L dalla famiglia quasi-uniforme (&, €)
ha come base la famiglia ¥ = (Yv}y % dove

Yr= | y): v€L ed :l/é Q(x, Bv);

inoltre per ogni V € X risulta V € Yy c V o V, infatti da (x,y) € V segue
y € V (x) c Q(x, By) mentre, se (z,y) € Yy, ciod se y € Q(x, Bv), esiste t€ V(x)
in modo che y€ V (¢) e quindi y € Vo V (x). E subito evidente - allora che
Qf = K e quindi che le topologie rispettivamente indotte su L dalla quasi-
uniformita X e dalla famiglia quasi-uniforme (&, €) coincidono.

(b) Discende immediatamente dall’osservare che

VeZcL < L=>ﬁv<ﬁz.

3 3.6. Sia (C, €) una famiglia quasi-uniforme nell’insieme L, sia K una
base della quasi-uniformita da essa indotta. Ogni famiglia quasi-uniforme (%, Q)
associata alla quasi-uniformits K & equivalente alla famiglia (C, €) e quindi
induce nuovamente la quasi-uniformita K.

DIiMoSTRAZIONE. Una famiglia quasi-uniforme (¢, ) associata alla
quasi-uniformitd ‘X & quella per cui

U= {aglgec dove ap=(Vi(@)eer={Q @ Hlzer.

Allora, se 7, o sono in € e 4° <o, 8i ha «,<<o<a, e questo prova che
le famiglie basiche ¢ ed 9 (e quindi anche le famiglie quasi-uniformi (€, ¢)
ed (%, X)) sono equivalenti. Se (%, @) & un’altra famiglia quasi-uniforme
associata alla quasi-uniformitd ) anch’essa & equivalente alla famiglia (@, )
perchd (n. 3.3.5. (b)) risulta equivalente alla famiglia (3, ).

L’ultima affermazione discende dal n. 3.3.4.(b).

3.3.7. Se la quasi-uniformita X indotta in L dalla Samiglia quasi-uniforme
(G, €) & una uniformita, allora C & una famiglia uniforme di ricoprimenti
di L.
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DIMOSTRAZIONE. Sia U = { Vg)sec, Vs={((@,9): z€ L, y€ Q(x, p)}.
Fissato o € € siano 7, 7, o elementi della famiglia € tali che n°<<a,d® <79,
V.o Vilc V,. Ne segue allora che n° < ¢® < 5 < 7° < « (tener presente
che V, c V,) e che per ogni z ed r in L,

Q@E,7)NQ(r,n)F @ —>7rE€Q(x, o)

(questo traduce il fatto che se (z, y) ed (r, y) sono in V,, allora (z,7)€ V,).
Si pud allora provare che il ricoprimento n & uno s-raffinamento del rico-
primento « risultando

St(nz,n) = U {n,: 7w, N, &+ T} € &z,
infatti, avendo presente che

”xnnr'—‘i: D => Q(w,n)ﬂQ(r,n):i: ®=>TEQ(‘%0)C’]¢
8i ha
e Qra)c Q(ro)cn c @@ coa.

Per concludere la dimostrazione si osservi che, per quanto si & ora
provato, fissati «, 8 in € e scelto n€ € in modo che sia un raffinamento
tanto di « quanto di § (e per questo basta prendere » in modo che 5° < a,
7° < B), & possibile trovare in € un ricoprimento n che s-raffini e quindi
che »raffini tanto « quanto f.

3.3.8. Sia C una famiglia uniforme di ricoprimenti dell’insieme L ; siano
&, F parti di C tali che & = F = C. Allora:

(@) se la famiglia di ricoprimenti & & basica, la quasi-uniformita ¥
indotta dalla famiglia quasi-uniforme (&, €) & pin fine dell’uniformits K in-
dotta dalla famiglia uniforme C (ciod, K € ¥);

(0) la famiglia (C, £t) é quasi-uniforme e la quasi-uniformita g" che essa
induce coincide con Vuniformita K indotta dalla famiglia uniforme C;

(¢) le famiglie di ricoprimenti £+ ed F+ sono equivalenti e lo sono
anche, percio, le famiglie quasi-uniformi (G, &), (G, Ft).

DIMOSTRAZIONE. (a) sia
X = (Valgec dove Vy=({(x,y): v€L, y€QPp)

()( = “Vﬂ)'g( & dove ‘Vﬂ = zyl,ﬂz > ﬂm;
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8i tratta di provare che ogni W; contiene qualche V,. Per questo basta
scegliere o in modo che «® <C B, giacché allora risulta @ (x, «) c . e pereio,
se Y€ Q (2, «), (x,9) € fz X Bz

(b) si osservi dapprima che la famiglia di ricoprimenti &+ &
basica: ogni suo elemento, infatti, ¢ un ricoprimento puntuale ed
inoltre, se a,pf sono in & e il ricoprimento %€ & uno s-raffina-
mento tanto di a quanto di 8, allora (n. 3.3.2 (b)) (np+)° < ft+ e ()P < at.
Poi, &+ = C =€ giacch® ogni ricoprimento f+€ ¢+ ha un raffinamento in
€ (perchd f raffina p+) e, viceversa, at €+ ¢ un raffinamento di g € E se
o« ¢ uno s-raffinamento di § (n. 3.3.2. (b)). Resta da provare che § =:

dalla precedente proposizione (a) segue che X c fj (perche¢ €+ & una fami-
glia basica che genera ©); il viceversa si prova tenendo presente che, per
ogni €L ed ogni BE€C,

ﬂ, < ﬂ;*' = 8t (x, f)
e quindi

Wi (@)= 8t (z, B) c Q(, pt) = Vpy (#);

(¢) le famiglie £+ ed F+ sono equivalenti perche le famiglie (G, &)
e (G, #) inducono in L la stessa quasi-uniformitd per quanto si & provato
nella precedente proposizione () (cfr. 3.3.4. (b))

3.3.9. (a) Mostreremo ora con un esempio che su un insieme L possono
esistere famiglie quasi-uniformi non equivalenti (&, &) ed (?7, %) che indu-
cono la stessa topologia e tali che & = &

Si consideri lo spazio topologico (I, ¢’); per ogni x € I e per ogni intero
n€N, con n>1, si definisca

1 x
Oy, g = [max(O,w——n—),l]; ﬂn‘,=[w——7, 1]

e sia € la famiglia dei ricoprimenti {«,},~, ed F la famiglia dei ricopri-
. menti (ﬂ‘nln>10

Poiche, per ogni « € I ed ogni intero n > 1, 8i ha a2 € fn 0 € fn,z Cany
se 2ny =1, resta provato che ogni ricoprimento di I che abbia un raffina-
mento in € lo ha anche in F e viceversa, ciod & = F.

La famiglia quasi-uniforme (&, ¢€) induce una topologia che nel punto
x €] ha come base d’intorni la famiglia di insiemi

(@ @, aﬂ>;,.>l=“max (o,m_%),ll } ;

n>1
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analogamente, una base d’intorni in z nella topologia indotta sm I dalla
famiglia quasi-uniforme (% F) &
-

ed & evidente che queste basi d’intorni sono equivalenti entrambe alla fa-
miglia degli intorni di x# nella topologia ¢/, ciod

Q@ Aala = {[o (1= 3) 1

(0,1] e {(@) 1]o<a<a-

Infine, le famiglie basiche ¢ ed  non sono equivalenti perch®, fissato
n, nessun intero p pud esser tale che B, > «, (, , non & contenuto in B, ,

se 0 < &< nfp)

(b) La proposizione provata nel precedente n. 3.3.8., alla luce dell’e-
sempio ora mostrato, chiarisce la relazione tra le famiglie uniformi di rico-
primenti di un insieme e le famiglie quasi-uniformi permettendo di dare un
preciso significato alla frase (imprecisa per se) « ogni famiglia uniforme di
ricoprimenti di un insieme é una famiglia quasi-uniforme ». Infatti, il risultato
del n. 3.3.8. pud riassumersi affermando che ogni famiglia uniforme di rico-
primenti di un insieme contiene sempre qualche sottofamiglia basica X che
la genera ed & tale che la quasi-uniformitd indotta dalla famiglia (G, °X)
® una uniformita (coincidente con quella indotta dalla famiglia C). Tutte le
siffatte sottofamiglie basiche, poi, se sono del tipo £+, sono certamente
equivalenti.

3.4. TEOREMA. (a) In ognt spazio topologico (L, A) le proposizioni sequenti

sono equivalenti

(@, 1) la topologia A pué essere gemerata per semicontinuitd inferiore da
una famiglia ¢J di funzioni reali;

(a, 2) la topologia A puo essere indotta da una quasi-uniformita H di
base K ;

(a, 3) esiste una famiglia quasi-uniforme (C,C) in L la cui topologia
associata coincide con 1;

(a, 4) esiste una famiglia D di quasi-metriche in L che genera la to-
pologia A.

(b) Si puo fare in modo che

(b, 1) la famiglia quasi-uniforme (6,0 e la Jamiglia D di quasi-metri-
che di cui si parla in (a) inducano su L la stessa quasi-uniformita ¥ di cui
si parla in (a,2);
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(b, 2) le cardinalits degli insiemi S, N, C, D (di cui 8i parla in (a))
stano talt che

max (card N, card J) = card | = card C = card D.

DIMOSTRAZIONE. (a) (a, 1) =—> (a, 2) dalla proposizione 2.3.1.(b) segue
Desistenza di una famiglia & separante per la topologia 1; per ogni f€ ¥ si
definisca

V= |, y)€L x L: f(x) =0 oppure f(y) == 0}.

E immediato verificare che ogni insieme V; contiene la diagonale del
prodotto L <L ed & tale che V;o V,c V,, infatti, per ogni f€ ¥ ed ogni
x,y,t€ L, (xv,z)€ V; tanto se f(x) =0 quanto se f(x)== 0, inoltre, se (z,y)
ed (y,t) sono in V,ed f(x)=0 allora, ovviamente, anche (,?)€ V,, se
f(x)3=0 anche f(y) (e quindi f(t)) & diverso da 0 e percio (z,t)€ V,. Cid
prova che la famiglia €K delle intersezioni finite di insiemi ¥V, (con f€ ¥)
genera un filtro X = Qf che & una quasi-uniformitd sull’insieme L. Per pro-
vare che la topologia indotta da 9 coincide con 4, si noti che per ogni
z€L e per ogni f€ F linsieme V,(x) coincide con L se f(x)= 0 altrimenti
coincide con D’insieme f—!(0, 1]: in ogni caso si tratta di un insieme i-aperto
cui « appartiene ; viceversa, se ¥ & un l-intorno di x, scegliendo f€ ¥ in
modo che f(z)3=0 ed f(L — Y) c (0}, risulta V, (x) =f-1(0,1] c Y;

(a, 2) => (a, 3) dimostrato in 3.3.5.;

(a, 3) => (a, 4) (*?) sia (G, C) una famiglia quasi-uniforme nell’insieme
L cui sono associate la quasi-uniformita g e la topologia 4. Per ogni g€
si definisca la successione di ricoprimenti Cg = {f.}.c ¥ in modo che B, sia
il ricoprimento puntuale di L che ad ogni suo punto associa L stesso;
Bs = B; per ogni n€ N accada che

ﬂn—l—l <ﬂg+l < ﬁ?lo+l < ﬂn ?

in altre parole, per ogni z€ L, @ (=, f° o€ B, o
Per ogni #,y in L si ponga:

Ag (w,y) =inf {1/n: per ogni n€ N tale che y € f, .},

-1
Bg (g y eeey Tp) = .Z,'oAﬂ (@i y iy1) 8 Ty =X, 2, =y, X € L,
1=

(!2) Questa dimostrazione ® un semplice adattamento della dimostrazione del teorema
di metrizzazione di uno spazio uniforme data da A. H. Frink (ved. [1] § 1 n. 4).
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dg (%, y) = inf {Bg (%, ... , ;)  per ogni successione finita
[®g o «ee y Tp) € L tale che xy =z, x, = y).
Si osservi dapprima che dg(x,y)<< Az (z,y) e quindi che
YEPne <=>dp (0, 9) < 44 (@, 9) < 1/n.

Si proverd ora che, fissati # ed y in L, per ogni successione finita di
punti di L xy= =, 2, ,..., ¥, =y, posto B (€, ... ,&p) = h 8i ha A, (z,y) < 2h.
Sia dapprima h = 0: & sufficiente allora considerare il caso p = 2. Avendo
presente che, per le definizioni poste, da », € fny, (x,) ed x, € fuy, (x,) segue
@, € fin (), 8i pud concludere che da h = 0 segue che , € f, (x;) per ogni
n € N, cioé che Ay (x,y)=0.

Se, poi, 2h =1, la disuguaglianza da provare & ovvia giacch® i valori
della funzione A; sono compresi tra 0 ed 1.

Sia quindi 0 < 2k < 1: la dimostrazione verrd fatta per induzione sul
numero p. Se p = 1, poiché Ay (x, y) =0, & ovvio che A, (v, y) << 244 (x,y) =
= 2Bg (%, y); se p > 1, sia r il pil grande intero (tra 0 e p) per cui
ZBp (-’L’o g e ,-’S,-) < h, allora 2Bﬁ ($‘1+1 y ooe ,d}p) < he0 < Alg (w, y .’l),-+1) < h. Qm
sto implica, poich® si sta procedendo per induzione su p, che

Ag (@) < h, Ap (&, , Brp) < by Apg (@ryr,2p) < b

Poiché 0 < 2h < 1, esiste un intero m > 1 tale che

<h <

m —|— 1 =
per losservazione fatta all’inizio di guesta dimostrazione, si ha

z, € ﬁm‘l'l (J’o)’ Lri1 € ﬂm+l (wr)y Ty € ﬁm{-l (wr+l)
da cui, tenuto conto che f, n< B, o <<p +1 < 8, si trae
wp € Q (xo 1) ﬂ?ﬂr—l—l) c ﬂm (xo)

ed infine

1 2
Aﬁ($0,1‘p)< m <’n_-|-1 SZh

Rimane cosi provato che per ogni S€C e per ogni ® ed y in /. ~1 ha

Aﬁ (,y) << dﬂ (z, .'/) = A,K (% Y)-
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Dalla definizione della funzione d; risulta evidente che si tratta di una
quasi-metrica in I, mostreremo ora che la quasi-uniformitd % associata alla
famiglia di quasi-metriche ) = (d4}zc e coincide con quella indotta dalla fa-
miglia (G, ©), questo provera altresi che la topologia generata dalla famiglia
@ coincide con 1. Da quanto si & detto sugli insiemi @ (x,f,) e dalla disu-
guaglianza prima dimostrata segue che

{(@,9): dg (@ 9) <1/2} € |(x,3): wEL, Y € Q (2, B)
giacchd .

dg(m,9) < 1/2=> A5, y) <1=>yEf(0) = o =>YEQ(x, f);
viceversa, se f€C ed neN,

{(-”1 y:x€L,y€Q(w, ﬁn+2)} c {(3'1 y) idg (z,y) << ]/”}

poich®é da y¢€ g°

0., (%) segue y € B, - (#) e quindi

' 1
dg(@,y) < Ap(m,9) < | <1/n.

Si conclude cosi che le quasi-uniformita % e G coincidono.

(a,4) => (a, 1) siano d €D, a un numero reale positivo, # € L ; ’appli-
cazione di L in R che ad ogni y associa d(x,y) sia indicata con d,. La
funzione d, ® semicontinua superiormente poich® d; ' [a, 4 co) come comple-
mentare in L dell’insieme d;'[0,a) & un insieme chiuso perch® la quasi-
metrica d interviene nella definizione della topologia considerata su L. De-
finendo allora

fa 4,2 = min (1, (¢ — min (a, d,)))

si ottiene una funzione definita in L a valori in [0,1] che & semicontinua
inferiormente ed @& positiva per ogni y € L per cui d (z, y) < a (in particolare,
fa,a,2 (®) = min (1, a) > 0), mentre, per ogni altro y € L, & nulla. Allora, posto
8z (#,a) = d;1[0,a), se A & un insieme l-aperto di L cui x appartiene, esi-
stono degli insiemi Sy, (%;,a;) (i =1,2,...,n) la cui intersezione S & tale che
" #€8 c A: ne segue che la funzione f= min (fy 4 4, 1 =1,2,...,n) & se-
micontinua inferiormente e si annulla per ogni y¢ A ma non si annulla su
8, in particolare f(x) > 0. In conclusione, la famiglia di tutte le funzioni
fa,5a per ogni d€ D, x€ L, a reale positivo, & separante per la topologia 1.

(b) le dimostrazioni sono contenute nelle costruzioni effettuate nel
provare la parte (a) del teorema.

3.5.1, Come nel caso delle famiglie di metriche, anche a proposito delle
quasi-metriche si pué provare che:
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Se una quasi-uniformita (¢ quindi una fopologia) su un insieme L é ge-
nerata da una famiglia al pit numerabile di quasi-metriche, essa pud essere
generata da una sola quasi-metrica.

DiMoSTRAZIONE. Sia K una base della quasi-uniformitd considerata e
sia ) una famiglia al pitt numerabile di quasi-metriche in L che genera K.
Se la famiglia ) & finita, °C pud essere generata, come facilmente si vede,

dalla quasi-metrica
d, = max {d}.
deD

Se, al contrario, la famiglia ¢) non & finita, 8si cominci con l’osservare
che se ad ogni e, € D si sostituisce la quasimetrica d,, = min (e, , 1/n), la fa-
miglia /= {d,}.. » genera ancora la stessa quasi-uniformitd giacche

dy (x,y) < min (a, 1/n) => e, (1, y) <a=—>d, (x,y) < a

per ogni intero-n € N ed ogni numero reale positivo a. Si consideri poi la
funzione d = sup {d,} che, evidentemente, & una quasi-metrica in L risul-

neN

tando, per ogni z,y€ L,

0=d(r,»)<<d(x,y) =sup ‘dn (x, y)} < sup {dn (2 t) 4 dn (8, y)} =
= d () +dy.

Proveremo ora che la quasi-uniformitd generata da d coincide con quella
generata dalla famiglia /. Dall’osservare che, per ogni n€ N, p€ N,

A,y <1lp=>d,(x,y) < 1/p
e che

d,. (x,y) < 1/p per r =1, 2,...,p=>d (x, y) < 1/p,
seguono le seguenti inclusioni che permettono di concludere la dimostrazione :

r

[2,9) 7 (2 9) < Umax (py o, 20} € ) (@2 9): o (2,9) < 1
019 4, @) < 1p) € [(59): d(2,9) < 1/p).

3.5.2. La stessa argomentazione della precedente proposizione puo es-
sere adoperata per mostrare che :

Il prodotto di una famiglia al pid numerabile di spazi topolong quasi-
metrizzabili é a sua volta quasi-metrizzabile.
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3.5.3. Se (L, 1) é uno spazio topologico le proposizioni seguenti

(a) esiste una famiglia separante per la topologia A al piu numerabile;

(b) esiste una famiglia al pit numerabile di funzioni reali che genera A
per semicontinuitd inferiore ;

(c) esiste una quasi-uniformita avente base al piw numerabile che induce
su L la topologia 1;

(d) esiste una famiglia quasi-uniforme (C, ), con C al pitk numerabile,
che induce in L la topologia 1;

(e) esiste wuna famiglia al piu numerabile di quasi-metriche che genera
la topologia A;

(f) la topologia A é quasi-metrizzabile (13)
sono tali che:

(@) <==> (b) => (¢) <==> (d) <==> (¢) <==> (/).

DIMOSTRAZIONE. L’equivalenza tra (a) e () segue dalle prop. 2.3.1.
(a) e (b); le altre affermazioni seguono dalle propos. 3.4. () e 3.5.1. osser-
vando che, per quanto si & detto in 3.2., I’implicazione (f) =—> (¢) & ovvia.

4. Topologie quasi-uniformizzabili.

4.1, 11 risultato principale del n. 3. & ’affermazione della equivalenza tra
(a) la possibilita di generare la topologia 1 per semicontinuita inferiore;
(b) la quasi-uniformizzabilita della topologia 4;
(¢) la possibilita di indurre la topologia A mediante una famiglia
quasi-uniforme ;
(d) la possibilitd di generare la topologia 4 mediante una famiglia di
quasi-metriche.
In altre parole, le classi delle topologie A rispettivamente definite dalla
validita di una delle precedenti proprieta (a), (b), (c), (d) coincidono in un’u-
nica classe che denoteremo con T.

4.2. Ci proponiamo ora di mostrare che le suelencate proprieta descri-
vono ogni possibile topologia su un insieme assegnato.

TEOREMA. Ogni topologia A sull’insieme L appartiene alla classe T (14).

(13) Nel lavere di RiBEIRO [8] si trova (con altra dimostrazione) una proposizione
che, in sostanza, afferma l’equivalenza tra (¢) ed (f). Nello stesso lavoro si prova anche
_ che la prop. (a) con Vaggiunta della ipotesi di equi-semicontinuitd delle funzioni della fa-
miglia separante e senza l'ipotesi di numerabilitd equivale alla propos. (f).

(#4) Che ogni topologia sia quasi-uniformizzabile ® stato gia provato esplicitamente da
PeErVIN [7] e si pud dedurre dalle considerazioni svolte in [2] ch. 7.
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DiMOSTRAZIONE. Si indichi con g4 la funzione caratteristica dell’insie-
me 4 c L. Se A€l, la sua funzione caratteristica risulta semicontinua in-
feriormente giacché per ogni insieme Y aperto in (I, "), 7' (Y) se non @&
tutto lo spazio L, coincide con 4. B immediato constatare poi che la fami-
glia di funzioni {y4}4.1 ® separante per la topologia A. La dimostrazione si
conclude richiamando la propos. 2.3.1. (¢) ed il teorema 3.4..

4.3. Notevoli conseguenze del teorema ora dimostrato sono le proposi-
zioni che seguono.

4.3.1. Ognt topologia sull’insieme L é generata per semicontinuitd infe-
riore dalla famiglia di tutte le funzioni reali semicontinue inferiormente defi-
nite in L.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dal teorema 4.2, e dalla prop.
2.3.1. (c).

4.3.2. 11 teorema 4.2. ed il corollario 4.3.1. servono a completare la
proposizione 2.3.2. permettendo di affermare che :

Ogni spazio topologico in cui vale Vassioma di separazione T, é (omeo-
morfo ad) un sottospazio di uno spazio compatto.

4.3.3. (a) Richiamiamo che una topologia 1 su un insieme L dicesi to-
pologia di convergenza quando esiste una direzione D (1°) tale che per ogni
insieme Y c L le proposizioni seguenti sono equivalenti :

(a,1) Yei
(a, 2) ®€ ¥ <=> ogni D-successione (!°) in L convergente ad = nella
topologia A & definitivamente in Y.

(b) Ogni topologia su un assegnato insieme é una topologia di convergenza.

DIMOSTRAZIONE. Sia (L, 1) lo spazio topologico considerato, il teorema
4.2. afferma D’esistenza di una quasi-uniformitd % che induce la topologia A.
Se K & una base di 9, & sufficiente assumere come direzione D la famiglia
d’insiemi K ordinata per inclusione (ciog, se V, WeK, V < W significa
We V); allora, infatti, da (a, 2) segue (a,1) perche, fissato I’insieme Yc L,
se Y non & A-aperto, esiste € Y in modo che per ogni V € ‘X I’insieme V ()

N

ha punti fuori di Y (ciod ¥ non & intorno di x), quindi, scegliendo, per ogni

(4%) D-successione & ogni applicazione definita sulla direzione D (direzione & un in-
sieme parzialmente ordinato in cui esiste sempre un elemento che ne segua dume prefissati
ad arbitrio).
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Ve, zy in V(z) — Y, si pud definire una ‘) -successione {zy}y.x conver-
gente ad x e non definitivamente in Y. Questo basta per concludere la di-
mostrazione giacché 'implicazione (a, 1)=—=> (a, 2) vale per ogni direzione D
(infatti, se Y & aperto, ogni D-successione convergeute ad z€ Y cade defi-
nitivamente in Y essendo quest’ultimo insieme un intorno di « e, viceversa,
se ogni D-successione convergente ad x & definitivamente in Y, per provare
che x€ Y basta considerare la D-successione costante che converge ad =z).

4.3.4. (a) Sia (L, 1) uno spazio topologico e si denoti con x4 la funzione
caratteristica dell’insieme Ac L. Si & gia notato (mella dimostrazione del
teorema 4.2.) che la famiglia di funzioni {y4}4c1 & separante per la topologia
1; dalla dimostrazione dell’implicazione (a, 1) =—> (a, 2) del teorema 3.4. (a) si
pud dedurre allora che la famiglia %, delle intersezioni finite di insiemi della
classe

{Va={@, ¥): xa(z) =0 oppure y4(y) =3 O}}ses

¢ base di una quasi-uniformitd che induce su L la stessa topologia 1. Di-
remo che 9, & la quasi-uniformita canonica associata alla topologia 1.

(b) Siano L, M insiemi e %, K basi di quasi-uniformita rispettivamente
in I, ed M. Un’applicazione f: I — M verra detta uniformemente continua ri-
spetto alle quasi-uniformita ¢ e -X quando per ogni V €K esiste W€ 9 in

modo che
(®y) e W=>(f(2),f(y) €V, per ogni z,y in L.

Si noti che la definizione non dipende dalle basi scelte per le quasi-
uniformitd ¥ e K ; inoltre, questa nozione di uniforme continuitd coincide
con quella usuale se 9 e X sono uniformita.

(c) Ogni applicazione continua tra due spazi topologici & uniformemente
continua rispetto alle quasi-uniformita canoniche associate rispettivamente alle
topologie degli spazi considerati (e, ovviamente, viceversa).

DIMOSTRAZIONE Siano (L, 1), (M, u) gli spazi considerati e sia f: L — M
un’applicazione (4, u)-continua. Siamo poi 9, ed ¥, le quasi-uniformitd ca-
noniche rispettivamante associate alle topologie 1 e u. Per provare la uni-
forme continuita dell’applicazione f & sufficiente mostrare che per ogni 4 € u
esiste B€ 1 in modo che da (z,y)€ Vg segua (f(x),f(y)€ V4: per questo
basta assumere B = f—1(A4), come & facile verificare.

5. Caratterizzazione di una topologia mediante funzioni reali semiconti-
nue inferiormente.

5.1. Sia A una topologia sull’insieme L e sia (J; la classe di tutte le
funzioni f: L — I semicontinue inferiormente. Si indichi poi con Q} la classe
di tutte le funzioni f€ (); che assumono soltanto i valori 0 ed 1.
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5.1.1. (a) La famiglia di funzioni (3} é separante per la topologia 1, quindi
la genera per semicontinuita inferiore;
(b) esiste una biiezione w: Q(;—)).;
(c) 8¢ 1 e u sono topologie sullinsieme L, dire che A é pin fine di u
equivale ad affermare che Q',’l c @}, quindi A= p<=> 0= Q..

DIMOSTRAZIONE. (a) la famiglia () contiene le funzioni caratteristiche
degli insiemi aperti dello spazio (L, 1) e queste funzioni, come gia si & detto
nella dimostrazione del teorema 4.2., costituiscono una famiglia separante
per la topologia 1; !

(b) basta porre per ogni f€ Q) , u(f) =f—1(1), osservando che f~1(1) =
= f~1(0,1] e che (0,1] costituisce un insieme aperto nello spazio (I,o’);
Diniettivitd segue dal fatto che le funzioni appartenenti a Q‘,{ possono assu-
mere soltanto i valori 0 ed 1; la surgettivitd dal fatto che () contiene le
funzioni caratteristiche di tutti gli insiemi aperti dello spazio (L, 1);

(c) segue immediatamente da (b).

5.2 Proveremo ora che ogni topologia su un insieme L & caratterizzata
dalla famiglia &; di tutte le funzioni reali semicontinue inferiormente defi-
nite in L oppure dalla famiglia di funzioni (Q; introdotta nel n. precedente.

5.2.1. Con riferimento alle notazioni introdotte nel precedente n. si ha:
(@) Q1 & la pin piccola parte di IV avente le proprieta
(ay 1) contiene le funzioni prodotto di ogni funzione costante a (a €I) per
ogni funzione f€(X;
(a, 2) contiene la funzione estremo superiore di ogni sua sottofamiglia non
vuota :
(b) 8¢ 4 e u sono topologie sullinsieme L, allora
(b, 1) 4 & pin fine di p<—>Q,c Qy;
0,2 i=pu<=>N =S, <=>Qx=0Q,.

DIMOSTRAZIONE. (a) 8i osservi dapprima che la classe di tutte le parti di
IL godenti delle proprieta (a,1) ed (a, 2) & chiusa rispetto alle intersezioni e
non & vuota contenendo la stessa famiglia ;. Sia quindi & una di queste parti
di IZ, occorre far vedere che Q;c Z. Per ogni f€(Q; e per ogni a€[0, 1] ’in-
sieme {z: f () > a} & l-aperto, percid esiste una funzione ly, € Q7 tale che
(vedere la dimostrazione di 5.1.1.()):

f1(a, 1] = k7o (1).
Allora la funzione
gr=sup {a-hyq: a€fo, 1]}
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appartiene a & e coincide con f, infatti, se € L ed f(x) > « 8i ha hy, 4 (x) =1,
se invece f(x)<<a, 8i ha ks ,(x) =0 e quindi

gr@)=supfa€l: a < f(x)=rf(®);

(b, 1) segue immediatamente da (a) e da 5.1.1.(c);
(b, 2) diretta conseguenza di (b, 1) e della proposizione 4.3.1..

Scuola Normale Superiore, Pisa
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