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COMPLESSIFICAZIONE DI UN GRUPPO
DI LIE REALE

G. ToMASSINI (*)

Dato un gruppo di Lie reale @ si da la nozione di complessificato di G.
B un gruppo di Lie complesso G¢ che contiene G come sottogruppo di Lie
reale e chiuso, ed & tale che il germe della varietd complessa G¢ lungo G
sia una complessificazione della varieta analitica reale G. Osservato che in
generale, dato un gruppo di Lie reale @, non esiste un complessificato, si
dimostra che:

1) se G & un sottogruppo di Lie reale e connesso di GL (n; R) allora
G ha un complessificato (Proposizione 1).

2) se G & un gruppo di Lie reale e connesso, allora esiste un sotto-
gruppo discreto N, del centro di G tale che G/N, abbia un complessificato
(Proposizione 2).

In particolare se il centro di G & ridotto alla identitd ¢, G ha un com-
plessificato. Da cid si deduce che se G & un gruppo semisemplice di Lie ed
¢ connesso allora G & un sottogruppo chiuso di un gruppo di Lie di ma-
trici (Corollario 3).

a. Sia ¢ un’algebra di Lie reale. L’algebra di Lie complessa g @ C si
r

chiama la complessificata dell’algebra g. Con X 4 iY, X, Y € g, indicheremo
un elemento di g @ C.
L

Se {Xilacz & una base di g allora & anche una base (su ) per g @ C:
R
ne segue che se dimp g = n allora dimgg @ C = n.
r
I’algebra ¢ si dice anche una forma reale di g @ C. In generale una
R

algebra di Lie complessa gy puo avere pil forme reali non necessariamente
isomorfe (cf [1], cap. III, § 6).

Pervenuto alla Redazione il 18 Settembre 1967.
(") Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca n° 35 del C.N.R., nell'anno
accademico 1967-1968.
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Sia go un’algebra di Lie combplesss, Tu'aniiinvoluzione su go & un’ap-
plicazione z: a,—: §o antilineare, che & un antomorfismo di go come algebra
di Lie reale, ed ® tale che 1> = id. Si verifica subito che g & uua forma
reale di go se e solo se esiste un’antiinvoluzione r su g¢ tale che g =
={X€go: 1(X)=X}.

L’antiinvoluzione & allora univocamente determinata.

Osserviamo che se 7:go— g¢ ® un’antiinvoluzione allora { X€ go: 7(.X)=X]
¢ un sottospazio vettoriale reale di dimensione n = dimg g (cf. [5] § 7).

b. Sia @ un gruppo di Lie reale e sia G¢ nn gruppo di Lie complesso.
Diremo che G¢ & un complessificato di G se esiste un’applicazione j: G — G¢
tale che:

i) j: @—j(@) & un isomorfismo di gruppi di Lie reali

ii) j (@) & una sottovarieta reale, chiusa, di Go ed il germe di Go¢
lungo G & una complessificazione di j(@Q).

Se g e go sono rispettivamente le algebre di Lie di G e Gg e Gg & un
complessificato di G allora g & una forma reale di g¢. Quindi se Gy e Gy
sono due complessificati di G semplicemente connessi, allora le rispettive
componenti connesse della identitd sono gruppi di Lie isomorfi.

In generale, dato un gruppo di Lie reale non esiste un suo complessi-

~

ficato. Si consideri ad esempio G = SL(2; R), il rivestimento universale
di SL(2; R). Sia G¢ un complessificato di G: allora sl(2;C sl (2; MR C
r

& lalgebra di Lie di G¢ ed il rivestimento universale di G¢ & SL(2; Q).
Poiché 8L (2; R) & connesso, il sottogruppo di Lie reale di SL(2; C) gene-
rato da exp(sl(2; MR)) & SL(2; R); ne segue allora che esiste un omomor-

fismo surgettivo SL(2; IR) — S, (2; R): assurdo ().

Un’antiinvoluzione su un gruppo di Lie complesso G¢ & un’applicazione
antiolomorfa o: Gg — G¢ che & un' automorfismo di Go come gruppo di Lie
reale ed & tale che ¢ = id. Se g¢ & Valgebra di Lie di G¢, o determina
una antinvoluzione v su go: ne segue che G ={r€Go: o(x)=2x} & non
vuoto ed & una sottovarieta analitica reale di dimensione n = dimg G¢, di
cui il germe della varieta complessa G¢ lungo G & una complessificazione
(cf. [5] teorema 19 e § 4). Quindi il gruppo di Lie G¢ & un complessificato
del gruppo di Lie reale @.

(1) Questo esempio mi & stato comunicato da Koranyi
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PROPOSIZIONE 1. Sia G un sottogruppo di Lie reale, connesso del gruppo
GL (n;R). Allora esistono un complessificato Gg di G ed una antiinvoluzione
6:Gg— Gotale che Gglw€ Go: o (x) = x).

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ l'algebra di Lie di G; ¢ & una sottoalgebra di
gl(n; R). Inoltre GL (n; R) & canonicamente immerso in GL (n;C)e GL (n; )
& un suo complessificato. Se t e ¢ sono le antinvoluzioni naturali rispettiva-
mente su sl(n;C) e GL(n;C) allora GL(n;R)={v€GL(n;q):0(x)=2x|;
inolre exp o t = ¢ o exp. Se G¢ & il sottogruppo di Lie complesso, connesso,
di GL(n; Q) generato da exp(g @ C) allora G c Gg e o (xr)=x per x€G.

R

Sia U, un intorno dell’identitd ¢ di G¢ su cui si considerano coordinate
normali u!,..,u™ (m = dimg G,). Le coordinate u!, ..., u™ si possono sce-
gliere in modo che su U,, nell’intorno di ¢, ‘o = ¢ | G¢ sia definita, nel si-
stema di coordinate u!,...,u™, da (u!,... u™) — (u!,...,u™): ne segue che ‘o
¢ bianalitica e quindi che & un’antiinvoluzione su G¢ tale che @ c (r€ Go :
‘0 (x) = ®} = G'. Poiche G e G! hanno la stessa dimensione, @G coincide con
la componente connessa G di G' e Go & un complessificato di G.

Consideriamo pit in generale un gruppo di Lie reale, connesso, G e sia

¢ la sua algebra di Lie. Sia @ il rivestimento universale di G,n: ¢—a
la proiezione canonica ed N = Kern: N & un sottogruppo normale discreto

v,

contenuto nel centro Z di G. Sia Go il gruppo di Lie complesso, connesso
e semplicemente connesso che ha g @ C come algebra di Lie (c¢f. [4], L G §8
r

teorema 3).
Poiche G & semplicemente connesso, il monomorfismo naturale
16— gRC determina un omomorfismoj: G — Go (cf. [4], LG§8 teo
R

rema 1).

LEMMA. Limmagine j(N) di N é un sottogruppo discreto contenuto nel
centro Zg di Gg.

DIMOSTRAZIONE. (1) Consideriamo le applicazioni esponenziali exp :
g — '(}:, exp: g @ ¢ — Go; allora il diagramma
n
g ——>0QC
} r

s g,

exp
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® commutativo. Quindi G, j(é\)' hanno la stessa algebra di Lie e j & un

isomorfismo locale di G su j(ﬁ): ne segue che j(N) ¢ un sottogruppo di-
screto di Q.

(2) Sia a =j(xg), r,€N, e sia g, la Papplicazione G¢— G¢ definita
da ¢ —>axva—'x"'; o, & un’applicazione olomorfa. Sia x=j (x,), @, € (; ;
poiché x,€Z (centro di ('}v) si ha g,(x)=¢: quindi g, i@ = e Sia U, un
intorno aperto, connesso di ¢ in G su cui si considerano coordinate normali

uly .o, u* (n = dimg Gp). Dal diagramma precedente risulta
(v

UiNj (@)D (x€U,: Tput = .. = Ty ur = 0]

tenendo conto che exp: g Q) C —> Go & un omeomorfismo di un intorno di
r
0eg@®QC su U, risulta che expoj & un’immersione in U, di un intorno
L
di 0 in g. ' ‘
Se a€j(N), per linclusione precedente, si ha g, (x) = e per ogni x€ U,;
da cid segue che g,(¥) =-e¢ per ogni x€ Gog. Cido prova che ax = wa per

ogni x € Gg e dunque che a€ Zy.
Possiamo ora provare la

PROPOSIZIONE 2. Sia G un gruppo di Lie reale e connesso. Allora esiste
un sottogruppo normale e discreto N, tale che G/N, ha un complessificato.

DI1MOSTRAZIONE (1) Con le notazioni precedenti sia 7: g C—-g X C
R ®

Pantiinvoluzione definita da X 4+ iY — X — iY. Poiché G, & semplicemente
connesso,  determina un’antiinvoluzione o: G¢—> G¢ ed exp o 1 = g o exp.
Sia
Gl ={x€Gp: o) =u};
@! & un sottogruppo di Lie reale di G¢, chiuso, e Go & un complessificato
di @!. Proviamo che j(é)c G!. Sia x=j(a); G & connesso quindi ¢ =
=exp X, ..exp X, con X,,..., X, €g. Poiché exp o j°=j o exp si ha
x =-exp X, ...exp X,
= exp (¢ (X,)) ... exp (o (X))

=o(exp X, ..exp X,) =0 (2);
d’altra parte j (@') & un sottogruppo di Lie, connesso, della stessa dimen-

sione di @!, quindi coincide con la componente connessa @) di G'. Inoltre
Go & un complessificato di G}). ’
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(2) Sia G = 6/1\’.~ Per il lemma precedente j(N) e un sottogruppo
normale, discreto, contenuto mnel centro Zy di G¢, quindi Go/j (N) & un
gruppo di Lie complesso e l’omomorfismo j determina un omomorfismo
G— GQglj(N). Se x =uwxyj(a), a€ N, si ha o(x)=0(xy) o (j(a)) = o(z,)j(a),
quindi ¢ passa al quoziente e definisce un’antiinvoluzione ‘o: Gg¢/j (N)—
— Gofj (N). Sia

G2 = [E€ Golj (N): ‘o (5) =&};

Golj (N) & un complessificato di G2 Se &=j,(a), €@ ed a==n(x), & &
la classe in Go/j (N) di j(x) e ‘o(j,(a)) & la classe di o(j(x)) =j(r): ciod
‘0 (§) =& per £€j(G).

Ne segue che j, (G)< G%; poichd j,(G) & connesso ed ha la stessa di-
mensione di G% Jo (@)= Gﬁ, la componente connessa di G° e Gofj(N) &
un complessificato di j,(@). Si verifica subito che se N, = Ker j allora
N, = Kerj, = n (Ny): poiché n & un isomorfismo locale, N, & un sottogruppo
normale, discreto di G e Gg/j(N) & un complessificato di G/N,.

CoroLLARIO 1. Sia G un gruppo di Lie reale, connesso. Se il centro
di G & {e} allora G ha un complessificato. In particolare se G & semplice
come gruppo (i.e. & un gruppo semplice di Lie) allora G ha un complessificato.

COROLLARIO 2. Se G & un prodotto diretto di gruppi semplici di Lie
(i.e. & un gruppo semisemplice di Lie) allora G ha un complessificato.

COROLLARIO 3. Sia G un gruppo semisemplice di Lie, reale e connesso.
Allora G & un sottogruppo chiuso di un gruppo di matrici.

DIMOSTRAZIONE. Sia G¢ un complessificato di G. Poiché G & un gruppo
semisemplice di Lie la sua algebra di Lie g & semisemplice e tale risulta
allora g @ C (cf. [3], II-7). Allora Gg & un gruppo di Lie complesso semi-

r

semplice e quindi ha una rappresentazione fedele di dimensione finita (cf.
[2]; XVIL3 teorema 3.2).
Universitéa di Pisa
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