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SULLA CLASSIFICAZIONE
DEI FIBRATI ANALITICI REALI

A. ToeNoLI (¥)

Introduzione.

Sia V uno spazio di Stein ed L* un gruppo di Lie complesso. H. Grauert
ha provato, (vedi [6]), che ogni fibrato principale topologico su V, di gruppo
strutturale L* & equivalente ad un fibrato principale olomorfo, ed inoltre
due fibrati principali olomorfi, di base V e gruppo strutturale L*, sono ana-
liticamente equivalenti se lo sono topologicamente.

In questo lavoro si provera il risultato analogo quando V & uno spazio
analitico reale coerente, ogni componente connessa del quale ha dimensione
finita, ed L* & un sottogruppo di Lie di un gruppo di Lie connesso,

Daremo qui un breve sunto del lavoro.

Nel paragrafo 1 si richiamano alcune definizioni utili nel seguito.

Sia (V, Oy) un 1R-spazio, F =5 V un fibrato analitico principale di grup-
po strutturale L*. Nel paragrafo 2 si prova che se L* & complessificabile il
fibrato F ammette un complessificato.

Si esaminano in particolare i fibrati vettoriali analitici e nel paragrafo
3 si danno teoremi di approssimazione delle sezioni continue con sezioni
analitiche.

Applicando i teoremi di immersione degli R-spazi in 1R" si ottengono
analoghi risultati di approssimazione per le applicazioni di uno spazio ana-
litico in una varieta.

E noto che, fissato n€ N ed un gruppo di Lie compatto L*, esiste una
varieta analitica reale X, tale che, per ogni spazio analitico V di dimen-
sione n, l’insieme xz (V, X,) nelle applicazioni continue, a meno di omotopia,
di V in X, & in corrispondenza biunivoca con le classi di fibrati principali
su V e gruppo strutturale L*.

Sia {f}€n(V, X,), se esiste g €{f}, ¢ analitica, allora il fibrato associato
ad {f} & analitico.

Pervenuto alla Redazione il 17 Luglio 1967.
(*) Lavoro eseguito nel Gruppo di Ricerca n. 35 del Comitato Nazionale per la Ma-
tematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche per ’anno 1967-68.
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Usando i teoremi di approssimazione stabiliti nel paragrafo 3 si prova
nel paragrafo 4 che in ogni classe {f} esiste un rappresentante g che @
un’applicazione analitica. Segue che ogni fibrato principale su V, di gruppo
strutturale L* & equivalente ad un fibrato principale analitico.

Sia F--> V un fibrato principale analitico reale topologicamente banale
ed L* il suo gruppo strutturale.

Si prova che, se L* & complessificabile, allora esiste un complessificato
di F che & topologicamente banale e quindi, per i risultati di H. Grauert,
olomorficamente banale.

Usando alcuni risultati di J. Frenkel si prova ’asserto anche quando
L* non & complessificabile.

L’autore ha in preparazione un secondo lavoro sull’argomento; gran
parte del paragrafo 3 & stato scritto in funzione di detto lavoro e non &
essenziale per la comprensione del paragrafo 4.

Ringrazio il professor A. Andreotti per utili suggerimenti datimi du-
rante la stesura di questo lavoro.

§ 1. Generalita,

In questo paragrafo riporteremo, per comodita del lettore, alcune defi-
nizioni e proprietd che saranno utilizzate nel lavoro.

Uno spazio anulato si dice spazio analitico (reale o complesso) se:

1) & di Hausdorff e soddisfa al secondo assioma di numerabilita,
2) & localmente isomorfo ad un insieme analitico (di R o di C»).

Se X, Y sono due spazi analitici, reali o complessi, i morfismi (di spazi
anulati) ¢: X— Y sono comunemente detti applicazioni analitiche (olo-
morfe nel caso complesso).

Dicesi spazio con fascio di anelli locali, uno spazio topologico X su cui
& definito un fascio di anelli locali Ox, detto fascio strutturale.

Un morfismo y = (f,’f) fra due spazi con fascio di anelli locali : (X, Ox),
(Y, Oy) &, per definizione, il dato di un’applicazione continua f: X -— Y e
di un omomorfismo, ’f: Oy — Ox, che induce degli omomorfismi di anelli lo-
cali: 'f;: Oy, sy — Ox,» (0Ve Oy @), Ox, . sono le spighe di Oy ed Ox nei
punti f(x) ed x).

Un morfismo si dice un isomorfismo se ammette un inverso.

Sia ora K un corpo valutato completo (nel seguito con XK indicheremo
il corpo reale od il corpo complesso) e K il prodotto topologico di = copie
di K.

Indichiamo con 4., il fascio dei germi delle funzioni analitiche definite
in K™, a valori in K. Sia G un aperto di K", noteremo con Ag la restri-
zione di AKn a @.
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Per ogni aperto G di K* la coppia (G, Ag) & uno spazio con fascio di
anelli locali.

Sia I un fascio di ideali di 44 generato da un numero finito di funzioni
analitiche, definite su tutto @. Notiamo con S (I) il supporto di Ag/I. La
coppia (S (I), Ag/I sz)) & uno spazio con fascio di anelli locali. Un tale gpa-
zio viene detto K-spazio analitico locale. Supponiamo ora che I’ sia un se-
condo fascio di ideali di A4 e sia I’ o 1.

In questo caso si ha Pimmersione f:S(I’)— S(I), e Pomomorfismo ca-
nonico ’f: Ag/T— Ag/I’. 11 dato del K-spazio analitico locale (S (I’), Ag/I’) €
del morfismo (f,’f) & detto sotto K-spazio analitico locale di (S (I), Ag/I).

Diamo infine la seguente :

DEFINIZIONE. Dicesi K-spazio analitico uno spazio di Hausdorff (!), con
fascio di anelli locali, (X, Ox) tale che:

1) per ogni x € X esiste un aperto U 3« tale che (U, Ox|y) sia isomorfo
ad un K-spazio analitico locale.
2) X soddisfa al II assioma di numerabilita.

Diremo realizzazione di un aperto U di X un isomorfismo fra (U, Oxv)
ed un K-spazio analitico locale. Tl dato di U e della realizzazione dicesi
carta locale.

Dicesi sotto K-spazio analitico di (X, Ox) un K-spazio analitico (Y, Oy),
tale che Y sia un sottospazio topologico di X, e sia definito un morfismo

(s °f): (X, OY)'“‘)(X7 Ox),

soddisfacente alle condizioni :
i)y f: Y — f(Y) & Papplicazione identica ed f(Y) & localmente chiuso
in X.
ii) (X, Oy) col morfismo (f,’f) &, localmente, un sotto K-spazio anali-
tico locale di (X, Ox).
Sia (X, Ox) un f1R-spazio analitico, si verifica che (X, Ox @ C) & uno
spazio con fascio di anelli locali.
Dato un 1R-spazio analitico (X, Ox) diremo Ox - complessificazione (od
Ox-complessificato) di X il dato di un C-spazio analitico (Y, Oy) e di un
morfismo

J=(£"7) X, 0x)— (¥, Or)

(4) L’ipotesi che X sia di Hausdorff non & essenziale ad una teoria dei K-spazi ana-
litici. Noi la introduciamo perch® mnel seguito saremo interessati solo a spazi separati.
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tale che: Y > X ed f: X — f(X) & ’applicazione identica, f (X) & chiuso in Y e
F:0r5x)—>0xQC

¢ un isomorfismo fra (Y, Or s x)) e (X, Ox @ C). Si prova che il germe dello
spazio complessificato di (X, Ox) & unico. Quando non & possibile confusione
(¥, Oy) & detto semplicemente complessificato di (X, Ox). Usualmente il com-

plessificato di (X, Ox) si indichera con (X, 0y).

Sia Iy il sottofascio di Ox dei germi di sezioni s di Ox nilpotenti.

Il fascio Iy & un fascio di ideali e lo spazio anulato (X, Ox/I7) & uno
spazio analitico (ridotto) cio® localmente isomorfo ad un sottoinsieme anali-
tico A di un aperto di K" munito del fascio delle funzioni analitiche su A.

Se K = C lo spazio ridotto (X, Ox/Ir) & un sottospazio di (X, Ox) ed il
suo fascio strutturale & coerente. Cid pud non essere vero nel caso K — .

In ogni caso lo spazio anulato (X, Ox/Iy) si chiama lo spazio analitico
ridotto associato ad {X, Ox). Lo si indica brevemente con X.

Nel caso reale, secondo la terminologia adottata, lo spazio ridotto puo
non essere un IR-spazio. Né ogni spazio analitico reale X & lo spazio ana-
litico ridotto di un 1R-spazio (X, Ox). Chiameremo (IR)-spazi gli spazi anali-
tici reali che godono di questa proprieta.

Consideriamo un (C-spazio analitico locale dato su un aperto G di C»
mediante un fascio di ideali I generato da un numero finito di funzioni
olomorfe f,,...,fs su @.

Detto S(I)={x€@G: f, (®) =..= f;(x) = 0} esso & il supporto del fascio
Ag/I (ove Ag & il fascio dei germi delle funzioni olomorfe su @) e I’insieme
considerato & dato da

(S(I), Ag/I| 51y

Separiamo in ogni generatore f, la parte reale dalla parte immaginaria:
fo=/fr -+ ifS; identifichiamo C" ed 1R?® e consideriamo il fascio di ideali
Ijp di A1g (= fascio dei germi di funzioni analitiche reali su @) generato
dalle funzioni fi', .., [ s /"', ..., f5' .

E’ chiaro che

ST =€ fi (@) =f"'"@=..[f/ () =f () =0]= 8.
Possiamo considerare I’IR-spazio analitico reale :

(S(I), AR /T | 51)-
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Si verifica che questo secondo spazio non dipende, n& dalla realizza-
zione del primo (-spazio analitico locale come sottospazio di un aperto di
Q”, né dalla scelta di un sistema di generatori dell’ideale I della realiz-
zazione locale.

Questo spazio si chiamera 1IR-spazio soggiacente al €-spazio analitico
locale dato.

Questa nozione si trasporta poi ai C-spazi analitici e permette di asso-
ciare canonicamente ad ogni C-spazio analitico (X, Ox) I'IR-spazio analitico
reale soggiacente (X 1R’ 0115).

I1 coniugio ¢ del corpo complesso & un automorfismo tale che o® = id.
Questo definisce su C* un automorfismo antilineare involutivo che chiame-
remo ancora con o¢. Data una funzione olomorfa f: @ — € definita su un
aperto @ di C" esiste, unica una funzione olomorfa f° su o (@) tale che il
diagramma :

A

QX

7T

\LG fc \LO

—C

sia commutativo.

Si definisce un automorfismo antilineare di fasci a*:AGn—>A¢n.

Sia dato un (-spazio analitico locale su @ definito da un fascio di
ideali I su G: (S(I), Ag¢/I), ove S(I) & il supporto di Ag/I.

Si consideri su o (@) il C-spazio analitico locale (S (o* (1)), Ag@a)/c* (I)),
ove S (¢*(I)) & il supporto di ¢*(I). Questo secondo C-spazio non &, in ge-
nerale, isomorfo al primo, ma esiste un antiisomorfismo (o, 6*) che fa pas-
sare dal primo al secondo.

11 (-spazio analitico (S (¢* (I)), As@/o* (I)) si chiamerd il coniugato di
(8(I), Ag/T); si verifica che la sua struttura non dipende dalla realizzazione
del primo C-spazio nell’aperto d; C".

La nozione si trasporta ai € spazi analitici e permette di definire per
ogni tale spazio un nuovo spazio coniugato del precedente ed un « antiiso-
morfismo » del primo sul secondo.

Dato un C-spazio analitico (X', 03) pud accadere che esso sia isomorfo
al suo spazio coniugato (j', 0)%) ed anzi sia (f,m , OLF) = (;NY1R , ()g), cioe il

C-spazio analitico coincide, con la sua struttura reale soggiacente, col co-
niugato.
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In questo caso l'antiisomorfismo che fa passare dal C-spazio al suo co-
niugato diviene un antiisomorfismo di (X, O3) in s® che verra detto antiin-
voluzione di (X, OX)'

Si puo notare che un’antiinvoluzione induce un isomorfismo delle strut-
ture reali soggiacenti.

Osserviamo in particolare che se X & una varietd complessa su cui &
definita un’antiinvoluzione o: X — X e 2,.. %2, ¢ un sistema di coordinate

in un intorno di un punto p € X le funzioni w, = o* (2,) ... w, = 0 (2,) danno
un sistema di coordinate in un intorno di o (p).

In tali coordinate ’antiinvoluzione si scrive w; = ;,-, i=1..h
Sia (X, Ox) un sotto IR-spazio analitico di (XTR, ();R)e (4, 1) 1 (X, Ox) —
~1R , OTXB

—( ) il morfismo associato.

Diremo che (X, Ox) é fisso, od & parte fissa, per la antiinvoluzione
o= (0,’0) se:

X:{mEf:o(x):m}

ed inoltre si ha:
‘i 0’0 ="4, ove ’o: 0?—) ()1;; e "i: OLB——>0X

sono le applicazioni fra i fasei strutturali.
La definizione di complessificato e di antiinvoluzione si trasportano im-
mediatamente agli “pazi analitici reali o complessi.

§ 2. Complessificazione degli spazi fibrati.

a) Alcune definizioni.

Ricordiamo alcune definizioni: sia L* un gruppo di Lie reale; dicesi

complessificato o complessificazione di L* un gruppo di Lie complesso *
tale che :

i) la varietd complessa L* sia una complessificata della varietd ana-
litica reale L*.

ii) esista un’antiinvoluzione «*: L* — L* che sia un omomorfismo
di L* in s& e per cui risulti:

‘L¥F> I* ove ‘L*= {gﬁﬁ"la* 9)=9}.
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Siano I, L* due gruppi di Lie reali e supponiamo che L* operi su L
(ciod per ogni € L* sia definito un automorfismo analitico, (di gruppo), I* di
L ed inoltre Papplicazione L* < L — L definita da I >< ¢ — 1*(g) sia ana-
litica).

Diremo complessificazione della coppia L, L* il dato di due comples-

sificazioni L —s I, L* — L* di L, L* tali che:

N

(1) a(I* (g) = a* (1) (a(9), V Le L% ge L.

Se (L, 0r) & un MR-spazio ed L* & un gruppo di Lie di automorfismi
di (L, Or) diremo complessificazione della coppia L, L* il dato di due com-

plessificazioni (T, 03), L* “>T* ai (L, 01),L*, tali che L* operi su

(L, Oy), e di un’antiinvoluzione (2, o) (I, 03) — (L, 03) che soddisfi
la (1) ed abbia (L, Or) come parte fissa.

Sia (V, Oy)un 1R-spazio, L, L* due gruppi di Lie reali e supponiamo
che L* operi su L.

Dicesi fibrato analitico reale di gruppi, con fibra L, gruppo strutturale
L*, base (V, Oy) e spazio totale (F, Op) il dato delle cose seguenti:

un 1R-spazio (F, Op) ed un morfismo (n, ‘n): (¥, Op) — (V, Oy) tale che
esista un ricoprimento aperto {Ujicy di V e degli isomorfismi (g,, e, :
(a1 (UY), 0F|n_](Ui)) — (Ui <X L, Oy, < Og), con Oy, Oy fasci strutturali di

Ui, Lye o; (w1 (y)) =y X L, Mty € U;, per cui siano definiti dei morfismi
(¢s4) '9:9) : (Us 0 Uj, Oyjyynuy) — L* che soddisfino le relazioni:

(0j 007" (@, 9) = (x, (g 5@)* (9)), ¥ € Ui 0 Uj, g € L

Se (L, Or) € un IR-spazio ed L* & un gruppo di Lie di automorfismi
di (L, Oz) si da in modo del tutto analogo la nozione di fibrato analitico
reale di fibra (L, Og), gruppo strutturale L* base (V, Oy) e spazio totale
(F, Op).

L’applicazione n viene detta proiezione, i morfismi (g;,’¢;) banalizzazioni
locali e linsieme delle {g; ;,¢; jlijez un cociclo del fibrato (rispetto al ri-
coprimento {Uiicr 0, pilt precisamente, il cociclo del fibrato rispetto alle
banalizzazioni locali (gi,’0;). T noto che fissati gli spazi V, L, L* ed il
ricoprimento {Uiic7, il fibrato ¢ individuato dal cociclo {gij, ‘gi;}- F5 v
verra detto il fibrato associato od individuato dal cociclo {g:;, ‘il

Dicesi infine atlante del fibrato la famiglia di morfismi

{(0i, 0)s (Gidy Gi)ijer -

17. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.



716 A. TogNor1: Sulla classificasione

Analoga & la definizione di fibrato olomorfo (di gruppi) su uno spazio
complesso, o su un (-spazio, lasciamo al lettore i facili dettagli. Col ter-
mine di fibrato analitico intenderemo un fibrato analitico, reale o complesso,
di gruppi oppure no.

Se F-» V & un fibrato analitico di gruppi sulle fibre di F, cioé sugli
insiemi #—1 (%), ® € V, risulta definita una struttura di gruppo di Lie (reale
o complesso).

Si noti che un fibrato analitico in particolare & un fibrato topologico
nel senso di [9].

Un fibrato di spazio totale (¥, Op), base (V,Oy), fibra (L, Og) e gruppo
strutturale L* verrd notato con ((F, Op),(r, 'n), (V, Oy), (L, Or), L*) o pil
semplicemente, quando non & possibile confusione, con (F,n, V, L, L*) od
anche F— V.

Dare un complessificato del fibrato analitico reale (di gruppi) (I, =, V,
L, I*) significa assegnare le cose seguenti :

i) una complessificazione (/o:, 7;) : (E, 03)—~>(f » 0%, f*—a—: I* della
coppia L, L*,

ii) una complessificazione (V, Op), (FA" , Op) degli spazi (V, Ov), (¥, OF)

ed un morfismo delle strutture complesse (?z', ‘7 (ﬁ, 0,)—( 17, 0) che pro-

lunghi (7, ‘%) e sia tale che 7 E—> V sia un fibrato olomorfo (di gruppi se

tale era F V') con fibra (E, 0;), gruppo strutturale I* e Dase (V 0.
iii) due antinvoluzioni (a, "«): (V, 05 — ('17, 053), (o, ‘o) : (ﬁ, 0z —

——>(ﬁ, 0;) tali che (V, Oy), (F, Op) siano contenute nelle parti fisse di («,”2),

(0,70) e valga: (7, ‘7)o (6,70) = (, ‘at) o (7, "),

(se inoltre L & un gruppo, o : 7~ (x) — 7—'(a(x)) sia un isomorfismo di gruppi).

iv) Supponiamo infine che per ogni x€ V esista un intorno U, di «
in vV, con U, = a (U,), ed un isomorfismo

(0= '02) ¢ (’7;—1 (ﬁz)’ Oﬁli—l(ﬁx‘,) - (ﬁw > INQ, Oﬁw > 0f) tali che ¢’ 0 gz =gz 0 0
ove o’ (¥, 1) =(a(y), « (), VyE ﬁx y LE L.

Dati due fibrati analitici (di gruppi):
(Fy 7y, Vi, Ly, L¥), (Fa, 75, Vo, Ly, L}) dicesi applicazione fibrata analitica

del primo nel secondo il dato di due morfismi

(@, W) (Vy, Ovy,) — (VQ y Ov), (@, 79) &y, Op)— (£, Or,)
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tali che:
(779, /ﬂg) o (¢, 'p) = (v, "y) o (ny, /”1)
ed inolfre

(@ ") (7 (@) Oy 2t () —> (17 (¥ (@) O 571 (v @)

& un isomorfismo, # # € V,. (Se L & un gruppo di Lie, ¢ : 77! () — a5 (y (x))
¢ un isomorfismo di gruppi di Lie).

Un’applicazione fibrata verrd indicata con ((¢, ‘®),(y, “y)) od anche (g, v)
quando non & possibile confusione.

Un’applicazione di F, in F, sara detta applicazione fibrata continua se
¢ un’applicazione fibrata nel senso di [9] fra i fibrati topologici F,, F,.

Un’applicazione fibrata sara detta un isomorfismo continuo (od anali-
tico) quando ammette un’inversa che & ancora un’applicazione fibrata con-
tinua (od analitica).

Due spazi fibrati analitici aventi medesima fibra e gruppo strutturale
si dicono isomorfi topologicamente (od analiticamente) od equivalenti, se
esiste un isomorfismo continuo (od analitico) del primo sul secondo.

In particolare diremo (F, s, V, L, L*) topologicamente (od analiticamente)
banale se F—> V & isomorfo topologicamente (od analiticamente) al fibrato
V<XL—V.

Sia (F,x, V, L, L*) un fibrato analitico reale ed (F’,=’, V', L, L*¥),
(ﬁ”, a ‘y ﬁ”, 1":, E*) due suoi complessificati. Diremo che essi sono equivalenti,
(come complessificati di F'), se il morfismo identico 7 : F — F si pud prolun-

7’;//

gare ad un isomorfismo (@, y) del fibrato F” SV su B 5 V’’, tale che:
6’ o ¢ = @ o ¢’, ove o’, 0’ sono le antiinvoluzioni di F”, F"’.

b) Il teorema di complessificazione.

TEOREMA 1. Sia (Fy =y V, Ly L*) un fibrato analitico reale avente per base
e per fibra gli R-spazi (V,0v), (L, Or) e per gruppo strutturale il gruppo
di Lie L*.

Se (a, ‘a): (Z, Oz) — (Z', Op)ya*: T* — L£* ¢ una complessificazione della
coppia (L, Or), L* esiste un complessificato (ff’, ;{, 17, I, E*) di I'— V in cut

(f’, O%), ('17, O) sono QC-spazi. Se L ¢ un gruppo di Lie allora F5V ¢ un
Jibrato olomorfo di gruppi.

Detta o: V— V Vantiinvoluzione di V lo spazio V ha in V un sistema
Jondamentale di intorni aperti {Uilic4 © cui spazi complessi ridotti associati
sono spazi di Stein ed imoltre a (U;) = U,.
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Date due complessificazioni (17"1 , ;j , Vi , L, E*), (ﬁz ,?12 , Vg LI IDY di
F—>V se L* opera effettivamente su 1 e se L* ¢ il luogo dei punti fissi di
o* esistono due intorni aperti ﬁu ﬁz di 'V in 171 ) 172 tali che ﬁ’; ristretto ad
171 é equivalente (come complessificato di F-—> V) ad ﬁ;z ristretto ad ﬁz .

PRrROVA. Dimostriamo il caso in cui It & un gruppo di Lie reale; la di-
mostrazione si pud ripetere, senza sostanziali differenze nel caso in cui L &
un IR-spazio.

a) Sia {U;}i.r un ricoprimento aperto localmente finito di V tale che:

I) ogni U; sia relativamente compatto in V

I1) il fibrato F ristretto alla base U;, \i¢€ I, sia isomorfo, come fi-
brato analitico in gruppi, al fibrato banale U; < L.

I1T) per ogni i€ I esista una realizzazione #;: U; — U; c R™ dell'iR-
spazio (U;, Oy|7;) in un aperto di 1R™, (pitt precisamente esista un iso-
morfismo (175, /’)71;)3 (Ui, OVI U@)—}(Ul y OU:) di (Ui, 0V| Ui) in un ‘iR-spazio
locale di 1R"; per brevitd, quando non & possibile confusione, ometteremo
di scrivere i faseci strutturali).

Poniamo fR™ = Re(C"") e si supponga che in un aperto di €™ sia
contenuta una complessificazione (ﬁé, Oﬁ.') di (Ui, Og)).

Tale ricoprimento esiste perche V ha topologia a base numerabile ed
¢ localmente compatto.

Notiamo per ogni 4,j€I:

Uij=Uinuy U (U5
nij =mjon; ', e sia (¢, '9:5) (Ui Ujy Oviv;no) — L*
un cociclo del fibrato F rispetto al ricoprimento {Ui}ie I
Poniamo infine:
(Gijy " 9i0) = Gi,55 "gii)olme, ")t

Per ogni terna di indici 4,4, k€ si ha, su U;; N U; %, la relazione di
compatibilita :
Fa s ,/\ e ,/\ , N A\
(9 95,5) = (Giks "G, Mr, iy "Mr,) oGk g5 “gr,j)-
Sia L I, I* 5 IL* 1a complessificazione assegnata della coppia L, L*;
. - . . -~ S - 3
per il teorema 17 di [10] i morfismi (g ;, “¢ij), (9:j, 1) si estendono a dei
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morfismi (i j, 9,5, (1:,5, 'ni,j) definiti su un intorno di Ui ; in U;, a va-
. . . . Fx . ~,
lori rispettivamente in L* ed in (Uj , 017;')'
Si possono scegliere degli intorni U;; di U{ ; in Uj, trasformati in s&
dal coniugio di €™ e tali che su essi, e quindi su ogni intorno pit piccolo,
valga :

(1) oo T j = 10i,0 %
ove a;, o; 8ono le antiinvoluzioni indotte su 5’2, ﬁ} dal coniugio di C™, C"
(2). 9i,j (o (¥) = o (95,5 (W), MY EUij,

ed inoltre su U;; N Ui risulti

(3) iy "900) = Giks "Gi)o((Tiy M) (Grys s "G )-

Per intorni abbastanza piceoli di U;;, Ui la (1) e la (2) sono conse-
guenza della proposizione 1 di [11] e la (3) del teorema 17 di [10].

Il ricoprimento {U;};c7 & localmente finito, quindi ogni U; interseca un
numero finito di Uj, j€1. Da quanto osservato segue che esistono degli

intorni U} di U in U} tali che, per ogni 4,j€I, i morfismi (B35 M4, )
(;,-\,,-, ’ﬁj) si estendono a dei morfismi M ss M) (g:,-, ’g'zj) definiti su degli
intorni U';> U 0 9;.:(U}) di UL; in U; e su UY; valgono le (1), (2), (3).
Come provato in [10], (teorema 3 e 12) esiste un restringimento {Vi}ics
di {Uicr e degli intorni ‘T; di »;(V;)in U} tali che:
a) gli intorni ’U; siano trasformati in s& dal coniugio di C™
b) le applicazioni 1;7:,]'}1',]'51, definiscano nello spazio igrlﬁ; una re-

lazione di equivalenza ‘X (ponendo zvi)?y se, e solo se, €’ U;, y= ;,, ()
tale che lo spazio topologico quoziente y = "EUI ’1’7\;/% sia separato
¢) la struttura di C-spazio di (’ﬁ, Oﬁi) e quindi di iLEJI’ U; induca una
struttura di C-spazio (’17, 0%) su V.
Se si identifica V al sottospazio’V = (U Ui)ge di ¥ 10 spazio V & un com-

plessificato di V.
d) Le antiinvoluzioni indotte dal coniugio in ‘U; definiscano in V

un’antiinvoluzione o« : V— V tale che:

Ve={oeV|a@=a2.
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Si & anche provato, in [10] (teorema 14), che V ha in ¥V un sistema fon-
damentale di intorni aperti (U;} i cui spazi complessi ridotti associati sono
spazi di Stein ed inoltre « (U;)= U,.

B) T morfismi (;,1, “gri) (i, '9is) definiscono sugli aperti degli
spazi quozienti ’17, V dei morfismi che indicheremo con gli stessi simboli.

Si verifica che il cociclo (g;.-\, I ’g;: ;) definisce su V il fibrato analitico
F che dobbiamo complessificare.

Vogliamo ora definire il C-spazio (ﬁ, O7) e lantiinvoluzioae o: F F
Si consideri il C-spazio 7= UI’ 1% E, ove il fascio strutturale di
1€

U< L & 0., < 03, e la relazione ‘R’ definita da

(@ )% (5 @)y (G55 @) (), ¥ (@ )€’ T; < L.

Per la (3) ed il punto (b) ‘R’ risulta una relazione di equivalenza; &
noto, (vedi ad esempio [9]), che lo spazio quoziente F = f’/%’ ha struttura
naturale di spazio fibrato di gruppi su V con fibra Ir;; gruppo strutturale
T*. Sia 7n: F—» ¥ la proiezione canonica.

B una verifica constatare (vedi ad esempio il teor. 3 di [10]) che Fha

una struttura di €-spazio indottagli da quella di F\"; notiamo con O il

~

suo fascio strutturale. Dalla costruzione segue senza difficolta che (17’; y’r: v,

I}, I’\f’“) ¢ un fibrato olomorfo di gruppi ed inoltre (ﬁ; 0;) & un complessificato
dell’R-spazio (I, Op).

Vogliamo ora definire ’antiinvoluzione (g, ‘0): (ﬁ’, OF)—>(1N?, OF).
Consideriamo su (’ﬁ.- e z, 04 < 0;) le antiinvoluzioni (g;, “0;) definite
dall’applicazione : '
oi (®, v) = (a; (%), ;\(v)), ove a; ® lantiinvoluzione indotta dal coniugio in C™.

Basta quindi provare che i morfismi (0;,’0;) sono coerentemente defi-
niti cioé che

@) (7 (@), 905 (0 (@)@ (0) = (@5 (75 (@), 2 (g5 (@) @) N @ € Ts,ve L.

Si & gia provato nella (1) che ;}Ji,j(oci (@) = o (;\7',-,,-(41')); per la (2) si ha:

;}\:-_ jlai (2) = o* (.(}:-’,j(w)) e quindi per la definizione di complessificata della
coppia L, L* risulta:

~

g 3 (@ (@) - @ (v) = o* (G5 (@) - alv) = & (gegla) - v)

e la (4) risulta cosl provata.
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Dalla (4) segue che i morfismi (o;, ‘g;) definiscono un’antiinvoluzione
(0, ‘0) . (F, O3) — (F, Oy) che soddisfa alle proprieta richieste, ciod ha (¥, Op)
contenuto nella parte fissa e risulta («, ‘a)o (;, ’?{) = (;{, ’7';) o (a, ’0).
y) Rimane da dimostrare l'unicitd del germe del complessificato.

Siano i’i EN V, , f‘z Y f’lg due complessificati di FSV o Vi— ﬁ-,
0; : ﬁ-, —}%i, ¢ = 1,2 le antiinvoluzioni associate.

L’applicazione identica i: (V, Oy)—(V, Oy) si prolunga ad un isomor-
fismo (y, 'y): (I'}'i R 0‘7{)—>(I’7§, Oﬁé) di un intorno aperto di V in I’f: su un
intorno aperto 1'75 di V in 172 ed inoltre si pud supporre o, o p = yo a, (vedi
teorema 17 di [10] e proposizione 1 di [11]).

Per la proprieta iv) del complessificato di un fibrato esiste un ricopri-
mento {Wi}iez di V con aperti di 171 tali che «a, (Wi) = W} ed inoltre esi-
stono degli isomorfismi di fibrati :

(0}y0]): (a7t (Wa), Opiast (W) = (WiX L, Og < O

~ ~ ~s

(07, "o} (™ (yw (Wa)), Ofy)a=tew () —> (W (Wi) > Ly Oy iy < 01)

tali che :
®) o 0 0l = glo0,, 0" o0} = ¢} ° 0y
ove
o’ (2, 1) = (2, (v), & (1), o (¥, V) = (25 (9), & (1))
N ae W, yew (Wo), LUeL
Siano {gNI!J.}i'jeI, {Zf,j}i,jer i cocicli di ¥,, F, sui ricoprimenti { Wi,

{w (Wo)ier rispetto alle banalizzazioni (o}, “e!), (2, "0?)-
Risulta per la (5):

A~ ~ ~

(6) ;\(5’:,](5’/')1) = a* (;Z’,]('L))o‘ () =g (%) a(l) per r=1,2,

=N

i J
M @€ Win‘r‘;jn v, oppure wezp(l%nﬁ’j)nV, le L.

Si supponga che * operi effettivamente su l’":, ed L* sia il luogo dei
punti fissi di «* allora dalla (6) segue g;,(x)€ L* per r =1,2, Y x¢eV.
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T cocicli {g'}:?i].},-,jg ry ¥=1,2, ristretti a V sono dunque associati al
fibrato F, esistono percio dei morfismi: (h;, ‘h): Win V — L* tali che

igiv = Mgl 5 v B
I morfismi (h;, “h;) si estendono a dei morfismi (IZ, ‘i) (t,u(W,-'),
04, i) — L*, definiti su degli intorni v (W) di v (Wyn V in (W) (si

ricordi che : ( ilEJI in)—> iEJI W (Wi) € un omeomorfismo), tali che: oc*o?i,-:
=0 %y, Y i€1, (vedi teorema 17 di [10] e proposizione 1 di [11]).
Essendo 171 un complessificato di V, esistono degli intorni W,-" di
Wi= W;n V tali che «, (W)= W' e si abbia:
(7 91!,j|v"'vé’ n W]y: (thi o ‘(}'i"’jo hj_l)w(ﬁ?i’n ﬁ‘/]f')) oy, Mt jel
ove per semplicita non si sono indicati i fasei strutturali.
La (7) mostra che il fibrato F~1, ristretto alla base V' = .UI W,-", e

1€
isomorfo, come complessificazione di F, al fibrato i‘; ristretto alla base

P = U v (i)

La dimostrazione del teorema & cosi completa.

COROLLARIO 1. Sia (F, =, V, L*, L*) un fibrato analitico reale principale
avente per base UIR-spazio (V, Oy) e per fibra il gruppo di Lie L*. Se L* é
un gruppo di Lie compatto, od in generale un gruppo di Lie complessificabile,
allora esiste un complessificato (F, 7’;, 17, I ai F 5oV,

PrOVA. Per quanto provato in [13] se L* & compatto esiste un com-
plessificato I* 5 Ix di L* e quindi una complessificazione della coppia
L* L*

Si puo quindi applicare il teorema 1 ed il corollario & provato.

OSSERVAZIONE 1. Sia (F, =, V, L, L*) un fibrato analitico reale in cui
V ed L sono spazi analitici reali coerenti, allora F & uno spazio analitico
coerente.

In queste ipotesi, se la coppia I, L* ammette una complessificazione
f, I* allora esiste una complessificazione (ﬁ, 77, I’/\; 1’7, E*) del fibrato F— V

~ ~

in cui F, V sono complessificati di F, V considerati come spazi analitici
reali.
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Sia (V, Oy) un 1R-spazio, (V, 03) una complessificazione di (V, Oy) ed
(@ ‘@) (7, 05) —(V, 0) un’antiinvoluzione che ha (V, Oy) come parte fissa.

Sia (ffi},—gz un ricoprimento aperto di f7, diremo che {ﬁi}igz & a-inva-
riante se per ogni i€ I esiste o’ (i)€ I tale che: a(U) = Nar(,-). Sia L* un
gruppo di Lie, ﬁ“if“ un suo complessificato e g¢;;: U;N Uj— I* un
cociclo definito sul ricoprimento o-invariante {(7,}“ r; diremo che il cociclo
(9. 3)i,jer @ a-invariante se:

a* (Gi/@) = Gy, w(j) (@ (@), VaueU;nT;, ijel

Il cociclo g;;: U;n Uj— L* si dice prolungamento del cociclo
gii: UinT;nV —I* e {9:} restrizione di {g; ;| se 9551 Tin 0y v = i ¥ ijel

CoroLLARIO 2. Sia (F,n, V, L, L*) un fibrato analitico reale definito
sull’IR-spazio (V, Ov), (17, 0y) una complessificazione di (V, Ov) ed (x, ")

A

. ~ 0 9~ ~ a* ~
un’antiinvoluzione che abbia (V, Ov) come parte fissa. Sia L — L, L* — L*

una complessificazione della coppia L, L* ed (ﬁ, 77, I”V, f Z*) un fibrato olo-
morfo.

Supponiamo esista un ricoprimento {Uiicr di V con aperti di V, con
Ui=U;nV += g, MielI, ed un cociclo é\;]‘: Uu; n ﬁ,——)L* tale che
{:(7, lijer, ristretto a V sia associato al fibrato F e {g; ;) individui su U=
== _UI U; il fibrato (0 S T7. In queste ipotesi esistono degli intorni

(24
ﬁ;’ di U; in 'I\fi tali che : oc(ﬁi’)z lNT,-’, {é:,} ristretto al ricoprimento {ﬁi’}igz
é a-invariante e il fibrato olomorfo a cui € associato ¢ una complessificazione

di F (e quindi F ristretto ad un opportuno intorno di V é un complessificato
di F).

Viceversa supponiamo che * operi effettivamente su E, L* coincida con il
luogo dei punti fissi di o* ed esista un intorno U di Vin V tale che
a1 (ffl)—f) U sia un complessificato di F.

Sia {Ujlicr un vicoprimento aperto di V, ¢ n—~'(U;) sia analiticamente
banale per ogni i€1I; esistono allora degli intorni U/ @i Usin V ed un

cociclo o-invariante g; ;: Uy N U — L* che é associato al fibrato
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PROVA. Supponiamo esista un cociclo 5,;;: U;n AU}—)LN* che ristretto
a V sia associato ad F; ne segue 97, ;(U;n Uj) ¢ L*. Le applicazioni 5}:]
estendono le g;;: U; N U;j — L*, quindi per la proposizione 1 di [11], esistono
degli intorni U; di U; in U; tali che 2 (U) =T e {g}:,j};,jgz ristretto al
ricoprimento {ﬁi’}is I, & a-invariante.

Per la costruzione fatta nella parte f) del teorema 1, dalla e«-invarianza

~

del cociclo {91',]'11?; n U;}i,]‘s ; segue che esso & associato ad un fibrato olomorfo

su U’ che & una complessificazione di F.

Viceversa supponiamo che F ristretto ad U sia un complessificato di F.
Premettiamo le seguenti osservazioni :
1) Un fibrato & banale (topologicamente od analiticamente) se e solo
se il fibrato principale associato ha sezioni globali (continue od analitiche).
2) Ogni sezione analitica di F' su U; € un morfismo y;: U;— F tale
che 7 o y;=1+4d. quindi, essendo V un complessificato di V, ogni sezione
analitica su U; & restrizione di una sezione olomorfa di # su un intorno
U; di U;in V.
3) Applicando ’osservazione 2) al fibrato principale associato ad F,
che ha certamente un complessificato per il corollario 1, si ha, in virta
dell’osservazione 1), che esistono degli intorni U* di U; in V tali che F

ristretto ad ff\;* e analiticamente banale.
Per quanto provato nella parte y) del teorema 1, esiste un ricoprimento

{U{'}icr di V, v aperto di 1'7, U/ c U per ogni i€I, ed un cociclo
gii: U n U — I* associato ad F ristretto a iszz U;", che ristretto a V
induce il fibrato F.

Si ha dunque g::j(Uin U;) € L* e quindi, per la proposizione 1 di [11],
esistono degli intorni U;' di U;in U tali che @, ;} ristretto al ricoprimento

{ ﬁi'} ¢ a-invariante,

¢) Osservazioni sulle sezioni del complessificato di un fibrato.

Sia (F, n, V, L, L*) un fibrato analitico reale sull’lR-spazio (V, Oy) ed
(i", 7, Vv, E, I*) un suo complessificato.

Notiamo, come sempre, con o, o, t;: o* le antiinvoluzioni di f’, v, f, I~

Sia U un insieme di I’/'V, notiamo con I'y(F) (e I'y (F')) Pinsieme delle
sezioni analitiche di # (di F)sa U (su V' n U). Indicheremo con ny(ﬁ") (e
I'y(F)) Vinsieme delle sezioni continue di F (di F)su U (su UNnV)
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Se FZ» V & un fibrato di gruppi gli insiemi I'y(F), I'v (F), I's(F),
I'z (F) hanno struttura di gruppo ed I* opera su I'y (f), I'{(F) mentre
IL* opera su I'y (F), I'g(F). : :

Se «(U)= U Vlantiinvoluzione o induce un’applicazione involutoria
o,: I't(F)— 't (F) definita da

@, @) =o0(y(a@®), NaelU yelgF).

Risulta inoltre o, (I'y (FV)) =FU(FV) e se I & un fibrato di gruppi o,
un omomorfismo.

Diremo che yEI‘{j(ﬁ) & o-invariante se y = o, (y). In particolare una
funzione f: V — C & detta o-invariante se S (a (@) = (@)

I sottoinsiemi delle sezioni ¢-invarianti di I'p (ﬁ), I'y (ﬁ) saranno no-
tati con “I'y(F), “I'y (F).

Osserviamo che se U c V allora yE"I‘fy(fﬂ) se, y EI'p(F). Se F & un
fibrato di gruppi allora “I'y(F), “I'y (F) sono sottogruppi di I'i(F), I'y (F).

Un esempio.

3

Di notevole interesse per il seguito e il caso dei fibrati analitici vet-
toriali. Sia (F, n, V, R*, GL (n, R)) un fibrato analitico vettoriale (cioe di
fibra 1R™ e gruppo strutturale il gruppo lineare completo GL (n,IR)), avente
per base un 1R-spazio (V, Oy).

Nel seguito assumeremo sempre come complessificato della coppia 1R”,
GL (n, R) la coppia C*, GL (n, C) con le antiinvoluzioni indotte dal coniugio.

Nel caso di un fibrato vettoriale F potremo dunque parlare di un com-
plessificato del fibrato F, senza specificare quale complessificazione della
coppia R*, GL (n, R) si & scelta. Con questa convenzione il complessificato

FZ ¥V ai un fibrato vettoriale "> V & ancora un fibrato vettoriale.

Nel caso dei fibrati vettoriali 1’antiinvoluzione ¢: I — F definisce delle
applicazioni antilineari o, : 71 (w)—w';—l (o (x)) definite da o, (v) = o (v), per
ogni v € 7l ().

Sia U c V, gli insiemi I'y(F), 'y (F), [y q v (F), T'vq v (F) hanno strut-
tura di spazi vettoriali su C ed R riSpettivamente.

Se a(U)= U ad ogni y € I'y(F) si pud associare ’elemento s-invariante
%y cosl definito :

oy (&) = 5 @) + oy (e ().
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Lo~ . ~ o~ . .
Sia F— V un fibrato vettoriale complesso, ¢: F — F un’antiinvoluzione

su ¥ e || || una norma su F; diremo che || || & una norma oinvariante se:
Lol =lloll, ¥ oe F:

Se U c V noteremo, come solito : ||y||v = sup. ||y (@)||, per ogni y € I'y (F).
ze U

A proposito delle norme c-invarianti vale il seguente

LeEMMA 1. Sia (F,n, V, R*, GL (n, R)) un fibrato analitico wvettoriale

definito sull’R-spazio (V, Oy) ed F5V una complessificazione di F.

Se o6: F—>F & Vantiinvoluzione di F esiste su F wna norma || || che &
0> e o-invariante.

Per ogni insieme U di V e per ogni coppia di sezioni y € ['t(F), y € T (F)
vale ||y — 7" lv= 1y — 7" |lv-

PrROVA. B noto che su ¥ esiste una norma C* (vedi ad esempio [4]),
notiamo con || ||’, tale norma.

La norma | || definita da: || v|| :% (ol + [jo@]|") risulta C> e

o-invariante.
Sia x € U, risulta :

||V(W)—V’(w)ll=%<H7(w)—-7’(w) |+ oty @) —o@ @)]])=
=Sy @ =7 @+ [0 @@ — o0 G@) D=~y @]

ed il lemma risulta cosi completamente dimostrato.

Sia ¥ = V un fibrato vettoriale analitico ed ¥ > ¥ un suo comples-
sificato su cui sia definita una norma || ||.

Se Uc ¥ sugli spazi vettoriali I'e(F), I'y (F), ‘'t (F), “I'y(F) si con-
gidererd definita la topologia della convergenza uniforme sui compatti. Con
tale topologia detti spazi risultano spazi vettoriali topologiei.

Si ha di piu

LEMMA 2. Sia F-> V un fibrato vettoriale analitico reale, V uno spazio

analitico reale coerente ed F—» V una complessificazione di F.
Per ogni aperto U di V tale che a(U)= U gli spazi vettoriali topologici
[‘{‘y(ﬁ'), I'y (ﬁ), °F{}(ﬁ), Ty (ﬁ) sono spazi di Frechet.
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ProvA. In {4] & provato che gli spazi I‘U(F » I U(F) sono di Frechet,

¢ immediato che “I';(¥), “I'y (F) sono chiusi in I't(¥), 7, (F) quindi an-
ch’essi sono di Frechet.

§ 3. Teoremi di approssimazione per le sezioni di un fibrato analitico
reale.

In questo paragrafo ei oceuperemo soltanto di fibrati analitici di grappi.

Ricordiamo, per comodita del lettore, alcune proprieta dei gruppi di
Lie (reali o complessi) che useremo nel seguito.

Sia L un gruppo di Lie di dimensione n ed e Videntita di L, esiste
un intorno U (e) di e su cui si possono assegnare delle coordinate «, , ..., oy,
dette coordinate normali, tali che ¢=(0,...,0) e se ¢’ = (&, ..., &), g" =
= (ary y ey Ay), ¢’y g7 SONO abbastanza vicini ad e, allora ¢”-¢” = (v, + ax,, ...
wy Ty + axy).

I sottogruppi ad un parametro sono quindi rappresentati, nelle coordi-
nate normali, da sottovarieta lineari di dimensione uno e dette coordinate
sono determinate a meno di trasformazioni lineari. Segue infine che ogni
automorfismo di L si esprime in esse con una trasformazione lineare.

Nel seguito supporremo fissato un intorno U (e¢) di e in L omeomorfo
ad un disco di TR™ (o di €») ed in U (¢) un sistema di coodinate normali
assegnato una volta per tutte.

Se il gruppo di Lie L* opera su L ogni elemento ! di L* individua
una trasformazione f(!) di un aperto contenente l’origine di U (e) in U (e)
che & lineare nelle coordinate normali.

Si definisce dunque una rappresentazione ﬁ L* — QL (n, R) (oppure
B:L*— GL (n, Q).

Ad ogni fibrato analitico di grupp1 (Fy 7, V, L, L*) si associa in questo
modo un fibrato vettoriale analitico (F 7z, V,R*, GL(n, R)) (oppure (F z, V.
c, GL (n, Q).

Piu precisamente se il fibrato F-5 vV & individuato sul ricoprimento
{Udier di V dal cociclo ¢;;: U;jn U;— L* il fibrato vettoriale associato ha
il cociclo gi ;= o gij \ 4,5 € L.

Sia (F,n, V, L, L*) un fibrato analitico di gruppi (reale o complesso)
{Ui}i e r un ricoprimento aperto localmente finito di V, g;: a1 (U;)—> Ui < L
una famiglia di banalizzazioni locali e {g; j}ijcz il cociclo dell’atlante.

B noto che lo spazio F & analiticamente isomorfo allo spazio analitico

quoziente (.UI U; < L)/% ove ¢ (Eq’ <==>¢" = (gj o 0;7)) (¢), per qualche cop-
tE .

)
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pia 4,j di elementi di I. Si pud quindi identificare F a tale quoziente e
sia p :-.-ngz U; < L — F 1a proiezione naturale.

Fissato Pintorno U (e) di ¢ in L e Datlante {o;, ¢i j}i;jer noteremo con
U (E) Vinsieme U (E)=7p (ilEJI U/ < Ule) c F.

Lo spazio totale F del fibrato vettoriale associato ad FZ v & analiti-
camente isomorfo allo spazio analitico quoziente ( ‘UI U; < ‘IR")/Q'Q, ove
(23

(%, v) f)’g (@, v)<=>a’ = (y; o ’7?1) (x) e v'==((8 o g:;) (®)) (v) per qualche coppia
i,j di elementi di I con #; = zv)i ° 0iy 1"01 U;' <X L — U, proiezione canonica.
Si identifichi Fv‘ a tale quoziente e sia 1v) : (i‘EJI U’ < 1R")—>1;’ la proiezione
naturale.

In questo modo si associa ad ogni famiglia di banalizzazioni [g,-}ie r di
F la famiglia o;: 7~ (U) — Uy > IR di banalizzazioni di F che sard detta
associata a {oiier .

Se F & individuato dal cociclo {g; j}i jer rispetto alle {o;};r il fibrato F
¢ individuato, rispetto alle carte {&V)i}iﬁ 1, dal cociclo {8 o gi ;i jez. Analoga-

mente si fa nel caso complesso.
Nel caso degli spazi fibrati vettoriali 1’identita di L si indica con o e

si pone U(0)=p(iEJI U/ < U o)), ove U (o) & I'insieme dei punti (¥, ..., x,)
di R"(0 di Q) tali che in U (e) esiste un punto di coordinate (x,, ..., ®,).

Per ogni L€ U (¢) noteremo con [I]€1R” (o di C”) Vinsieme delle sue coor-
dinate. Sono definite le applicazioni d;: U;' < U (o) — U; < U (e) ove
di (@, [I]) = (2, 1), 6: U(O)— U(E) ove:

(1) i) =o 1 (Bigi(q) se q€U(0)

0 i1 (U) — Uy < R* (oppure Uy’ >< C").

Si verifica che 6 ¢ ben definita ed & un’applicazione analitica invertibile
(vedi ad esempio [4]).

Siamo v, v, elementi di U (0) tali che 7:(”1) == :;(vQ) ed inoltre v, = av,,
a €1R (oppure a€ ). Per le proprietd delle coordinate normali risulta
0 (v + vp) = 0 (vy)- 0 (vy).

Per ogni 2 € if" esiste n € N tale che %E U (0).

Poniamo :

(2) $ (@)= <5 (i))
n
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L’applicazione 6 risulta ben definita, cio¢ non dipende dall’intero =, e

definisce un’applicazione analitica 3 ¢ F— F tale che 7 o 3 = 7.

OSSERVAZIONE 1. Sia L un gruppo di Lie reale, L un suo complessi-
ficato ed ;\: T — I Vantiinvoluzione associata.
Notiamo le cose seguenti
a) Esiste un intorno ﬁ(e) dellidentita ¢ di L su cui sono definite
delle coordinate normali 2,,...,2, tali che:
1)« ({25]) = {25}
ii) le coordinate z,, ..., 2, ristrette ad Ln 4 (e) sono coordinate nor-
mali in L.
(Per i dettagli vedasi [13]).
b) Sia (Fy =, V, L, I‘J/*) un fibrato analitico reale di gruppi definito sul-
IIR-spazio (V, Oy) ed F -5 V il fibrato vettoriale associato.

v
v

Se F-5 7V & un complessificato di F-» V e ¥ ¥V &l fibrato vetto-

riale associato ad F —» V allora, se I* opera effettivamente su L ed I* =
= {lEZ*la* () = 1}, esiste un intorno V” di Vin ¥ tale che o (V") = V"’
ed ¥ ristretto a ¥’/ & un complessificato di F—» V.

~

Esiste infatti un ricoprimento {U;i.r di V con aperti di f”, o (f/i-) = 17;,
per cui sono definite delle banalizzazioni

Qu;—l(ﬁi)._) U; < I tali che o;looiogi=o0
ove

()= (x (@), a(l), Vaeli LeL

Per il corollario 2 del § 2 si pudo supporre che il cociclo {_(/"\;'j}i,jel ai ¥
associato alle banalizzazioni {Q,—}is 7 sia tale che ristretto a V sia a valori
in L*,

Fissate in I le coordinate mnormali 2, ..y 2, definite in a) e posto

., il fibrato vettoriale B associato ad b

~, S P I N
14 =il€JIU,~,F =a"(V)a" =7

risulta individuato, rispetto a dette coordinate normali, dal cociclo {;, =
=B o gij)ijer ove f: L* — GL (n, €) & la rappresentazione individuata dalle
coordinate z,,...,2 (ove z; = @ + iy;,j = 1, ..., n).
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v

Per le proprieta i) ed ii) di dette coordinate il cociclo {é\;‘ ;| ristretto a

V & associato al fibrato F — V, quando si prendano le coordinate normali
Xy yeee ¥y di L.

Quanto provato, per il corollario 2 del § 2, dimostra Dasserto della
nostra osservazione.

v
~

¢) Sia F” — V" il fibrato definito nell’osservazione b) elé\: 7 =

- (f}"’),éz ﬁ(0)~—> ’fj(E) le applicazioni definite dalla (2) e dalla (1)
rispettivamente.

Se {oicz @ la famiglia di banalizzasioni di ¥’ definita in 1) e (Oddier®

la famiglia delle banalizzazioni associate di 7’ siha per la (1):6(q) =

=(0;710 dio 0i) (), qE’:vz*l ('Z\/"l-): cio¢ D’applicazione J si esprime sulle ba-
nalizzazioni tramite le J;.

Siano o;,0; le antiinvoluzioni di U; =< IT, U: < C», per le proprieta i)

ed ii) delle coordinate z,, ..., 2, risulta J; o 0; = g; o ;.
v

Si deduce quindi 6 o =006 ed anche, essendole fibre di F’ connes-
se, 300=0 o0

Possiamo cosl riassumere i risultati trovati :

Sia (F, 7, V, L, L*) un fibrato analitico reale di gruppi, (V, Oy) un IR-spa-
zio ; sia f’f, I* una complessificazione della coppia L, L* tale che * operi effet-
tivamente su L ed L* = (1€ L*|a*(l) = 1.

Esiste un complessificato F”— V" di F tale che il fibrato vettoriale

v

F’’ associato ad F’’/ sia un complessificato del fibrato vettoriale F iR v
associato ad F. Si ha inoltre :

v
”~ v

N\ v ~ ~
oo d=200c0 ove o,0 sono le antiinvoluzioni di F’/, F"’.

LEMMA 3. Sia F-—> V un fibrato vettoriale analitico veale, V uno spazio

analitico reale coevente, ed 75V un complessificato di F tale che V sia uno
spazio di Stein.

Sia dim V =n,7~! () X2 1RI. Esistono allora y,, ..., ypEf'Ff,(’lﬁ),p =(n-41)q,
tali che per ogni y € I'y (F) (oppure y € I'y (F)) esistono delle funzioni su V,
analitiche reali (oppure continue) f, ..., [, per cui:

y () = :é fi(@) yi(®), per ogni wx€eV.

=1
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ProvaA. Sia /il fascio dei germi delle sezioni olomorfe di 17, O il fascio
dei germi delle funzioni olomorfe su V, “7';, O, le spighe di C}; O in un punto
X € V

Tl fascio % & un O modulo ed & coerente su O; per ogni %€ 7V 9, ha
un sistema di ¢ generatori come O, modulo.

Per quanto provato in [1] esistono degli elementi “y,, ..., "y, di I'y (F)
tali che le loro restrizioni ad 7, generano &, come O, modulo, \/ x € V.

Sia y € I'y (F'), nell’osservazione 2 del corollario 2 del § 2 si & provato
che y & restrizione di un elemento 7 di Tv,(ﬁ), ove V’ & un intorno di V
in Ve V& di Stein.

Le restrizioni di “y,, ..., ’y, generano 67} come O, modulo, per ogni x € 17’,
quindi, per un teorema di H. Cartan, esistono delle funzioni olomorfe g, ... , g,
definite su ¥’ tali che

p ~
(1) y@) = 23 g;(x)’y;(x) per ogni x€V’,

=1
Si ha dalla (1):
~ »
oy (@)= 3 °g;(x) yi(x) ove yi=""y

=1
e percio

D
y (%) = X °g;(x)y;(x) per ogni x€V
=1

ove °¢g; sono funzioni analitiche reali e y,€°['y ('IV?), t=1,..,p, e questo
prova la prima parte del lemma.
Sia invece y € I'y (F), per il teorema 12.2 di [9], y & restrizione di una

sezione continua ’;\; definita su un intorno ¥V’ di V in V.
Usando gli stessi argomenti di H. Grauert ([4] teorema 7 a) si prova

~ »
che esistono delle funzioni continue if... ks tali che y(x) = X k¥ (x) ’y; ()
=1

~ p
per € V’; si ha dunque y(x) = P h¥ (x) y; (x) per ogni #€ V ed il lemma

=1

¢ completamente dimostrato.

LEMMA 4. Sia F-2 V un Jfibrato vettoriale analitico reale, V uno spazio

~ I ~ . - .
analitico reale coerente ed F— V un complessificato di I tale che V sia uno
spazio di Stein.

Sia || || wna norma su 7.

18. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Comunque si fissino un compatto K < V, una sezione continua y € 'y (F')
ed ¢ >0 esiste y’ € "F‘;(’i') tale che: ||y — ' ||k < &

PrOVA. Per il teorema 12.2 di [9] possiamo considerare y come la re-
strizione di una sezione definita su un intorno U di K in V. Per il lemma

3 esistono y,, ..,y €I ('l\i”) ¢ delle funzioni continue reali f;,..,f, su U
Y4

tali che y (x) = 2 f;(x)y;(x) per ogni z€ U.
i=1

In [12] si & provato che ogni f; pud essere approssimata uniformemente
sni compatti con funzioni olomorfe o-invarianti definite su V.

Fissato &> 0 si possono quindi trovare delle funzioni olomorfe su
V' g1+, 9p tali che:

»
Gi=gi, |v— igi)’ilx<s

e questo conclude la dimostrazione del lemma.

OSSERVAZIONE 2. Analogamente a quanto fatto per le funzioni olomorfe,
vedi [12], anche per le sezioni di un fibrato vettoriale si pud definire la
s-topologia. Dalla dimostrazione del lemma 4 segue che le sezioni continue

di F si possono approssimare anche nella &-topologia con elementi di 1", (fﬁ).

Sia P V uno spazio fibrato analitico vettoriale sullo spazio analitico
reale V e || | una norma su F.

Per ogni insieme U di V ed ogni funzione continua ¢: U — R+ (IR+ =
=10, 4 co[) poniamo: W.g = {y € I'7(F) || 7 (2)|| < & (@)}-

Al variare delle funzioni &(x) gli insiemi W,y formano un sistema
fondamentale di intorni della sezione nulla per una topologia che chiame-
remo W-topologia.

Notiamo che in generale I';:(F) con la W-topologia non & uno spazio
vettoriale topologico (il prodotto per gli scalari pud non essere continuo)
ma soltanto un gruppo topologico. Tale gruppo topologico non & metrizzabile
se U non e compatto ed & uno spazio di Baire (vedi ad esempio [0]).

Ricordiamo il seguente teorema di approssimazione dovuto ad H.
Whitney ([15]):

Sia U un aperto di R, e: U—Rt,¢: U— R due funzioni continue ;
esiste allora un’applicazione analitica f: U— R tale che |f(x)— g (x)|<C
<e(r), fFzel.

Sia V un (IR)-spazio /l; un sottospazio di dimensione n, esiste un omeo-
morfismo analitico ¢ : Vs V’, che & restrizione di una applicazione ana-

litica v : V _, R¥™ 11, di V su un insieme analitico V’ di TRzn+1 (vedi [12]).
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Per ogni funzione continua f definita su un aperto U di /1; esiste un
aperto U’ di 1R?2*t! ed una funzione continua f7: U’— 1R tale che /= f,oy}IU-
Si puo dunque concludere col seguente :

A
TrEoREMA 2. Sia V un (R)-spazio, V un suo insieme analitico di dimensio-
P
ne finita, U un aperto di V, e: U—> R, g: U— R due funzioni continue;
esiste allora una funzione analitica definita sw un intorno U di U in V:

i U1 tale che |f(z)— g (x)| <e(x), W axeU.
Dal lemma 3 e dal teorema 2 segue il:

LEMMA 5. Sia F-> V un fibrato vettoriale analitico reale e V uno spazio
analitico reale coerente di dimensione finita.

Sia D wun chiuso di V e pp: I'y (F)—> I'n(F) Vomomorfismo di restri-
zione.

Supponiamo sia fissata su F una norma e su I'y (F), I'f (F) si consi-
derino le W-topologie corrispondenti; in queste ipotesi pp (I'v(F)) é denso in
I'p(F).

Se invece Hc V ¢ aperto allova I'y (F) & denso in I'g (F).

PROVA. Sia y €Iy (F), per il teorema 12.2 di [9] y & la restrizione di
una sezione ’y € I'y(F).

Per il lemma 3 esistono delle funzioni, continue su V, a valori reali,
Sis s fq € delle sezioni di I'y (F):y,,..,7, tali che

@)= 3 fi@ @,  MaeeT

=1

Data una funzione continua ‘e : D — R+ (IRT =] 0, + oo [) esiste un’ap-
plicazione continua &: V —> IR+ che prolunga ’e.

Per il teorema 2 esistono delle funzioni analitiche su V: Rk, , .., h, tali
che:
q
2 hi(e) ys(x) — "y ()

i=1

e(@), NVrEV;

|

si e cosl provata la prima parte del lemma,.
La seconda parte & conseguenza immediata del lemma 3 e del teorema 2.
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OSSERVAZIONE 3. H. Whitney dimostra in [15] il teorema seguente :
sia K un chiuso di IR* ed f; K — IR una funzione! 0~ definita su un in-
torno di K ; esiste allora una funzione g: R™ — 1R che coincide con f su
K ed & analitica fuori di K.

Da questo risultato e dal lemma 3 si possono dedurre dei teoremi di
prolungamento analitico di una sezione C> di un fibrato vettoriale analitico.

Lasciamo i dettagli al lettore non essendo interessati nel seguito a
questa questione.

Sia (F, =, V, L, L*) un fibrato analitico di gruppi (reale o complesso),
U un insieme di V e y € ['y(F). y dicesi omotopa continuamente (od anali-
liticamente) alla sezione identica e, se esiste un’applicazione continua

PiU S I— I, T=[0,1], tale che 7, o\ = 1,7| gy = & una
sezione (analitica) per ogni t€ 1.

La sezione y dicesi localmente omotopa ad e
compatto K di U & omotopa ad e,.

Dato un fibrato analitico reale di gruppi (F, =z, V, L, L*), con V spa-

V1o v € Vioxu

y Se ristretta ad ogni

zio analitico reale coerente, ed un suo complessificato (¥, z, V, L, L*) con-
sidereremo in questo paragrafo anche i due fibrati vettoriali associati
v

v v oo

Y o ~ ~

r— Vv, r 25V e supporremo che:
v

v
v

@) 7 2yV sia un complessificato di v (condizione questa che puo
essere soddisfatta, per quanto provato nell’osservazione 1 di questo paragrafo,

se L* opera effettivamente su L ed L* = [1€ L* | a*(1) = 1))
Considereremo nel seguito di questo paragrafo verificata la condizione a).

Supponiamo poi fissato su ¥ una norma o-invariante || || (tale norma
esiste per il lemma 1).

Si e definita Papplicazione analitica 5 :F— ¥ e non & restrittivo sup-
porre (vedi osservazione 1 di questo paragrafo), che si abbia:

A A v v ~ ~ ~
b) 6 00=0o00, ove ¢: F—F & Pantiinvoluzione di F.

Chiameremo complessificazione adattata di F una complessificazione 7
per cui valga a) e b).

La norma assegnata su F induce la topologia della convergenza uni-
v

forme sui compatti, negli spazi I'z (T«'), per ogni insieme 7' di V. L’applica-
zione d: U (0)— U (E) definisce una corrispondenza biunivoca 8,: I'y (U(0))—
— I'p (U (BE)) fra le famiglie delle sezioni continue su 7 a valori in U (0)
ed in U (H).
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Sia {B;};¢4 un sistema fondamentale di intorni della sezione nulla

Orel'p (ff’) ; possiamo supporre B,c 'z (U (0)), per ognile A se T & compatto.
La famiglia di insiemi {6*(3;,)}“ 4 © un sistema fondamentale di intorni
dell’identita di I’z (ﬁ) per una topologia che chiameremo topologia della

convergenza uniforme sui compatti.
Se invece {Bj}ic4 € un sistema fondamentale di intorni di Or per la
W-topologia gli insiemi {8, (Bi)}ic4 sono un sistema fondamentale di intorni

dell’identita per una topologia su I'7 (if!' ) che diremo W-topologia.
Dalla locale compattezza di V si deduce per ogni aperto 7 di ¥ che le

topologie ora definite su I’y (ﬁ) non dipendono né dalla norma scelta su F
né dalle coordinate normali adottate.
Vale la seguente :

PROPOSIZIONE 1. Sia (F, n, V, L, L*) un fibrato analitico reale di
gruppi, V uno spazio analitico reale coerente, (’17’, ;{, V, f;, Z*) una comples-

sificazione adattata di F e V uno spazio di Stein.
Sia K un compatto di V e y € I'i (F) una sezione continuamente omotopa
alla sezione identica.

In queste ipotesi esiste una successione di sezioni (ynluew, ¥* E"I}(ff’)
tali che y, k —> y ed inoltre ogni y, é olomorficamente omotopa alla sezione
identica.

ProvVA. La dimostrazione consiste nelle seguenti osservazioni :

i) essendo y continuamente omotopa alla sezione identica essa & nella
componente connessa di ex (rispetto alla topologia della convergenza uniforme

sui compatti di I'g (F)).
Esiste guindi un numero finito y,,...,y, di elementi di o, (I'x (U (0))

AN AN AN

tali che y =,y .. 74 .
ii) 8Bia ‘yi= 03" (ys)y i =1, ..., ¢

v
~

Per il lemma 4 esistono degli elementi yi€°I';(F),i=1,..,9 n€N,
tali ehe: lim 7;'” x="vi ed i 7! sono analiticamente omotopi all’identita.

n— co

iii) Gli elementi y, = d, (y1-»2 ... y?) sono analiticamente omotopi alla
sezione identica e si ha lim y, g =7-

n — 0o
I’applicazione §, commuta con le antiinvoluzioni quindi y,€°I; (F)
per ogni n€ N e la proposizione & provata
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OSSERVAZIONE 4. Sia (F, =, V, L, L*) un fibrato analitico di gruppi,
V uno spazio analitico reale coerente di dimensione finita, H un insieme di
V ed e, la sezione identica di F su H.

Sia I'y (F) dotato della m-topologia e y € I'y (F) un elemento che sia
nel sottogruppo generato da d, (['g (U (0))).

In queste ipotesi se H & aperto yEIT(F—), ove la chiusura e fatta
rigspetto alla W-topologia. Se invece H & chiuso y si pud approssimare arbi-
trariamente, nella W-topologia, con elementi di Iy ().

Per dimostrare questi fatti basta ripetere gli argomenti i), ii) iii) della

proposizione 1 sostituendo i risultati del lemma 4 con quelli del lemma 5.

§ 4. Classificazione degli spazi fibrati analitici reali.

Premettiamo alcune definizioni e fatti che sfrutteremo nel seguito.

Siano X, Y due spazi topologici (X, Y) la famiglia delle applicazioni
continue di X in Y ed ‘R la relazione di equivalenza : f g <—>f & omotopa
a g.

! Noteremo con 5 (X,Y) Vinsieme (X, Y)/% econ p:F X, Y)—a(X,Y)

la proiezione canonica.

Se X, Y sono spazi analitici (reali o complessi) ed 7 (X, ¥ )& la fami-
glia delle applicazioni analitiche di X in Y indicheremo con ¢, la rela-

zione di equivalenza: f c)fl"”g<:> esiste un’applicazione continua ¢: X <
X I—Y, I=[0,1], tale che ¢, —y=f, @ i=1=¢, ¢ xx ¢ analitica per
ogni t€l.

Noteremo con =, (X, ¥) Vinsieme quoziente %, (X, Y)/%a e con p, la
proiezione canonica.

I’inclusione %, (X, Y)— (X, Y) induce un’applicazione h: s, (X, ¥)—
—>m (X, Y) che, in generale non & iniettiva ne surgettiva.

Diremo f, g omotope (od analiticamente omotope) se p (f) = p (9)
(oppure p, (f) = Pa(9)):

Sia (F,, #,, V,, L, L*) un fibrato topologico ed f: V,— V, un’appli-
cazione continua dello spazio topologico V, nello spazio V,. Sia {Uilie s un
ricoprimento aperto di V, e {¢:;: U;nU;—> L*}; ;.1 un cociclo che individua
il fibrato Fi;{f~!(Uyliez & un ricoprimento aperto di V, e {9 = gijo flijer
& un cociclo su V,.

11 fibrato (Fy, m,, V,, L, L*) associato al cociclo {g¥;}ijcr & detto
immagine inversa del fibrato F, tramite f e verrda notato f* (F;). Si prova
che f*(F,) non dipende dal cociclo {g¢;,;} scelto.

Ricordiamo i fatti seguenti ;
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a\ un fibrato (Fy, 75, V,, L, L* & equivalente ad f* (F,) se, e solo
se, esiste un’applicazione fibrata ¢: Fy —» F, tale che 7, 0 g=fo ;.
b) se f,, fo: Vy—> V, sono omotope allora f,*(¥,) & equivalente ad fo*(F,).
¢) per ogni gruppo di Lie compatto L* ed ogni n € N esiste un fibrato
analitico reale (B, , @,, X, , L* L*) tale che per ogni spazio triangolabile
V, di dimensione al pill' m, la corrispondenza che associa ad {f}€n(V, X,):
f* (B, stabilisca un’applicazione bigettiva fra = (V, X,) e le classi di fibrati
principali su V con gruppo strutturale L*.
11 fibrato B, si dice fibrato universale nella dimensione n per L* e
B, , X, sono varietd analitiche reali omogenee.
Se V & uno spazio paracompatto ed L* & un gruppo di Lie esiste un

fibrato topologico principale By —ZXU di fibra L* tale che n (V, Xy) sia in
corrispondenza biunivoca con le classi di fibrati principali su V aventi fibra L*.
11 fibrato B & detto fibrato universale rispetto ad L*.

d) Se L* & un gruppo di Lie connesso ogni fibrato topologico avente
base paracompatta e gruppo strutturale L* ammette un fibrato topologico
equivalente avente per gruppo strutturale un sottogruppo compatto di L*.

Per la dimostrazione di questi fatti vedasi [9] e [7].

Sia V un IR-spazio di dimensione » ed f: V — X, un morfismo, allora
S*(B,) & un fibrato analitico.

Non si puo affermare, a priori, che per ogni fibrato analitico (F,n,V, L*, L¥)
esista un morfismo f tale che F = f*(B,).

Diremo fortemente analitici i fibrati I per cui esiste tale morfismo.

Avremo bisogno nel seguito del seguente :

TeEoREMA 3. Sia V un (IR)-spazio e V uno spazio di Stein su cui sia
definita, Vantiinvoluzione o: V— V tale che V = {re€ ~V| o (x) = wx). Hsiste
allora una triangolazione di V' che ha V come sottocomplesso simpliciale ; ne
segue che V ha in V un sistema Sondamentale di intorni contrattili su V.

Il teorema 3 & conseguenza dei risultati di Giesecke (vedi [3]), oppure
puo essere dedotto, nel caso in cui dim V< - oo, dai risultati di Lojasie-
wicz ([8]) mediante le seguenti osservazioni :

i) esiste un omeomorfismo analitico ¢: V— 7V d V su un insieme
analitico V’ di C™, m €N, tale che: ¢ () = ¢ (6 (), VT E V.

ii) esiste un numero finito di funzioni olomorfe f, ,...,f; definite su
C™ tali che V' = (y Q™ |f, (y) = ... =1, () = 0}

iii) da ii) segue che Ve decomponibile in un numero finito di insiemi

semianalitici uno dei quali & V' N R™ = ¢ (V).
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Dai risultati di [3] segue ora 1’asserto.
L’osservazione i) & provata in [10], per la ii) vedi ad esempio [1].

TEOREMA 4. Sia V un (R)-spazio di dimensione finita, X una varietd
analitica reale; Vapplicazione naturale h:m,(V, X)—n(V,X) & bigettiva,

Prova 1). Possiamo supporre (vedi [10]) che X sia una sottovarieta
analitica chiusa di R™.

Sia B il fibrato normale di X, Xc 1R™ ; la metrica di 1R™, ristretta ad
X & analitica quindi B & un fibrato analitico. Esiste percido un omeomorfismo
bianalitico y: B — U, di B su un intorno aperto U di X in R™, tale che
2 (yo) = X, ove y, & la sezione nulla di B.

Si puo costruire un’applicazione continua w: U < I — U tale che :
Y=o =1d, w (U < {1})) = X, | xxy=1d e v yx yu © analitica per ogni t€ I ;
basta infatti porre v (x,t) = y (L — ) (x~ ())), M« € U, t€I. Per ogni vx€X
esiste ¢ (x) > 0 tale che il disco S (x,¢(x)) di R™ di centro x e raggio ¢ (),
rispetto alla metrica di IR™, sia contenuto in U.

Sia W uno spazio analitico reale, vogliamo provare che, date due ap-
plicazioni continue f,g: W — X, tali che:d(f(¥), g(y) <<e(f (), per ogui
y€ W, allora f & omotopa a g e, se f e g sono analitiche, esse sono analiti-
camente omotope.

Per ogni y€ W il segmento che congiunge f(y) con g¢(y) & contenuto
in Uj; si puod percio definire 1’omotopia

P,y =y (1 —0f @)+ t-g@) < (1), WaeW, tel

Cio prova lasserto.

2) Proviamo che h:z, (V, X)—>n(V,X) & surgettiva. L’applicazione
v, definita nel punto 1), & continua quindi per ogni x € X esiste o (x) > 0,
o () <e(x), tale che:

dz,y) < o(@)=>d(x, v (¥, {1))) <& (@)

Sia f: V — X un’applicazione continua; per il teorema 2 esiste un’ap-
plicazione analitica ¢g: V — IR™ tale che d (f(x), 9 (@) <o (f(x), MxeV.

Posto ¢’ = y|,—1 0g Vapplicazione ¢’: V— X & analitica ed inoltre
ad(f(x), 9" (x) < e(f(w), x€V; per quanto provato nel punto 1) di questo
teorema ¢’ & omotopa ad f e quindi & & surgettiva.

Dimostriamo che & & iniettiva.

Siano f,g: V— X due applicazioni analitiche per cui esista un’appli-
1 3

cazione continua z: V > I— X tale che #=9=/,, 3= =¢. Sia I'=]— —2—,;[,
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W=V>x1I; W & un (IR)spazio di dimensione finita; V >< I & un chiuso
di W ed esiste un’estensione continua »’: W-— X di 4 a W.

Per il teorema 2 esiste un’applicazione analitica n,: W — IR™ tale che :
am’ (p)y, na(p) <o (p); MpeW, da cui d(3.(p), n'(p) < &(n’(p)), ove
Na == Y|t=1° Na -

Per la parte 1) di questo teorema si ha:

® ® ® .
I~ a0~ Najt=1~ g OVEe K, & la relazione :

« essere analiticamente omotopa ».
Il teorema & cosi completamente dimostrato.

COROLLARIO 1. Sia V un (IR)-spazio ogni cut componente connessa abbia
dimensione finita, L* un gruppo di Lie sottogruppo di Lie di un gruppo di
Lie connesso (%) ed (F,n, V, L*, L*) un fibrato topologico.

Hsiste un fibrato fortemente analitico (F*,=*,V, L*, L*) topologicamente
equivalente ad F.

ProVA. Per quanto provato in [9] esiste un fibrato F” topologicamente
equivalente ad F avente per gruppo strutturale un gruppo di Lie compatto.

Evidentemente basta dimostrare il corollario nel caso in cui V sia con-
nesso; sia dim V =mn. Per il teorema 3 V e triangolabile, quindi esiste
un’applicazione f: V— X, tale che f* (B,) = F" (vedi c)).

Per il teorema 4 esiste un’applicazione analitica g: V — X, , omotopa
ad f; il fibrato ¢* (B,) & fortemente analitico ed & equivalente ad F. Il co-
rollario & cosi provato.

Sia V uno spazio analitico reale coerente ed L* un gruppo di Lie reale;
indicheremo con 9P, (V, L*), B, (V, L*) le famiglie dei fibrati principali topo-
logici, rispettivamente analitici di base V e gruppo strutturale L*.

Noteremo con C/K\?c y %‘, la relazione di equivalenza topologica ed anali-
tica fra due fibrati e sia

B (v, L*) =B ( v, L*)/C)Qc, Ba ( v, L¥*) = DVa ( v, L*)/C/)\Qa .
In generale & definita un’applicazione ¥ : 8% (V, L*) — 3% (V, L*) che

associa ad ogni classe di fibrati analitici 1a classe di fibrati topologici che
la contiene.

(3) Ogni sottogruppo di Lie di un gruppo di matrici (e quindi ogni grappo di Lie
compatto) soddisfa questa condizione.
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Indicheremo con %, (V, L*), U, (V, L*), od anche 9, (L*), 9, (L*) i fasci
dei germi delle applicazioni continue od analitiche di V a valori in L*.
i noto (vedi ad esempio [2]) che vi sono delle corrispondenze biunivoche :

ot H(V, U (L¥) =52 (V. LF)
Cat HY(V, U (L*) — BI(V, L¥).

Sia n: HY(V, 9, (L*) — H'(V, U, (L*) Papplicazione indotta dall’in-
clusione U, (L*) — 9, (L*), vale allora :

loon=1>D0C,.

Dalla bigettivita di {,, (. si deduce quindi :
n & iniettiva, surgettiva, bigettiva se e solo e ¢ & iniettiva, surgettiva,
bigettiva.

PROPOSIZIONE 2. Sia V uno spazio analitico reale coerente, L* un gruppo

di Lie reale per cui esista un complessificato *. In queste ipotest
& : B (V, L*)— BF(V, L*) ¢ iniettiva.

Prova. 1) Ripetendo la dimostrazione del teorema 11 di [5] si prova
che basta dimostrare che ogni fibrato analitico (F,n, V, L*, L¥) topologica-
mente banale e anche analiticamente banale.

Per ipotesi L* ha un complessificato * quindi, per il corollario 1 del
paragrafo 2, esiste un complessificato (AF, '7;, v, }J*,L’*) di F.

Per la costruzione fatta nel teorema 1 E puod essere preso in modo che
esista un ricoprimento {U iez Qi V con aperti di V ed un cociclo ¢-inva-
riante gl it U n U—>L* tale che {gl lijer 1nd1v1dul il fibrato olomorfo

7l (, U Ty e {g, jli,je 1, ristretto al ricoprimento {U; = Un Viier, individui F.

Per ipotesi F' & topologicamente banale quindi esistono delle applica-
zioni continue h;: U; — L* tali che:

(1) JeilTavy="lioky ", N i,jel

La (1) prova che a1 (V)i> V & un fibrato topologicamente banale.
2) Per il teorema 3 esiste un intorno V/ di V in V che & contrat-

T .

tile su V. Sia By— Xy il fibrato universale rispetto ad i*; esiste allo-
ra un’applicazione continua f: V’/ —s X, tale che f*(Byp) & topologicamente

~ ~ n

equivalente al fibrato 7~ (V/) = T’ =y V.
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L’applicazione }'\: Jiv induece il fibrato j/'; (By) che & topologicamente
equivalente a s’ (V) e quindi & banale. 11 fibrato By & universale percid
dalla banalitd di 71 (V) segue che jAe omotopa ad un’applicazione costante.
Si & provato che esistono delle applicazioni continue v : V' <I— V' con
Wiemo =14, ypyscy = id, M el w(V < {1)=7V ¢:VxI— Xy con
Ple=0=/f, (V< [1}) =pe Xy.

Sia y: V’/ > I— Xy definita da:

sf(w(w, 2t) per 0“<_t£—‘1,—
x (@, 1) = ) 1
\(p(lp(a;x 1) >< (2¢ — 1)) per?gtgl.
La yx stabilisce un’omotopia fra f ed un’applicazione costante ; il fibrato
f*(By) ¢ dunque topologicamente banale.
3) Sia 7” un intorno aperto di V in V"’ che sia uno spazio di Stein
(tale intorno esiste, vedi [10}).
Il fibrato 7’;—1(1’7") & topologicamente banale per quanto provato nel

punto 2), quindi ! (’17”) & topologicamente banale. Per un noto risultato

di H. Grauert [6]) il fibrato 7~ (V") Zs V" risulta olomorficamente banale.
11 fibrato F' & principale quindi & analiticamente banale se, e solo se, la se-

zione identica & analitica. Essendo =1 (V") olomorficamente banale la sua
sezione identica y” & olomorfa su V”;y" y & dunque analitica e cid con-
clude la dimostrazione.

Siamo ora in grado di provare il

"

TEOREMA 5. Sia V wuno spazio analitico reale coerente ogni cui compo-
nente connessa abbia dimensione finita, L* wn gruppo di Lie reale e
9 ViV, L*) — BF (V, L*) Vapplicazione fra le classi di fibrati principali
di base V e gruppo strutturale L*.

~

Lapplicazione & & iniettiva e se L* & sottogruppo di Lie di un gruppo
di Lie connesso & é bigettiva.

ProvA. La surgettivitd di J & stata provata nel corollario 1 di questo
paragrafo.

Come si & osservato prima della proposizione 2, dimostrare l'iniettivita
di ¥ equivale a provare Viniettivitd di n: H!(V, ¥y (L*) — H (V, H, (L*)).
Siano e,,e, gli elementi neutri di H!(V, U, (L*), H! (V, U (L*). Come
visto nella proposizione 2 basta allora dimostrare che % (o) = ¢, —> a = €4.
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Si puo inoltre supporre V sia connesso di dimensione finita.

La proposizione 2 dimostra che # & iniettiva se L* & complessificabile;
proviamo che 5 & iniettiva se L* & connesso.

Se L* ¢ un gruppo di Lie connesso esiste un sottogruppo discreto H,
contenuto nel centro, tale che L*/H sia complessificabile (vedi [13]).

Si ha il diagramma commutativo a righe esatte (vedi [2] pag. 182):

—s HO(V, (L H ) 5 H(V, 9 ()25 H(V, U (L) -2 HL(V, W (T*/H)) —>
(1) I i, I i I i l %
! A

s HO(V, U (LA HY) 5 BV, U H )2 H(V, W L) = HL(V, U (L H ) —>

ove ﬁ 0(...) indica Vinsieme delle classi di sezioni (continue od analitiche) a
meno di omotopia (continua od analitica (nel senso di [2]) (3).
Valgono i fatti seguenti :
I) i, & surgettiva per il teorema 4.
II) i, & bigettiva perché H & discreto.

III) 4, & bigettiva perchd® L*/H & complessificabile e si pud applicare
la proposizione 2.

Sia a € HY(V, Uy (L*), i5(a) = e, .

Per III) q; () & elemento neutro, quindi esiste o, € H' (V, %, (H)) tale
che ¢, (%) = a. Si ha ¢ (i, (2,)) = e, quindi esiste «, € 1/1\0 (V, ¥, (L*/H)) tale
che ¢ (oy) = iy (ay). R

Per I) esiste ay € HO(V, U, (L*/H)) tale che o, =i, (o).

Si ha allora, per II), g, (a;) = 2, onde « = g, (g, (¢;)) = €, € cid prova
Piniettivita di ;.

Dimostriamo ora che # & iniettiva qualsiasi sia L*.

Sia Lj la componente connessa dell’identita di L*; si ha la successione
esatta 0 — L¥ — L* — H* — 0 ove H* & discreto. 11 sottogruppo L} & nor-
male, si ha percio, (vedi [2]), il diagramma commutativo a righe esatte

— HO(V, W (H*) — H'(V, Wo (L)) — H' (V, Uo (L*)) — H* (V, U (H*))
| | | |
n
d ¥ ' v
s HO(V, O (H*) — HY (V, U, (L)) —> H(V, U (D) —> H(V, W, (HY),

Ragionando come per il diagramma (1) si prova che % & iniettivo.

(?) Due sezioni sono analiticamente omotope in questa accezione se lomotopia
y: V><I— L*/H fra le due sezioni & analitica sullo spazio I >< I.
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Il teorema & dunque completamente dimostrato.
Diremo che un fibrato (F, s, V, L*, L*) soddisfa alla condizione E)se V
& uno spazio analitico reale coerente, ogni cui componente connessa ha di-

\

mensione finita, ed L* & un sottogruppo di Lie di un gruppo di Lie connesso.

COROLLARIO 2. Sia (F,n, V, L*, L*) un fibrato principale analitico sod-
disfacente alla condizione H). Valgono i fatti seguenti:

N

1) il gruppo L* é analiticamente riducibile al sottogruppo T* se ¢ solo

se & topologicamente riducibile ad I* .

2) ¥ ha una sezione continua se e solo se ha una sezione analitica.

3) se V od F sono contraitili F & analiticamente banale

4) se V ¢ contrattile su V', V' « V, ogni fibrato analitico (F’,n, V',
L*, L*) su V' si estende in modo unico, @ meno di isomorfismi analitici, ad
un fibrato analitico (F,n, V, L*, L*).

Istituto Matematico
Universita di Pisa
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[3] B.
(4] H.
[5] H.
(6] H

[7] F.
(8] 8.

[9] N.
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