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SUL LIMITE DELLE SOLUZIONI DI PROBLEMI
DI CAUCHY RELATIVI
ALI’EQUAZIONE DEL CALORE

SERGIO SPAGNOLO

Introduzione.

Scopo del presente lavoro & lo studio della convergenza delle soluzioni
{ug (t, x)} dei problemi di Cauchy :

due _ 5 9 [, 8%
o o, (%- aw,-) (t>0
(D
lim u; (¢, %) = @ (x) in L?
t 0+

dove i coefficienti af.’f) gono delle funzioni misurabili e limitate della variabile
x € IR™, tali che (1, > 0):

a®) = a¥)
ij i

) LR .%, af) @) &&= A, | Mz EER (k=1,23,..)
Due tipi di convergenza si possono considerare :

(o) {ur (¢, ) i>u(t, x) in L? per ogni t > 0,

(B {u (8, ) —k>u(t, #) in H?', uniform. per ¢ limitati;

per ogni fissato dato iniziale ¢ € H! (IR").

Pervenuto in Redazione il 13 Luglio 1967.
Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca per la matematica del C.N. R,
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La (f) implica la convergenza puntuale in L (H!, H 1) della successione
di operatori

— ¥.. 2 gl
Ak 21‘1] axi (aij 8.%)

n 8 6
== A\-‘i' A /.
4= (“’ 8xj> ’

verso un operatore

che genera un problema del tipo (I) avente per soluzione wu (t, ). Cido porta
alla convergenza delle {aﬁf)} verso a;, debolmente in ogni ILf,.

Nel caso della pitt debole convergenza («), pud invece accadere che {Ay}
converga debolmente verso un operatore

4=2Zy a—( —)

la cui soluzione corrispondente 'ﬁ(t, x) & diversa da wu (¢, x).

B quanto si verifica nell’Esempio del § 1, che mi & stato indicato da
E. de Giorgi.

Cid che tuttavia anche mnel caso (a) si mantiene, & che wu (¢, ) risolve
sempre un problema di tipo (I) (i cui coefficienti possono differire dai limiti
deboli in Lp, degli {a&}‘)}). In modo piu vago ma espressivo, si puo dire che
lingieme dei problemi {(I);} che soddisfano la (x) & chiuso rispetto alla con-
vergenza («) delle soluzioni.

Per giungere a tale risultato, si effettua (§ 2) uno studio sul semigruppo

{Ty} di operatori, su uno spazio di Hilbert X, risolvente il problema di
Cauchy astratto :

aTm;—l—bT{w:O (t>0)
(1) lim Ty ==
t— 0}

dove a (risp. b) € un operatore lineare e continuo su X, la cui forma bilineare

associata & simmetrica coercitiva (risp.: strettamente positiva).
La formulazione del Probl. (II) sarebbe riconducibile alla teoria classica

dei semigruppi (C,) (vedi ad ex. [7])
ATie =T, « t>0

( lim Tyo ==
t -0+

ponendo 4 = — b1a.
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Tuttavia, considerando separatamente gli operatori a e b, si hanno risul-
tati pit direttamente applicabili al caso concreto del Probl. (I).

Si & preferito pertanto dare le dimostrazioni dirette dei vari risultati
dei §§ 2, 3, 4 anche se alcuni di questi si potrebbero ottenere indirettamente
dalla teoria classica dei semigruppi (C).

11§ 3 & dedicato al modo di ricostruire il generatore a, essendo noti il
semigruppo risolvente (T} e l’altro generatore b.

11 § 4 & lo studio della convergenza di successioni di problemi (IT) (con
b fisso ed a variabile) che corrisponde, nel caso concreto, alla (a).

Si mostra che il limite di soluzioni (II) cosl convergenti, & ancora solu-
zione di un problema del tipo (II).

I1§ 5 contiene un rapido confronto con la teoria classica dei semigrup-
pi (Cp).

Nel § 6 si passa al caso particolare del problema (I):

X =H'(RY

(bg, ) =]qow dx

Si ottiene il risultato principale (Teor. 6): il problema limite, nella conver-
genza («), dei problemi (I); & ancora di tipo (I). Per provare cid, viene uti-
lizzata una caratterizzazione in termini di localitd (tipo quella di Peetre)
degli operatori 12n‘,~]- —a%:(aij Biw])’ stabilita in [6].

Il § 7 mostra i rapporti fra i vari tipi di convergenza che si possono
considerare sulle soluzioni {u; (£, )} di problemi (I).

Desidero ringraziare il prof. H. de Giorgi per le utili conversazioni
sull’argomento.

NotazioNi. Tutti gli spazi vettoriali che si incontreranno, sono da con-
siderarsi sul corpo reale.
X indichera sempre un spazio di Hilbert reale di prodotto scalare (,)
e di norma || ||.
Se 1: X — X & un operatore lineare continuo ed autoaggiunto positivo,
si porrad :
(.Z', Yh= (l.’L‘, Y)
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Un altro operatore lineare L su X sara detto essere una l-contrazione qualora
|Tali<[lzi  ‘ocX.

Il termine funzione sara riservato alle applicazioni a valori in IR (corpo
dei numeri reali) e a quelle a valori in X.

Se u, v sono funzioni a valori in X, ed ! & un operatore su X, si possono
introdurre le funzioni reali :

(uy ©) 2t ~—> (u (t), v (1))

ull:t~—]u@®)]
e la funzione a valori in X:
I 2 ¢ ~—> lu (8).
Considereremo i seguenti spazi lineari, dotati delle usuali strutture

topologiche (2 & un aperto di R"):

D (R, X) distribuzioni su 2 a valori in X

C (2, X) funzioni continue (su £, a valori in X)

O (2, X) funzioni indefinitivamente derivabili

D (R, X) funzioni 0= aventi supporto compatto

L?(Q,X) (p intero > 1) funzioni » per cui

Mmuzﬂwwm<+w
0

Quest’ultimo spazio & dotato della norma || HL,,X che, per p =2, & in-
dotta dal prodotto scalare

(u, v)1sx =f(u, v)dt.
2

Lo, (8, X) funzioni di p-ma potenza sommabile swi compatti di Q.
Da queste notazioni puo venire omesso X, se X = 1R, ed 2 se 2 = R~.
Altri spazi che considereremo :

L= Q) funzioni reali misurabili ed (essenzialm.) limitate su Q

H! (IR™) funzioni reali di quadrato sommabile con le derivate prime

H-1(Rm) = ‘(pe@' (R =y + 27 5y, yye B2 (R
17 0%
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§ 1. Esempio.

661

Fissati due numeri a, § > 0, consideriamo le funzioni (j=1,2,3,..)

/1 per z€IR—(0,1)

/
/ 2k ok 41 .
. — = k=0,1,..,j —
a; (x) \\ o«  per % < w < % ( , 1, j—1
N 2k + 2k 4+ 2
B per 5 < << 5
Si ottiene allora facilmente :
1 1
(1) lim sup [/ajqadw-—ﬁiﬁ quw]:o
i e | . 2
per ogni parte compatta N € L' (0, 1),
e in modo analogo:
1 1
. @ 1/1 , 1\ [
2 lim sup /——dw—~— —+—) gdr | =0
@) i (pGQCI:‘ a; 2 (a B
] 0
per ogni parte compatta Y € L (0, 1).
Se ¢ ha un solo elemento, la (1) diventa:
1 1
(3) lim faﬂpda;]:f#fq)dx N @ € LA (0, 1),
j
0 0

Consideriamo inoltre le funzioni :

/1 su ‘IR—(O,l)
/

a, (%) =

AN
\“_"; su (0,1)

]

/1 su R—(0,1)

B e
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e indichiamo {T,(j)} il semigruppo (!) su L2 (IR) generato dall’operatore

d d ,
Ajzh—w(a]%) (J=0;1,2,...).
~ d [~ d
Proveremo allora che, posto 4, = in (ao %), :
(@) (d;p] 2 4, debolm. in H-! M e H(R)
(®) lim || 7,7 p — Ty ||l1a =0 V p € L2(R)
J

La (a) & facile conseguenza della (3).

La (b) segue, applicando il Teor. di Trotter-Kato, dalla:

(%Y  lim |AI — Ay o — (AT — A1 @llze=10 MA>0, MeeL2(R).
i

Prova DI (b).
Posto

=l — A)lg (j=031,2,3,...)
cominciamo coll’osservare che {y;} & limitata in H!(1R): da

d dy;
Ay — — (ajd—x]) =g

segue infatti

g“‘p”H—l | willga se 0 < e<<{iLap, 1)

el wjllzmél fqmm dx
®

Per il Teor. di Rellich, si ha allora che le restrizioni delle {y;} all’inter-
vallo (0, 1) costituiscono una successione rel. compatta in LZ? (0, 1).

(1) Per ogni y € L2 (R, TtU)tp ® tale che:

d 5
(D) 4 —
a T =4y

lim || 7,9y — =0.
t—»0+” ¢t Y W“La



di Cauchy relativi all’equagione del calore 663

Da cid e dalla definizione delle vy; segue che le successioni gd (a, ‘Zi’)

e {a; ‘ij sono rel. compatte in L (0, 1).

D’altra parte, moltiplicando i due membri della precedente eguaglianza

per %‘w(w € D) ed integrando, si ha

j
+ o0 oo d d o0
Lo, — | Lo & (g LY S
/I/ Py wiw de fa,- iz (a, dw)wdm f Py ow dx.
—0 —00 —00
Ora, per la (2), §% 51 uniformemente sui compatti di L!? (0, 1), mentre le

I d dyj _ dy dw d dy;
suecessioni {y;w}, {pw}, dw(a’ e u)% {(a iz dw+ aj = | Wi sono rel.

compatte in L (0, 1).
Si ha allora

d
ﬂ—/dw<a’ )dx—l—e,:a,ovell;nsj-—o

Ne segue che per ogni punto limite vy, di {y;} in L? si ha Ay, —
d dy,
—_—— —_ I — 4.1 o.
dx (aO dm) P cioe Yo = (2' ) P
In tal modo si & provato ().

§ 2. L’equazione au - bu’ = f.

1. Sia X uno spazio di Hilbert, « ¢ b due operatori lineari, continui e
autoaggiunti su X, verificanti le proprieta

0 <ol @[] < (az, @) < 4, || @

0 < (ba, ) MreX, x=0.
Le espressioni
(@, Y)o = (a, )

(@ Yo = (b, y)

definiscono su X due altri prodotti scalari.
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Il primo di essi induce su X una norma equivalente a quella di par-
tenza, quanto al secondo, dalla diseguaglianza di Schwarz e dalla continuita
di b, segue (posto (bx,x)=| x| :

Noz <ol JelfloP =P VoeX.
In particolare 'immersione
j:X— ,/fb
di X nel completamento X, di X rispetto a |lls & continua.

2. Riportiamo alcuni risultati, che c¢i saranno utili nel seguito, in me-
rito alla regolarizzazione di distribuzioni vettoriali.
Se w €D’ (R, X), v € D(IR), si definisce la distribuzione vettoriale

wxyp€ C°(R, X).

Una successione di funzioni scalari non-negative {¢;] si dice regolarizzante se

@; € 0° (R)
1 1
@i (t) =0 per t¢ (—7" J—.)
+o0
j%-(t) dt =1 (J=1,2,3,..).
Si ha allora -
(Cuw gy, 0)) L5 Cuy 0 we D’ (R, X), v €D (IR, X).

Se poi uw€e L? (R, X) si ha u= g€ L2(R, X) e
fux @) L>u in L*(R, X).

Si ha anzi il seguente risultato che si dimostra in maniera analoga al
caso scalare :

PROPOSIZIONE 1. «Sia u €D’ (IR, X), & < b, {;] una successione rego-
larizzante.

Allora si ha
p—e

uEL?oc((oc,ﬁ),X)<=>f||u*tpj|[2dt,<_05, i, Me>0»,
a+-¢
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PROPOSIZIONE 2. «Sia I: X —» X un operatore lineare, continuo, autoag-

giunto e strett. positivo ((lz, x) > 0, \fx == 0) Sia A/’; il completamento di X
rispetto alla norma || |, = (lz, )2 ;u € D’ (R, X), « < . Allora:

w, W’ € T2 (@, By X ) => w€ C([a, B, X)) ».

PROVA. Si puo sostituire, senza alterarne i valori su («, f), la % con
una %€ L? (R, X) tale che lu’ € L? (IR, X) (vedi ad es. [2] pag. 11).
Proviamo che 'JEO(m,X’;).
Osserviamo preliminarmente che, per ogni v€ €= (IR, X), si ha
t t t
‘d ‘ )
lo@l= [ g lo s =2 @ @, vy as <z [ @) 0| as
da cui

1/2

oo et
sup |00 < | _L” a4 | _fmu ol

Ora sia {@;] una successione regolarizzante. Si ha allora
xp)>u in L2(R, X).

(L@xg)y) > la in L2 (R, X)

Dalla precedente maggiorazione, ove si ponga v = w @y — . @s si ot-
tiene allora che ﬁl* @;} & una successione di Cauchy in C (IR, X;) e pertanto

converge, uniformemente su 1R, ad .
Ne segue

we O (R, X)).

Se nella Proposizione 2 si sceglie per I l’operatore identitd su X, si
ricava immediatamente la

PROPOSIZIONE 3. «Sia u €D’ (R, X), « < 5.

w & 0% su (a,f) <=> DFuc L, ((a,f), X) M ko,

Infine richiamiamo il seguente risultato che si prova in modo del tutto ana-
logo al caso scalare :
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PROPOSIZIONE 4. « Sia u € 0~ (IR, X), « < f.
»w & analitica su («, f) <—>

B—e

1/2
U||Dku||2dt] < A%k M Ky N e 0.
at-¢

3. Per lo studio dell’operatore differenziale
u ~— au -+ bu’
sono essenziali alcune maggiorazioni a priori, che ora dimostriamo.

LEMMA 1. «Sia u€ 02 (R, X),f = au + bu’. Se u,f€ L? (R, X) si ha:

oo 1 ~+o0
@  Jiwiraes g fisiza .
0
1 T
ProvaA. Essendo (bu’, u) = ED(bu, u), si ha f(bu’, u)dt = 0,
Ma allora

+oo —l:oo 400 oo
}lofllullzdtgj(au,u)dt=](f,u)dtgf||f“ wl| dt <

o0 o0
12 12
swaﬂ[fwwﬂ

La (4) vale anche se » non & regolare: detta {¢;} una successione rego-
larizzante, si osserva che a (v ;) + b (v * @) = f % ¢; e si scrive la (4) per
u * @;, f* @;, infine si passa al limite per j — + oo :

da cui la (4).

PROPOSIZIONE 5. « Sia u €D’ (R, X), f=au + bn’/. Se u,f€ L* (IR, X)
si ha

oo L
@) JiwiFa= firipa .
0

Un’altra importante maggiorazione & enunciata nel seguente:
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LEMMA 2. «Sia u € 0°((«, 8), X),xa < g, f=au -+ bu’. Allora si ha:

B—¢

U I =

ate Q

M ol | A I o WA s S WA IO
M oe€(0,1)»

PrOVA. La (5) segue facilmente dalle due diseguaglianze seguenti :

B—el2

B 8 B
1/ 2
©  [ov,wa=T [t 2 (|Gl [0
atef2 a @ a
B—e B—el2 B—e[2 B—el2
(7 f(au, ydt << — fbu,u dt 4+ — f| ,u|dt+j[(j” )| dt
a+te a+te/2 a+ts/2 a-+s[2

(M e>0).
Per convincersene, basta sostitunire la (6) nella (7) ed osservare che

Aol u [P << (an’, w'), (au, n) << A, || v |]?,

[ (g, )| < lg]l IINH< ||9|‘2+ el lg=171"1"]

Proviamo la (6):
da au 4 bu’ = f segue

(au, u’) 4 (bu” , w') = (f, w') su (a, f).

Moltiplicando i due membri di tale eguaglianza per la funzione scalare
non negativa ¢ € C(a, 8) definita da

/%(t—a) € (o, o -+ &/2)
‘I”(t):—_—\/—w t€[a + ¢/2, B — &/2]
\;i(ﬂ-—t) tE (8 — ¢/2, B),

ed integrando su (a, f), si ottiene

[ B i
jqp(ttu, w’) dt - ((p (bu’, w’) dt ——_:[qﬁ(f, u’)dt
J

a o

14. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Da qui, osservando che

1
(@, u’) = Y D (au, u)

(f, w) =D (f,u)— (f",u),

con un’integrazione per parti (¢ (a) = @ (6) = 0) si ricava

B B B 2
1 .
f o Oy wat =5 [ of vt — Jortrmac— f o7, u) dt.

Infine essendo

B f_}—*’/2 B—el2
ffp(bu’,u’)dt_z/ pbu ,u’) dt:[(lm’,u’)dt
a at-¢/2 a-tz/2

2 . .
e |p|<<1,|9’|<<—, si arriva alla (6).
&
La (7) si prova in modo analogo, partendo dall’eguaglianza
’ n 7 /’ / € €
(aw’ , w’) 4 (bu”, w’) = (f’,u’) su a+?, ﬂ—?

ed utilizzando una funzione scalare non negativa del tipo della ¢, relativa

agli intervalli (oc -+ —;—, B — %) ed (o 4+ ¢ 8 — o).

4, Con l'aiuto della (5) possiamo ora ricavare le proprietd di regolariz-
zazione delloperatore w ~—» au - bu’.
Un primo risultato (che segue direttamente dalla Prop. 2) & il seguente:

PROPOSIZIONE 6. «Sia u €)' (R, X), f=au 4 bu’, a < f. Allora:
u, € ? (a, )y X) =>ueC ([“1 :8]’ Xp) ».

Prova. Poiche au € L? ((a, f), X ), dall’ipotesi segue bu’€ L?((x, B) X).
Applicando la Prop. 2 con ! =10, si ricava l’asserto.

ProPosIZIONE 7. (Regolarizzazione ().
«Sia v €D (R, X), f=au + bu’, a < 5. Allora:
u € Liy (o, ) X ), S € C°((o; B)y X)==>u & C® su (a,p) ».
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Prova. Detta (@;] una successione regolarizzante, applichiamo la (5)
alle funzioni u * ;. Si ottiene allora:

—2& /?—s
[+ %’llgdtéMejkll wr@i|P 1S P17 @i (P 57 e pi]?) e

a--2& a-t-& .
iy Me>0.

Per la Prop. 1, essendo u,f,7’, /" € Liy (%, f), X), il 2° membro di questa
diseguaglianza si maggiora con una cost. C,, quindi:

B—2¢
j'lu’*mj[‘zdtgae M, Me>0.
at-2¢

Per la stessa Prop. 1 si ha allora
w € L ((t, B), X)-
Iterando il procedimento [« (D* u) 4 b (D¥ u)” = D f, \f k] si ricava

D* u € Lige (2, B), X) Nk
e quindi (Prop. 3) la tesi.

PROPOSIZIONE 8. (Regolarizzazione analitica).
«Sia e (R, X)yaa < B, f=auw+ bu’. Allora:
u € LY (2, B), X) ed f & analitica su («, f) => w & analitica su (a, ) ».

Prova. Figsato ¢ in modo che 0 < ¢ < 1, Vanaliticita di f,f’ ed f” su
(e, #) comporta 1’esistenza di una costante B, tale che (Prop. 4):

p—e
/ ]
[ij”W+Hm“fW+wm“ﬂ%ﬂw£Buz .
ate

Da questa diseguaglianza e dalla (5) relativa a D7 u, si ricava

fo—n - 12 0 ﬁ.'o . 12 i
(8) [f||1)1+1u||2dt] g7U|11)m|;2dc] + B
apt+7 a

M iy My e0,1), Moay, B, tali che (x;, ) € (x| ¢ 8 — &), dove O = (3 _*/1— AO)’/‘Z.
0
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Fissato ora un intero k¥ > 0, applichiamo la (8) con i valori:

“o=(“+8)+h(%>a ﬁo=(ﬂ—s)—h(—;->, ’7:%’ j=h

ed h che assume successivamente i valori 0,1,2,..,k—1:

p—e— (ht1) = B—s—h -
1/2 o 12 .
(8)n l[ || D1 |2 dt] <=k - [j | D |2 dt] + Bih!.
a+te4(h+1) % a+te+h %

Sostituendo la (8), nella (8),, la (8), nella (8),,.., la (8);_, mnella
(8)k—1 si perviene alla formula seguente :

B—2¢
. 1)2 I k—1 [ (J\r
l] || D* u | dt] < I* (—?) L.+ =, (%) k BY" (k — )1
1
a+-2¢
posto
B—e
Lﬁ:f“u P at
ate
Poiche

(k — )1 << (b — r)E—") < -

il 2° membro di questa diseguaglianza, si maggiora con

k k—1 r k
K (1 + L) [(3) +3, (ﬁ) B’f:'} =ra 4]+ Be) ,
€ 0
Per Ia formula di Stirling, esiste allora una costante A, per cui:
A—2¢
g 1/2 .
9 Uupkunzdt] = A%k ¥k
a+2¢

Ne segue (Prop. 4) analiticitd della u su (a, §).

OssERVAZIONE 1. Una valutazione per eccesso della costante 4, che
compare nella (9) & la seguente

bt 4

B
(10) A, < C(hy, 4g,8 f) %1 + {_/ || w|? dt\m} .
a+ts
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5. Possiamo ora risolvere il Problema di Cauchy relativo all’operatore
w ~—>au + bu’ , di dato iniziale nullo.
Per dimostrare Punicitd della soluzione, ci serviamo del

LEMMA 3 (unicita) « Siano wu, , w, € L*((0, ), X') tali che
au, -+ bu; = an, 4+ dbuy su (0, o)
[ im0 = o= tin [y () — 2> =0 (eeX)
Allora
uy = u, su (0, o) ».
ProOVA. Posto w == u, —u, si ha
‘ aw -+ dbw” = 0 su (0, g)
}tljt(?+(bw, w) = 0.
In particolare (Prop. 8) w & analitica su (0, ¢). Inoltre essendo
D (bw, w) = 2 (bw’ , w) = — 2 (aw, w) << 0

la funzione reale = 0

t ~— (bw (), w (1))

¢ decrescente su (0, ).
Poich® tale funzione tende a zero per ¢t — 0 -, essa & identicamente
nulla. Ne segue
w =0,

TEOREMA 1. « Sia f€ Liy (0, + oo), X).
Esiste allora una ed una sola u EI)ﬁ,c ((0, 4 oo), X) tale che

(11) au -+ b’ = f su (0, 4 co)
(12) lim (bu (¢), u (t)) = O.
t—0-+

Se f & (O~ (risp. analitica) su un aperto di (0, | oco), anche u & C=
(risp. analitica) su tale aperto ».
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ProvA. Resta solo da provare l’esistenza di una tale wu.
Cominciamo a provarla in un caso particolare:

(i) feL? (0,4 o), X)
Consideriamo lo spazio di Hilbert L? (IR, X) ed il suo sottospazio chiuso
LR, X)=(ue LI’(R, X):u=0 su (— oo, 0)}.

L’operatore lineare
Py~ au-+ bu’

& certo continuo se considerato come agente su @’ (IR, X), quindi (teor. del
grafico chiuso) la sua restrizione ad Li (R, X), che indicheremo ancora P,
& un operatore chiuso.

I1 dominio di tale operatore &

Dp= {ue L% (R, X): bu’ € I (R, X)}.

Ora dalla (4) (Prop. 1):

400 oo
| wl|?dt < l || Pu |?dt
| l),
0

segue immediatamente che P ha immagine chiusa in Li (R, X). Mostriamo
che tale immagine & anche densa in L7 (R, X):
Sia g€ L3 (IR, X) tale che
~+oo
f(Pu,g)dt=0 Mu€Dp.

—00

Poiche QD (R, X) € Dp si ha, limitandoci agli €D (R, X),:

ag — by’ = 0.
Ne segue
a(gxy)=>(g*y) My eD(R)

e quindi [(b(g*vy),g*v) & una funzione scalare =0, crescente e som-
mabile]

gryp=20 Y v eD(R).
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Ma allora, pur di scegliere per y una success. regolarizzante, si ha

g=20.
In conclusione
Im (P) = L% (R, X).

In corrispondenza di una f€ L2((0, + oo0), X), basta allora considerare
I’estensione f € L%,_ (IR, X) ottenuta ponendo ']V'E 0 su (— oo, 0); ed osservare
che, se wE Dp & tale che Pu= f,' si ha (Prop. 6) che la funzione scalare

(b';Z, uN) & continua su IR, cosicche la restrizione » di % a (0, + oo) verifica
(11) e (12).

(ii) € Liye (0, + o), X).
Consideriamo per ogni j =1, 2, 3, ... la funzione f;€ L?((0, } o), X) che

coincide con la f su (0,4) ed & nulla su (j, 4+ oc).
Per la prima parte della prova, esiste una ;€ Line ((0, 4+ o0), X) tale che

au; + buj = f; su (0, + ©0), 111011 Jfb"j (t), % () = 0.

In particolare si ha
aw; + buj = f su (0, )

e quindi, per il Lemma 3, u; & la restrizione di wu;y;.
Ma allora si puo definire una funzione globale w€ Dine (0, 4 o0), X)

ponendo
° == U su (0, j)

ed & ovvio che tale funzione verifica (11) e (12).

6. Tl problema di Cauchy di arbitrario dato iniziale z€ X :
3 au (8) + bu’ (1) = f (1) (t>0)

lim ||u(@t)—2|,=0
t >0

ey

8i riconduce al caso del dato iniziale nullo, ponendo
v(t)=u(t) — .
Se infatti u (¢) verifica la (I), si ha

av (t) + b’ (t) = f(t) — ax (t> 0).

lim || (¢) |]» = 0.
t— 04

Ci occuperemo esclusivamente del caso particolare f = 0.
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In tal caso la soluzione del Probl. I, che dipende solo da x, sara in-

dicata
t ~—> Tt-” .

aTw—}—b%T,w:O (t>0)
(1)

lim || T4 — @ |[, = 0.
t— 0+

Per la Proposizione 8, la funzione v () = T,« — x & analitica per ¢t > 0,
e quindi anche la ¢ ~— Ty o & ivi analitica.
Proveremo che tale funzione & continua per ¢ = 0, ciod che

lim || Ty — x| =0 M oz € X,
0+

t—

Questo risultato seguird da uno studio dettagliato della famiglia di ap-

plicazioni
{Tt: X—)X}¢>Q.

TEOREMA 2. « Sia, per ¢t > 0, # € X, T,x la soluzione di (II). {7;} & un
semigruppo (%) di operatori lineari e continui su X. Ogni 7:; & autoaggiunto
ed ha norma << 1, rispetto ai prodotti scalari (,), e (, ).

T, & inoltre iniettivo ed ha immagine densa in X.

Valgono infine le formule seguenti (M x€ X, s, > 0)

A,
a3 |zl < /52 e
0
(14) lim || Tha — || =0
t— 0k
1 //ngOH Ts x|]? (t>0)
15) Ul Tea i — [ Topem [
\221()[] T« ||? (—s<<t<C0)».

ProvA. Cominciamo con l'osservare che, fissato € X, dalla relazione

a
Tix+b—Tix =(
ol x i & )

(® 11 termine semigruppo & usato qui nel significato puramente algebrico:

Tt+s =T,0T,.
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seguono le eguaglianze

d
Et-(thx, Tgm) = — 2((11’;39, Ttw)é 0
d d d
&?(aTtw, Ttﬁ) = — 2 (baif Tt.’l/', % Tp’ﬂ)é 0

e quindi le funzioni reali della ¢, (b7, T;), (aT;x, T;x), sono decrescenti
sulla semiretta (g, |+ co).
I) T, é lineare. Tiyy= Tio Ty (t, 8 > 0).
Verifica immediata.
II) T, é intettiva (t > 0)

Da Tyx =0, segue per (I): Typyx = Ts(Tyx) = 0, \f s > 0, ciod Tz x =0
per £ = t. Per Panaliticitd della funzione & ~— T:x, si ha allora Tz =0,
M & > 0. Utilizzando la condizione al contorno, si ottiene | x|y =10, ciod
xr=20,

II0) (0T, @, T, @) << (b, ) (> 0,x€ X).
Segue subito dalla decrescenza della funzione ¢ ~— (bT;x, T:2) e dalla
condizione al contorno.
1V) T,: X — X ¢é un operatore continuo (t > 0).
Segne da (III) applicando il Teorema del grafico chiuso.
V) (aTix, y) = (ax, Ty y) (> 0,2, y€ X).
Fissati @, y, ¢, consideriamo le due funzioni, definite per 0 < & < t,

v(&)=T:x
w(é) =T ¢y.
Si ha allora, sull’intervallo (0, ¢):
av + bv' =03 aw — dbuw’ = 0,
da cui
(av, w’) 4+ (bv’, w’) = 0; (aw,v’) — (bw’, v’) = 0.
Sommando queste due eguaglianze, si ricava D (av, w) = 0, da cui

(aw (&), w (&)) = costante, 0 << & < t.

In particelare

lim (av (§), w (§)) = lim (av (§), w (£))

& t— E—0+
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da cui anche
— lim (v’ (&), bw (&)) = lim (v (&), w’ (£)).
E—t— &— 04

Calcoliamo il valore di questi due limiti:

d

lim v’ (§) =" () = 7 T, x (continuitd della v (%) per &> 0)

Ert 4

lim bw (§) = lim b7,y =by (condizione al contorno),

E—t— n—0+

cosicche
. d
—‘El“? (0" (&), bw (&) = — (‘Cﬁ Ty, by ) = (aT;z,y).

D’altra parte si ottiene, con analogo procedimento :

d
lim by (&) = bw; lim w’ (§) = — — T,y
£~ 0t £ 0+ dt
e quindi
d
ummwmwwn%m—ﬂﬁzmwm
E—0+ dt

Eguagliando i due valori trovati, si ha la (V).

VI) (0T.2,y) = (ba, Try) (t> 0, 2,y € X)
Basta osservare che le due funzioni reali della variabile ¢: (bx, T,y) e
(bT;x,y) hanno la stessa derivata prima (per (V)) ed hanno lo stesso limite,
(bx, y), per t— 0 .

VII) T, ha immagine densa in X (¢t > 0).
Basta provare questo fatto nella topologia, equivalente a quella iniziale,
indotta su X dal prodotto scalare (,),. Ora, in tale topologia, (VI) discende
subito dal fatto che T, & iniettivo ed autoaggiunto.

VIII) (aT,x, T x) << (ax, ) (t <0, x€X).
Data la continuitd di ogni 7., basta provare questa diseguaglianza per
i soli # di un sottospazio denso di X.
Ora per x € T, (x), s > 0, la (VIII) segue subito dalla decrescenza della
funzione &~— (a7, T: x) per & > 0.
D’altra parte abbiamo provato (VII) che T, (X) & denso in X.

La (13) segue immediatamente da (VIII).
La (14) & certamente valida per x€ T (X), s > 0,:

| Te(Tsy) — Toy || = || Ti4sy — Tsy || — 0, per ¢ — 0.
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Ma T,(X) & denso in X e (7, & una famiglia equicontinua di operatori
su X (a causa della (13)), quindi tale relazione si estende per continuitd ad
ogni x € X.

Proviamo infine la (15).

Se $s>0,t>—s, t3=0, si ha:

s+t 8¢

a
(b_’[’s z, Tf a/‘) dE = 2f(aT§ @, 1‘5 w) dE-

(bTswy Tox) — (bTsqyty Topr0) = — aE
8 8

Per la decrescenza della funzione & ~— (aT:, T: ), si ha

o . < t(aTl,w, T ) per ¢t >0
[(aTg x, Ty ) A& <

s AN >t(aTlsx, Tsx) per ¢t < 0.

La (15) segue allora facilmente.

§ 3. Costruzione del generatore a.

Nel §2 abbiamo associato a due operatori lineari, continni e autoaggiunti
ay b su una spazio di Hilbert X (tali che (ax,x)=c| x[?> 0, (bx,x)> 0
per ogni € X diverso da 0) un semigruppo {7}, di operatori su X:

aT,x + b% Tix =0
(t>0)

t—

lim || Tye —z||=0
0+

{Ty} sara chiamato il semigruppo generato da {a, b}.
Individueremo ora un insieme di proprieta del generatore b e del se-
migruppo {T¢}, che consenta di ricostruire I’altro generatore a.

TEOREMA 3. «Sia b: X — X uu operatore lineare, continuo, autoag-
giunto e strettamente positivo; sia {7;) una famiglia di operatori lineari e
continui su X, con le seguenti proprieta:

(1) Tops= Tio T} Mts>0
(ii) t ~—> Ty 2 & analitica su (0, + co) MreX
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(i) || 7u]} < o, M EE(0, ), >0
(iv) lim (0T, x,y) == (bx, v) Mo, ye X

t— 0+
(v) (bTi2,y) = (b, T;y) Mit>0,VeyeX

(vi) esistono due numeri 1;,, 4, > 0, per cui s> 0, x€X:

< 24, || Tsx ||? t >0

_li_ OTsa, Tsw) — (bToy 2, Toyrx) <
Noop | Lalp (—s<t<o)
Esiste allora uno ed un solo operatore lineare e continuo a su X per cui
(16) aT, 4+ bT,x =0 (3 Mt>0,\ zeX.
Tale operatore risulta poi autoaggiunto e verifica la
(17) Ao || 2 ||? << (aw, ) << A || 2®|| MareX.

In particolare, {7} & il semigruppo generato da {a, b}.»
ProvA. Cominciamo con ’osservare che, nelle precedenti ipotesi, si ha:

(18) lim (Z,3) = (2,9) ¥ 2,y € X.
t—0

Infatti, per la (iv), la (18) vale per v € X, y € bX, e allora si estende per
continuitd ad ogni y € X, a causa della (iii) e del fatto che bX é denso in X.
Osserviamo inoltre che ogni 7; & iniettivo ed ha immagine densa in X :
T, iniettivo: da T,x = 0 segue, per la (i), Tex =0, \f £=>1t e allora ((ii))
Tex =0, 3 & >0; passando al limite per £ — 0 -}~ ed utilizzando la (18),
si arriva ad x = 0.
W(X) é denso in X: da (Tyz,y) = 0, ¥ « € X, si conclude, procedendo come
sopra, (x,y) =0, ¥ v € X, cioé y=0.
Passiamo ora alla definizione dell’operatore a.
Perche valga la (16) occorre che

(19) a(Tyx) = —b (T} x) reX,t>0,

(®) Qui e nel seguito si porra:



di Cauchy relativi all’equazione del calore 679

In tal modo il valore di a sul sottospazio 7;X & fissato in maniera
univoca, data Viniettivita di T;.
Ma se 0 <s<tey=Tx=Ts(T,_sx), perche a(y) sia ben definito
occorre che:
Tix = Tg (Ti—sx) Vox e X,

Ora cid si pud provare nel modo seguente :

d ,
(Tete—s) s = aE (T (Te—s ) = Ts(T1—s).

&=s

, d
Tt.l‘——E

Pertanto la (19) definisce senza ambiguita ’operatore a sul sottospazio,

denso in X, :
X, = tl>J0{Tt(X)}.

Tale operatore & poi lineare ed autoaggiunto su X :

La linearitd consegue subito dalla linearita degli operatori 7';, di im-
mediata verifica.

I’autoaggiunzione si esprime attraverso la formula (osservando che
{T;(X)}>0 ® una catena di sottospazi) seguente :

OTsz, Tsy)= 0Ty, Tsx)

che si ottiene, utilizzando la (v), nel modo seguente :

d d
OTs > Tsy) :d_f (0T ®, Tsy) = (b2, Tetsy) =
S b=

8

E=s

a
&

= —(0Tsx, Try) = bTs%, Tsy) = (bTsy, Ts x).

E=s

Proviamo ora la (17) limitatamente al sottospazio X,, cioe:
Wl Tsx|P<< — 0Tz, Tox) << A, || Ts a0 ||? §>0,2€X.

Essa discende facilmente dall’osservazione che

1 . 1
— bTs 2w, Ts ) = 5 lim T[(st ®y Ts ) — (0Tsps 0, Top o))

t—>0

e dall’ipotesi (vi).
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Dalla (17) e dall’autoaggiunzione di a (limitatamente ad X,) si ricava
in modo classico

[(azy y) | < Ao ||« [ ||y ]

per ogni x,y € X,, e quindi anche per ogni € X, ed ogni y€X.
Ma allora ||ax| << A4,| «||, ¥ € X, cosiccheé l'operatore a si estende
con continuitd a tutto X,

Allo stesso tempo si estendono a tutto X la (17) e la proprieta di au-
toaggiunzione. -

OsSERVAZIONE 2. Un’'importante espressione di a & la seguente:

(20) ax = lim 1 (he — bTx) (xeX)
t-ot ¢

Essa si ottiene notando che

t

1
=‘l7 (— bTLw)ds — aw || =
0

H—:—(bx —bT, ) — ax

14

]‘—;—f(aTsx — ax) ds
|
0

< Sup || aTs® -~ ax ||
0=s=<t

e passando al limite.

§4. Successioni di problemi.

Se a, b sono due operatori lineari e continui su uno spazio di Hilbert
X, si puo considerare il problema (x€ X):

au )+ bu' ()= 0 (t>0)
Pa,b)x (

{ lim |Ju(t) —||=o0.
t—04

Si & visto nel §2 che, qualora a = a* b =10* (bx,2) >0 e (ax,x) =
=c|z|?>>0 per =0, I’(a,b)x ammette sempre una ed una sola solu-
zione u (t) = T x.

T, & stato chiamato il semigruppo generato da {a, b}.

Fissiamo ora un operatore b, su X, lineare, continuo, autoaggiunto e
strettamente positivo, e due numeri i;, 4, > 0.
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Proveremo allora che l’insieme di problemi
Py, Ay, Adg) =({P(a,0): =10y, a =a* 1 || w|?®<(ax,2) << 4,z |]* ¥ x€ X)

& completo rispetto alla convergenza puntuale (cio& per ogni fissato ¢ > 0,

x € X) delle soluzioni {7} «} nello spazio X,.
Vale precisamente il

TEOREMA 4. « Siano «;,b(j=1,2,3,...) operatori lineari, continui ed
autoaggiunti su X, tali che, M x == 0, M j:

Aol @|P < (0, @) < 4, || = | (2, > 0)
0 < (bz, )

e sia {Tt(j)} il semigruppo generato da {a;, b}.
Supponiamo che 3 ¢t > 0, 3 x € X, la successione

{Tt( )l x}j

sia di Cauchy rispetto alla norma ||« |, = (b, ), e indichiamo T,z il limite

di tale successione in X, .
Egiste allora un operatore lineare, continuo e autoaggiunto a: X — X

verificante la condizione
ol @ P < (am, 2) < 4, || 2| Vaex,
e tale che {7} & il semigruppo generato da {a, b} ».

ProVA. Basta mostrare che {T;} verifica le ipotesi (i) — (vi) del Teor. 3.
Osserviamo anzitutto che si ha, per ¢ > 0, x € X :

() TiweX

) {Ttmx} —]+ T;x debolmente in X

(y) T;: X— X é& lineare.
() : per la (13) si ha

j Ay
(21) I Tt(])xIISVTOH“‘H t>0, z€X.
0

Quindi, fissati ¢ ed x, dalla successione limitata {Tt(” x}; 8i pud estrarre
una sottosuccessione debolmente convergente in X verso un elemento x,
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di X. Ma allora, * y€ X:

(T, @, y)p = lim (T, @, )y = lim (T3 @, by) = (2, , by) = (&, , Yo
J J

da cui (X & denso in ;/Y\b) Tix = x, e quindi la (a).
(B) equivale alla formula

(22) lim (T &, y) = (T, 2, y) t>0, x,yeX.
7

Ora la (22) vale per ipotesi se #€ X ed y€bX e quindi si estende ad
ogni y€ X a causa della (21) e del fatto che bX & denso in X.
(y) & di immediata verifica.

Proviamo ora che sono verificate le (i) — (vi) del Teor. 3:
(i) Tipy =T, 0 T, Mts>0.
Utilizzando il fatto che ogni 7/” & una b-contrazione (Teor. 2) si ha

|| Topsr — Ty (Tsa) ||p <<
< || Tipse — T ||y + || T (T 0 — Tow) ||p + || T (To @) — To (To) ||o
< || Tepse — Tha |l + | T @ — Tyw ||y + || T4 (Tya) — Ty (Toa) |fo -

Passando al limite per j — -}- co si ha la (i).
(ii) ¢ — Tya & analitica per ¢ > 0, M o € X.
Fissato «# € X, le funzioni

u;: t— T
sono analitiche per ¢ > 0. Pit precisamente (vedi (9) e (10)):

1

B
(23) Uu Dku,.“%dtr — AFR ik 0<a<p

dove la costante A (tenendo conto della (21)) dipende solo da x, a, B.

Dulla (23) segue in particolare che le successioni di funzioni [D*wy;
sono tutte limitate in L2 ((«, f), X).

Si pud allora, cominciando da k=0, trovare una successione crescente
di interi (j,) ed una funzione u,(¢#) appartenente allo spazio L ((a, f), X)
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insieme a tutte le derivate, in modo che sia, per ogni k,:
(24) {D*w;,) = Dtu,  debolmente in L2 ((a, f), X).

Dalla (23), passando al limite con j, si ottiene quindi

1

8 -
2
[f”DkuOHth} < A* k! Mk

di modo che la u,(t) & analitica su (a, §).
Dr’altra parte la (22) comporta, applicando il Teor. di Lebesgue,:

{u; (1)) = {Ttmw] -]-> Tix  debolmente in L? ((«, f), X)
e quindi 7y@ = u,(t), per t€(a, f), da cui la (ii).

(iii) | T:|| < M, W EE(0, ) M > 0.

Dalle (21), (22) segue di pit:
, Ay
| Tl <]/ =
0

(iv) ]im+(thx, y) = (bx, ) M a,y€ X,
t—~0
Si ha:

t
be — 0T = — fb% T x s =faj T % ak
0 0
da cui ricordando che ogni 7.7 & una a;-contrazione (Teor. 2)
t
| (be — T 2,y)| < f[ (@ TV w, y)| dE < Ay || = || ||y ¢
0

Passando al limite con j, si ricava la formula

|(bw — bT'z, y) | < Ao [l ||yl ¢
da cui la (iv).
Infine la (v) e la (vi) relative a (T, si ottengono passando al limite
con j le corrispondenti formule relative ad ogni {T‘m}-

15. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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OSSERVAZIONE 3. Siano a,b: X — X due operatori lineari, continui,
autoaggiunti tali che, per ogni x € X diverso da 0 (1, > 0; 0 <o <o)

0 < (b=, x)
(25) Lol @ |F — o bz, 2) < (a2, 2) < Ao || 2 | — o (b, ).
Per l’operatore
a=a -+ ob

s8i ha allora
Lo || @ [P < (amy @) < A, || @ |

Lo studio del problema generato da f{a, b}

au (t) + bu’ () =1 (1) (t > 0)
% lim ||u() —a||=0
t— 0+

pud quindi ricondursi a quello del problema

aw(t)+ bw (t)=f(t)e—et (t > 0)
lim ||w@)—a||=0
t— 0+

attraverso il cambiamento dell’incognita
w (¢) = u (t) e—e,

Cosl tutti i risultati dei §§ 2, 3, con qualche modifica, continuano ad
essere validi per a verificante la (25). In particolare :

I1 Teor. 1 & interamente valido.

11 Teor. 2 (dove {T;} indica sempre il semigruppo generato da {a, b})
richiede qualche variazione: T, puo non essere una b-contrazione ; la for-
mula (13) diventa la

o) | Lol < e )/ 42

e la (15) si modifica nella

. 1
@7 (|l T [} — | Teper

< 24, || Tox | — 20 || Tez |} (> 0)
2
)g
b

=2l || e |2 — 2| Tex |} (— s <t <O0).
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Il Teor. 3 viene ad essere cosi modificato: se I'ipotesi (vi) & sostituita
dalla (27), allora ’operatore a verifica la (25).
11 Teor. 4 & interamente valido.
Si noti che sono ancora validi (in quanto derivano direttamente dalle
espressioni aTyx + bT, v = 0, t]im+ || Ty — @ || = 0, e dalla stretta positivita
-0

di b) la formula (20) e il fatto che 7; & una a-contrazione :

1
lim — (bx — bTio) = ax
t—ot O

(aTyx, Tyx) < (ax, x).

Un importante caso particolare & quello in cui V’operatore a, oltre a
verificare la (25), & positivo.

In tal caso si ha ancora che 7, & una b-contrazione; poiche ¢ > 0, si
ha anche che 7, ¢ una (a - ob)-contrazione e quindi la (26) viene cosi mi-
gliorata :

A
(28) | Tow || < ]/70 2]
0

11 caso concreto che ci interessa (equazione del calore) rientra in questo
caso particolare :

e=1; 0= do; (bxy @) < || @ [|*;
quindi, M r€ X, x40

(25) 0 Ao ([P —l@]}}) < (az, 2) < A (|| |* — [ 2 [[}) -

§ 5. Confronto eon la classica teoria dei semigruppi (C,).

Siano a, b due operatori lineari, continui e autoaggiunti su uno spazio
di Hilbert X, tali che per ogni € X non-nullo:

0 < (bz, x)
0 << (ax, x)
(29) Ay |22 — o (b, )<< (az,2) < Ay || & |P— 0 (b, @) (3 >>0;5 0 <o = o).

Indichiamo (vedi § 3) {7} il semigruppo generato da {a, b}.
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Abbiamo visto che {7} gode delle seguenti proprietd (3 ¢, s> 0; M z€X)

Tt+s= Tio Ts
lim || Tyx —x||=0
t 0+

bT,x, Tix) << (b, x)

(aTyx, Tix) << (aw, )

I
(50) | Tl < /42l el
0
. 1
(31) lim — (0Tx — bx) = — ax.
t—ot 0

In particolare ogni T, si estende ad una contrazione

N\

T,: X3—X3p.

Per la teoria classica dei semigruppi (C,) (vedi ad es. [7] pag. 249) si ha

allora che {fl/’\t} (risp. {Ti})) & un semigruppo equicontinuo su X, (risp.
X), il cui generatore & l’operatore chiuso (%)

AR D— )/(\b
(risp. —bla: D— X)
di dominio
D=a (0 Xy (visp. D = a1 (bX)).
Sia ora a; (j =1, 2, 3,...) una successione di operatori lineari continui

autoaggiunti e positivi, verificanti uniformemente la (29), e sia {Tt(j)} il
semigruppo generato da {a;, b}.

NN
(*) Con b: X, —> X, indichiamo lestensione continua dell’operatore b al completa-

s
mento X, .
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Possiamo allora considerare i due seguenti tipi di convergenza per la
successione dei problemi generati da {a;, b}:

() {/1\’t( N x}; converge in fb, uniformem. per ¢ limitati, M wEX’b
(B) {Ttm x}; converge in X, uniformem. per ¢ limitati, Mae X,

Per il Teor. di Trotter-Kato ([7] pag. 269) la («) e la (f) equivalgono rispet-
tivamente alle :

(2)’ Esiste un 4> 0 ed un operatore J (4): Xb——+5(\b per cui

(i) J(1) ha immagine densa in X,
(i) lim |[|[J(A) @ — (b7La;+A1)! x|y =0, MreX,.
J

(8 BEsiste un 1> 0 ed un operatore J (1): X — X per cui
(i) J (1) ha immagine densa in X
(ii) lim|J@1)& — (b~ a5+ AT)~L af = 0, Ve X.
J

Inoltre, detto ?l'\,x (risp. T, %) il limite di {/f‘,(j‘x}j (visp. di {Tt(j).l'}j),
{f’,} e {T}) sono a loro volta semigruppi equicontinui su X, ed X ri-
spettivamente, i cui generatori hanno per risolvente in 1 :7\ (A) e J(4) rispet-
tivamente.

La convergenza studiata nel § 4 & la seguente:
(’e;) (Tt(j)w]]- converge in X, Mt>0, MxeX.

E’ ovvio che (a) =—> (a).
Proviamo che in realtd sussiste ’equivalenza :

PROPOSIZIONE 9.

~

« () <==> (a) ».

PROVA. Sia a Voperatore lineare, continuo, autoaggiunto positivo e ve-
rificante la (29) che genera, insieme con b, il semigruppo {7}, limite secondo

la (2) dei {T."); (Teor. 4).
Si ha allora, per la (31):

— lim —l—(th(j)w—thw)=ajw—am MreX
t—o+

da cui per la condizione al contorno :

lim - o1 e — Tow), T\ 0 — T,x) = 0.
t—ot 0
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Quindi ‘
” Tt(])‘”—T‘w“bgt per te(0, to)y
e infine, per la (30), si ha, per ogni z€ X,:

I Tt(j)x——Ttw”bgOnt per  t€(0,n), N y>0.

Questa formula si estende poi per continuitd ad ogni wx¢€ :Yi , dal mo-
mento che T, &, del pari di ogni Tt”), una b-contrazione.

Da cido & dal fatto che t~—>| T¢» — T, x| hanno derivate prime
equilimitate su ¢t > 0, segue (a).

Poiche (f)—> (';), si ha anche (f)=—=> ().
Per chiarire la sostanziale differenza fra («) e (f), mostreremo che que-
st’ultima implica la convergenza dei generatori:

PROPOSIZIONE 10. « Supponiamo che {Ttm} converga, nel senso di (f),
verso il semigruppo {7}, di generatori {a, b}.
Si ha allora :
(32) lim || aqje —ax || =0 MreX».
i

ProvA. Partiamo anziche¢ dalla (8) dalla equivalente (8); sia allora

A > 0 tale che
lm || e+ Al le— (b a4 AI)te|=0 VreX

J

Ora, dalle ipotesi fatte su @, b, 8i ricava facilmente che ogni (a; | 4b)
& un isomorfismo su X e

o+l <a; g+ )<L i
(b= a; 4 AT~ = (a; + Ab)=1 b.

Inoltre :

Si ha pertanto :

lim || (a; + Ab)~1 be — (& + Ab)~1 b || = O
j
da cui
lim || (aj 4 )1 & — (& 4 D)1 2 || = 0, MzeX
j
e di qui la (32).

OSSERVAZIONE 4. Indicato X, il completamento di X rispetto alla norma

x ~— || bz ||

’l;': )E,——»X
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Jisometria che estende ad X, V’operatore b, la (32) equivale a
(32) (- @) @} > (b1 a) @ VreX, in X.

OSSERVAZIONE 5. L’esempio del § 1, mostra che la (x) non comporta
in generale la (32)" cosicche la (8) e strettamente piw fine della (a).

§ 6. L’equazione del calore.

Una particolare classe di problemi di Cauchy & quella dei problemi
relativi ad equazioni paraboliche del 2° ordine, che diremo problemi del

calore :

ou ou
P a; — 0 1 n
(33) atwdm-;-zj/ 5 ax, = Wy e H (IR
r"

hm || w(t, ©) — qo(x)”Hl(m;):O

t—>0

dove il dato iniziale ¢ appartiene ad H! (IR") ed i coefficienti ay; sono fun-
zioni misurabili e limitate tali che (4, > 0):
Wi = s Mg
(34) 2 " 2 . n
Ao | EP << Zyjag () &&5<< Ay | & 2, £ €R™
1

Dalla (34) si ricava facilmente la

n 6<p op .
6 4,9l — 2l = 3, [ as5 5 o < 4,19 lon 9 -

1Rn

Questo problema rientra quindi, previa 1’Osservazione 3, fra quelli studiati
nei §§ precedenti, ove si ponga :

X = H’i (1’Rn)
i a7 (9
.'Rn

(b, p)m1= f Py dx (p, w € H* (R™)).
.Rn

7 0
(36) (@@, Y)a1 = 2y f 0P O iy
1
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Viceversa, sia X = H!(IR"), b: X — X definito da

(b, ) = j ey dx
.'Rn

ed a: X — X un operatore lineare, continuo ed autoaggiunto che verifica
la (25).

Allora una condizione necessaria e sufficiente affinche il problema gene-
rato da {a, b} sia del tipo problema del calore (ciod il generatore a si esprima
tramite la (36)) & che a sia D-locale (vedi [6], Teor. 1 e 2), cioé:

37) se @, €D (IR™ sono tali che ¢ = cost. in un intorno di supp (y), allora
(ag, ) = 0.

Se tale condizione & verificata, si ha inoltre che i coefficienti che com-
paiono nell’espressione (36) di a verificano le (34).

Ci proponiamo di rafforzare ora il Teor. 4, provando che la sottoclasse
dei problemi del calore & chiusa rispetto alla convergenza L* delle soluzioni.

Basterd mostrare, per quanto si & detto, che la proprieta (37) & stabile
rispetto a tale convergenza; e questo risulterd immediatamente da una
caratterizzazione (Teor. 5) di tale proprieta in termini del semigruppo ri-
solvente.

Premettiamo il seguente Lemma, che ci da informazioni sulla decrescenza
all’infinito della soluzione del problema del calore nel caso di dato iniziale
avente supporto compatto :

LEMMA 4. «Sia u(t,z) la soluzione del problema del calore di dato
iniziale ¢ () e di coefficienti a; € L= (1R?) verificanti le (34).
Supponiamo che ¢ €D (IR") e poniamo

0 (x) = dist. (x, supp (¢)) (x € R™.
Si ha allora:
3
(38) flu(t, ) [? 6t do < %{-12 e*”fl @@ [Fde, M A4E>0.
0
r" r"

Inoltre, per ogni t > 0: u(t,x)€ L' (R;) e si ha:

(39) fu(t,x)dw:fgo(:v)dm MiE>0 ».
mn m’l
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PrOVA 1. Proviamo la (38).
Sia
Oy () = Min {9 (z), k} t=1,2..)
e fissiamo.1 > 0.

=k < 1, si ha:

Allora, essendo
&j

u (t, x) % @ e H'(IR}) Mt<O.

Consideriamo ora la funzione non-negativa, continua per ¢t >0 e deri-
vabile per ¢ > 0, cosl definita :

i (1) = [] u(t, x)|° ¢k ap per t>0
."Rn

\ oan
Si ha per ogni k:
) o [0u s % o% o i
,uk(t)=2.[-§z ue "dw=—2%'vfm]% -é—;"(u k)dw_"
1Rn 1R1L

n ou du " ou , 0V 19

— 23, Mgy —2 5., o " Mk
ij i g 3 ]e £ ?,]/a,,dwiluaxj ek dw

r" r"

Utilizzando la (34), che implica in particolare |a;;| << A,, si ha

/u,’c(t)g221’;l—lof ¢ d —I—nA/ g“
1 .7

1Rn .an

ou |? 22 12 9
— ¢ | qu | €0k A
@

da cui, applicando la diseguaglianza di Schwarz-Holder al 2° integrale, :

pi () < 2 z [— 2 (a5 (82 + ndq o5 (t) B (8)]

f‘awy

dove si & posto

2
¢ dr ; B(t)2 = f| du | ¢ da .
oR’"
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Dalla formula
—0*+20<0> (0,0ER)

-

segue allora

n® A}
_loa] —|—')le0£]/3< ﬂ,ooﬁ
e quindi ‘
3 42
' n A
(40) e (8) << © 22 i (2)
22,
da cui, integrando, :
3 42
n A
(41) o (8) =< (0) = &t
0

Ora, osservando che
|ty 2) [P % < [ty @) [ P51

Sup”u t T |2 l”k("’ I’M/(t %)'2 lﬂ(:v)

e applicando il Teorema di B. Levi, si ottiene
Sup {u (t)} =f] u(t, x) ? e @ dz
k
1Rn
Ma allora la (38) consegue subito dalla (41),

2. Proviamo che

ou

(42) o, )@ ¢’ e I’ (IR7) N At >0, V.

Per far cido, consideriamo la diseguaglianza :

Plouw |2 s n oU U 1y
3 3i|—| P < Jyjayj— — € F=
* 7 oa; T om; da;
L ou 0 19 i
= 2y i By — S a5
1] ](937;'6‘77]( ) 1] j
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Da questa, integrando nella « ed osservando che

v [, 0% 8 A9y, —_ | ou v, do | << }I ou H ue’*
12"[“"55 aay (e e | = | gt o= [ | e e
r" L$
n (9'(9];, oun prs n‘ 8l A9
%‘ij ]a@,la—% -a;; ue dr = %‘j AO An awj L’” ue HL? ’
r”

si ricava, utilizzando la (38),

J

.IRn

ou

2
Mk dx < ©
ox;

dove la costante C & indipendente da Zk.
Ma allora passando al limite con k, si ha la (42).
Ora si noti che, da ¥ (x) = |« | — cost., segue:

e+ @ ¢ L2 (IR™) Mi>o.
Quindi si ha per la (38):

f[ w(t,x) | de = j| u (t, x) | 20 @ =228 @ dy < + oo
r" r"
cioe
w (t, z) € L' (IRy) Mt> 0.
Analogamente dalla (42) segue

ou

2 (t, )€ L' (IRy) Mt>0,5j
(9.%":;

e quindi anche

(43) aij () gi_ (t, x) € L' (IR Vt>0, Mi,j.

Possiamo ora provare la (39):

Sia {y,] una successione di funzioni (= tali che, per ogni » intero, y» =0,

Swr| g,
Bwj

v (@) =1 per |@|<<r, v, (#) =0 per |x|=r—+1, e
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Si ha allora per la (43), avendo posto @, = {x:r<<C|@|<<r 4 1},:
y n n "
M dw| = 5y a0 O e | < w5,
ot 1
.'Rn

Ao T
1 Y ox; axj

d

Ora, essendo prY

ou
(l/ij —_—

dac——r—> 0.
ox;

r" Q,

' i 0 - .
/ uyp, dxl =f—u v, dx, si ha integrando fra 0 e ¢

) ot
‘Rn 1R‘n
lim ]u(t, x) iy (%) dw—fqo(a:) vy (x)de | =0
1Rn clR”

e poiche il primo termine in parentesi ha limite / % (t, x) dw, ed il secondo
. mn
ha limite ‘/ @ (x) dz, si & provata la (39).
.Rn

TEOREMA 5. « Sia b operatore sullo spazio H!(1R") definito dalla formula

Oy Y)m = f oy da
.R'n
ed @ un altro operatore lineare continuo e autoaggiunto su H?'(1R™) tale
che (per certi 4,, 4, > 0):
Iy Ul i — || @29 < (ag, @) < Ao (|l @ i — | @ [[29) Y oeH (RY.
Sia { T,} il semigruppo generato da |a,b}.
Allora i fatti seguenti sono equivalenti :
(i) a & D-locale (cioé verifica la (37))

(ii) per ogni @,y €D (IR") tale che ¢ & costante in un intorno di
supp (y), esiste un numero g > 0 per cui:

f(p‘(p dx—]angwdx
r” r"
0Lt<C1l ».

(44) < O (@, p, Ay, A,) e—elV?

Prova. (i) => (ii). Sia 9 (x)= dist (x, supp (y)), e siano M e o > 0, tali
che ¢ = M sull’insieme K, = {x € IR": 9 (v) << o}.
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Si ha allora per la (39):
fwdw—f"’Ttwdw=Mfwdw—fmwdw =f(M—<p) T,y da.
mn .mn .an 1Rn ‘R"’

Ma
M—¢@=0 su K,

AP—o=>1 su R — K,
Quindi si ha:

'[(ptpdx-—fq)Ttwdx £f|(M—<p) Tiy|et—e) qu <
Rr" r" R"— K,

< 2Max |p|-e%e| | Tiy|e*® de <

R R — K,
< 2 Max | @ |-e7% || 64 ||z || (Te ) €249 |10 << (per la (38))
mn

~
Y

< O(p,w, 4, A,) e-tets¥t

v A>1.

1 .
Scegliendo A = V:, si ha allora la (44).
t

(ii) => (i). Dalla (31)
1
ay = lim — (by — bT,
y o T (by L)

segue
—elV
lap, p)|< € lim 7 —¢
t—0+4 t

e quindi la (37).

Con laiuto di questo risultato & facile ottenere il seguente :

TEOREMA 6. « Siano «{f) funzioni misurabili e limitate (i,j=1,..n;k
intero) tali che (1, > 0):

off = dff Vi
|l < Syaf @) &< A,y | T \ a, EETR®
1

e gia {Tt(k)} il semigruppo risolvente il problema del calore di coeff. ag-‘).
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Se, per ogni ¢ >0, g€ H'(IR"), esiste T, € L?(IR") tale che
tim || 789 — T2 ||z =0,

allora {T,} ® il semigruppo risolvente il problema del calore relativo a certi
coefficienti a;€ L= (IR"™), per cui
@ij == @i i)

}0|'5|2£12ija‘ii(w)5i§j£/10|§’2’ &, EETR" ».

Prova. Basta, per quanto si & detto, mostrare che la (44) & stabile per
il passaggio al limite

{Tt(k) o} —k> T: .
Ora cid ¢ immediato.

§ 7. Confronto con altri tipi di eonvergenza.

Assegnate le funzioni misurabili e limitate o}, verificanti uniforme-

mente le (34), indichiamo {Tt(k)} il semigruppo risolvente il problema del
calore relativo ai coefficienti ag?).
Abbiamo considerato nel § 6 la convergenza

(@) {T}k) @l converge in L?, ME>0, N @peH!(IRY.

Un altro importante tipo di convergenza, considerato in generale nel
§ 5, & il seguente:

8) {’l‘t(k) ¢lx converge in H!, uniformemente per ¢ limitati, 3/ @ € H!(IR).

Indicati a; i coefficienti del problema limite (vedi Teor. 6), la (8) im-
plica (Proposizione 10):

) n dp oy » dp oy
] gl a2 gl = > ] 0, 22 2 \ € H' (R .
(45) lz?’%?’fa] 0x; g x§ ?’fajé‘wi awjdx A (R

r" r"
Dalla (45), dando a ¢, v i seguenti valori (in relazione ad una w €< (1R))

w 1
¢ = ——sen (rz), y = ——sen(rz;) su supp (¢)

w 1
¢ = - o8 (ray) y = ——cos (rx;) su supp (),
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e facendo tendere r — - oo, si ricava (dapprima per le w € D (RY):

lim %_/-ag-‘) wde ! = fai]- w da Mo e LHIR™), M4, j.
k
.Rn 1R'n

Dalla precedente formula (che ovviamente equivale alla (45)) segue che

la successione {aﬁf)}k converge verso a; debolmente in ogni Lio..

L’esempio del § 1 mostra che cid pud non verificarsi nell’ipotesi della
(«)-convergenza.

La («) si pud esprimere, sempre nel caso particolare del problema del
calore, attraverso altre formulazioni equivalenti.

Gia si e visto (prova del Teor. 4) che («) implica

(), {Tg(k)‘P}k converge debolmente in H! (IR*), M t>0, ¥ ¢€D(RY.
Proviamo ora che vale anche il viceversa:

PROPOSIZIONE 11.
« (o) <=> (a); ».

ProvVA. Basta provare che le successioni

(T gl t>0, gD (R,

sono relativamente compatte in L? (1R").

Infatti in tal caso & facile constatare che anche le {T,(")cp}k con t >0,
@ € H' (IR"), sono relativamente compatte in L?(IR") e di qui con argomenti
di compattezza segue la tesi: (a), =—> ().

Sia dunque t > 0 e @€ D(IR"), e poniamo :

oo =T* ¢

9 (x) = dist (x, supp (¢)) (% € R™).
Utilizzando la (38) con 4 =1 si ottiene, M k, ¥ r>0:
|r @) P de < e | | g (@) [2 2@ dw < O~
d@)=r d@)=r

la costante C essendo indipendente da Fk.



698 SErRGI0 SpAGNOLO : Sul limite delle solucioni di problemi

Passando al limite per v — 4 oo, si ha allora che, %/ ¢ > 0, esiste un
limitato K, di 1R™ per cui

f[(pk|2dxgs M .

n
R"—K,

Da questo e dal Teor. di Rellich (che assicura la compattezza locale, in
quanto {pz} & limitata in H?'), segue che la successione {¢z} & relativamente
compatta in L2 (IR").

Si noti che, essendo {Tt(k)(p}k limitata in H?, basta per ragioni di debole
compattezza che tale successione converga in una qualche topologia con-
frontabile con quella debole su H?!, percheé si abbia la (&), e quindi la («).

In particolare, considerate le convergenze seguenti:

(), {Tt(k) ¢l converge debolmente in @' (R™), M t>0, M @eD(RY
(@) {7/ )1 converge debolmente in L2(IR%), M- ¢>0, M €D (R,
si ha:

(&) <=> (a)y <==> ().

~

Dlaltra parte il Teor. di Nash ([4], [5]) assicura che le soluzioni

{(T,(k) @) ()} sono uniform. holderiane nelle variabili ¢, e quindi costituiscono
in particolare una famiglia di funzioni, in (¢, %), equicontinua ed equilimitata
sui compatti.

Allora, utilizzando il Teor. di Ascoli, si vede che («) equivale a

(o0), {(Tt(k) @) (x)}x converge uniform. per ¢ ed x limitati, / @€D(R").

Da questa, tenendo conto della rapida e uniforme decrescenza all’infi-

nito di ogni T¥ ¢ (quando ¢ € D (IR"); vedi la (38)) si ottiene un’ulteriore
formulazione equivalente della (a):

() {T" ¢}, converge in ogni L?, MEt>0, MeeD(RY.
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