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TEOREMI D'IMMERSIONE PER GLI SPAZI
ANALITICI REALI

A. ToGNOLI - G. TomASSINI (¥)

Introduzione.

In questo lavoro si dimostrano i seguenti teoremi :

1) Sia X un (IR)-spazio analitico di dimensione n e sia ‘®¥?**+1(X) lo
spazio delle applicazioni analitiche reali di X in R***!, con la topologia
della convergenza uniforme sui compatti. Allora I’insieme delle applicazioni
@ € R2+1 (X)) che sono iniettive e proprie & denso in 9+ (X) (Corollario 3).

2) Se X & coerente allora l’insieme delle applicazioni ¢ € R+ (X)
iniettive, proprie, regolari nei punti regolari di X e tali che ¢ (X) sia un
sottoinsieme analitico di IR**t! & denso in ‘¥?»+!(X). In particolare ogni
varieta analitica reale con topologia a base numerabile, di dimensione =, &
isomorfa ad una sottovarietd di IR?"1+! (Teorema 2 e Corollario 2).

3) Se X e coerente ed & localmente isomorfo ad un sottoinsieme ana-
litico reale di un aperto di TR¥(N > n) allora esiste un’applicazione analitica
reale @ : X — IR"+V che & iniettiva, propria ed & un isomorfismo di X sul
sottoinsieme analitico reale ¢ (X) di 1R*+¥ (Teorema 4).

Si osservi che N e un limite superiore per la dimensione dello spazio
tangente di Zariski in ogni punto di X.

E noto che (cf. [4)) se X & un (IR)-spazio analitico di dimensione =
esiste uno spazio di Stein XV, di dimensione n, su cui e definita un’« antiin-

voluzione » o: X — X tale che
X={90€X:o(w)=w}.
Da cid e dai risultati di Narasimhan (cf. [3]) si possono ottenere teo-

remi d’immersione per gli (IR)-spazi analitici di dimensione =, in T1R*+2.

Pervenuto alla Redazione il 6 Aprile 1967 ed in forma definitiva il 3 Maggio 1967.
() Lavoro eseguito nel’ambito del gruppo di ricerca n. 35 del C.N.R. nell’anno ac-
cademico 1966-67.
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Sia o2 (X) Vinsieme delle applicazioni olomorfe @: X — Q™ tali che

&(o (i)): q’;(f) per ogni reX.

Per mezzo dei teoremi d’immersione in R#*+? ricalcando passo passo
la dimostrazione di Narasimhan ([3]) si prova che linsieme delle applicazioni
g&di"ﬂ (f ) che sono iniettive, proprie e regolari nei punti regolari di X

~

& denso in ¢{>"*! (X) (Teorema 1).
Da questo risultato seguono i teoremi enunciati dapprineipio.

Ringraziamo A. Andreotti per utili discussioni avute nella preparazione
del presente lavoro.

§ 1. Generalita.

a. Riportiamo, per comodita del lettore, alcune definizioni e proprieta
che saranno utilizzate nel lavoro.

Uno spazio anulato si dice spazio analitico (ridotto) reale (rispettiva-
mente complesso) se:

1) & di Hausdorff e soddisfa al secondo assioma di numerabilita
2) & localmente isomorfo ad un sottoinsieme analitico (ridotto) di R”
(rispettivamente di C»).

Se X, Y sono due spazi analitici, reali o complessi, i morfismi (di spazi
anulati) ¢ : X — Y sono comunemente detti applicazioni analitiche (olomorfe
nel caso complesso).

Dicesi spazio con fascio di anelli locali, uno spazio topologico X su cui
& definito un fascio di anelli locali Ox, detto fascio strutturale.

Un morfismo y = (f,¥) fra due spazi con fasci di anelli locali: (X, Ox),
(Y, Ox) &, per definizione, il dato di un’applicazione continua f: X— Y e
di un omomorfismo, #: Oy—> Ox, che induce degli omomorfismi di anelli
locali: ¥x: Oy, r@)— Ox,2 (0ve Oy, s4), Ox,» sono le spighe di Oy ed Ox
nei punti f(x) ed x).

Un morfismo di dice un isomorfismo se ammette un inverso.

Sia ora TR un corpo valutato completo (nel seguito con TR indicheremo
il corpo reale o complesso) e TR™ il prodotto topologico di » copie di R.

Indicheremo con Agn il fascio dei germi delle funzioni analitiche defi-
nite in k", a valori in TR. Sia G un aperto di TR"; noteremo con Ag la
restrizione di Agn a G.

Per ogni aperto G di 1R" la coppia (G, Ag) & uno spazio con fascio di
anelli locali.

Sia I un fascio di ideali di A4 generato da un numero finito di fun-
zioni analitiche, definite su tutto G. Notiamo con S (I) il supporto di Ag/I.
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La coppia (S (I), Ae¢/I sp) & uno spazio con fascio di anelli locali. Un tale
spazio viene detto TR-spazio analitico locale. Supponiamo ora che I’ sia un
gsecondo fascio di ideali di A¢ finitamente generato e sia I’ > I.

In questo caso si ha Pimmersione f: S(I’) — S(I), e Yomomorfismo ca-
nonico ¥ : Ag/I— Ag/I’. 11 dato del 1R spazio analitico locale (S (I'), Ag¢/I’) e
del morfismo (f,d) & detto sotto TR-spazio analitico locale di (S(I), Ag/I).

Diamo infine la seguente :

DEFINIZIONE. Dicesi TR-spazio analitico uno spazio di Hausdorff (!), con
fascio di anelli locali (X, Ox) tale che:

1) per ogni x€ X esista un aperto U3« tale che (U, Ox,y) sia iso-
morfo ad un TR-spazio analitico locale.
2) la topologia di X sia a base numerabile.

Diremo realizzazione di un aperto U di X un isomorfismo fra (U, Ox | v)
ed un TR-spazio analitico locale. I1 dato di U e della realizzazione dicesi
carta locale.

Dicesi sotto TR-spazio analitico di (X, Ox) un TR-spazio analitico (Y, Oy),
tale che Y sia un sottospazio topologico di X, e sia definito un morfismo

(fy 9 : (Y, Or) — (X, Ox),

soddisfacente le condizioni :

i) f+ Y — f(Y) & Dapplicazione identica ed f(Y) & localmente chiuso
in X

ii) (Y, Oy) col morfismo (f,?) & localmente un sotto TR-spazio analitico
locale di (X, Ox).

Sia (X, Ox) un 1R-spazio analitico: (X, Ox@® C) & uno spazio con fascio
di anelli locali.

Dato un 1R-spazio analitico (X, Ox) diremo Ox-complessificazione (od Ox-
complessificato) di X il dato di un C-spazio analitico (¥, Oy) e di un mor-
fismo

J= (9 (X,0x)— (Y, Or)

tale che: ¥ o X ed f: X — f(X) sia Papplicazione identica, f(X) sia chiuso
in Ye

#: Oy ipx)— 0xQ C

sia un isomorfismo di (¥, Oy |zx) € (X, Ox@ ). Si prova (cf. [4]) che il germe
dello spazio complessificato di (X, Ox) & unico.

(!) L'ipotesi che X sia di Hausdorff non & essenziale ad una teoria dei TR-spazi ana-
litici, Noi la introduciamo perchd® nel seguito saremo interessati solo a spazi separati.
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Sia Ip il sottofascio di Ox dei germi di sezioni s di Ox nilpotenti.

11 fascio Iy & un fascio di ideali e lo spazio anulato (X, Ox/Ir) & uno
spazio analitico (ridotto) cioé localmente isomorfo ad un sottoinsieme anali-
tico A di un aperto di fR® munito del fascio delle funzioni analitiche su A.

Se Tk = € lo spazio ridotto (X, Ox/Ir) & un sottospazio di (X, Ox) ed
il suo fascio strutturale & coerente. Cid pud non essere vero nel caso TR = R
(ef. H. Cartan [1]).

In ogni caso lo spazio anulato (X, Ox/Ir) si chiama lo spazio analitico
ridotto associato ad (X, Ox). Lo si indica brevemente con X.

Nel caso reale, secondo la terminologia adottata, lo spazio ridotto puo
non essere un 1IR-spazio.

Consideriamo un {-spazio analitico locale dato su un aperto G di C»
mediante un fascio di ideali I, generato da un numero finito di funzioni
olomorfe f,,...,fs; su G.

Posto 8 (I) =[x € G: f, () = ... = [, (x) = 0} esso & il supporto del fascio
Ag/I (ove Ag @ il fascio dei germi delle funzioni olomorfe su &) e lo spazio
considerato & dato da

(81, Ade/Isw)-

Separiamo in ogni generatore f, la parte reale dalla parte immaginaria :
fr=fr+if,; identifichiamo C" ad 1R*® e consideriamo il fascio di ideali
I di AZ(= fascio dei germi di funzioni analitiche reali su @) generato
dalle funzioni fi,...,fs; f1' e, fs

¥ chiaro che

SUp)={r€G: fi(x)=f) @) =...f ;@) =/f; (0) =0} = S(I).
Possiamo considerare 1"fR-spazio analitico reale :

(S (I), AG/ T pygzy)-

Si verifica che questo secondo spazio non dipende, né dalla realizzazione
del primo (C-spazio analitico locale come sottospazio di un aperto di C»,
né dalla scelta di un sistema di generatori dell’ideale I della realizzazione
locale.

Questo spazio si chiamera VIR-spazio soggiacente al (-spazio analitico
locale dato.

Questa nozione si trasporta poi ai C-spazi analitici e permette di asso-
ciare canonicamente ad ogni C-spazio analitico (X, Ox) D'IR-spazio analitico
reale soggiacente (Xg, O%).
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11 coniugio ¢ del corpo complesso & un automorfismo tale che o® = id.
Questo definisce su " un automorfismo antilineare involutivo che chiame-
remo ancora con ¢. Data una funzione olomorfa f: G — @ definita su un
aperto G di C» esiste, unica, una funzione olomorfa f° su o (G) tale che il
diagramma :

Gﬂ—f —C
o (o)
Vol
0 (G —————C

sia commutativo.
Si definisce un automorfismo antilineare di fasci :

o*:A&n—>A¢n.

Sia (X, Ox) un ( spazio analitico locale su @ definito da un fascio di
ideali I su G: (X,Ox)= (8(I), A¢/I), ove S(I) & il supporto di Ag/I.

Si consideri su ¢ () i1 C-spazio analitico locale (8 (¢* (I)), Aoey/0™(I)) ove
S (c*(I)) & il supporto di o* (I). Questo secondo (-spazio non &, in generale,
isomorfo al primo ma esiste un antiisomorfismo (o,0*) che fa passare dal
primo al secondo.

I1 Q-spazio analitico (S (0 (I)), Ag@/o* (I)) si chiamera il coniugato di
(8(I), Ag/I); si verifica che la sua struttura non dipende dalla realizzazione
del primo C-spazio nell’aperto di C".

La nozione si trasporta ai (-spazi analitici e permette di definire per
ogni tale spazio un nuovo spazio coniugato del precedente ed un « antiiso-
morfismo » del primo sul secondo.

Dato un C-spazio analitico (X, Oy ) pud accadere che esso sia isomorfo

. . ~ . R ~ B . .
al suo spazio coniugato (X, O)_:() ed anzi sia (XR, Oi) = (X, OQ’ cioe il (-
spazio analitico coincide, con la sua struttura reale soggiacente, con il co-
niugato.

In questo caso l’antiisomorfismo che fa passare dal C-spazio al suo co-
niugato diviene un antiisomorfismo di (X, Og) in s& che verra detto antiin-
voluzione di (X, Oy ).

Si pud notare che un’antiinvoluzione induce un isomorfismo delle strut-
ture reali soggiacenti.

Osserviamo in particolare che se X ¢ una varietd complessa su cui
¢ definita an’antiinvoluzione ¢: X — X e #z,..2, & un sistema di coordinate
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in un intorno di un punto p € X le funzioni w, = ¢* (2,) ... 0, = ¢* (2,,) danno
un sistema di coordinate in un intorno di o (p).

In tali coordinate l’antiinvoluzione si serive w; = z2;,i =1, ..., n.
Sia (X, Ox) un sotto IR-spazio analitico di ()2"13, O;‘) e (i, ) : (X, Og) —

—-—>(3ﬁ“’“, Oz) il morfismo associato.
Diremo che (X, Ox) & fisso, od & parte fissa, per la antiinvoluzione
o= (0,9) se:
X = {fo]o(x)—_—x}
ed inoltre si ha:
mod =m, ove: 9:0% 50% e a:0%—0Ox
X x x

sono le applicazioni fra i fasci strutturali.

La definizione di complessificato & di antiinvoluzione si trasportano im-
mediatamente agli spazi analitici reali o complessi (per i dettagli vedasi [4]).

Nel seguito considereremo solo gli spazi analitici reali che sono ridu-
zione di qualche R-spazio.

Tali spazi sono quindi ridotti, dotati cioé del fascio delle funzioni ana-
litiche reali, e verranno chiamati (IR)-spazi.

b. Faremo uso nel seguito della seguente

PROPOSIZIONE 1. Sia X un (WR)-spazio analitico, di dimensione n. Esi-

stono allora uno spazio di Stein X di dimensione n ed un’ antitnvoluzione
o: X—> X tale che

) Xo X
i) X={weX:o(@)=naj.
Se X & coerente X ¢ un complessificato di X.

DIMOSTRAZIONE. I conseguenza della proposizione 6 e del teorema
8 di [4].

Sia X un (IR)-spazio analitico. Sia 7', lo spazio tangente di Zariski nel
punto x € X, sia N = sup dimyg T,. Se N < co, diremo che X & localmente

zeX

di tipo N.

Analoga definizione si ha per uno spazio complesso.

Se X & uno spazio analitico reale, coerente e localmente di tipo N, al-

lora esiste un complessificato X che & nno spazio di Stein localmente di tipo
N (cf. [4] teorema 3).
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PROPOSIZIONE 2. Sia X uno spazio di Stein di dimensione nyo:X— X
un’antiinvoluzione ed X = {x € X:o (r) = x}. Bsiste un’applicazione olomorfa,
iniettiva e propria @ : X — C+2 tale che:

i) a(o (%)) = z;f(m) per ognt X € X
ii) @ & regolare nei punti regolari di X.
Inoltre se X ¢ localmente di tipo N > n, esiste un’applicazione olomorfa,
propria v: X — QN tale che

i’) ;(0 (a’))):?p(x) per ogni veX
ii’) 1;: X 1;(]?) é un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema 5 di [3] esiste un’applicazione olomorfa,
iniettiva, propria ’qu' : X — @1, di rango massimo mnei punti regolari di ¥.
Usando la costruzione eseguita nella dimostrazione del teorema 9 di [4] si
definisce l’applicazione %

Analogamente si ragiona per costruire ’applicazione 1/’7, considerando
perd un’immersione ‘y di X in @nt¥ (che esiste per il lemma 6 di [3]).

Sia X un (IR)-spazio analitico e sia R (X) ’algebra delle funzioni ana-

litiche f: X — 1R. Con la topologia della convergenza uniforme sui compatti,
‘R (X)e uno spazio vettoriale reale metrizzabile non completo.

Sia X uno spazio complesso ; indicheremo con of (f ) algebra delle fun-
zioni olomorfe f: X C: con la topologia della convergenza uniforme sui
compatti g{(f} ¢ uno spazio di Fréchet.

Sia ¢: X — X un’antiinvoluzione ed X = {we X:o@w)= x}.

Sia f : X¥— C una funzione olomorfa. Ad f si associa la funzione olo-
morfa fz: X — ¢ definita da

Jr (@)=

Slo (90'))2+f(-”) . aeX

Diremo che f & c-invariante se f=fr (cioe se f = f°).

Un’applicazione f: X —> C"f = (fiy - ,fm)y i dice o-invariante se fi=
= (filr,1<<j<m. 5

Indichiamo con «{* (X) lo spazio di Fréchet delle applicazioni olomorfe
yp:X—C™ e con A (X) il sottospazio chiuso di o{™ (X) formato dalle ap-
plicazioni o-invarianti.

LEMMA 1. Sia X uno spazio di Stein, 0: X — X una antiinvoluzione ed
X=|xc¢ Xio@= z}. Allora

R, (X, X) = (fER(X): [ = Flx, Fe o, (X))

¢ un sottospazio demso di K (X).
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DIMOSTRAZIONE (1). Sia K ¢ X un compatto. Proviamo il fatto seguente :
esiste un’applicazione olomorfa vw: X — C? tale che
i) g(a(x)) = y'j(a:) per ogni x € X
ii) esiste un intorno aperto U di K in X tale che ;ly € un isomor-

fismo di U su un sottoinsieme analitico di un aperto di Q9.
Se U & un intorno relativamente compatto di K esso incontra un numero

finito di componenti irriducibili di Xe quindi & contenuto in un sottoinsieme
analitico X’ di X di dimensione finita. Si puo supporre che sia o(f’): X
Per la proposizione 2 esiste un’applicazione 9'; : X’ — C» tale che f;; (o () =
= aa' () per ogni €X' Usando i ragionamenti fatti nella dimostrazione
del teorema 11 di [4] si costruisce un’applicazione olomorfa ’1’;; : X7 — Q1 ve-
rificante i) e ii) rispetto a X,

Poiche X & uno spazio di Stein ’;; si pudo estendere ad una applica-
zione olomorfa ’1'; - X — 9.

Posto ="y, soddisfa i) e ii).

(2) Siano 2z, =, + iy, ,..., 2, = @, + iy, le coordinate in (7 e sia
fER(X) ed ¢ > 0. Per il teorema di approssimazione di Weierstrass esiste
un polinomio P’ (2,,..., 2,) a coefficienti reali tale che | P’ (y) —(f o (17—1))(3/)] <e
per ogni y €y (K). La funzione P= P’ o+ & un elemento di o, (X), Px€
R, (X, X) e | Pix (#) — f (x) | < ¢ per ogni € K. Per D’arbitrarieta di f, K, ¢
cid prova che R, (X, X) & denso in R (X).

§ 2. Risultati preliminari.

a. Sia X uno spazio complesso. Una famiglia localmente finita {Uj}je n

di aperti U;c X si dice un sistema ammissibile di X se:

i) U=_UmUj ¢ A(X)convesso ¢ U;n U= se j=Ek,
je

ii) esiste una successione {B,}, ¢ di aperti di X tali che:
B,(ZBy41, ¥ = UDB,. e B,UU sia s‘((f)—convesso per ogni » € 1p.
- v €
Osserviamo che si pud supporre che se U;Nn B, == ¢ allora U;c B, .

Infatti basta sostituire B, con unione B, di B, e degli U; tali che U;NB, 5=
e considerare una opportuna sottosuccessione B;h di B,.
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Una successione {B,}, ¢ soddisfacente tale proprieta si dice associata
al sistema ammissibile {Ujl;¢ -

Sia o: X — X un’antiinvoluzione. Se per ogni j, » € ) esistono j’, »’ €1}
tali che ¢ (U;) = Uy e o(B,) = B,,, allora il sistema si dice c-ammissibile.

ProPOSIZIONE 3. Sia X uno spazio di Stein di dimensione n e sia
0: X — X un’antiinvoluzione. Hsistono 2n - 1 sistemi o-ammissibili {U,-"}jE D

i=1,.,2n+1 di X, tali che

~ 21 ;
F= U (,u U, )
A=1 ]5]})

DiMOSTRAZIONE (1). E’ sufficiente dimostrare che dato un insieme nu-

Il

merabile T di punti di X esiste un sistema o-ammissibile {Ujlj e » tale che

A=X— 'U{I) U; sia un sottoinsieme anatitico reale A N 7 = . Infatti da [5]
J€

§ 8, si deduce che dato un sottoinsieme analitico reale 4 c X esiste un in-
gieme numerabile S di punti di A tale che se B < X & un sottoinsieme ana-
litico reale ¢ BN 8 = ¢ allora dimm (AN B) < dimp A.

E’ chiaro allora che si possono costruire 2n -} 1 sistemi ¢-ammissibili

(U')jemrA=1,., 20+ 1, tali che, se 4; =X - U U}, risulti
JE

. - B A s .
dimy (X—lgl (j éJm Uj")| = dimp (4, N ... N 4Ap) < 20— b

~ 2n-+1 1
ne segue che X———(U ( U Uj))=®-
A=1 JEe 1))

(2) Dimostriamo quindi Vesistenza d’un sistema ¢-ammissibile {Uj}je »
soddisfacente le proprieta dette.

Sia&: X — Q¢+ Papplicazione olomorfa di cui alla proposizione 2.
Per ogni »€1D sia

Q=[(eCm: v <a < — < Y<l=<a<in+2
B, =9~ (@);

risulta B, (= B,41 per ogni »€P e X= UDB,.
v e
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Sia T ¢ X un insieme numerabile di punti: mediante iperpiani reali
paralleli agli iperpiani reali coordinati di C4»+2 si pud ottenere una famiglia
localmente finita di « rettangoli » aperti, disgiunti di C+"+2 tali che:

~ h _ —
U Rine(T)=3, U R; & compatto per ogni A€ e C4+"+2 = U R;. Pos-
JEB =1 JjEm

siamo supporre inoltre che il coniugio in C4»+2 trasformi ogni rettangolo di
{Bjlje p in un rettangolo di {Rs};cp (i.e. (Bj};¢jp & adattato al coniugio).

Per il lemma 1 di [3] {Bj};¢p & un sistema o-ammissibile di C*"+2. Per
costruzione (Rj};cp & adattato al coniugio in 4"+.

Ora se y: V— W & un’applicazione olomorfa tra spazi di Steine £ &
un aperto di W che & of (W) -convesso allora w—1(2) & « (V) -convesso.

Ne segue, ricordando che P’applicazione ’q\o' e propria, che, posto U;=
= p~1(R;), B, = 91 (Q,), {Ujljep © un sistema o-ammissibile di Xx.

L’unione degli iperpiani reali che dividono €¢7*2 nei rettangoli R; & un
insieme analitico reale quindi la sua immagine inversa mediante 2;; & un sot-

toinsieme analitico reale di X, che per costruzione & disgiunto da 7.
Cio conclude la dimostrazione.

OSSERVAZIONE 1. Per costruzione gli aperti Uj, B, , j, v €} sono o (X)-
convessi. Inoltre posto V;= U;U ¢ (U;) ¢ B, = B, U (B,) tali aperti sono
A(X)-convessi (cfr. (3] lemma 1) e {Vj};ep & un sistema c-ammissibile in
cui si ha inoltre ¢ (V;)= V;, o (B,)= B,.

PROPOSIZIONE 4. Sia X wuno spazio di Stein, o: X — X uwantiinvolu-
zione e {Uj}jgm un sistema o-ammissibile. Per ogni j€W) sia K; c U; un com-
patto, f; € A, (X’) ed ¢ > 0. Hsiste una funzione f€ A, (:\Y) tale che

”f"'f]“KJ <&, MjEW,

ove

|/ —Jillx; = sup | f (@) — f; @) |.
xEKj

DIMOSTRAZIONE. Sia = ¢(j) definito da o (U;) = U;. Si pud supporre,
eventualmente considerando compatti K; o K;, che o (K;)= K, ;. Per il

teorema di approssimazione di Narasimhan (cfr. [3], teorema 2) esiste € oA (:f )

&; .
tale che ||/ — fillgju &, < —2i . Se z€ K;U K, j risulta

Fo @ — 1@ = f2 @) — (e (1) = LA TS F Lo @)= Jyioa)
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da cui segue

[F@ —fi@)] | |/e@)—fio@)]
2 2

| fr (x) — fi(@)| < < g

| /2 —fill <[l /2 — fillju x, ;) < &-

Sia X uno spazio di Stein, o: X — X un’antiinvoluzione, {Uf}jsm,

1=1,2,..,m, sistemi c-ammissibili. Siano K c X, K;' ¢ U}, ..., K;" c U;",
compatti ed e > 0, &> 0, j€D. Poniamo

Va={feody (X): || fllx < & ||f,1”Kj,1<sj, A=1,..,m, jeip)

ove se f={(f,,..,fm)e Cc X & un compatto si & posto [|f]lo = sup || fi]lo-
1I=i<m

Al variare di K, Kj’l, & ¢ 1 sottoinsiemi V,, formano un sistema fon-
damentale di intorni di {0} per una topologia su ' (X) che chiameremo
la m-topologia associata ai sistemi {Uf'}jgm, A=1,..,m.

Una m-topologia & strettamente pil fine della topologia naturale su o, (f ).

Osserviamo inoltre che con una m-topologia lo spazio of, (X) non & metriz-

N\

zabile e non & uno spazio vettoriale topologico (la moltiplicazione per uno
scalare non & un’applicazione continua). Si pud tuttavia dimostrare che

con la m-topologia o' (55 ) & uno spazio completo, di Baire (cf. [0]).

PROPOSIZIONE 5. Sia X uno spazio di Stein, o: X — X uwantiinvoluzione.
Per ogni compatto K X sia A (K)c Ay (X’), m > 0, tale che
i) A(K) & denso in AT (X)
ii) se K’ K, A(K)c A(K’)
iiiy se K c&’, K’ compatto, per ogni f€ A (K) esiste o > 0 tale che
se g€ A™(X) e |9 —F|lxr << 0 allora g€ A (K). In particolare A (K) é aperto.
Stano {Uf}jsm, A=1,..,m, sistemi o-ammissibili.

Allora KQXA(K ) ¢ denso in o (X) per la m-topologia associata ai

sistems {Ujl}jsm, A=1,..,m. In particolare KQX A (K) & denso in oA, (X).

DIMOSTRAZIONE (1). Sia g€ o™ (X), ¢, K;* compatti, Kj' ¢ U} 1 =1,...,m,
ed ¢ >0, >0, j€iD.

Sia (B}, Una successione associata al sistema {Uj;.}j emy A=1, 0, m.
Si pudb supporre che o (U/)= U, o (B)=B:, o (Kj)=K}' e o(C)=C
per j, » €1R.
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Si puo inoltre supporre che gli aperti Ujl, B! siano d(X~ )-convessi (cf.
osservazione 1).

Sia’K} c B! un compatto contenente Bﬁ_l ed i Kf che stanno in Bﬁ.
Sia ¢} un intorno compatto di ’Kf in Bf..

. Ky 1 nooa
Sia K, = 0 'Kle ¢,= N ¢}

Suppomamo che U, c B} per j <_71 e U ch_H — B! per j,, <J <]v+1

Si ha I, c:KH_1 e X= U K, .
v €D

Se K c K’ allora A (K’)c A(K); quindi se f€ A (K,) per ogni €,
f€A(K) per ogni compatto K c X. B chiaro che si puo supporre C c K/
ed & < per jgm?xj{.

(2) A(Ky) @ denso in o) (X), quindi esiste f'= (7, ...,f}) €A (K )
tale che || f! _9”1{/1 < e per j<<j*, 1=1,...,m. Per iii) esiste & >0
tale che se F ¢ gf., (X) e ||F— flllo,<Cd, allora FeAd(K)). Sia §, =
= min (d; , &).

Poiche By UA, (U* = 'L{I) Ujl) e <f (:'Y )-convesso, Bt e gli aperti U,-l

Je
sono (f)-convessi e Cf‘u o (G,’l) c B!, Kf c By — B}, per ji <j gj%, esi-

stono m funzioni ’fl , ’fm, olomorfe su X, tali che posto 1)': =
=Clluo(01’1)u( U Kl), si abbia:

1<J<]1

1 1 Jr<< g j*

P2 . £1 5 rpe il 1 2

“ f;, f;, |I1)i~< 5 17 ” f;, 9, HKjl < 9 ¢ A=1,..,m;

ne segue

1 1 Alg=gt
F2y __ f1 — 9 £ i 1 2
”(fi.)li: f). ”D7l~< 9 %17 “(f;,)R g;_“](jl< 9 s A=1,..,m.

D’altra parte A (K ) & denso in o™ (X) quindi esiste > = j1 s s fr) €
€A (K2 ), tale che

1 A=1,..,m
Hf}_ D;'< b “f},z—gAHK]l<?8] J1<}é’j;_

. ' 6 m , 55 .
Sia 0 << 6y <?i tale che se F € of, (X) soddisfa la diseguaglianza

|| F—f?|lo, < &5 allora Fe A (K,). Per iterazione si trova una successione
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(f)yem, f7 € A(K,), tale che

B 8oy 1 Jhoy <i<jh
| f» —f1 ||0v_1 < 5 |2 — 92 ”K;' < DA _—i 1,..,m,

e |y —9, ||sz < g per j<ji .

Poiche §, <% 0,1 8i ha 2 6,<<d,. Quindi se f= (f;, ., fu)=
u=v-1

= lim f* allora ||f—f"|lo, <9d,, fE€EA(K,) per ogni »€ e quindi

JE€A(K) per ogni compatto K c b'd Scegliendo opportunamente i 4, si ha:
“f— [ ”C < ”fl — 0 ”K?- <g, jEM, A=1,.. y My
J
e la proposizione & completamente dimostrata.

b. Sia X uno spazio complesso, S l’insieme dei punti singolari di
X: S & un sottoinsieme analitico di X e X — § & una varietd complessa.
Sia <; : X Qm un’applicazione olomorfa. Dato «x € X — 8 indichiamo
con g ('q;) il rango jacobiano di a)', cioe il rango della matrice jacobiana del-
Papplicazione ; nel punto x.

PROPOSIZIONE 6. Sia X uno spazio di Stein di dimensione n, 0: XX
un’antiinvoluzione. Sia T < X un insieme discreto di punti, g’; eAL (f )y g < m.
Per ogni compatto K c X sia A (K) e A, (X) Vinsieme degli elementi f tali che:

i) f separa i punti di Tn(Kyo(K))
i) se (@,f): X— Qe+l & Papplicazione definita da & — (@ (x), f (@),
si ha

0z (9r f) =z, (@) + 1

per ogni x, € TN KUo (K) che sia un punto regolare di x.
Allora la famiglia degli insiemi A (K) verifica le ipotesi della pro-
posizione precedente (con m = 1).

DIMOSTRAZIONE. (1) Proviamo dapprima che l'insieme delle funzioni
fed, (X ) che separano un numero finito di punti «,,.., 2, di ;'XV', & aperto
e denso in oA, (f ).

9. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Si pud supporre che sia o (x;) = 4 con 1< o (j)<<p per ogni 1 <<j<Ip.
Siano f;, ..., fp funzioni di o (AA;) tali che

i se j=1Lk e o(x;)Fw
f:;(a’/'k): 1 se ]:k e 0(.%}):{);']

0 se j==k

P
Consideriamo la funzione f= X 1;(fj)r con 4,,..,4,, numeri reali
J=1

tali che |4;|<=|4x| se j==Fk e, se j=o0(j), jFo(k) e k= o(k), allora
| 25 — Zo(j)| &= | 4 — Apy | La funzione f appartiene a o, (X) e separa i
punti x4 .., @, .

Sia g€, (X) e 1€ R: g Af non separa i punti Xy, .., &y S€ € solo
g {x)) — g ()
J (wr) — f ()
numero finito: ne segue che ¢ & limite in A, (2’\(' ) di una successione
{9 + 4.f},¢p di funzioni che separano i punti w,,...,2,. T’ poi immediato
vedere che l’insieme delle funzioni che separano i punti x;,...,x, & aperto.

se 1 coincide con uno dei valori , J, k=1,..,p, che sono in

(2) Proviamo ora che Vinsieme delle funzioni f€of, (')V( ) che verificano

la condizione ii) dell’enunciato & aperto e denso in «f, ()} ).

Sia K < X un compatto e sia {0} = TN K.

Esistono coordinate olomorfe (& ,...,&) (o0, ..., 929) nell’intorno di
x; © o(x;) rispettivamente, tali ¢ che si esprima in questi intorni con z; = &,
j=1,..,n

E’ noto che esistono » funzioni w,,...,w, olomorfe su X che assumono
su &, ,..,&, valori assegnati e tali che i differenziali dw,,...,dw, siano
eguali a d&, ..., d& in @, ,%,.., .

Risulta allora chiaro che 2, = (w)r,...,%, = (w,)rg hanno la stessa
proprieta.

Le funzioni #,,...,%, danno allora un sistema di coordinate locali nel-
Pintorno di ogni punto x,,..,,.

Siano 1, , .., 4, numeri reali; sia { = X %2;, g€ A, (X) e g+ A con
j=1
LER.
In un punto z;, 1=Cj < p, risulta o (¢, g + 40) = o, () se e solo se

4 & tale che il vettore ((M) y ey (M) ) ¢ combinazione li-
ZJ 11]

6%y 02y
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- e 9, ) (3_971 @.) ~
neare dei vettori (( 52, )xj,.--, (8zn L) \Gaey )y 1 Gz ) @ = (@1

s ?p'q). Quindi escluso al pilt un numero finito di valori di 4, ¢ + A{ verifica
la condizione ii) dell’enunciato. Esiste allora una successione {g + 1, C}"Eﬂ)
di funzioni convergente a g in A, (f) e tale che o, (&, 9+ 40 = 0z (t')\o') +1
per 1<<j<p e per ogni » €.
Da (1) e (2) segue che A (K) & denso in «A, (i) per ogni compatto K cX.
Se Kc K/, A(K')c A(K); essendo A (K) e A (K’) insiemi di appli-
(e
cazioni olomorfe & facile verificare se K c K’, esiste ¢> 0 tale che se
gedl, (X) e |lg — fllxk <e, allora g€ A (K).

COROLLARIO 1. Nelle ipotesi della proposizione precedente sia {Uj}jem
un sistema o-ammissibile e per ogni jei), Kjc U;, un compatto ed &> 0.
Sia Cc X un compatto, ¢ >0, he oA, (X) e gégf? (f), m < n. Dato un in-
sieme disereto T c X esiste f€ oA, (X) tale che:
) lf=tllo<e [[f—hllg<e per ogni jei
ii) f separi ¢ punti di T
i) 0s, (¢, /) = 0u, (@) + 1 per ogni a,€ T.

DIMOSTRAZIONE. Sia K< X un compatto e sia A (K) definito come
nella proposizione precedente. Allora la famiglia degli A (K) verifica le ipotesi
della proposizione 5. Dalla proposizione 5 segue che esiste f€ A (K), per
ogni compatto K cf, verificante i), ii), iii).

§3. Un teorema d’immersione per gli (IR)-spazi analitici.

a. Sia X uno spazio complesso di dimensione n, ¢ : X — C* un’appli-
cazione olomorfa.
Sia

@)

82

MW (P) =, e X< X: g@) =

M’ (5) ¢ un sottoinsieme analitico complesso di X< X contenente la diago-
nale 4 di X =< X. Sia M (p) Punione delle componenti irriducibili di M’ ()
che non sono contenute in A4: M ((?a’) ¢ un sottoinsieme analitico complesso
di ¥< X



590 A. ToGNOLI - G. ToMASSINT : Teoremi d’immersione

Sia S l’insieme dei punti singolari di X e sia Qx ((;) il rango jacobiano
di 5 in un punto x€ X — 8. Sia per m <<n

X"(;,m):{x&j”—S: gw(’t\z‘))gm};

X (ao', m) & un sottoinsieme analitico complesso di X— 8 la cui chiusura
X («;;, m) & un sottoinsieme analitico di X. Chiaramente nessuna delle com-
ponenti irriducibili di X (p, m) & contenuta in S.

PROPOSIZIONE 7. Sia X uno spazio di Stein di dimensione n,o: X— X
un’antitnvoluzione. Sia {Uj}jem un sistema c-ammissibile.

Per 0<Fk<2n, sia fi € g{”ﬁ(j'?) tale che :
ax) dimg M(fir)<<2n—Fk

be) per 0 <<m <n, dimg X (fi,m)=n— k- m.
Siano K; < U;, j€iB, compatti e sia h€ A, (X). Sia 0c X un compatto
e siano ¢ >0, &> 0, j€IN. Allora esiste f€ A, (f) tale che

i) ” h"'_f”0< & ” h _f”K, < &, per ogni j €N
ii) PVapplicazione fri = (fi,f) soddisfi ariyi) € bpyq).

DIMOSTRAZIONE. Siano M,, q €10, le componenti irriducibili di M (f;).
Scegliamo in ciascun M, un punto (z,,y)¢4: {(@,Yg)lgcqp & un sottoin-
sieme disereto di X < X. Sia fm I'unione delle componenti irriducibili di

b (fx,m) che hanno dimensione n — & - m (0 << m << n). Nessuna compo-
nente irriducibile di X,  contenuta in S e conseguentemente dimg (fm Nn8s)<

< n — k -+ m. Dall’ipotesi b;) segue poi dimg f(fk ym—1)<<n—k+m—1,
e quindi ogni componente irriducibile qub di fm, p €M), contiene un punto
2? che non appartiene a SN f(fk ym— 1),

Poichd x? ¢ X(fe,m — 1), wan(fk) = m. Inoltre i pullti zh, PED, m=
=0,1,...,n — 1, formano un sottoinsieme discreto di X.

Sia T linsieme formato dai punti x? e @y, Yy, P, €M, m = 0,1,...,n —1,

Per il corollario 1 esiste f€ A, (2?) tale che
f—=Rllo<glf—rllx <& je,

ed f(zg) = f(y,) per ogni geiR, e o,» (fe, )= Qx£ (fo+1=m+ 1 per
m=0,1,..,n— 1 e ogni peip.
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Sia fi41 = (frx,f) e proviamo che fiy; soddisfa le condizioni apii) e
Diyy). Infatti sia M una componente irriducibile di M(fz4+,) non contenuta in 4.
Allora M < M, per qualche q. Ma (xg, y) € My e (xg,y,)¢ M, quindi dimg
M<dimgM,;<<2n —k: ne segue dimg M (fit1) <<2n —k — 1 ciod apy).
Se A & una componente irriducibile di X (fi41,m) allora o A & contenuta
in una componente irriducibile di b'd (fx ym) di dimensione << n — k - m op-
pure A & contenuta in una componente irriducibile f}; di X,,. Ma allora
w2¢ A, a2 € X2 cosicche dimg A < n—k + m ciod bry).

Possiamo provare i seguenti teoremi.

TEOREMA 1. Sia X uno spazio di Stein di dimensione n, o: X X una
antiinvoluzione. Allora Pinsieme delle applicazioni 2; € o2+l (X) che sono iniet-

tive proprie e regolari net punti regolari di X ¢ denso in A (3'( )e
DIMOSTRAZIONE. Consideriamo 2n -+ 1 sistemi cs-ammissibili {Uf}je w
A=1,.., 2n 41, e per ogni U} un compatto K’ c U} tale che

2n+1 ~
U (U En=2X.
=1 jem

Sia f=(f} . font) €T (X), ¢ un compatto di X ed &> 0. Per

le proposizione 5 esistono in g, , ..., gant1 A, (X) tali che per j = j,(C)

”fl"91H0<%,H91HK}2J'—|—1 1=1,..2n 4+ 1.

Poiché le condizioni a,) e b,) della proposizione precedente sono vuote,
esiste y, €A, (i’ ) tale che

€ 1 . .
|{1/’1‘“91”0<?, ” '1"1_91”K}<? J=Jo (0)

dimg M (p,) < 2n — 1, dimg X(y, ,m) <n—1+4m, 0<m=<n—1.

Possiamo sucessivamente trovare per la proposizione 7, v, , ... WYauty in

A, (X) tali che se y; & Dapplicazione X — C* definita da a —> (3, (), ...
ey Yr()), allora

dimcM(Jk)g2n——k, dimg X@k,m)gn— k+m, 0m=<mn—1
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con
| i 1 ¢
ln—gilo<g,lvi—al <5  1=1., 2041
J =7y (0).

L’applicazione & = 1}72,1_,_1 & propria poiche
. 1 C .
H%”K'}z-}“f'] e H‘Pl—gan;<?per A=1,.,20+1, j=j,(0),

el —sllo <&

Poiche

~

dimg M (p) << — 1, dim¢2'(v(q';,'m)£—~n—l—|—m£—l, 0<<m<"n—1

'& ¢ iniettiva e regolare nei punti regolari di X. cid prova il teorema 1.

TEOREMA 1”. Nelle ipotesi del teorema 1 siano [Uljeqp, A=1,..,2n 41,
2n - 1 sistemi o-ammissibili tali che X= 2;:};1 ; elij}) ui.

Allora Uinsieme delle applicazioni (? € o2 t1 (3/( ) che sono iniettive, proprie
e regolari nei punti regolari di X denso, per la (2n - 1)-topologia associata
ai sistemi {U;}je{})’ nel sottospazio delle applicazioni ¢ € Al (X) che sonmo
proprie.

DIMOSTRAZIONE. Sia 6; = (&1 y ey ‘;;n+1) € {2+t ()A(, ) un’applicazione pro-

pria. Sia ¢ ¢ X un compatto e Kt c U]?', A=1,..,20+ 1, j€i), compatti

~ 2n-+1
tali che X = AU1 ‘U“) K}‘. Dalla dimostrazione del teorema 1 segue che

1 ~
fissati ¢ >0 ed 0 << g < 5 J e, esiste g = (g, ,..., gant1) € AT (X) iniet-
tiva e regolare nei punti regolari di X, tale che

JER

||9A—<Pl”0<8:“91_‘791“Kjgl<£i 121’".,2,’,}_*_1.

L’applicazione g & propria: infatti per ogni successione {x,}, ¢, @n€ X priva
di sottosuccessioni convergenti si ha lim || ¢ (2,)| =1lim | g ()| = + oo.
n — oo

Cio prova il teorema 1.
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Sia X uno spazio di Stein, o: X— X un’antiinvoluzione X={w€f: o(x)=ux}.
Siano {Ujl}jeﬂ),l =1, ..,m, sistemi c-ammissibili su X.

Dati Kc)_’(v, Kfc Uj’1 compatti, ¢ >0, >0, jel} 1=1,..,m,
f=(f,y+ s/ m) poniamo :

Vi ={fE€R™ @): | fllxnx <& |fillgr<e, jEM, A=1,..,m}.
j

Al variare di K, I(jl, & & gli insiemi V,, formano un sistema fondamen-
tale di intorni di {0} per una topologia su ‘®™ (X) che chiameremo la m-to-
pologia associata ai sistemi {Uf}jg ni=1.,m

Vale il seguente.

LEMMA 2. Sia X uno spazio di Stein, 0: X — X un’antiinvoluzione ed
X ={(veX:0 (@) =ux]. Siano {U,-'l}jE moA=1,..,m sistemi o-ammissibili. Al-

lora lo spazio K, (X, X ) & denso in K™ (X) per la m-topologia associata ai
sistems {Uil}jeﬂ) yA=1, ., M

DIMOSTRAZIONE. I conseguenza immediata del lemma 1 e della propo-
sizione 4.

TEOREMA 2. Sia X un (R)-spazio analitico di dimensione n. Esiste un’ap-
plicazione analitica, iniettiva, propria ¢: X — R*+1, tale che ¢ (X) & un sot-
toinsieme analitico di MR2T1. Se X é coerente, ¢ & regolare nei punti regolari
di X.

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione 1 esistono uno spazio di Stein X
di dimensione » ed un’antiinvoluzioneo: X — X tale che X = {w€ X:io@= x}.
Per il teorema 1 esiste q’;EQﬁ""’l (f) che & iniettiva propria e regolare nei
punti regolari di b'¢ = q’oT x © allora un’applicazione analitica iniettiva e
propria ; inoltre essendo ¢ €2 (X) si ha ¢ (X) c IR2H. D’altra parte es-
sendo 'r; propria, 5 (f ) & un sottoinsieme analitico di C2*+! e quindi ¢ (X) =
=’q\;(f )N R+ & un sottoinsieme analitico di IRz +1.

Se X & coerente, X & un complessificato di X e quindi z € X & regolare

per X se e solo se & regolare per X: ne segue che ¢ & regolare nei punti
regolari di X.

COROLLARIO 2. Una varietd analitica reale X di dimensione n con topo-
logia a base numerabile é isomorfa ad una sottovarieta analitica reale di R +1,
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COROLLARIO 3. Sia X un (IR)-spazio analitico (uno spazio analitico reale
coerente) di dimensione n e sia R*+1(X) lo spazio delle applicazioni analitiche
reali @: X — R+, IL’insieme delle applicazioni @ € K+ (X) che sono
iniettive e proprie, (iniettive, proprie e regolari nei punti regolari di X) é
denso in K1 (X),

DIMOSTRAZIONE. Sia X uno spazio di Stein di dimensionene o: X-— X

un’antiinvoluzione tale che X={r ¢ X:io@) = «}. Per il lemma del paragrafo 1

le applicazioni ¢ € R*+1(X) che sono restrizioni ad X di applicazioni

q’; §"+1 (f ) formano un sottospazio 2l (X, X ) denso. Dal teorema 1 segue

che linsieme ¢ € ‘Kﬁ"ﬂ (X, X) che sono iniettive e proprie (iniettive, proprie
e regolari nei punti regolari di X) & denso in It (X, X )e

COROLLARIO 4. Sia X un (IR)-spazio analitico (uno spazio analitico reale
coerente) di dimensione n. Sia X uno spazio di Stein, 0: X — X uwantiinvo-
luzione tale che X={w € X : o (v) =} ¢ {Uj’l}jE nrA=1..,2n 4 1, sistemi g-am-
missibili tali che jglj EU{D Uj" = X. Allora Vinsieme delle applicazioni ¢ €
€ R 1 (X)) che sono iniettive e proprie (iniettive, proprie e regolari nei punti
regolari di X) ¢ denso, per la (2n 4 1)-topologia associata ai sistemsi {Uj"}j €M
nel sottospazio delle applicazioni ¢ € ‘R +1(X) che sono proprie.

DIMOSTRAZIONE. I analoga alla dimostrazione del Corollario 3, tenendo
presenti il teorema 1’ ed il lemma 2.

b. Sia X uno spazio complesso, o : X — ¥ un’antiinvoluzione. Diremo
che X & di tipo N rispetto a o se per ogni weX esiste un’applicazione
$ ety (X ) che & regolare in .

PROPOSIZIONE 8. Sia X uno spazio di Stein, o : X — X uwantiinvoluzione.
Sia KcX un compatto ¢ K’ c X un compatto tale che K (= K. Sia
JFesy (f ) un’applicazione iniettiva e regolare su K. Allora esiste ¢ > 0 tale
che se g€ o (X) e I f—gllx < &g é iniettiva e regolare su K.

DIMOSTRAZIONE. cf. [3] lemma 5.

COROLLARIO. 4. Iinsieme delle f€ o(o (X) che sono iniettive e regolari
su K & un aperto di o, (f ). Inoltre se f é iniettiva e regolare in un intorno
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U di K allora esistono ¢ >0, e un compatto K’c U tale che se g€ oA, ()?)
e |lg —Fllgr <e allora g é iniettiva e regolare su un intorno di K.

PROPOSIZIONE 9. Sia X uno spazio di Stein di dimensione n, 6: X — X

un’antiinvoluzione ¢ X = (@€ X:o (®) = ). Supponiamo che X sia di tipo N
rispetto @ o con N > n. Allora dato un compatto K < X Vinsieme delle appli-

caziont (’]\7/ Egz{i‘”r” (f ) che sono iniettive e regolari in un intorno di K é denso
in AXT"(X).

DIiMOSTRAZIONE. (1). Si fa uso del seguente risultato dimostrato mnel

§ 8 di [2]. Sia D € C® un dominio d’olomorfia, sia A ¢ D un sottoinsieme

analitico complesso con la struttura indotta da D, K c D un compatto. Bsi-

ste una costante M = M dipendente solo da K tale che se f & una funzione

olomorfa su A e su}) |f(x)| <1 allora esiste F: D — € olomorfa, tale che
TE

Fla=fe|F|xg<M

Cid posto, per il corollario 4 basta provare che per ogni x € K esiste
un intorno U di # in X tale che linsieme delle %edf +n (;YV ) che sono iniet-
tive e regolari su U & denso in 21" (X).

Segue, per ipofesi, che dato z € X esistono un intorno V di # in X e
gedy ( ) tali che g : V——>g(V)c ¢V sia un’applicazione di V in una palla

aperta B=1{z¢C¥: 2 2424 < r}, olomorfa con la sua inversa e propria.

a=1

Si puo inoltre supporre o (V)= V e che l’antiinvoluzione indotta da o

su g')V(V) gia il coniugio in C¥: allora se zEZ(V), EE?;'(V
(2) Sia A =Tg(V)e gyl (X). Sia Ji=0o09"! su A e G;:B—>Q?
un’applicazione olomorfa tale che G4 = gl e G (z) = 01 (2). Sia per 0<=m <N,
V(go,m) Pinsieme definito come segue: x € V(go,m) se per ogni prolunga-
mento @, di 'g\‘, , di cui sopra, il rango jacobiano di @, in g(w) & << m. Per
definizione V(;}; m) & immagine in ¥V dell’insieme dei punti di B in cui

tutte le G, hanno rango jacobiano < m: quindi V(gNO,m) ¢ un sottoinsieme
analitico complesso di V.

Sia B’ cB una palla aperta concentrica tale che B’ B e sia U =3—1(B’)n V.
SiazeU e ;0 ot (X (N) tale che ZO ° 3—1 ha un prolungamento di rango jaco-
biano r < N in 5( r) e G(2) = G (2). Sia fEszi (X) e F= go,f). Proviamo
il fatto seguente: l’insieme delle f€ o, (X ) tali che Fo g-l abbia un pro-
lungamento olomorfo ‘G su B di rango jacobiano » -+ 1 in 'gv(w) e 'G(2)=
=@ (2), & aperto e denso in oA, (j’\\f).
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Infatti sia H:B — C una funzione olomorfa tale che H (2) = H (2) e
tale che (G, H) abbia rango jacobiano » -+ 1 in g7 (). Sia h €A, (X" ) tale che
|n—Ho ?]'HV < & Allora, per quanto detto all’inizio della dimostrazione:
ho 57—1 ha un prolungamento olomorfo ‘H su B tale che "H (z) = "H (2) e
| H—"H ||z < Me. Sia ‘F un prolungamento olomorfo di Lo g su B tale
che | H — ' F ||z < Ms. Poiche (hog)zg=hog—! e o(B)=hB, H=Fp?
un prolungamento olomorfo di & o g~ tale che "H(z)="H(2) e ||H—"H | pr<Ms.
Se ¢> 0 e opportuno, per la proposizione 8 (G,”’H) ha rango r--1 in
;(w) e quindi ha la proprieta richiesta : c¢id0 prova che Dinsieme delle

fed, (3( ) di cui sopra & aperto.
Proviamo che & denso. Sia ; €A, (X' ) e 1’;1 un prolungamento olomorfo
di E ° 3—1 su B: allora se (@, ;/71) ha rango r+1 in 'gv(w) e 1==0, (@, %—4—1’11)
ha rango r 4+ 1 in ’gv(ac) e questo prova l’asserzione.
(3) Sia ged’,’” (X) e sia M (5) I’insieme delle componenti irriducibili
dell’insieme analitico complesso {(x, y)€ X =< X: 30' (x) = ; (¥)}, che non sono
contenute nella diagonale di ¥ =< X Supponiamo che

oz) le componenti irridueibili di M (;) che incontrano K >< K abbia-
no dimensione complessa << 2n — k.

Bx) 1e componenti irriducibili di V((F, m) che incontrano U=yg—! (BHYNYV,
abbiano dimensione <<n — k -+ m, per 0 << m < N.
Allora l’insieme delle ﬁEg{,, (f ) tali che (?pf, 7[) soddisfi opyg) e fBryy) @
denso in o, (ff).
La dimostrazione & analoga a quella della proposizione 7.
Poiché le condizioni «,) e f,) sono vuote ne segue che I’insieme delle
FecA¥™(X) tali che

i) dima(]l[(}")nKXK)gzn——n —N << — 1.
if) dimg (V(FEmnU)sn—N=En4+m=—1 0<m<N

& denso in AXTH(X).

La tesi segue allora dal fatto che la condizione ii) implica che }. © re-
golare in ogni punto di U.

Possiamo dimostrare i teoremi seguenti.

TEOREMA 3. Sia X uno spazio di Stein di dimensione n, o: X —> X
un’antiinvoluzione. Supponiamo che X sia di tipo N > n rispetto a . Allora
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Vinsieme delle applicazioni ¢ € AYT"(X) proprie iniettive ¢ regolari su X &
denso in 2" (X).

DIMOSTRAZIONE. Sia Kc X un compatto e sia A (K) linsieme delle
applicazioni q'; goyt™ ()’Z’ ) che sono iniettive e regolari su un intorno di K.

Dall’ultimo corollario e dalla proposizione 9 segue che A (K) soddisfa
le condizioni della proposizione 5. Siano | Uj’1 }jgm, A=1,..,2n 41,

2n + 1 sistemi c-ammissibili tali che X =216H vhUt= ‘Uﬂ) u}).
J€

=1
Poiche ogni U & relativamente compatto esistono dei compatti K e U}
j j i

~ 2n
A=1,..,2n + 1, jeiR, tali che X = XJZIK‘(K‘;E%K,-‘)- Sia (B}, ¢ p 12
= J

successione associata al sistema { U; liem e SI8 g = (g 5, Grgn) EATT(X).
Sia poi Cc X un compatto ed ¢ > 0. Si pud supporre Cc B} per ogni A.

Per la proposizione 5 esistono N - n funzioni olomorfe su X, b, ,..., hytn
tali che

~ € ~ a=1,..,N+n
iy — o — ha | a=j+1 e
Per le proposizioni 9 e 5 esiste @ = @l y e q’;N_l_n)Edf"F" (X) che &
iniettiva e regolare su ogni compatto di X, e quindi su JX; inoltre se
W= (hyy ooy horpn)
A=1,...,2n+1
~ ~ & ~ ~
o — h[|c<?, lpa =Nl <1l a=1,..,N4n
J . .
J=Jo -
L’insieme dei punti x € X tali che | ) |<j, «=1,..., N +4n, & con-

. N+n
tenuto in O U( U Ksl) e quindi & compatto.

s < max (jo,J) A=1

TEOREMA 4. Sia X uno spazio analitico reale, coerente, di dimensione n.
Supponiamo che X sia localmente di tipo N, N > n. Allora X ¢ isomorfo ad
un sottoinsieme analitico di TRY+".

DiMOSTRAZIONE. Esistono uno spazio di Stein X di dimensione n ed
un’antiinvoluzione o: X — X tali che X = {we X:io(a)= x} ed X sia di tipo
N rispetto a ¢. Siano infatti X un complessificato di X e o: X — X nnanti-
involuzione tale che X = {x€ X: o (¥) = a}.
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Sia x€ X: per losservazione del § 1 esiste una carta locale {U, g},
x € U, tale che 6 su U si esprime con equazioni del tipo z;=z¢;, j=1,...,N.

Esistono N funzioni olomorfe sn X, f,,..,f~ i cui differenziali in «

coincidono con dz,,...,dzy. L'applicazione F = ((/)r, ..., (fw)r) di Xin ¥
& regolare in x e questo prova che X & di tipo N rispetto a o.

Per il teorema 3 esiste un’applicazione ; eyt ()’\(1 ) propria iniettiva
e regolare su X; «;7' ()Af ) & allora un sottoinsieme analitico complesso di ¥+,
Poiche ;sg{fﬁ'" (f), se =$|X risulta <p(X)=Zz;(X’)anN+n (CV+7r =
= R¥+" @ {IR¥+"), ciod @ (X) & un sottoinsieme analitico reale di RY*t" e
@ & un isomorfismo di X su ¢ (X).

Universite di Pisa
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