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SULLA REGOLARITA DELLE SOLUZIONI
DI EQUAZIONI ELLITTICHE NEGLI SPAZI H*?

JAN KADLEC (Pisa), JINDRIOH NEOAS (Praga)

In questo lavoro si studia la regolarita delle soluzioni di una equazione
differenziale di tipo ellittico di ordine 2k con -coefficienti solo misurabili e
limitati in un aperto £. Supponendo una certa regolaritd del secondo membro
dell’equazione si ottiene che la soluzione del problema di Dirichlet e le sue
derivate di ordine k appartengono allo spazio di MORREY [4] L® 2 (Q) dove
4 dipende dalla ellitticita dell’equazione. Da questo risultato segue che nel
caso che Vaperto £ abbia dimensione due tutte le derivate di ordine k— 1
sono holderiane. Questo risultato e analogo a quello stabilito, per equazioni
del secondo ordine, da DE GIORGI [5], G. STAMPACCOHIA (8] e altri autori,
ed & applicabile anche ad equazioni non lineari.

Alcune dimostrazioni di questo lavoro sono ottenute modificando ana-
loghe dimostrazioni contenute in [2].

La parte fondamentale del lavoro & la dimostrazione dei lemmi 3.1 e
2.11. 11 primo di questi lemmi permette di estendere il metodo di CAMPA-
NATO al caso dei coefficienti discontinui mentre il lemma 2.II permette di
studiare gli operatori di tipo ellittico con coefficienti discontinui come per-
turbazioni di operatori ellittici con coefficienti costanti.

Useremo le seguenti notazioni.

Se £ & un aperto limitato dello spazio euclideo RY, indichiamo con
89 la frontiera di £, e con Q= QU Q2 la chiusura. Con W4 (Q) si indica
lo spazio delle funzioni % (X) di quadrato sommabile in £ con tutte le loro
derivate
dlilu

1
R ...amN

(i = (ii y ere 7":N))

Pervenuto alla Redazione il 15 Aprile 1967.
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di ordine |i|==14, 4+ ... + iy =k, munito della norma
w5 W @1=( 2 | Dt L@,

In generale indichiamo con |#; B| la norma w nello spazio B e nel
N 1/2
caso particolare che R = RY¥ scriviamo |X; RY| = |X| = (2 | % |2) ’
a=1
dove x, sono le coordinate di X € R¥.
o
Indichiamo con W2(k) (£2) lo spazio delle funzioni u che appartengono a
W, (£2) e che si possono approssimare nella norma di W, (£2) con funzioni

Uy € Wék) (£2) aventi supporto compatto contenuto in £. Per u¢€ V(l}g(k) () la
norma |u; Wz(k) (2)| & equivalente alla seminorma

[u]le = ( IZ | Dius Ly (2) P
il =%

(efr. SOBOLEV [7]).

Indichiamo con J(8,r) la sfera {X; Xe R | X — §| < r} e poniamo
I(S,7)=02nJ(S,r). Quando S non varia scriveremo semplicemente I (r)
e I(r).

Nel seguito considereremo funzioni u € Wz(k) (£2) tali che

A

[u]I(S,ﬂéKr2 (0=21<N)

per ogni S€Q e per ogni » > 0. Diremo allora che w€ H%* (). In H**(£)
si assume come norma la seguente

lu; H**(Q)|=|u; W (@) 4 (sup v~ fufyg )"
(cfr. [2]).

I noto (cfr. [3]) che per N — 2 << A << N e per aperti Q sufficientemente

k1, % (42—N)

regolari ¢ H%*(Q)c O (9), ciod we H%*(Q) implica che le de-

1 —
rivate di ordine ¥ — 1 di » sono ?(l -+ 2 — N )-holderiane in £.

Nel seguito noi supporremo che DPaperto £ sia abbastanza regolare e
quindi (usando localmente trasformazioni di coordinate efr. [2]) & sufficiente
limitarci a considerare delle sfere oppure semisfere di RY .
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1. Proprietad locali della soluzione del problema di Dirichlet per opera-
tori con coefficienti costanti.

Consideriamo un operatore differenziale ellittico A con coefficienti co-
gtanti

(1.1) A= 5 agD¥

lil=ljl=*k

dove @+ j == (iy +Jy s iy +Jjy) Indichiamo con

(1.2) H = HA. =3 max ’a'ij|
lil=1l7]=%
(1.3) v=y,=inf( I [&P7Re( = az&é)
& lil=k lil=1il=%k

e supponiamo » > 0.
Sia Q2 Pinsieme X, >0 e §=(0,..,0,0). Indichiamo con §,1(S,r)
Vinsieme I (8, 7) N {X, = 0} e 8,1 (8, r) =9I (8,r)— 8,1 (8, ).

LeMMA 1.I Sia ue WP (I(1) e

ou ol

N

per ogni X¢€4,I(1). Supponiamo

(1.5) A (u, v) = 2 fuij DiuDivd2 =0
lil=131=%
1)

per ogni v € Vf’z(k) (I(1)). Esiste una costante positiva C dipendente da p, 7
v

tale che (per o << 1)

(1.6) [y = € w; W@ 1) 2.

L 1—t¥) e X)=[p(|X—8|)P™ (n suffi-

2

DiM. Poniamo ¢, () =

cientemente grande). Allora
(1.7) | DI (X)| =01 —|X— 8|)pmlil

(1.8) PX)= 01— |X—8]|pm

(le costanti C possono essere differenti tra loro; questo anche nel seguito).
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Dalle (1.3) e (1.5) segue che

vy 3 |2 D LIPS I Ref(DaijDitzbfudQ:
lil="k lil=1jl=*%
1)

= Re(A(u,Pu)+Re 3 Oy | Diu D°uDidaQ
|e_|f]k 1)

dove Cj, sono costanti tali che max | Cy | = CH. Sfruttiamo la relazione
A (v, Du) = 0 e la maggiorazione

Umzﬁpmm < | B Diu; Ly(I(1)| | &=12 DI & Dew; Ly(I(1)].
b))
Allora

(1.9) y > {@’/2 Diws L, (I(1)) |2§ CH( = |@1/2 Diu L, (I(1)) |2)‘/2-
[i]=% |t]=F&

S | Diu; Ly (I(1)) 22,

lil<k—1

Perche dalle (1.7) e (1.8) segue che @—12Di @ & limitato per |i| =< k.
Dalla (1.9) segue la tesi.

OSSERVAZIONE 1.1 Se we W, % (I(r)), A (u,v)= 0 per ogni ve W (I ()
e valgono la (1.4) per ogni X€4,I(r), si ha

(1.10) [ulfy = Clu; WD (I ()2

dove la costante O dipende da g, 7, -JLZ— .

Questa asserzione segue dal lemma 1.I ponendo Y = rX.

LeEMMA 1.I1. Nelle stesse ipotesi del lemma 1.I e b&(% , 1> si ha per
ogni g, 0 < o<lr=1lee=k

(1.11) lus; W T ()P O|u; WD (T ()2

dove la costante ¢ dipende da o, 7, g .
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. . . 7
DiM. A meno di un’omotetia possiamo supporre o > 5" Nel caso e=k

la tesi del lemma segue dalla osservazione 1.I. Supponiamo che il lemma 1.1T
sia vero per un e = k. Scriviamo la maggiorazione (1.11) per le derivate
ou

e (@ == N) (tutte le derivate di » sono continue (cfr. [1])); abbiamo

2
=

s Wi9(I (o))

(1.12) s |2
a®“=N Lo,

2
g‘ Cu; WP <I (#))‘ = 0lu; W NI () A

ot u
daxt!
per ogni v abbastanza regolare con supporto compatto in I (1) si ha

Per ottenere la maggiorazione della derivata sfruttiamo (1.5)

ok
0%y —
——vdQ =a!
ok 0,0, 2030, %) (0, 0., 0,
f XN ( ) )
1)

( 3 i f 1)i+fu5d9).

il=lil=Fk
8§52 (0y ..., 0, k) I(1)

Dalla (1.3) segue che H = | aq, ... 0,1, (,..,0% | = ¥ e quindi per ogni p
intero e per 0 < po <1

2k H .
ws |, W;”’me»‘go— S | D WP (L))
N v |il=p
i (0, ..., 0, 2k)

D’altra parte dalla (1.12) si ha per i=E(0, ..., 2k), i = 2k,
Diue WS (1 (0))
e

(1.14) | Diws W™ T ) p=s = | Diu; Ly (I(0) %
=g 1
PIPRE A AT

Dalle (1.13) e (1.14) segue immediatamente

S | Dy WEHTI ()| 4 Jus Wi (I ()| = 0wy W)

[i|=2k

H
dove C dipende da 5@ r.
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A questo punto dal Teorema 2 del lavoro di NEcAs [6], segue che

lu; W (T | = Clu; W (T @)

e quindi la tesi ().
Per un noto teorema di SoBOLEV se prendiamo e sufficientemente
grande, dal lemma 1.IT segue che

LevmaA 1.III. Se u verifica le ipotesi dette sopra, esiste una costante

C dipendente soltanto dalla E, tale che
v

(1.15) max | Diuw(X)E=<C0|w; WV (I(1) 2.

Xc¢ I(é)

li|=F

3 ) , . 4
DIMOSTRAZIONE. Se b€ ( o1 ), sfruttiamo Pomotetia ¥ = 5 X eap-
plichiamo il lemma precedente alla funzione v (Y)=— u(X) e il teorema di
3

SoBOLEV. Se b ¢ -1 )» la (1.15) segue dal lemma 1.III immediatamente.

Indichiamo con P;_, ’insieme dei polinomi di grado <k — 1, P;_,(I(p))
Pinsieme dei polinomi di grado =< k — 1 verificanti (1.4) per X € 9,1 (o).
Abbiamo il seguente :

LEMMA 1.IV. Per ogni u¢€ Wik (I (2)), che verifica la (1.4) per X € 9,1(2);
si ha

(1.16) inf Ju—p; WV IQ)P = Cufiy-
P e Pp_y(z(n)

DIMOSTRAZIONE. Se |b| =1 abbiamo P,_, = P_; (I (1)) e dal teorema
di SOBOLEV segue che

inf |[u—p; Wi "UQ)P=C 3 |Du; Ly (L)} = Clulie-
li|=Fk

pePp
Se |[b|=1@& Pry(I(1))= @ e per il teorema di SOBOLEV
lu; W VTP S u; W T @) P = 0 uliy.

7 3
() Abbiamo posto 3 <pe b¢ < T 1 > per ottenere per ogni I (@) la stessa costante
che figura nel Teorema 2 di [6].
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LEMMA 1.V. Se u verifica le ipotesi del lemma 1.III e 1.IV si ha per
ogni 0 <<p < 2 la maggiorazione

(1.17) [ulzipy = C ¥ [ulfy,

1
DIMOSTRAZIONE. Se & o < - dalla (1.15) per v — p, p € Pr_1 (L (1)), e

dalla (1.16) per |i| =1k, si ottiene la maggiorazione

[whe = Co¥ max |Diu(X)PP=0p" max |Di(u—p)(X)P<

XEI(%\ XeI(—é—)

= 0o¥ inf |u—p; WETHI(1)P = Co¥ [ufy, .
pePp_1(I(1)

[T}y = [ul7e) = @7 27 [ul},,

e quindi la tesi.

TEoREMA 1.I. Se ue W (I (1)), e verifica la (1.4) per ogni X€d, I(1) e

la (1.5), esiste una costante C, dipendente soltanto da % tale che

(1.18) (R, = © ( ) [#T3e, -

1
DIMOSTRAZIONE. Applichiamo la (1.17) alla funzione v (X) = u (—-2— 0 X) H

si ottiene

(25 ) = O Iy,

2
Applicando Pomotetia X = o Y si oftiene
2

2
[te(s, 2,) = OV [ufjs, 0

Ponendo o, --922 r abbiamo la (1.18).
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2. Perturbazioni degli operatori con coefficienti costanti.
Sia
(2.1) A@w,v)= 3 f%DwﬁRmz

lil=1|jl=k
(]

la forma sesquilineare con coefficienti costanti verificante le condizioni del
n® 1 e sia
(2.2) A= 3 fwwuﬁmg

fil=lil="%
o

dove w;j, sono funzioni misurabili su £.

Se M & un aperto contenuto in £, indichiamo con N Vinsieme delle
coppie di funzioni (u,v) tali che [u]yy <1, [v]ly <<1 e veE ﬁng) ().

Poniamo

(2.3) | A — < |u= sup |A(u,v)— o(u,v].
(u, v) € M

Supponiamo u € W3 (Q) e )
A (u, v) = f (v)
. S (k) N . O (k)
per ogni ve Wy’ (), dove f & un funzionale su W' ().

Allora
A (uy v) = A (1, v) — oA (4, v) + £ () = F (v).
Evidentemente
(2.4) | Flac< [ flar+ | A — o lar [wlar
dove
|flar= sup [f()].
[vly=1

LemmA 2.I. Nelle ipotesi sopra elencate e inoltre |l — A |gs, ) <<» )

2 =1(5,1) e se vale la (1.4) per X €9, I(8, 1), esistono due costanti B, E,,
dipendenti soltanto da »;' H 4, tali che

N

) 2 1 B
(2.5) [#]rs,en = [(—é) By +— | A — oA |y, e,)l [w]z(s, e + —f | f |28, 0

per ogni g, << g, < 1.
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DIMOSTRAZIONE. Esiste una u, € W I(S,0,) tale che per ogni
o
ve W3 I(8,0,)
A (uy , v) = F(v).

Abbiamo

1
(2.6) [ )rs,en = — | Flxis, o0 -
Y4

Allora A (w — u, ,v) = 0. Sfruttando la (1.18), scritta per la funzione
w— u, , e inoltre la (2.6) e (2.4) si ottiene

N
£}
[u]re) = (v — y]re) + [#y]re) = € (z—;) (v — wy]ren + [w]1e) =
N N
= 0(%) 1 + |(2)" 04 1|l =
Q2 Q2
7
< [(5—2) O 497" | 4 — o | 1eg) + 77 | A — o |1<ez>] [)ren +
N
2
+ 'VZ] l(\%) c + ]} './.’Lga) .

Poniamo B, = 2C e B, = C-1; si ha
C( 4yt | A—dlreyE))

N

01)?
=] C+1=E,
Q2
e quindi la tesi.
Fissiamo una forma bilineare . Indichiamo con ¢ (v, H) I’insieme delle
forme bilineari A4, con coefficienti costanti, verificanti le condizioni

max |a;| < H

lil=l1jl=*%

y<inf( 3 |&[)! Re( 3  ay& &)
g li|=k lil=lil=#

e poniamo

P, g(A)= limsup max inf 7| — Alxse)-
o—0 SeR Ace(v, H)
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I lemmi seguenti danno delle maggiorazioni per P, ().

Lemma 2.11. Supponiamo che per ogni X € Q

vy 3 &P X kw,-,-(X)s,-E,-gﬂ S &P
1i|=k

li|=r li=1jl=
(»>0) e w;(X)=m,(X). Allora
Y 4
<1 ——=<1.
Pg (e = i <
DIMOSTRAZIONE. Poniamo :

A (u,v) = S HD'uDip dQ,
[l =151 =%

DB (u, ) = A (u, v) — A (u, ).

Abbiamo B (u, v) = B (v, u) e 0 = B (u,u) = (H — ») [ul2, . Allora

1
2

1
| By ) | Z | DB (w, w) |2 |D(v, )|

= (H—»)[u]ar[v]ar -
D’altra parte v4 = H e per ogni M

H—v» v

vl A —Alw =< =12

e quindi la tesi.
LeEMMA 2.1I1. Supponiamo che w;(X) siano continui in £; e inoltre

Re X wi,-(X)s.-?,-_z_vl_lzkwig (»>0)e

fil=1il=%

max | wy(X)|= H < co.
[il=lj|=%F
XeQ

Allora P, g (<) =0.

DIMOSTRAZIONE. Prendiamo

A(”;”)=f ) 2‘ wy (8) DPu Div dQ.
180 lil=1il=%&
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Allora

| A (uyv) — A (u,0) | = f |-_Z.|_klwi;‘(s)—wiy‘(xﬂlDi"||Dj”|d9~<—

I(8, o)

= Ow () [u]xs, ) [V]x(s, o)

dove
(@)= sup sup | wy(X) — wy(¥Y)|—0
X, YeQ |i|l=|jl=Fk
| X-Y|<e
per o — 0.
Quindi
sup min y7l | A — A |15, = O ()
XeQ Aec(v, H)
e P, g(oA)=0.

3. Un lemma fondamentale.

LemMMA 3.1, Sia ¢ (¢) una funzione non negativa, per 0 <o < R, tale
che per 0 <o, g, =R

(3.1) P () = (E1 (%)m_|_ Ea) ¢ (0g) + B, 05,4

(3.2) @ (R) < oo.

Supponiamo che esiste un K €(0,1) tale che

(3.3) e=F Ko— 4 F; K—* < 1.
Allora
P — 4
e*

dove

K—a

M = max (L , sup (’L(ag)~)
— & 0¢<KR,R> 0

DimosTRAZIONE. Dalle (3.1) e (3.2) per g, = R si ottiene

sup @ (o) < oo.

et<q, R>
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Indichiamo con
M, = sup <P(f)

o¢ <_i'R> ¢
Evidentemente M, M = sup qp(f )

o€ <0, R> Y
Nel caso che -

M= sup ¢ (o)

abbiamo la tesi.
Se invece
@ (0)

. . 1
esgiste una successione (rn}‘;;no tale che - <, < KR e

o
T’IL

q_J(Ln)_Mn\<%Mn .

Dalla (3.1) ponendo ¢, =17, € g, = % abbiamo
Irn
Y\x

(p (’)",,) w—a h —_—a
,’,; é(ElK +L3K ) (7-">a
K

+ B, K=,

. Ta 1
Poiche Ve £ o R ) segue

(%)
L < m,
ra\* T
(#)
e quindi
1
M, — - My = ‘pr(:‘") <eM, + B, K=
n
Allora

1
(I—S—T)MnéEzK_“.

L’affermazione del lemma si ottiene per n —> co.



di equagioni ellittiche negli spagi H k1 539

4. Regolarita della soluzione.

LEMMA 4.I. Sia Q = {Xy > 0} oppure 2 = {Xy> — 2. Sia u€
€ Wé'” (I(0,1)) la funzione tale che:

k—1
wm == =
8501\7 BxN

(X)=0

per X€o, I(0,1) e
A (uy v) = [ (v)

per ogni v € If%z(k) (L (0, 1)). Supponiamo che

| f x5, ) = Co* (A>0)

1 1
per | S| < - €0 0<o0< 5 Supponiamo ancora che esistano K€ (0, 1),
y >0, H> 0 tali che

N

e=K? "B 4P, g()K-<10).

1 1
Allora esiste una costante M tale che per ¢ <C - © |8 < -

[¥]zs, o) = M @*.

DIMOSTRAZIONE. Esiste un P, > P, m (<) per cui

N
KT g 4+ P K- <1

1 1
ed esiste un R, 0<R<?, tale che per ogni [S|<—2— e 0<o<R
inf »7l|A— A4 < P .
destr, H) 4 | 15,0 0

Allora esiste un A €¢(v, H) tali che v | ol — 4 |15, < B, -

(?) E, & la costante del lemma 2.I, dipendente da (v, H).

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Usando il lemma 2.1 si ottiene

N

2 E
[#]ns,en = K%;) B, + Po] [#]rs. 0 + —f |/ lzis, e V0 <o <, <R

1 .
Fissiamo 8, | 8| < — » © poniamo ¢ (0) = [u]1s, o) -

Allora
N

2 E
2@ =|(2) B+ v e + 2 cat.
2
Usando ii lemma 3.1 otteniamo
@ (o) = Mo

1
0< o <—;— La costante M non dipende da 8, | 8| < -

Applicando il lemma 2.IT si ottiene

TrorEMA 4.I. Sia £ un aperto limitato abbastanza regolare e sia

V?’z("’ (£2) 1a soluzione debole dell’equazione

z Diw; Diw=f)

fil=1|il=k

i cui coefficienti verificano le condizioni w; (X) = w;;(X) e

>

vy 3 &P 2 wgkG=H 3 |&?

li|=k [el=1jl=k l$] =k

0). Sia f un funzionale tale che

| fzs, o) = Oo*

-

per ogni S€ £, o >0 e A fissato nell’intervallo 0 < 1 <£\2—. Allora esiste

(3) ciod per ogni ve P?’ék) 2)

b /a)-- DiuDivaQ = f(v).
lel=1j1=k ) ¥
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. H
una costante 1, > 0 dipendente da £, ¥, — tale che
14

[u]ns, o) = Momin(o. P

DIMOSTRAZIONE. L’aperto £ & regolare e quindi mediante trasforma-
zioni locali di coordinate possiamo ridurci al caso che 2 sia un semispazio.
Con questi cambiamenti di coordinate i coefficienti w;;, e quindi » e H
variano di poco e inoltre resta ancora verificata la condizione di simmetria
wij = wij . A meno di omotetie possiamo limitarci al caso in cui 2 = {Xy > 0}
oppure Q = {Xy> —2} e Se€I(0,1).

Per K abbastanza piccolo

N

B, K% 4 Py g(d) <1

perche Py g(ol) =1 — ~Hv— (I, & costante per A € ¢ (H, H) e quindi non di-
pende da » e H). Esiste un 1, tale che per 1 < 4,

N

E1 K5+PH,H(~91)<K1-

Possiamo allora usare il lemma 4.1 e si ottiene la tesi nel caso che 2
sia un semispazio. Ritornando infine alle coordinate originali si ottiene la
tesi.

OSSERVAZIONE 4.I. Il valore A, che abbiamo ottenuto nella dimostra-
zione precedente non & in generale molto grande ma & positivo. Per le pro-
prietd di immersione degli spazi H%* (cfr. [2], [3]) otteniamo che nel caso
N =2, le derivate di ordine =< k — 1 della soluzione sono «-hélderiane in
= A
£ con %=

Il teorema seguente generalizza il teorema [9.I] di [2] al caso di ope-
ratori ellittici di ordine > 2.

o
TEOREMA 4.I1. Sia © un aperto limitato abbastanza regolare w € WP (2)
la soluzione debole della (4.1), dove i coefficienti w; sono continui in £.
Supponiamo

Re 3 owsX)&&=» 3 |&P

[i|=1|j|=k || =%k
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(» > 0). Sia f tale che | f|gs, 4 = Co* (Z. < %7-) per S€Q, o> 0. Esiste una
costante M tale che

()15, 00 = Mo?.

DI1MOSTRAZIONE. Come nella dimostrazione del teorema 4.1 ci limiteremo
al caso I(S,9)=1(0,1) e &= {Xy> 0} oppure 2= {Xy> —2}. Per K
abbastanza piccolo

¥
B, E? <1

e P, g(o) = 0. Usando il lemma 4.1 si dimostra il teorema prima local-
mente, cioé nell’intorno di ogni punto S€ £, e quindi su 2.

5. Un’applicazione alle equazioni quasi-lineari nel caso di dimensione
N=2.

[ .
Consideriamo una soluzione w € Wé’”) () dell’equazione

= Diw; (X, 0u) Diu=f
lil=13l=%
in un aperto 2 c R? abbastanza regolare. Si & indicato con gu il vettore
delle derivate D'u dell’ordine =< k — 1. Supponiamo wy; (X, 0u) = wj (X,0u) e

> w; (X, 31&)555_]-; vl ]2‘k| &2,
jl=F% i =

max | wy (X, ou) | < oo
lil=li|=*%
XeQ
¥
| f s, 00 = COo?
per ogni 8,8€L2 e o> 0.
1 coefficienti w; sono funzioni continue rispetto a tutte le variabili
X, du. Dal teorema 4.1 e dall’osservazione 4.1 segue che il vettore du (ciod
le sue componenti) & Aj-holderiano e quindi w risolve l’equazione lineare
> DibjDiu=yf
lil=1il=4k
con coefficienti by (X) = @y (X, du (X)) continui. Usando il teorema 4.II si
ottiene allora che u € H** () per ogni 2 < N.
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Quando w;; ed f sono piu regolari, anche i coefficienti b; sono piu re.

golari e possiamo usare i risultati di AeMON-DOUGLIS-NIRENBERG [1] per
ottenere la regolaritd delle derivate della soluzione di ordine arbitrario.
Supponiamo ora che il funzionale f dipende da u:

fwy= 3 | fi(w) DivdQ,
L=k
Q
dove le f; sono funzioni di X, Diu(X)(|i|<1%) e

@ ot 2 o
t|=k

dove 0 <p, < 1,0 < p, << oo,
Allora per p3 >2p,, N =2

li|=k—1

X)m 4 = |muanﬂ

(5.1) [ f ()]s, 0 = CI'12<k|fi (w); Ly (I (8, @) | =
i ) 12
éo([(l—l— 2 | Diuw X))+ 3 IDMo(X)FI’a)dQ)
7150 [51=4k lisk—1
= O[QN+ P (/IDfulde)pl oNU—r) 4
|J|=Ic I(s'g)

202
D3 2pa\J1/2

b2 ([ipamad) )"

I=E=1 Yo

Se u€ Wé") (£2), si ha dal teorema di SOBOLEV

2 Py
1—m)
vmhwméo@ '

N
+QT.’ (I—K)>|u; Wé’”(!))|

N
—min(1,1—p,1—
< ggrm(ion

N N
P) 2
<

+ 0

27y
Ps) | o W Q) |
per ogni 0 < o < diam £ e quindi per ogni ¢ > 0.

Dal teorema 4.I segue come nel caso precedente che w € H% 4(£) per
2 o
l=min[10,N,N(1—p,),N(l—}&)l. Allora per N=2¢e |i|=k—1
3
1 .
le D'u sono funzioni limitate e ) A-holderiane.
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Dalla (5.1) segue inoltre

|'=

0

N
o2 70 rs.0 = 0 lo® + 1R e " ™)

Ora se [u]l(s, o) é CQl si ha

N e
¥ im N
| f) g9 =0 [Qz 4t pl)}
e dal teorema 4.11
N
l —_ —
[Wrs g =Co ntg -

-
nell’ipotesi che sia ip, + % 1—p)< % (cioé per A < —1\2—) .

Per questi valori di 4 si ha

N
)'pi_l" TZ_(l“-I’1)>}~

o . N . .
e quindi per ogni 1 <~é— 81 ottiene u € H* 2 (Q).

Una maggiore regolarita della » si pud ottenere dai risultati di AbpN

[1] facendo ulteriori ipotesi di regolaritd su w;; e f;(u) come funzioni di X
e Diu.



(1]

(2]
(3]
[4]
(5]
(6]
(7]
(8]

ot
ry
[91]
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