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UN THEOREME D'UNICITE DE LA SOLUTION
DU PROBLEME DE CAUCHY
POUR IEQUATION LINEAIRE PARABOLIQUE
DU SECOND ORDRE

v
par P. MUSTATA

Dans ce travail on donne Pextension & 1’équation

on

— — =10
ot

o*u ou
(1) a Py +b o -+ cu
oi les coefficients a, b et ¢ satisfont aux conditions I, II, III, de la méthode
de réflexion imaginée par M. Nicolescu [4] dans 1’étude de Véquation

ou  8%u

oo _ 9
ot dx®

1)

et on utilise cette extension pour 1’étude de l’unieité du probléme de Cauchy
pour (1),

Dans le cas particulier de I'équation de la propagation de la chaleur
(1), M. Picone [5] et puis A. Tihonov [8] et M. Nicolescu [4] ont démontré
que dans la classe des fonctions u qui admettent deux nombres positifs K
et C, tels que

| w (2, )| << Cexp (Ka? si (x,%) € Ar,
Ap={@@,t)| —co <& << 4 00, 0 <t < T}

le probléme de Cauchy a une solution au plus dans la couche Ay.

Pervenuto alla Redazione il 23 Marzo 1967.

4. Annali della Scuola Norm. Sup.- Pisa.
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Ce résultat a été étendu par M. Krsyialiski [3] a Péquation parabolique
linéaire sous ’hypothése que les coefficients de ’équation

m m
an b a.-j(t,X)u,',;xj—l—kE b (ty X) Uz, +c(t, X)u —uz =0
=1

1,j=1
satisfont aux conditions
|ay(t, X)| << Ay, |b(t, X)|<<A,|X|+ B, (€4 k=1,2,..,m)
Ct,X)<<A,|X|*?+ B, pour 0=t T, X¢€E,

Ay, A,, B,, B, étant des nombres positifs et Em I’espace euclidien m-dimen-
sionnel.

Les résultats de ce travail sont fondés sur ce théoreme.

D’autre part, D. Widder [9] a démontré que toute solution de Véquation
(1) réguliere et non négative dans Ay s’annulant pour ¢ = 0, est nulle dans
Ap. Ce résultat a été étendu & Péquation (1”) successivement par I. Serrin
[7] et A. Friedman [1].,, P. Besala et M. Krzyzaxlxski [2] ont démontré un
théoréme concernant Punicité de la solution du probléeme de Cauchy de
I’équation (1”) dans la classe des fonctions u qui admettent deux nombres
positifs K et C tel que

w(t, X)= — Cexp (K| X|? 0<t<T, X€En

En outre M. Nicoleseu et C. Foias [5] ont démontré 1’unicité de la solution
réguliere de Véquation (1’), dans la classe des fonctions vérifiant une con-
dition du type:

oo

T
/ [u_ (2, t) exp-(Ka?) dee dt << O
0

—00

u_ (, t) = max {— u (x, t), 0}, 0£K<ﬁ,-

Dans la note présente nous allons démontrer un théoréme (théoréme 2) concer-
nant ’unicité de la solution du probléme de Cauchy pour ’équation (1) dans
la classe des fonctions w qui vérifient cette derniére condition, ¢’est-a dire

+oo T

/ f u_ (z, t) exp (Ka?) doe dt << C
—00 0

o K et C sont des nombres positifs dépendant de wu.
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En fait on démontre (lemme 2) que la condition

oo r
fu_ (z, t) exp (Ka?) do dt < C.

—00 0
entraine une limitation du type suivant

oo T

f f|u(m,t)[exp(K’x2)dwdt<C O T <T, K" >0)
— oo 0

I’unicité découle comme una conséquence immédiate,
1. On consideére ’équation linéaire parabolique homogeéne

o%u ou ou

dont les coefficients sont functions réelles définies dans Ay, Ap étant le do-
maine

Ap={(@,t) |2 € (— oo, 4 00),0 < ¢t < T}, 7> 0.

Nous supposons que les coefficients de 1’équation (1) satisfont dans Ar
aux couditions suivants (1):

I a€ @A) NEC (Ag). beC (Ar)n C°(Ag), e€C(dy),

II. il existe deux nombres ¢ > 0 et A > 0 tels que

|
o<<a(xt)<< A4, |z—?(x,t)l£A,

| (2, 1) | +

0 13b a2
%(w’t)]‘f‘la—t(%t)‘-i—\%%(w,t)ng(|m|_}_1)’

IIT. il existe deux nombres positifs « et M tels que a <1 et pour
(@, 8), (,7)€47 on a

Ia(x,t)—a(y,1)|_<_M(|w——y|“—|—|t—r|?).

4y O Ck(x) (k=1,2,...,) désignera, comme d’habitude, l’espace des fonctions k-fois
continiment différentiables sur le sous-ensemble X ouvert ou fermé d’un espace euclidien.
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Nous disons que u est une solution réguliere de léquation (1) dans Agp
si w€ @ (A7) N C°(Ay) et il satisfait & Péquation (1) dans Ar.

LEMME 1. On suppose que
(i) u est une solution réguliére dans Ay de Véquation (1),

(ii) u (, 0) = 0,

(iii) @l existe deux mombres C=0 et K =0 tels que
) oo T
f fexp(— kx?) | w (2, t) | dae dt << C.
—00 0

Alors il existe deux nombres positifs K’ et O’ tels que
1
14 ’ K’ 2 ’ [QFCE— .
| w(x,t)| << C" exp (K’ ?) pour (x, ) € A (T QAK)

Soient x, x,,®,, X, ¢, ¢ des nombres réels tels que
oy <wy, 0SE<T, 0<le<t.

On consideére la fonction

1
(t— 1)_; exp (_ _____(_.X:_.?{&_).

1
EX, 2ty 1) ="
(& 2% 4 2 Vna (x, t) da (2, t) (t — 1)

En intégrant par parties le membre gauche de 1’égalité

ou

xre t—s&
2
[ '[E(X7x7t’y77){a(y77)g?,‘;(yﬂf)"l‘b(y)T) 3y (yy©) +

% 0

ou
—I—c(y,r)u(y,r)—a—T(yﬂ) dyde =10

et en faisant ¢ —> 0 on obtient la relation

w(x,t) si X=uw et x€(x,,x,)

(2) F(X, 2,2y, 1) = -
0 si X€[x,, x,)
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ou

FX,w,0,,0, ) =A(X,2,,2,,2,0) + B(X, 2, ,2%,,2, ) + C(X, 2, , 25, @, 1)

t
(x, — X)2 ~
A,y 00 = [exp(— LTI )Ty a0 20—
’

o

o, —XP \ ~
.__fexp( 4a @D — )a,(aci,w,t,t)dr,

(€, — X)?

B(X,w“xz,x,t)=_—j(w2——-X)eXp (~W:‘5)’g($2,$,t,t)df—

t
— X2 \~
— f (#, — X) exp <—4-a- (Z;’ 0 _)__t)) b, 2t 7)dr,
0

(y — X)?

0X,x, x,,t) 4a(x T
, —

u (J, 7) exp

) c(X,xz,t,y,7)dydz,

1
2 Vna (%, t) (t — 1)

(2, @t )= [a( L P Y (2,0 — (z, w2 1)+ b ue)
a (2, 7) u (2, 7)

4V (a(e,t) (¢ — )2

'bv(z, xy b, T) =

b(y,7) (y;")
((l( ] )(t_t)3/2

~ 1 alypv—alxt) 1
¢4, z, tyy"‘)'—"z (@ (&, ) (t — 0)pF (y X)Z_{_?

(y—X)+

32

b
?/2 (¥, ) — ;7(?/7 7) + ¢ (Y, 1)
_I_.

(@ (@, t) (¢ — )P

l a(x, t) — a(y, 1)
3 (a0 —oPe

+

Les conditions I et III assurent la convergence absolue des intégrales qui
figurent dans (2).

Si @ est une fonction définie sur Vespace euclidien E,, pour chaque
membre réel positif » nous désignons par L, G, la fonction définie sur De-
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space euclidien E, ainsi que
L. G@t)y=G@wx—r,e+rmet)—G@t+2r,e—r,o4 rat) +
+ @@, 0 —2r,x —r, 2, 8) — G (x —4r,0 — 2v, 0 — r, @, t) |
+ G, e —ryx 412, t) —G@—2r, 0 —r,x+ ryx, t) +
+ G, e+ r,e+2r2,t) — G+ 4r,x + r, 0 4 2r, 2,00
Il résulte de (2) la relation
(3) 2u (2, t) = L, F(x,t)= L, A (%, t) 4+ L, B (%, t) + L, C(x, t).
On obtient sans difficulté les relations

(4) L, A(@,t) =0

t

4) L, Bz /E (ry @, t, T) [b(x—r,w,t T +b(w+r,w,t 7)) dv 4

0

t
+fE2 (ry, t,7)[D (@ — 20, @, t,7) + b (@ + 2r, @, t, 7)] du
0

E, (r,o,t, 1) = 2r lex ——7'2 3 mﬁ99~2
LA p(— 4a (, t) (t——‘t))_ exp(— 4a (», t) (t-——‘[))]’

" 4,'.2
11/2 (7', X, t, T) =4r exp (—— m) 9
)

8
(4”) L, (C(x, t) = j{llj (r, @, t)
ol
x-}—r t .
(y — =
1, (@, 1) = I (2, 1) = V—j f (¥, 7) exp ~ i (;I, t)(t)—- )O(w,wy y ¥, 7) dy dr,
z—r 0
o4r ¢
1 — o — 27)
L=~ [ [ewnew (- Eotm )Tt on e by ayas
)
x—r 0
— )2 ~
I (2, ¢) = V—— f /u (¥, 7) exp T 1a ((z B ( :;)__ )> ¢ (@, ®,t,y,7) dy dr,
x=2r 0
z—r i
I, (%)) = — f /@& (y, 7) exp 4a e, :);i'irﬂ) c(x — 4r, x, 8, y, 7) dy dx,

=27 0
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xtr t

( y — X 27)
I (@, t) = ] /u (y,7) exp ~1a @0 jt—— 1)) ¢ (x — 2r, @, t, y, 7) dy dz,
z—r 0
a-2r t ( )2
- __w=o o
I; (@, ¢) = s f“ ¥, ) eXP( da (x, 1) (t——‘t))c(w’ @, &y y, ) dy dr,
x+r 0
o+2r 5
1 ' (y — > — 4r)*\ ~
t) = — — —_— .
I (%, t) ol (Y, 7) exp( e = I)) ¢ (x+ 4r,t, y,7) dy du
z+r 0
1
’ [ — ‘
Pourr>ATett<T,T__9AKon¢

r2
0 < 'El (7" €y t T) 2r exp ( m)

A 92 2
B = = / G P (— ﬁ;ﬂ)nu(w—mw -yl e +-

0

A ) 4
+4V7—zo3l2] (t—Tz)i'i/Z oxp ( 4A )[|u 20|+ |wla 2, )] dr,
0

t

|y — @] v —
/'LB(“},t)’d?SV» 3/2]/ mexp( m——)lu y,t)]dtdy<

1 0 |ly—2z|[>1
A t 2 | x|
' y—a
< — — 2y . 2 d
_Vn 03/2/ I“(?/, I)l exp (— Ky’)-exp (K_?/ 44 (t — 1) )3/2 Tdy <
0 |ly—=z|>1
847 CC S
éﬂl—z—i—exp(Qkaﬂ)
TJT

olt C, est une constante telle que

| 2| exp (— #%) < O .
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On déduit qu’il existe une suite {r,},—;, .. telle que
(5) lim 7, = oo, lim Ly, B (x,t)=0.

Comme d’autre part, pour 0 <t < T’ on a

— 2 -
P (_ Za_((a%t)(%?))\c(x’xata%fﬂg

2 (3/-@2
< C(@*+ 1) exp TBA(t—1) pour |y —x|=1
et

Y AY ~
P (*H%éo)——r))lcm,t,y,r)lsoz(w“r1><t—t>

(y — x)?
o (=gl

pour |y — #|<C1, o C, est une constante qui dépend seulement de o, A, Y
et K, il s’ensuit de (iii) que pour ¢ < 7'/ Vintégrale

& _
2

rofeo
.

— r\
I, —f fu(w)exp( Tty ) P @ ) dy

est absoluement convergente.
Il découle d’ici que

lim I(r,%,t)= I (x,t) pour j=1,5
r— 00
et

Lim I;(ryx,t) =0 pour j = 3,7.

¥ — 0o

Puisque pour t << T’ on a

— X\~
GXP(— V&W—T))"(X,w, ty, 1) | <
=x—= | ep( m-‘)l —|~l |+|X_y|2

ot C; est une constante qui dépend seulement de 0,4 et K, on en déduit
aisément que

lim Ij(r, @, ) = 0 (j=2,4, 6,8).

n —+ oo
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En faisant parcourir » les éléments d’une suite qui satisfait a la con-
dition (5) et en tenant compte de (4) on déduit que pour ¢t < 77, on a

+oot 2
©  wen=| [ewoen(— o 0P )T 6y 0y
—00 ()

Done, en utilisant II et III, on peut écrire pour ¢ < T, Pinégalité
oo ¢t

a_ 3 2
@ |u w,t)|<04f flu(y, ) @2+ 1) ¢ — o) 2exp(——%_”;)dydr

—oo 0

oit 44 < 12 < 84 et (O, est une constante qui dépend seulement de o, A, M, T'
et K.
On peut vérifier sans peine, en faisant la substitution

=0y —G—0)z—(t—17)2
Vit — 6)(t— 1) (v — 0)

3 3
que pourp>—?, q>——?, 0 <<t<<T’, >0 et » un nombre natu-

rel on a
t 4-co
r—y (y — 27
IR T= >)ex"(‘ﬁt@;)“—ﬂ%—9>q1ylndydrs
8 —o©

3
g+

n(lwl—l—lyl)exp( ;a'(t——)(t—(?)

oll p, (&) est un polynéme de grade n.
En majorant |u(y, z)| par expression correspondante donnée par (7)
dans le membre droit de (7) on obtient

oo ¢

y—a’)z B o)
lu@, )| < €] exp ~ 1= )(t—r) T4y H ) dy o
oll !
:l—cot

(y — 27 %“2‘ 2
Hy,7) = |u(z,9)|exp(-—m)(r——-9) (1 - 2%) de df.

—c0



v
516 P. MustaTa @ Un théoréme d’unicité de la solution

Puisque ’intégrale

/ e '““2)([ f (== g)

0 —oo

.ex (_M (t—r)%_%(r—-—O)%_%(l-}— %) dy dz | dO dz
P Alr— 0 v
t —oo
(@ — 22 2a—2
<[ [ o exp(— =) 0 — 67 T 0 sl | |2 s a0
0 —o0

olt p, (&) est un polynéme de grade 2 d’une seule variable.
L’intégrale du membre droit de cette inégalité étant convergente il ré-
sulte que

+oo t

3
w @, b) | < f f | u(z,8)] exp (— (ﬁt—_f)) (t —6)" 77 @ 4 1) p, () dz @0

—00 (

ou p,(2) est un polinome de grade 4.

En répétant le méme procédé on obtiendra aprés un nombre fini de
pas que

+oo ¢t
8 Ju@t)]<0| [|ul,exp (-”— (1] + 1y (Jy| + 1™ dy de
1=

—oc 0

ol m est un nombre natural suffisamment grand et C, est une constante
qui ne dépend que de o, 0, 4, M et K.
On déduit de (8) et de (iii) que

t

| (o, 1) < Osjj|u<y,r>|exp<—ky?)P(w,wdydr
0 -—00
ol

— )2 — rR
Play) =0+ e (K9 — Gl exp (- 1 — ) W) <

< Cg (1 + | x| )™ exp (9K2?) << O, exp (10 Ka?).
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Il en résulte que

| w (@, t)| << €’ exp (10 Ku?), 0t T
ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 1. Nous supposons que les conditions du lemme précédent sont
remplies. Alors u (x,t) = 0.

Le théoréme résulte immédiatement du lemme précédent et du théoréme
de M. Krzyzansky [3] qui assure lunicité de la solution du probléme de
Cauchy pour les équations qui satisferont les conditions I et II dans la
classe de fonctions qui vérifient I’inégalité

| u(z,8) | < C exp (Kx?)

ot C et K des constantes positives, en appliquant successivement aux
bandes — oo <@ <+ oo, jI<<t<(j+ 1T’ o j=0,1,2,..,k k étant
un nombre tel que
kT = T.
LEMME 2. On suppose que
. da (xz, t)
bwyt) —2 —1—~ =
(1) (%, 7) on 0
(ii) u (@, ) est une solution réguliére dans Ap de Véquation (1)

(iii) ¢l ewiste deux nombres ¢ =0 et K =0 tels que

400 T

f fexp (— Ko?) u_ (x, t) dae dt C

—00 ()
o
u_ (@, t) = max {— u (, t), 0}.
Alors pour tout mombre réel e, 0 < ¢ < T, il ewiste un nombre K’ >0 tel que

+oo T—s¢

J fexp(— K’ a?) | wu(x,t)| dedt < oo.

oo b
Soient «, #y y ¥,, h et 1 des nombres reéls tels que
o < @y, 0<h<T,

4] 1
S ATA+ oT) 26T

0<}.gming
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On a évidemment 1’égalité
3 2
LX) ou
f!Em%ﬂPmﬂaﬁmﬂ+wwﬂ@T%ﬂ+

+ 0w — 50| dyas =0

- 2
EWWﬂ%=u“—ﬂpr—%T:%y

En tenant compte de la condition (ii) on obtient par intégration par
parties la relation

(9) Hy (0, @) == Ay (@, @, 5 ) + By (@) 0y , ;) + Ou (0, 2y , 25)
+ Do (@, &y 2,) = 0

oll
T
da ou
Ay (my @y, 2) =fE(m,w2,1) [(—gy(xg,z)u(wg,z)—l- a—y(wz,z)a(xz,r)] dr —
i
T
o ou
—fE(w,wi,1)[@(931,'5)15(371,@—{—E/(-’El,t)a(wi,t)] dz,
h
T
2 €, — &
Bu(w,wi,wz)sz 1?_1 E (z, 2y, T) @ (15, ) u (05, 7) dz —
1
T
2 r, —x
—7] 1{_1E(w,wi,r)a(wi,z)u(wi,z)dr,
i

g
Cu (W, Ly, ‘vz) = jE (2, Y, h) (Y, h) d:'/y
2

T
1
])u(a;,xi,wz,u)—_-—[fju(y,r)S(x,y,z)dydz
h =z

— )R — )2
S (@, y,7) = (da (y, 7) — 1) exp (/'l(.?(T _‘7")1)) [iy(T j)t) + (@
' %a
l(T—T)lC(y,T)—a—yg(?/, T)] — 2a(y,71)— 12

Pl = fa(y,0— 7
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Si F est une fonction definie sur ’espace euclidien E;, nous désignons
par LF la fonction définie sur H, d’aprés la loi

LF(ry=F (0, —r,r)— F(2v, — r,r)+ F (0, — 2r, — ) —
— F(—4r,—2r,— 1)+ F O, —r,1)— F(—2r, —7r,7) 4
—+ F(0, r, 2r) — F (47, r, 27).
I’opération définie ci-dessus étant linéaire, on a
(99 LH, (r)= LA, (r) + LB, (r) + LCy(r) 4+ LD, (v).
11 est facile de vérifier les relations

8 r 4r?
(10 LB, (r) =+ fr exp (— FZ%#J).[“ (— 20, 7)u(— 2r,7) +

T
2
+ a (2r, 1) u (27, v)] dz 4 %— /r[exp (— 7(—1,1__—1)) —
13

[a (—ru(—r1)+ a(rz)u(r T)] dr,

9y?
e (i)

2 — )2
(101/) Lo, (fr) = (T — h)[[exp (— A(Ty_—h)> — exp (-— %)lu(g,h)dy—i—

-7

-

v ) _ exp( M) u(y, k)dy +

+(T—h)'/>hexl)<—m _l(T——h>

—2r

2 2 2
+4T-—mfemp(—;a%;ﬂ)—«mp(—%%%¥%ﬂuWJMy+

27
: y* (4r — 9

(107%) LD, (r) = D}, (r) 4 Di (r) + D}, (v) + Dy (1)
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7

D’}L (ry= %f [u (¥, o) [S(0,y,7) — S (2r,y,7)| dy dz

h

Di(r %[/- (¥, 7) [8(0,y,7) — S(— 47,9, 7] dy dz
—2r

u("' [f“ ¥ ) [8(0, y,7) — S (— 27,9, 7)]dy dx

D (r —ffu(J,‘t)[S(O,?/,t)—S (47, y, 1)] dy dx.

Puisque B, , C, et D, sont des formes linéaires de u si nous introduisons
les notations habituelles

Uy (@, t) = max (u (x, t), 0),
u— (#, t) = max (— u (x, ?), 0),

en utilisant les relations (9’) et (10), on aura
(11) LB, (r) 4 LCu (r) + LD, (r)= LB,_(r)+ LC,_ (r)+ LD,_(r).

Pour > VAT on a

(12) LB, (r) = 0.

1
Puisque 1 < skr °" déduit que

(13) LB, (ry<<I(r)

A

ou
T

I(r)y= % 2r exp (— 8K r?) [u_ (— 27, 7) + u_ (2r, 7)) dv +
0

T

-+ ‘% [r exp (— 2K ) [u_ (— r, 7) + u_. (v, 7)] dx.
0
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On a évidemment

(14) LC, ()=

Vv
=
l
F
—.

2 9 — y)2
[eXp(__in%:76>'—'eXp('_%%%i:%%)]“+(y,h)dy;2

Uy (y, h) dy =

Yy (2r — 9
== [ (= ") — o0 (= 5r=)

Puisque la fonction
S(@)=exp(—2)(+p (¥ 1)

a la dérivée négative pour 2z > |p (y,7) | + 1, on déduit que pour |p (y,7) |+
+1<z2 <=2, 0na
S () — f(=z) > 0.

On a évidemment

A (T 1
pwol=06t+1, ¢=200FD

o
Il résulte que pour

, L 1/AT( 4 0)
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¥? Uk
exp (’/1(1'— T)) [}.(T— D + » (¥, l)]2

Y2 y'*
exp (_ l(T—~r)>[

T + o).

Il découle d’ici que pour » =, on aura

Duy (=0, Dy(r)=0

rg T

D)= [ [ur a0 180,00 — 8 2y, v dy

—r9 0

—ro 0

ry T
1
Di_’_ (") = )_f [u+ (Y, 7) [S 0,y,7) — 8 (— 2r, Y, T)] dy dx

done, si nous désignons par U la borne supérieure de la fonction || sur
Pensemble |2 |<<r,, 0 <<t<< 7T on déduit que

ro T
U,

(16) Du+(7')2_—70 (IS(O,Q/,‘E)‘—|—|S(27‘,y,r)|+|5’(—-— 2"'9%")!)‘1?/‘1’5

—ry 0

>—U°

=— 20,

ot C, est une constante convenablement choisie.
Pour » =, on déduit que

2r
an Lo, (<24

y2
2 f"‘“””ex"(_zu’—ﬂ)
—2r 0

y2
(T —7) +

dy dr << ——

7 f u_ (y,7) exp (— Ky?) -

—o0 0

—L-oo T
+ 0,<y2+1>] 164

2 2
. 9 Yy Yy
exp (Ky 7 (T—r)) [

16 A
A(T— ) + 01 (1'/2 + 1)] dy dT_<_T OCJ
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oli C; est une constante telle que pour touts y, z, y € (— oo, 4+ co) et 7 €[0, T]
on a

exp(—— ¥ 5 HEY ¥ Lo w+<o
P l(T Y A(T—-‘I) 1Y 3

Puisque

(=]

fI(r r= 4_,1_ f2r exp (— 8 Kv?) [u_ (— 27, 7) -+ u_(2r, )] dr dr -+
0
oo T
44
+ - f[r exp (—2K r?)[u_(— r, 1) + u_(r, 7)] drdr <<
00

8A [ 8A
gT/ f|y|exp(—2Ky2)u_(y,1)dyd,£__

- 00,

—c0 0
(o O, est une constante telle que |y|e—K¥ < C,), on déduit Vexistence
d’une suite {ru}n—q,e,.. telle que

(18) lim 7, = oco et lim I(r,)=0.

n —+ 00 n —» 00

En tenant compte de la relation (11) et des inégalités (12), (13), (14),
(15), on déduit

7
2

T—hl1 2 v nd
w1 (== [ oo [~ r=g) e n v

-
2r
<= 0 1(1)+ 47 [(oxp (= Ky)u_y, )y
—2r
16 A U,
(05 = __—l 003 + -1_0 02) .

Pour 0 < h < T — ¢, il est valable 1’inégalité

ol 2

T—e¢

a9) & [1—exp(—37)| [

0

I*\

3/2
exp (— 2—8) wp (g, ) dy dh <

L]
" )
3

<=0, T TI('r)—|—[fexp(——Kyz)u_(?I;h)dydhé O, TH TI(r)+ C

—c0

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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En faisant » parcourir une suite qui satisfait & (18) on obtient

+oo T—¢
j prerm%MM%ﬁ@dh<a%K%=%ﬂ
—0a 0

et en conséquence

400 T—s¢

f [exp(——K’y'?)lu(y,tdedt<oo.

—c0 (

COROLLAIRE. La conclusion du lemme reste valable sans supposer que la
condition (i) est satisfaite.

On consideére la fonetion
x

b0 —2 50
vl ) =@ O exp (@@ 05 ol )= | —— gy
?

0
La fonetion v (x, t) vérifie ’équation

2
A0 @0+ B0 o @)+ 000 — o2 (5,0 =0

Az, t) =a(z,t)

B(x,t):b(x,t)-—2a(x,t)%(w,t)=2gg(w,t)

op *e op F g
Cl,ty=c(x, t) — b (x, 1) %(w, t)—aW (w,t)—l—a(a—x(x,t)) -+ a—t(x, ?).
On peut vérifier immédiatement ’inégalités

34 d 34 0 642
ltp(m,t)|£7(lw|2+1);]£<w,t>‘<5(|x|+1); a—j”<x,t)]<o—2(x2+1)

0% @ 34?2
Egg(%t)‘<:7§—qm|2+-n

et le fait que les coefficients A, B et C satisfont aux conditions I et IL
Puisque

v— (,8) = u_(2,%) exp (¢ (z,1)),
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A
pour K’=K—|—3—0n a
o

-'l-—oo T
j fv_(x,t)exp(— K’ o?) de dt << !

—oo 0

+oo T

< ol

oo T
3
gexp%-[ fexp(——sz)-u_(w, t)de dt << Cexp( A),

o

-exp [SA («* + ])] u_ (2, t) de dt <<

o

—00 0

on déduit du lemme précedent que pour un nombre donné 7,0 << 7'’ < T,
il existe deux nombres positifs K, et C, tels que

foo T
f j|v(w,t)|exp(—Klﬁ)dxdthi.
—oo 0

Pour K, = K, 4 37‘4 on aura

4oo T7

f [exp(—K2w2)|u(m,t)|dwdt_<_

—00 0

“+oo T/
g[ fexp (-— <K1 -+ %) w2) exp (% (x? + 1)) |v (2, t)| de dt <<
—oo 0

oo T

< exp (37:1)[ fexp(— K, 2% | v t)|dedt < C, exp (%—4—)

—00 0

THEOREME 2. L’unicité des solutions du probléme de Cauchy pour Véqua-
tion (1) dans Ar a liew dans la classe des fonctions verifiant Vinégalité

o T’
[ fexp (— Ka?)u_(x, t) de dt < C
Zoo 0
o K et C sont constantes positives dépendant de u.

Le théoreme est une conséquence du corollaire du lemme 2 et du théo-
reme 1.
Bucarest, Institut de Mathématiques
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