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UN THÉORÈME D’UNICITÉ DE LA SOLUTION
DU PROBLÈME DE CAUCHY

POUR L’EQUATION LINÉAIRE PARABOLIQUE
DU SECOND ORDRE

par P. Mustat0103

Dans ce travail on donne l’extension à l’équation

où les coefficients a, b et c satisfont aux conditions 1, II, III, de la méthode
de réflexion imaginée par M. Nicolescu [4] dans l’étude de l’équation

et on utilise cette extension pour l’étude de l’unicité du problème de Cauchy
pour (1 ’).

Dans le cas particulier de l’équation de la propagation de la chaleur

(1’), M. Picone [5] et puis A. Tihonov [8] et M. Nicolescu [4] ont démontré
que dans la classe des fonctions u qui admettent deux nombres positifs K
et C, tels que

le problème de Cauchy a une solution au plus dans la couche LIT.

Pervenuto alla Redazione il 23 Marzo 1967.

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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,

Ce résultat a été étendu par M. Krsyzanski [3] a l’équation parabolique
linéaire sous l’hypothèse que les coefficients de l’équation

satisfont aux conditions

pour

B2 étant des nombres positifs et Eîn l’espace euclidien 1n-dimen.
sionnel.

Les résultats de ce travail sont fondés sur ce théorème.

D’autre part, D. Widder [9] a démontré que toute solution de l’équation
(l’) régulière et non négative dans 4T s’annulant pour t = 0, est nulle dans
/T. Ce résultat a été étendu à l’équation (1 ") successivement par I. Serrin

,

[7] et A. Friedman [1]., P. Besala et 112. Krzyzanski [2] ont démontré un
théorème concernant l’unicité de la solution du problème de Cauchy de

l’équation (1") dans la classe des fonctions u qui admettent deux nombres

positifs ~ et C tel que

En outre M. Nicolescu et C. Foias [5] ont démontré l’unicité de la solution
régulière de l’équation (l’), dans la classe des fonctions vérifiant une con-

dition du type : 
. 

où

Dans la note présente nous allons démontrer un théorème (théorème 2) concer-
nant l’unicité de la solution du problème de Cauchy pour l’équation (1) dans
la classe des fonctions u qui vérifient cette dernière condition, y c’est.à dire

où K et C sont des nombres positifs dépendant de 1t.
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En fait on démontre (lemme 2) que la condition

entraîne une limitation du type suivant

L’unicit6 découle comme una conséquence immédiate.

1. On considère l’équation linéaire parabolique homogène

dont les coefficients sont functions réelles définies dans j7l,, 4T étant le do-
maine

Nous supposons que les coefficients de l’équation (1) satisfont dans LIT
aux conditions suivants (1) :

II. il existe deux nombres a &#x3E; 0 et A &#x3E; 0 tels que

III. il existe deux nombres positifs a et ilt tels que ce  1 et pour

(1) Où C’k (x) (k = 1, 2, ...,) désignera, comme d’habitude, l’espace des fonctions k-fois

continûment différentiahles sur le sous-ensemble X ouvert ou fermé d’nn espace euclidien.
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Nous disons que u est une solution régulière de léquation (1) dans JT
si et il satisfait à l’équation (1) dans 4T.

LEMME 1. On suppose que

(i) u est dans de l’équation (1),

(iii) il existe deux n01nbres C &#x3E; 0 et K ~:&#x3E; 0 tels que

Ators il existe deux nombres positifs K’ et 0’ tels que

Soient x, X2’ X, t, 8 des nombres réels tels que

On considère la fonction

En intégrant par parties le membre gauche de l’égalité

et en faisant e -~ 0 on obtient la relation
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où

Les conditions I et III assurent la convergence absolue des intégrales qui
figurent dans (2).

Si G est une fonction définie sur l’espace euclidien .E5 , pour chaque
membre réel positif r nous désignons par Lr G, la fonction définie sur l’e-
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space euclidien E2 ainsi que

Il résulte de (2) la relation

On obtient sans difficulté les relations

où
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où Cl est une constante telle que
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On déduit qu’il existe une suite (&#x3E;.n)i,=1 ~, telle que

Comme d’autre part, pour 0  t  T’ on a

et

pour C2 est une constante qui dépend seulement de a, A, 111.
et jK~ il s’ensuit de (iii) que pour t  T’ l’intégrale

est absoluement convergente.
Il découle d’ici que

et

Puisque pour t  T’ on a

où C3 est une constante qui dépend seulement de a,A et on en déduit

aisément que
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En faisant parcourir r les éléments d’une suite qui satisfait à la con-

dition (5) et en tenant compte de (4) on déduit que pour t C 11/, on a

Donc, en utilisant II et III, on peut écrire pour t  T’, l’inégalité

où 4À  Â  8A et C4 est une constante qui dépend seulement de a, A, T

et K.

On peut vérifier sans peine, en faisant la substitution

que pour

rel on a

et n un nombre natu-

où pn ($) est un polynôme de grade n.
En majorant 1 par l’expression correspondante donnée par (7)

dans le membre droit de (7) on obtient

où
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Puisque l’intégrale

où p2 (e) est un polynôme de grade 2 d’une seule variable.
L’intégrale du membre droit de cette inégalité étant convergente il ré-

sulte que

(z) est un polinôme de grade 4.

En répétant le même procédé on obtiendra après un nombre fini de

pas que

où in est un nombre natural suffisamment grand et C4 est une constante
qui ne dépend que de a, a, A, lVl et K.

On déduit de (8) et de (iii) que

on



517

Il en résulte que

ce qui achève la démonstration.

THÉORÈME 1. Nous supposons que les conditions du précédent sont
(x, t) = 0.

Le théorème résulte immédiatement du lemme précédent et du théorème
de M. Krzyzansky [3] qui assure l’unicité de la solution du problème de

Cauchy pour les équations qui satisferont les conditions I et II dans la

classe de fonctions qui vérifient l’inégalité

où C et K des constantes positives, en appliquant successivement aux

bandes - oo  .r  -)- «i+ 1) 1" = 0’l’ 2’... k, k étant

un nombre tel que

LEMME 2. On que
, .,

(ii) u (x, t) est une solution régulière dans AI, de l’équatiort (1)
(iii) il existe deux nombres C &#x3E; 0 et K &#x3E; 0 tels que

où

Alors pour tout nombre réel 8, 0  8  l’~ il existe un nombre ~’ &#x3E; 0 tel que

Soient x, X2, h et À des nombres reéls tels que
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On a évidemment l’égalité

où

En tenant compte de la condition (ii) on obtient par intégration par

parties la relation

où
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Si ~’ est une fonction definie sur l’espace euclidien E3 , nous désignons
par I~’ la fonction définie sur Et d’après la loi

L’opération définie ci-dessus étant linéaire, on a

Il est facile de vérifier les relations
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où

Puisque et D~ sont des formes linéaires de 2c si nous introduisons

les notations habituelles

en utilisant les relations (9’) et (10), on aura

Pour on a

Puisque on déduit que

où
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On a évidemment

et

Puisque la fonction

a la dérivée négative pour z &#x3E; 1 p ( y, z) , + 1, on déduit que pour 1 p (y, r) ~ 1 +

On a évidemment

Il résulte que pour
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on a

Il découle d’ici que pour r ~ r~ on aura

donc, si nous désignons par U la borne supérieure de la fonction 1 u 1 sur

l’ensemble 0  t Ç T on déduit que

où °2 est une constante convenablement choisie.
on déduit que



523

où C3 est une constante telle que pour touts y, E (- oo, + oo) et r E [0, T]
on a

Puisque

(où C4 est une constante telle que e-Ky2  C4~, on déduit l’existence

d’une suite ~r~~~~z~l, 2, ... telle que

En tenant compte de la relation (11) et des inégalités (12), (13), (14),
(15), on déduit 

-

Pour 0  h  T - s, il est valable l’inégalité
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En faisant r parcourir une suite qui satisfait à ( 18) on obtient

et en conséquence

COROLLAIRE. La conclusion dît lemme reste valable sans supposer que la
condition (i) est satisfaite.

On considère la fonction

La fonction v (x, t) Périfie l’équation

où

On peut vérifier immédiatement l’inégalités

et le fait que les coefficients A, B et C satisfont aux conditions 1 et II.
Puisque
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on déduit du lemme précedent que pour un nombre donné
il existe deux nombres positifs ~1 et Ci tels que

Pour on aura

THÉORÈlBIE 2..L’unicité des solutions du p1.oblème de l’équa-
tion (1) dans A_T a lieu da,ns la classe des fonctions vei-iftant l’inéga,lité

oit K et C sont constantes positives dépeY1daY1t de u.
Le théorème est une conséquence du corollaire du lemme 2 et du théo-

rème 1.
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