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LA CONVEXITÉ HOLOMORPHE DANS L’ESPACE

ANALYTIQUE DES CYCLES
D’UNE VARIÉTÉ ALGÉBRIQUE (*)

par ALDO ANDREOTTI et FRANÇOIS NORGUET

Introduction.

X étant un sous-espace algébrique (compact) de l’espace projectif Pn (C),
la méthode classique de construction de la « variété de Chow» permet de
doter d’une structure d’espace algébrique projectif l’ensemble C+ (X) de ses
d-cycles analytiques positifs (combinaisons linéaires à coefficients entiers

positifs de sous-ensembles analytiques de dimension d en chaque point) ;
pour tout ouvert Y de X, l’ensemble Cd (Y) des éléments de Cd (X) con-
tenus dans Y est un ouvert de Cd (X) ; sa structure analytique, mais non

(Corollaire du théorème 3) celle de son normalisé faible - que nous dési-

gnerons encore par ot (Y) - peut dépendre de la réalisation de Y comme
sous espace de P72 (C).

Normaliser faiblement un espace analytique, c’est enrichir son faisceau
structural en considérant encore comme « holomorphe » dans un ouvert U
toute fonction continue dans Û et holomorphe aux points réguliers de U;
l’espace obtenu est encore analytique (théorème 1).

Pour toute forme différentielle 99 de type (d, d), continue dans Y, la fonc-
tion à valeurs complexes définie dans Cd (Y) par

Pervennto alla Redazione il 3 Maggio 1966.
(") snpported in part by GRANT AF EOAR 65-42.



32

est continue (théorème 4). Si rp est réelle et deux fois différentiable et si le

courant 2 d’ d" 99 est positif, alors F est plurisousharmonique. Si p est

indéfiniment différentiable et vérifie d" 99 = 0, alors F (qui ne dépend que
de la classe de d" - cohomologie de g) est holomorphe (théorème 5). Dési-

gnant par Qd (resp. 0) le faisceau des germes de formes différentielles ho-

lomorphes de degré d dans Y (resp. de fonctions holomorphes dans 0+ (Y)),
on a ainsi, vu le théorème de Dolbeault, une application linéaire

dont l’image est contenue dans l’ensemble des éléments de 0)
qui vérifient

pour tous Soit Ad (Y) l’algèbre engendrée dans

0) par l’image de Lo(O) et par les constantes.

Si Y (supposé à frontière non vide et sans points singuliers) est stric-
tement d - pseudoconvexe (au sens de [3], NO 5), alors Cd (Y) est Ad (Y) -
convexe : c’est ce qu’exprime la Proposition 7 de [3]. Comme Cd (Y) est
faiblement normal, .H° (CÎ (Y), 0) est (vu le théorème 2) la fermeture inté-

grale faible de Ad ( Y) ~ el est-à-dire : jg~(C~(Y),0) est constitué par les
fonctions f, continues dans Y, telles que, pour tout compact K de Y, il

existe une équation de la forme

satisfaite pour x E .g et tv == f (x), où les ai sont des fonctions sur K, limites
uniformes de restrictions à H d’éléments de Ad ( Y). Si, de plus, Hd+1 (Y, ÎF) = 0
pour tout faisceau analytique cohérent 7 dans Y (en particulier si Y est

d-complet), alors sépare les points de ot (Y): c’est ce que qu’exprime
le théorème 5 de [3]. Un théorème de Runge (théorème 7) permet d’étudier
aussi le cas de variétés sans bord (théorème 8).

Enfin l’étude d’exemples simples conduit à la définition d’une applica-
tion naturelle

~ dérivée » de 
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§ 1. - SUR LA NORMALISATION FAIBLE D’UN ESPACE ANALYTIQUE.

1. Construction de la normalisation faible.

THÉORÈME 1. Pour tout espace anatytique X, il existe un espace analy-
~

tique X et une application bijective

ayant l a propriété suivante :

pour tout espace analytique Y et toute application

holomorphe, ouverte et injective, il existe une application holomorphe

vérifiant

Preuve. Soit X. le normalisé de X et soit n* l’application naturelle de
X* sur X. Soit R la relation d’équivalence sur X~‘ définie par

c’est une relation d’équivalence propre. Soit X l’espace annelé quotient
’e’

([7], § 2) de X* par R, et soit p l’application naturelle de X* sur X ; il

existe une application et une seule n de X sur X, vérifiant n 
est un homéomorphisme. D’après un théorème de H. Cartan (« Main Theo-
rem » de [7], § 3, et la remarque p. 8, de [7]), l’espace annelé X est un

espace analytique. De la définition de la structure d’espace annelé de X, il

résulte que n est holomorphe.
Soit o une application holomorphe, ouverte et injective d’un espace ana-

lytique Y dans X ; il n’est pas restrictif de supposer 0 surjective ; c’est alors

un homéomorphisme. L’application est donc aussi un homé-

omorphisme.

3. Annali della Scuola Sup. - Piaa.
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L’application a-1 est holomorphe hors du sous-espace 8 (X) des points
singuliers de X et de l’image a (~S ( Y}} du sous-espace 8 (Y) des points
singuliers de Y;- donc o ~~ est holomorphe hors du sous-espace

(~c~)-1 (S (X) U a (S (Y))), qui est au moins de codimension 1 en chacun de ses
points. Comme X* est normal, Q-10 n* est holomorphe en vertu du théo-
rème de Riemann ([11] p. 287); donc top est holomorphe; alors r est ho-

lomorphe en vertu de la définition de la structure d’espace annelé de X.

REMARQUE 1. Si l’espace analytique X’ et l’application holomorphe
 n: X’--&#x3E;X vérifient aussi les conditions du théorème 1, il existe un iso

morphisme analytique e : X- X’ vérifiant n = c’ o o ; donc (X, n) est dé-

terminé à un isomorphisme analytique près. Il existe une structure d’espace
.11.

analytique et une seule sur l’ensemble X, telle que a soit un isomorphisme
/

d’espaces analytiques ; désormais on désignera par X l’ensemble X muni de
cette structure, et par a l’application identité de X sur X ; le couple (X,

n) sera appelé normahsation faible de X ; on dira que X est faiblement nor-
mat si c est un isomorphisme analytique.

REMARQUE 2. Rappellons qu’un sous-ensemble analytique E de X est
dit maigre si, pour tout point x de X, il existe un voisinage ouvert U de
x et un sous-ensemble analytique A dans U, de codimension &#x3E; 1 en tout

point tels que E n U c: A. Si f est une fonction à valeurs complexes
continue dans X et holomorphe en dehors d’un sous-ensemble maigre de

X, f 0 JI est une fonction holomorphe dans X. En effet, f o n* est holomor-

phe dans le normalisé X* de X, donc f o 1l est holomorphe dans X en vertu
de la définition du faisceau structural de X.

2. F6ritieture intégrale faible.

Soit X un espace analytique ; soit 0 l’anneau des germes de fonctions

holomorphes dans X, et soit 0) l’anneau des fonctions holomorphes
sur X. Soit C (.X~) l’anneau des fonctions continues à valeurs complexes sur
X. Muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de

X, C (X) } est un espace de Fréchet ; I’(X, 0) est un sous-espace fermé de

G’ (X ) ([11], Satz 28).
Si A est un sous-anneau de F(X, 0) et K un compact de- X, nous dé-

signerons -par A~ l’anneaii des restrictions des éléments de A à K, et par
Ah- le complété de Ax pour la convergence uniforme sur K.
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Nous dirons qu’un élément f de C (X) est topologiquement intègre sur A

si, pour tout compact .~ de X, il existe une équation de la forme

satisfaite pour x E K et 2r = f (,r), et où les ai sont des éléments de AK
(c’est-à-dire des fonctions sur K, limites uniformes de restrictions à K d’é-
léments de A).

Les éléments de 0 (X), topologiquement intègres sur A, constituent un
sons-anneau A de C (X), qu’on appellera fermeture intégrale faible de A; si

1-1

A = A, nous dirons que A est faiblement intégralement fermé.

11,

PROPOSITION 1. Soit A la fermeture intégrale faible d’un sous-anneau A
de 0), et soit n : X ---&#x3E; X la normalisation faible de X. Le relèvement

de A à X est un anneau de fonctions holomorphes sur X. 

Preuve. Soit f E A. D’après la remarque 2 de 1, il suffit de démontrer

que f est holomorphe aux points non singuliers de ~.
Soit X0 un tel point ; l’anneau local 0z~ est factoriel et le germe de f

en xo est intègre sur Oxo . Il existe donc une équation

irréductible sur 0, , à coefficients holomorphes sur un voisinage U de xo
et satisfaite par f (x) pour tout x E U. Le discriminant d (x) de cette équation
n’est pas nul dans 0~ car l’équation est irréductible sur Si U est suf-

fisamment petit, A (x) = 0 définit dans U un sous-ensemble analytique E de
codimension 2 1 en chaque point. Au voisinage de tout point x E 

les racines de (*) sont des fonctions holomorphes. Donc f est holomorphe dans
U - E et continue dans U; d’après le théorème de Riemann, f est holo-
morphe dans U.

COROLLAIRE. Si X est faiblement son anneau de fonctions holo-
morpjzes est faiblernent 

3. Analogue d’un théorème de Weierstrass. 
’

On démontre, pour des anneaux de fonctions holomorphes, un théorème
analogue à celui de Ti"eierstrass.Stone.
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LEMME 1. Soit 7 un faisceau analytique cohérent sur un espace de Stein
X. Soit Y un ouvert de Stein, relativement compact, dans X. Il existe une fa-
mille finie d’éléments de HO (X, dont les images dans .H° (Y, C;:) engendrent
.ff ° (Y, comme module sur l’anneau des fonctions holomorphes dans Y.

Preuve. Soit 0 le faisceau des germes de fonctions holomorphes dans X.
D’après le théorème A de H. Cartan généralisé aux espaces de Stein [5], il
existe une famille finie d’éléments de HO (X, ~’) dont les images dans

pour tout x E Y, engendrent le Ox-module C;x. D’après le théorème 5

de [6] (dont la démonstration reste valable pour les espaces de Stein), les
images des si engendrent HO ( Y, ~ ) comme HO (Y, 0) - module.

LEMME 2. Soit a une application holomorphe propre d’un espace analy-
tique complexe X dans un espace de Stein Y ; soit U un ouvert de Stein, re-

lativement compact, dans Y. Pour toute fonction h holomorphe dans 0-1 ( U),
il existe une famille de fonctions holomorphes dans U telle que l’on ait

dans o-1 (U), en posant ai = hi o a’ pour 1  i  p, a’ désignant la restriction

Preuve. Soit 7 l’image directe par a du faisceau des germes de fonc-
tions holomorphes dans X; d’après un résultat de H. Grauert [9], 7 est un
faisceau analytique cohérent sur Y. Vu le lemme 1 ~ il existe une famille

finie (si)i, , d’éléments de qui engendre comme module

sur l’anneau des fonctions holomorphes dans U.

Soit h une fonction holomorphe dans Q-1 ( ~T ) ; pour tout et hsi
sont des fonctions holomorphes sur 0-1 (U), donc ksi est un élément de
HO (U, Il existe une famille (bi, j)i E I de fonctions holomorphes dans U,’ ’

vérifiant, pour tout i E I,

En posant bi, j o a, on a donc (dans U)

on en déduit

qui est la relation annoncée.
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REMARQUE.

Le nombre p est majoré par le cardinal de I, qui ne dépend pas de h.

DÉFINITION. Soit A un anneau de fonctions holomorphes sur un espace
analytique complexe X. Pour tout compact K de X, on appelle A - enveloppe
de g l’ensemble 

vpe

On dit que X est A-convexe si, pour tout compact K de X, l’ensemble
.11

KA est compact.
Si A est l’anneau de toutes les fonctions holomorphes dans X, on pose

"Il 11,

Kx = KA .
On dit que A donne des coordonnées locales en un point x de X s’il

existe un nombre entier n &#x3E; 0 et une application holomorphe f = ( 
fi E A, d’un voisinage ouvert U de x dans Cn , qui soit un isomorphisme ana-
lytique de U sur un sous-ensemble analytique f ( U) d’un ouvert de CI’.

LEMME 3. Soit X un espace analytique c01nplexe. Soit A un anneau de

fonctions holomorphes sur X, vérifiant les conditions :

i) A contient C (1) ;
ii) X est A-convexe.

Pour tout compact K de X, il existe un voisinacge ouvert U de K et une

application f = ~ de X dans CI’, vérifiant les conditions

cation de P dans

déduite de f est propre.
Si, de plus, A sépare les points de X, on peut choisir cette application f

de telle sorte que soit en plus vérifiée la propriété
v) g, déduite de f, de U dans Y = Cn - f (bU), est injec-

tive et propre. 
-

(1) Il snffit, pour la validité du lemme, que A soit une C-algèbre.
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Si, de plus encore, A donne des coordonnées locales en tout point de -Y,
alors on peut choisir f de telle sorte que g soit un isontorphisme analytiqzce
de l’espace analytique U siti- le sous-espace analytique g (U) de Y.

Preuve. Soit K un compact de X. L’ensemble K,~ étant compact, soit
U un voisinage ouvert relativement compact de KA.

Pour tout x E U - U, il existe une fonction h E A telle que

alors

est un voisinage de x dans U et ïl KA == 0.
Comme U - U est compacts, il existe une famille finie de points

de U - U et une famille finie d’éléments de A vérifiant

et

l’application f = de X dans Ck vérifie les conditions iii et iv du

lemme (pour n = k). 
-

Supposons que A sépare les points de X. Comme IT est compact, un
lemme de H. Cartan ([7] p. 7) montre l’existence d’une famille finie 
d’éléments de A qui sépare les points de U; on peut choisir ces fonctions
en sorte que sap fi (y)  1 pour k  j Ç n ; ainsi on aura encore

L’application f = de X dans CI, vérifie les conditions iii, iv et

v demandées.
Si A donne des coordonnées locales en tout point de X, on peut choisir

la famille de telle sorte qu’elle donne des coordonnées locales en
tout point de P. Alors l’application g vérifie la condition supplémentaire
annoncée.
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THÉORÈME 2. Soit X un espace analytique faiblement normal. Soit A un

anneau de fonctions holomorphes dans X, vérifiant les conditions :

i) A contient C ;
ii) X est A-convexe.

Alors la fermeture intégrale faible de A est l’anneau de toutes les fonc-
tions holomorphes dans X.

Si, de plus, A sépare les points de X et donne des coordonnées locales

en tout point de X, alors A est dense dans l’ensemble des fonctions 
phes dans X, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Preuve. Vu le Corollaire de la Proposition 1, il suffit de montrer que
, 

/’-

toute fonction holomorphe sur X appartient à A. Soit donc h une fonction
holomorphe sur X, et soit K un compact de X. Soient TT un voisinage ouvert
de K et f = une application de X dans CI, vérifiant les conditions
iii et iv du lemme 3, dont nous conservons les notations. Il existe un nom-
bre réel 8 &#x3E; 0 tel que la condition iv du lemme 3 soit encore vérifiée pour

au lieu de P et

au lieu de Q.
Soit o l’application de P dans Q déduite de f. D’après le lemme 2 (en

prenant Y = Q’), il existe une famille de fonctions holomorphes dans

Q telle que l’on ait

dans P, en posant ai = bi o a pour 1 ç i ç p. Dans le cas particulier où A
sépare les points de X et donne des coordonnées locales en tout point de
X, on peut prendre p = 1.

Comme toute fonction b holomorphe dans Q se développe en série de
Taylor dans Q, b o a est limite uniforme sur .g de fonctions de A ; on a donc

aiEAK pour 

REMARQUE 1. Sous les hypothèses du théorème 2, l’espace X est holo-
morphiquement convexe ; si les fonctions de A séparent les points de X, ou
si A donne des coordonnées locales en tout point de X, alors X est un
espace de Stein.
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REMARQUE 2. Soit X = C et soit A l’algèbre des fonctions entières
sur C dont la dérivée s’annule en 0. Les hypothèses i et ii du théorème 2

sont vérifiées, l’algèbre A est fermée pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact de C, et A ne contient pas toutes les fonctions
entières. Donc, pour construire à partir de A l’anneau des fonctions holo-

morphes dans X, le passage à la fermeture intégrale faible est nécessaire.

REMARQUE 3. Le cas particulier du théorème 2, obtenu lorsque A sé-
pare les points de X et donne des coordonnées locales en tout point de X,
était déjà connu. Il est énoncé par H. Cartan ([8] p. 24), énoncé et démon-
tré par Y. Katznelson ([14] Theorem 8.1. 7) dans le cas des variétés. Il a

pour conséquence que toute fonction holomorphe dans Cn est limite uniforme
sur tout compact de sommes finies d’exponentielles de fonctions linéaires.

§ 2. - L’ESPACE (ANALYTIQUE) DES CYCLES POSITIFS
D’UNE -VARIÉTÉ ALGÉBRIQUE.

4. Définition de cet espace.

a) .L’anneacu des coordonnées de la grassmannienne.
Soit Pn l’espace projectif de dimension n sur C. Soient des

coordonnées homogènes sur Pn et soit F le fibré holomorphe en droites as-

socié au diviseur d’équation x. = 0. L’anneau C [xo , des polynomes
en xo , ... , x7L s’iclentifie à l’anneau gradué

Fk désignant la puissance tensorielle k-ème de F.
Soit 1T une sous-variété algébrique irréductible de considérons l’an-

neau gradué
- 

où F 1 V désigne la restriction du fibré F à Y; l’image de l’homomorphisme
de restriction

est appelée anneau des coordonnées de V.
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PROPOSITION 2. Si V est normale en chaque point (par exemple si V est
non singulière), sfl (V, F 1 V) est la fermeture intégrale de L’anneau des coo/1’-

données de V.

Ce théorème est dîl à 0. Zariski [24] ; on le démontre en prouvant suc-
cessivement :

i) la fermeture intégrale de l’anneau des coordonnées est un anneau
gradué ;

ii) à cause de la normalité de V, tout élément homogène de la fer-
meture intégrale est dans  (V, j~ 1 V) ;

iii) pour k suffisamment grand,

Ce dernier point résulte aussi d’un théorème de J. P. Serre ([21] théo-
rème 2 p. 259).

Soit maintenant P£+1 le produit de d + 1 exemplaires de Pn , indexés
par les nombres entiers 0, 1, ... , d ; pour tout nombre entier h vérifiant

0  h ç d, soit .~h le fibré sur obtenu en relevant F par la projection
de P£+1 sur son facteur d’indice h. L’anneau gradué

0 d

s’identifie à l’anneau C [x, ... , x] des polynomes par rapport aux indétermi-
h

nées dont chaque composante homogène est homogène et de degré
h

indépendant de h par rapport à chaque famille (xihsiSn d’indéterminées;
c’est ce dernier degré que nous appellerons degré de la composante homo-

gène considérée.
Supposons d s n ; la relation

définit des éléments de homogènes de degré d + 1 ; soit
n

Q l’ensemble des points tels que les nombres 

ne soient pas simultanément nuls ; soit p Inapplication de il dans 1

définie par les fonctions pio ..~;j)(~) est la grassmannienne, que l’on dési-
gnera par P n, d, des sous-espaces linéaires de dimension d de Pn .

Soit C[...?P~...~...] l’anneau des polynômes en les indéterminées
la substitution de définit une
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application

dont le noyau est constitué par l’idéal des polynomes s’annulant sur Pn, d ;
l’anneau des coordonnées de la grassmannienne est donc isomorphe à l’i-

mage de a.

Le groupe linéaire
tutions

par les substi -

0 d

un élément f homogène de C [x, ... , x] est dit invacriarct par les opérations
de GL (d + 1, C) si l’on a

A

pour tout A E GL (â + 1, C) et pour tout x = a ~ désignant le degré
h

total de f par rapport à l’ensemble de tous les x~ .

PROPOSITION 3. L’anneau des coordonnées de la grassmannienne Pn, d
0 d

est iso1norphe à l’anneau des invariants de C [x, ..., x] sous l’action du groupe
GL (d + 1, C). Cet anneau est factoriel. ([4] p. 110-113).

Des propositions 2 et 3 il résulte que l’anneau des coordonnées de la

grassmannienne Pn, d est isomorphe à l’anneau

associé au diviseur défini par un hyperplan.

b) La notion classique de variété des cycles.
Soit V un sous-ensemble algébrique irréductible de dimension d de Pn .

h

Soient les coordonnées de d + 1 hyperplans, linéairement indépen-
dants, de La condition pour que leur intersection rencontre V s’expri-

o d

me en annulant un polynome irréductible (cf. [ 13], vol. 2,
p. 32-35).

11 il

Pour tout la substitution

remplace les hyperplans considérés par d + 1 hyperplans linéairement indé-
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pendants et contenant l’intersection des premiers. La condition Fv (11) = 0
entraîne donc Fv (Ait) = 0. Comme Fy (u) est irréductible, Fy (An) est divi-
sible par Fy et on a

où e (A~ est un polynôme en les ahk ; comme e est un caractère de

GL (d --~ 1, C), é (A) est une puissance de det (A) ; Fy est donc invariant
sous l’action du groupe G.L (c~ -~-1, C), et détermine, à un facteur constant

non nul près, un élément de l’anneau des coordonnées de n-d-1.

Le polynome Fv est appelé de Cayley associée à V. Plus géné-
ralement, si V ni T~~ est un cycle positif (cf. [3], § 4) de dimension d

i f. l

de Pn, on lui associe la for»te de Cayley F-v = ll t 

étant pour tout
iEI z

i E I un sous-ensemble algébrique irréductible de P 11,).

PROPOSITION 4. Pour élément F de 9 1 soit forme de Cayley
d’un cycle positif de dimension d de il faut et il suffit que :

i) F soit invariant sous l’action de GL (d + 1, C),
1 d

ii) sur une extension algébrique convenable de C [1£, ... , F se 
o

pose en un produit de facteurs linéaires par rapport à u :

En ef‘et, la première condition exprime que F est l’image d’un élément
de l~anneau des coordonnées de la grassmannienne, de telle sorte que la

condition F = 0 détermine un complexe de Pn-d-1 dans Pn. La seconde
condition exprime que ce complexe est singulier, c’est-à-dire que l’ensemble

des appartenant au complexe, et contenus dans le Pn-d intersection
1 d

des hyperplans it, u, se décompose en l’ensemble des contenus
a

dans Pn-d et passant chacun par l’un des points e (qui sont tous dans
Si donc So , ... , Sd sont des matrices antisymétriques (tsi = - 5~~,

a a a

les hyperplans So ~, ... , Sd l passent per le point e, et l’on a

quelles que soient les matrices La Proposition 4 rèsulte alors d’un

argument connu ([13] p. 52).
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COROLLAIRE. Soit A~ l’espace vectoriel des éléments homogènes de degré
0 d

g du sous-anneau des GL (d + 1, C)-invariants de C [x, ... , x]. Soit X un sous-

ensemble algébrique de Pn L’ensemble des éléments de A-, qui sont formes
de Cayley des cycles positifs de dimension d de X, est un cône algébrique de
80m1nent 0.

1 g

En effet, désignons par e des points génériques de X et posons

0 0

les (1¿) étant les différents monômes de degré g en les variables ui; les
ov (e) sont les coordonnées du point générique d’un sous-espace algébrique
W d’un espace projectif PN ; soient JTÀ = 0 des équations de W. Ecri-

o

vons un élément F de Ad comme polynome en u :

pour que F soit forme de Cayley d’un cycle de X~ il faut et il suffit que
i a 1 d

l’on ait les relations H~ (u, ... , u)) = 0 quels que soient u,..., u i ceci

s’exprime par un système d’équations algébriques homogènes en les coeffi-

cients de F.

Soit l’espace projectif associé à l’espace vectoriel Ad considéré
ci dessus. Soit ~Y un sous-ensemble algébrique de Pn, et soit Wd (X) le
sous-ensemble algébrique de constitué par les images des formes de
Cayley des cycles positifs de dimension d de X. On appelle roariété des cycles
de dimension d de X l’espace, localement algébrique

On désignera par Cd (X) l’ensemble des cycles positifs (cf. [3], § 4) de
dimension d de X, et par ox, d l’application de dans qui, à
un élément de et (X) défini par une forme de Cayley F, associe le cycle
positif de X auquel F est associée ; l’application ax, d est bijective. Comme
dans [3], on désigne par 1 A 1 le support d’un cycle positif ~1.

Dans wi (X) X ..LI’, soit zj (X ) la correspondance qui associe à tout
élément c de le sous ensemble 1 de .X.

REMARQUE 1. Cette correspondance est algébrique ; si o~z désigne par
x = (Xi)oSiSn des coordonnées homogènes e Pn et les coefficients
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des formes de Cayley de Ad (c’est.à-dire des coordonnées homogènes sur

w! (X) c P (Ad))~ zg (X) est définie par l’annulation d’un système gj1 (a, x) de

polynomes homogènes en les x et les a.

En effet, soit c un élément de Wd (X), image d’une forme de Cayley
F ; soient So,..., Sd des matrices antisymétriques, et soit x E Pn . En ex-
primant que F (So x~ ... , Sd x) est nul quelles que soient les matrices Si, on
obtient un système d’équations 9,,, F (x) = 0 dont les solutions sont les points
de Qg, d (c) 1. Les coefficients des polynomes gj1, F sont (c variant dans

Wd (X)) des polynomes par rapport aux coefficients de F. La relation entre
c et les points x de Qg, d (c) ~ 1 s’exprime donc en écrivant un système
d’équations gj1 (ex, x) = 0 polynomiales par rapport à x et par rapport aux

coefficients de F.

De cette remarque on déduit immédiatement :

LEMME 4. Soit co E et (X), et soit U un voisinage de d 1 dans X;
il existe un voisinage V de Co dans et (X), tel que la condition c E Y entraîne

(c) ~ [ c U.
Soit à présent Y un ouvert de X ; il résulte du lemme 4 que

est une partie ouverte de et (Y) est appelé variété des cycles de
dimension d de Y; on désigne par la restriction de à et (Y),
et on pose Wd (Y) = et (Y) n (X).

Comme précédemment ([3], N° 9), désignons par Sd (Y) la famille des
sous-ensembles analytiques compacts de Y, de dimension d en chacun de
leurs points ; Sd ( Y ) est un sous-ensemble de posons dd (Y) =

REMARQUE 2. est une partie ouverte de et (Y).
Il suffit de l’établir pour Y = Pn (C) et, dans ce cas, de vérifier que

Wd ( Y ) n dd ( Y ) est ouvert dans Wd ( Y ) pour tout 9 &#x3E; 0 ; pour cela, il faut

montrer dans Wj (Y), les formes de Cayley, suffisamment voisines
d’une forme de Cayley sans facteur irréductible multiple, sont aussi de ce

type. Cela résulte de la Remarque suivante. 
_

REMARQUE 3. Soit P (x) un polynome hornogène en x = de degré
g ) 0. Il existe un nombre fini de polynomes 1  oc en les coeffi-

de P, dont l’annulation simultanée exprime que P a urc facteur multiple.
En effet, considérons le polynome P (Àx + comme polynôme homogène

en À et p. Son discriminant J (x, y) est un polynome en x et y dont les
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coefficients Pa, 1 ~ a ç h, sont des polynomes en les coefficients de P. Si
P (x) a un facteur multiple, les p~ sont nuls. Réciproquement, si les Pa sont

nuls, on a P (Àx -~- = (H ¡t, x, y))l K (Â., p, x, y) où .H et K sont des po-
lynomes premiers entre eux, H est de degré ) 0 en À et fl, et l ~ 2. Or

H doit contenir les variables x ou y car s’il en était indépendant, en
faisant successivement x = 0 et y = 0 on montrerait que H divise lU et pfl ;
donc .H serait une constante. Supposons donc que H contienne les x. En

faisant À = 1 et ,u = 0, on voit que P a un facteur multiple.
Soit encore c’est la correspondance

qui, à tout cE liTS (Y), associe le sous-ensemble algébrique compact 
de Y. Il en résulte que la projection de Z) (Y) sur est propre.
Nous utiliserons ultérieurement les remarques suivantes.

REMARQUE 4. Soit A un sous-enseinble analytique compact, en chaque
point de alors CE U A lest 1tn sous-ensemble
analytique contpact, en chaque point de dirnension ~~-(-1~ ~ Y.

En effet, d’après ce qui précède, l’image réciproque de A dans 
est un sous ensemble analytique compact, de dimension &#x3E; ci + 1 en chaque
point ; la projection de cet ensemble dans Y vérifie la même propriété.

REMARQUE 5. Pour tout c01npact K de Y, le 

de 1V 1 (Y) est c01npact.
En effet, soit E ce sous-ensemble, et soit c~ un point de (X) adhé-

rent à .E ; soit (c~)~ ~ N~ une suite de points de .E tendant vers co ; tout point
de 1 étant limite (vu la Remarque 1) de points des , on

a c I

Dans [3], n° 9, nous avons identifié à une partie de l’espace
vectoriel topologique des courants à support compact dans Y; la topologie
forte (resp. faible) de cet espace de courants induit sur Cd ( Y) une topologie
que nous appellerons encore forte (resp. faible) ; une partie de CÎ (Y) est
dite bornée si elle est bornée dans l’espace des courants ; la proposition 9
de [3] caractérise les parties bornées de CÎ ( Y ).

PROPOSITION 5. Pour qu’une 6t(Y) soit relativement 

pa,cte, il faut et il suffit que Gy, d (K) soit borné dans 0: (Y).
En effet, une partie K de et ( Y ) est relativement compacte si et seu-

lement s’il existe un nombre entier h tel que K n 1V! (Y) soit relativement
compact dans WJ’ (Y) pour et (Y) = 0 pour g &#x3E; h. Ces deux

conditions peuvent être remplacées d (c) ~ 1 relativement compact
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dans Y et K n ~d (Y) = Q~ pour g &#x3E; h. Ces deux nouvelles conditions

sont équivalents à celles de la Proposition 9 de [3], car, en calculant les

volumes à l’aide de la métrique de Fubini de Pn, on a vol (c) = g
pour tout cE WJ’ (Y).

On munit chaque W3 (X) de la structure d’espace analytique complexe
induite par celle de l’espace projectif complexe P (.A,d); et (X) et et (Ir)
sont ainsi munis de structures d’espaces analytiques complexes. Eventuelle-
ment ces structures peuvent dépendre, non seulement des structures d’espa-
ces algébriques de X et de Y, mais encore de la réalisation de X et de Y
comme sous-espaces de Pn. L’étude de cette dépendance est l’objet du § c
ci-dessous. 

°

c) Caractère fonctoriel de et et normalisation faible de la variété de
’

a) Soit Y (resp. Y’) un ouvert d’un sous-ensemble algébrique X
(resp. X’) de P,, (resp. Pn’)’ et soit « une application holomorphe algébrique
de Y dans Y’.

On désignera par Cd (Y)z l’ensemble des éléments V de Cd ( Y ) où T
est bien définie, c’est-à-dire l’ensemble des éléments V de Cd ( Y ) dont toute
composante irréductible Vi a pour image r ( Vi) un sous-ensemble analytique
complexe (compact) de dimension d de Y’.

On désignera par l’application additive de ot (Y)T dans Cd ( Y’)
qui, à tout cycle irréductible V E Cd ( Y)= , fait correspondre le cycle miz ( V )
de désignant le degré de la restriction de « à V.

On désignera par l’application de et (y), = or,ld (Cd (Y),) dans
e+(Y") qui vérifie

Ensemblistement, et (1") est la même chose que l’application 0: (,r).
L’étude générale de l’application et (1’) sera préparée par les remarques

et les lemmes ci-dessous.

~) Soit N un nombre entier &#x3E; 0, et soit t (n, N) = (n ~-1)N - 1. Le
polynome en les variables u~a~ ~ y 1  a ç N, 0 à 1 Ç ~, .

a pour coefficients les monomes ; l’application de

Pn dans Pt(n, N), définie par les relations
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REMARQUA 1. L’application est un isomorphisme (algébrique) de Pn
sur À3 ( P&#x3E;1 ).

alors

sont des recouvrements de P,,, et lj respectivement par des ouverts

de Zariski. Entre Ui et yVi la correspondance ÀÎ est donnée par les relations

donc elle est biholomorphe algébrique.
On désignera par l’application de 1: (Pn) sur P n telle que Àj o piÎ

soit l’identité de Â;: (Pn).
Soit l’espace vectoriel des polynômes homogènes de degré N en les n+ 1

indéterminées Xi, y 0  i ç n ; soit Pn l’espace projectif associée et soit

~c~’ k l’application de P/ dans p:N, définie en associant à tout polynome
de JjJ: sa puissance k-ème.

REMARQUE est un isomorphisme (algébrique) de P:

C’est une conséquence de la Remarque 1. Il suffit de noter que :

i) tout élément (JJ de E: s’écrit de manière unique sous la forme

où les coefficients sont symétriques par rapport aux indices 

ii) si ~ est l’application (injective) de e dans définie en

associant à OJ le point de coordonnées homogènes ail’" iN (symétriques par
rapport aux indices), le diagramme 

-

est commutatif.
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On désignera par 0~ l’application

De la remarque 1, il résulte que l’application Cd (,un ) est bijective.

LEMME 5. L’application et (~C~N) est holomorphe algébrique.
Pour établir ce résultat, associons à tout hyperplan u = de

P n l’ hyperplan Ân (u) de Pt (n, -y) de coordonnées 
’ 

quel que soit l’hyperplan u, nous avons la relation

donc Ây (u) contient le point ÀNn (x) si et seulement si u contient x.
o d

Soit alors ~p ( U? .., , ~) une forme de Cayley associée à un cycle
N 

u

Si V est irréductible, le polynome homogène Fv ...

~y 
a t

... ~ s’annule exactement lorsque l’intersection des hyperplans a,
0~~~~ rencontre le cycle irréductible il existe donc une forme

n Il

associée au cycle ~cnT ( V ), telle que l’on ait l’i-

dentité

l’examen des degrés des cycles montre que l’on a M = N d , Si V est quel-
conque, l’application du résultat précédent à chaque composante irréductible

0 d

de V montre encore l’existence d’une forme de Cayley F (u, .,. , u) as-
sociée au cycle p,;: (V), telle que l’on ait l’identité (*). Cette identité montre
que les coefficients du polynome s’expriment par des polynomes

n Y&#x3E;
en fonction des coefficients de Fy ; la conclusion résulte alors de la Re-

marque 2.

y) Considérons maintenant une projection de Pn dans P~ , ayant
pour centre une sous-variété linéaire 8 de Pn, et soit f l’application de
P n - S dans P~, qu’elle définit. Choisissons des coordonnées homogènes

de P~, et des coordonnées homogènes de P~, telle que f
soit définie par les relations

4. Annali della Scuola Norm. Sup.. Pisa.
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S est alors défini par les équations

Pour tout hyperplan v = de Pm ~ &#x3E; posons

LEMME 6. Soit Fv une forme de Cayley associée à un cycle
1

est une forme de Cayley associée

N v N w

En effet, si V est irréductible, le polynôme homogène Fv (t (v), ... , f (v))
i

s’annule exactement lorsque l’intersection des plans v, 0  i ç d, rencontre
l’ensemble analytique irréductible f ( V ) ; il existe donc une forme de Cayley

o d

J~(~)(~...)~ associée au telle que l’on ait une identité

l’examen des degrés des cycles montre que k est le degré de la restriction de
- 0 - d

f à V ; Fp ( f (v), ... , f w)) est donc une forme de Cayley associée à l’image
de V par l’application ( f ). Si ~P n’est pas irréductible, il suffit d’appli-
quer le raisonnement ci-dessus à chaque composante irréductible de V.

~) Considérons à présent un ouvert Y d’un sous-ensemble algébrique
X de Pn , y et soit 7: une application holomorphe algébrique de Y dans Pn-;
nous désignerons par x’ = des coordonnées homogènes de Pn’ .

LEMME 7. Il existe deux nombres entiers positifs l et N, une application
linéaire in ective g de P n’, dans et une projection de Pt(n,,v) dans

de centre S, dé, finissant une application f de - S dans

de telle sorte que l’on ait

Preuve. Soit a un point de Y, et soit xr (resp. xs) une coordonnée qui
,

ne s’annule pas au point a (resp. l’ (a)); les fonctions 1’* ’, , 0j&#x3E;i’, sontrs 1; -

holomorphes algébriques sur Y au voisinage du point a ; il existe donc des
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fractions rationnelles 0 Ç j ç n’, telles que r soit défini par les équations

dans un voisinage de Zariski de a. On en déduit qu’il existe des polynomes
homogènes 0  j Ç n’, de même degré et ne s’annulant pas simultané-
ment au point a, tels que l’application T soit définie, dans un voisinage de
Zariski de a, par les relations

Comme tout sous-ensemble d’une variété algébrique est précompact
pour la topologie de Zariski, il existe un recouvrement fini de Y par des

ouverts de Zariski U(u.), 1 ç a ~ l, et des polynomes homogènes 
0 ç j ç 1 ç a  l, tous de même degré N, tels que, pour tout a :

i) les polynomes 0 Ç j Ç ~’, ne s’annulent pas simultanément

dans 

ii) l’application z est définie, dans U~~) ~ par les relations

En particulier, pour tout point a de Y, il existe un polynome qui ne
s’annule pas au point a.

Soient h(a) des fonctions linéaires homogènes des coordonnées de 
telles que l’on ait

soit S l’ensemble des points de Pt(n, N~ pour lesquels s’annulent tous les

//0.); on a ~,~ ( Y ) fl ~S’ _-_ ~ .
Soit f l’application de Pt~n, N) - S dans définie par les fon-

ctions si ~z~a~ ~O,~j~~t’, 15,a_l désignent des coordonnées homogè-
nes de f est définie par les relations zja) (y), y désignant
l’ensemble des coordonnées homogènes d’un point de 

Soit enfin 9 l’application de Pn, dans définie par les relations
= La situation est représentée par le diagramme

dont la commutativité se vérifie aisément.
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1]) Considérons l’application 1: envisagée au debut de a) ; supposons
que, pour tout sous-ensemble analytique complexe compact irréductible A
de dimension d de Y, soit un sous-ensemble analytique complexe
(compact) de dimension d de Y’. Alors et (1’) est une application de et (Y)
dans 6~(Y~); les lemmes précédents ne nous permettent pas de démontrer
que et (1’) est holomorphe, car nous ne savons pas si et (l:) est holomorphe.

Pour cette raison, nous enrichirons la structure analytique de et (Y)
en la normalisant faiblement.

DÉFINITION. Soit Y un ouvert d’un sous-ensemble algébrique X de Pn.
Désormais, nous appellerons variété des cycles de dimension d de Y, et nous
désignerons encore par et (Y), le normalisé faible de l’espace analytique
et ( Y ) précédemment défini.

Avec cette définition, qui ne change pas l’ensemble des éléments de

et (Y), l’application et (~n ) devient holomorphe, à cause du lemme 5 ;
grâce aux lemmes 6 et 7, et compte-tenu de l’injectivité de l’application 9
du lemme 7, on voit que l’application et (a) devient holomorphe elle aussi.
On a donc :

TÈORÉME 3. Soit Y (resp. Y’) un ouvert d’un sous-ensemble algébrique
X de Pn (resp. Pn-) ; soit 1: une application holomorphe algébrique
de Y dans Y’, telle que l’image z (A) de tout sous-ensemble analytique com-

plexe compact de dimension d de Y soit un sous-ensemble analytique c01nplexe
(compact) de dimension d de Y’. Alors l’application et (1:) de et (Y) dans

est holomorphe.

COROLLAIRE. Soit Y un ouvert sous-ensemble algébrique X de Pn.
L’espace analytique complexe et (Y) ne dépend (à une bijection biholomorphe
près) que de la structure d’espace algébrique projectif de Y.

Le théorème 3 exprime encore le caractère fonctoriel de cette dépen-
dance.

d) Une remarque sur les ensembles exceptionnels.
Soit .X un sous-ensemble algébrique de Pn et soit A un sous-ensemble

algébrique de X. On dira que A est un ensemble exceptionnel s’il existe un

voisinage U de A dans X et une application holomorphe propre n de U

sur un ouvert V d’un espace algébrique, vérifiant les conditions :
i) n est un homéomorphisme de U - A sur V - n (A) ;
ii) dim A ~ dim n (A).

Dans ces conditions, on a des inclusions (c’est-à-dire des injections
holomorphes)
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et une application holomorphe

Si d est la dimension de 1(, (A), alors Cd (1(, (A)) est constitué de points
isolés dans et (V), donc et (1(, (A)) possède un voisinage holomorphiquement
convexe dans il en est de même pour dans et (U). Donc

Si A est un ensemble exceptionnel purement dimensionnel de X, il existe
un entier d  dim A tel que et (A) possède un voisinage holomorphiquement
convexe dans et (X ).

Si d est le plus petit entier satisfaisant à cette condition, toute modi-
fication n d’un voisinage de A vérifiant les conditions i) et ii) applique A
sur un ensemble 1’l (A) de dimension &#x3E; d.

Compte tenu de la Remarque 2 de b, l’énoncé ci-dessus est encore exact
si on remplace et (A) (resp. et (X)) par dd (A) (resp. dd (X )).

Nous n’étudierons pas dans ce travail les problèmes suivants suggérés
par la remarque ci dessus :

ce) la condition indiquée est-elle suffisante
~8) pour tout espace algébrique projectif X, existe t-il une image ho-

lomorphe Y, généralement biunivoque, sur laquelle il n’y a pas d’ensembles
exceptionnels #

y) pour un tel espace, les ensembles exceptionnels sont-ils en nombre
fini

Auparavant, il conviendrait de généraliser les résultats de ce mémoire
aux espaces analytiques complexes non algébriques.

5. Téorème de continuité.

a) Résultats préliminaires.

LEMME 8. Soit V 2cn sous-ensentble algébrique purement dimensionnel de
dimension s de Pn. Pour tout nombre entier le ~ 0, l’ensemble des Pk c Pn
tels que l’on ait

est partout dense sur la grassmannienne Pn, k. (On convient que dimcPkn 
signifie Pk n V = 0 ).

Preuve. Considérons la bijection a: et (Pn ) ---+ Ck+ (Pn) définie précé-
pemment ; la grassmannienne Pn, k est un sous-ensemble de la
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restriction de a à 0-1 (Pn,k) est un homéomorphisme de o-l (Pn,k) sur Pn,k;
en en’et, si pbo,";k sont les coordonnées grassmanniennes de Pk, la forme
de Cayley de Pk est

Soit Q l’ensemble des Pk envisagé.
Supposons k + s - &#x3E;1  0, et Pk n V == 0 ; d’après le lemme 4 et la re-

marque ci-dessus, on aura Pj n V = 0 si Pk est assez voisin de Pk dans

Pn,k ; donc Q est ouvert dans Pn,k. Soit V’ une variété purement dimension-
nelle, de dimension n - k - 1, contenant F ; Q contient l’ensemble des Pjb
qui ne rencontrent c’est-à.dire l’ensemble, partout dense dans 
des éléments de qui n’annulent pas la forme de Cayley de V’ ; donc
Q est partout dense dans Pn,k. ·

Supposons maintenant k + s - n = r &#x3E; 0, et Pk n V de dimension r ;
choisissons un Pn-(r+l) tel que W = Pn-(r+l) n V soit purement dimension-
nelle de dimension s - (r -~-1) et que l’on ait Pk n W = 0 ; d’après ce qui
précède, on aura w = 0 si Pk est assez voisin de Pk dans or

Pk f1 W = 0 entraîne dimc = r; donc D est ouvert. De plus Q
contient l’ensemble des Pk qui ne rencontrent pas W. Cet ensemble est

partout dense dans Pn,k, d’après ce qui précède ; donc S~ est ,partout dense
dans Pn,k .

LEMME 9. Soit V un sous-ensemôte algébrique purement dimensionnel de
di1nension d de Pn. Soit L1 la de V X V, et soit

l’application définie par

Pour les Pn-d-2 d’un ouvert partout dense de P n,n-d-2 , i l’adhérence de

A --- f -1 (Pn-d-2) dans V X V x P1 est de dimensiorc --- d - 1.

Preuve. Soient 1 Ç i ~ k, les composantes irréductibles de V. Soit

Xi (resp. yj) un point générique de Vi (resp. Vj) et soit Wij la variété de Pn
de point générique Âxi + !1-YJ. La variété Wij est de dimension ç 2d + 1 ;
l’image de f est contenue dans U Wij. Le lemme 8 montre que : pour

iSj.sk
les Pn-d-2 d’un ouvert partout dense de Pn,n-d-2, l’ensemble A est de

dimension  d -1. Son adhérence dans V X F X -Pl est encore de

dimension  d - 1.
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La projection de Â sur le premier facteur T~ de V X V m Pl est encore
un ensemble algébrique de dimension  d - 1.

Grâce au théorème de Baire, on déduit immédiatement des lemmes 8

et 9 et de cette remarque la proposition suivante.

PROPOSITION 6. Soit (V v) v e N une suite de sous-ensembles algébriques
pure1nent dimensionnels de dimension d de Pn. Les P n-d-2 d’un ensemble

partout dense de la grassmannienne possèdent les propriétés suiroantes :

i) P n-d-2 n Vv = 0 pour tout v E N ;
ii) pour tout v E N, la projection de Yv de centre Pn-d-2 est biunivoque

en dehors d’une sous-variété ~" de dimension --- d - 1.

b) Précisions sur des convergences d’intégrales et de fonctions.
Dans [16] est définie l’intégration, sur un ensemble analytique complexe,

d’une forme différentielle extérieure continue à support compact. Il en résulte

que le lemme 9 de [3] et les considérations qui le précèdent dans le n° 7
restent valables si la forme 99 est supposée seulement continue (au lieu de
indéfiniment différentiable).

Comme dans [2] et [3], on désigne par % ( P ) l’ensemble des fonctions

holomorphes dans une variété analytique complexe V, muni de la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact de V.

Pour tont z = E posons

avec eh (z) E R pour 1 ~ h ç 2n.
Pour tout ac E C n et toute famille de nombres réels ~ 0, soit

Soit ouvert de en; pour tout pavé Q (a, r) c U, on désigne par
l’ensemble des fonctions f E q( (U) vérifiant les conditions :

ii) pour tout ’i t vérifiant
 2n - 2, ... , 

= 0 a un nombre fini  g de solutions
dans
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Du théorème de Rouché, il résulte (U, a, r, g) est ouvert 

LEMME 10. 

contircue dans U. L’application de ’W ( U, a, r, g) dans C, qui à f associe

(F désignant le diviseur de f et FI Q sa restriction à Q (a, r)) est continue.

DÉMONSTRATION. Posons

a) Supposons d’abord ;

L’intégrale

est l’aire de la projection de sur l’espace des variables
1  i ç r~ -1; elle est donc &#x3E; Q et majorée par le produit par g de

l’aire de

Par suite, il existe une constante K telle’que l’on ait

~) Supposons maintenant # ~ 0. Soit 17 un nombre réel ~ 0. Soit e

un nombre réel &#x3E; 0 tel que l’on ait

Soit p une fonction indéfiniment différentiable à support compact dans
0
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(où F’ désigne le diviseur de f’ dans U) et, d’après a),

Donc, pour toute ‘

et par conséquent

On a vu que W (U, a, r - e, g) n (U, a, r, g) est un voisinage de f
dans 1 ( U) : d’après le corollaire 2 de [2], il existe un voisinage CV de j

tel que f ’ E ev entraîne

La condition entraîne donc

y) On établit le lemme lorsque fl est une fonction à valeurs réelles

en considérant séparément les parties positive et négative de fl, puis dans
le cas général en considérant séparément les parties réelle et imaginaire
de P.

REMARQUE. Soit une suite d’éléments de les pavés
Q (a, r) tels que l’on ait jv E qe ( U, a, r, g) pour tout v E N constituent une

famille de fermés de U stable par intersection. Donc, si .E est une différence
de réunions finies de tels pavés, et si 1)1 tend vers fo dans 9( ( U) quand v
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tend vers + oo, on a

Nous supposerons maintenant

LEMME 11. Soit (Pv)v E N une suite de polynomes non identiquement nuls
de degré g, vérifiant une famille de

v

fonctions holomorphes dans Q (a, r’) vérifiant les conditions :

i) fy, ~ i est un polynome unitaire

en Zn’ y dont les coefficients aj sont holomorphes dans 1
des racines sont dans le rectangle

et dorct toutes

ii) pour tout v E N, les polynomes 1 s i S k sont deux à deux

sans facteur commun ;
iii) la fonction II fy, ; i coïncide sur Q (a, r’) avec (a, r~) à un facteur

holomorphe inversible près;
iv) pour tout indice i, l’ensemble des zéros de Iv, i tend vers l’en-semble

des zéros de fo, i quand v --~ + 00.
Alors, pour tout indice i, et tout r" vérifiant r  If"  r’, fv, ; i converge

uniformément vers 10, i dans Q (a, r") quand v tend vers -~- oo.

DÉMONSTRATION. En vertu de la condition i) où ç g, les fonctions
0

i sont bornées supérieurement en module dans Q (a, r’) par un même
nombre M; pour chaque indice i, l’ensemble des fonctions v E N, est

0 
’

donc relativement compact dans W (Q (a, r’)) ; soit fi une fonction apparte-
nant à l’adhérence de cet ensemble ; il suffit de démontrer que fi = 

Pour chaque polynome p,, le polynome unitaire de degré minimum
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qui lui est associé sur Q (a, r’) est déterminé de façon unique; en effet

les fonctions symétriques des racines de qy s’écrivent au moyen de l’inté-
grale logarithmique étendue au contour du rectangle

On a donc fv ; i pour tout v E N, et lim qv = q0, uniformément
y-.-00

sur Q (a, r"). 
1:!gi:gk v -+ 00

Considérons un indice i détérminé, et soit fi une fonction appartenant

à l’adhérence de l’ensemble des dans ; pour tout

indice j =1= i, il existe une fonction fj appartenant à l’adhérence de l’ensemble
v E N, de telle sorte que l’on ait lim pour une suite

croissante EN de nombres entiers et pour tout indice j. On a donc

D’après la condition iv), les zéros de fj sont ceux de Donc, vu la con-
dition ii), on a pour tout j. En particulier, on a fi = fo, ; ; donc fy,
tend vers fo, i , uniformément dans Q (a, r"), quand v tend vers + 00.

c) Un lemme d’algèbre extérieure,

Dans l’espace CI, du point z = considérons les formes diffé-

rentielles extérieures de type ( p, p)

Soit Xa l’ensemble des automorphismes linéaires z - (1 + 1’) z de C"
tels que la matrice T ait ses éléments  e en valeur absolue.

LEMME 11. Pour tout nombre réel e &#x3E; 0, l’espace vectoriel engendré sur
le corps C par les formes différentielles 1 ~ n, 1 -::~--- jp  ~z ,

est engendré (sur le corps C) _par les formes x. où Z E XE .
La démonstration se déduit, à l’aide d’une récurrence, de la remarque

suivante.

Soit ~I un voisinage du point (0, 0 ... 0, 1) de C’~ dans l’hyperplan d’é-
quation Zn =1. Pour tout t E U, soit Xt l’application de Cn en lui-même,
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avons

où le symbole 
il 1 signifie que l’indice ix est remplacé par l’indice n. Cetten

relation montre que chaque 1  ia  n, 1  n, est com-

binaison linéaire, à coefficients complexes, d’un nombre fini d’éléments

x *(h) , l Ç ia :::;;: n -1, 1 Ç n - 1, t(h) E U.
i p ’p

De ce lemme, on déduit immédiatement.

COROLLAIRE 1. Soit E l’espace vectoriel (sur le corps C) des formes
différentielles extérieures continues, à support compact et de type ( p, p) dans
CI,; soit F une forme C-linéaire sur E ; F est déterminée par ses valeurs sur
les éléments x’~ 1 p) de E, oit Z varie dans XE et f dans des

fonctions continues et à support compact dans Cn.
Reformulons ce corollaire sous une forme qui généralise une méthode

de démonstration due à K. Kodaira ([15] p. 105 et 106).

COROLLAIRE 2. Soit A un espace vectoriel complexe de dimension n;
soit E l’espace vectoriel (sur le corps C) des formes dif férentielles extérieures
continues, à support compact et de type (p, p) dans A ; soit F une forme C-
linéaire sur E. Soit Bo une base de A ; pour tout 8 &#x3E; 0, soit BE l’ensemble
des bases de A qui se déduisent de Bo par une matrice 1-[- T telle que les
élé1nents de T soient  8 en valeur absolue. Soit Es = i(P ; 99 E E, 3 une base

appartenant à B. pour laquelle 99 = i~~~p , où f est une fonction continue
à support compact dans A).

Pour tout 8 &#x3E; 0, F est déterminée par ses valeurs sur les éléments de EE.
En particulier, pour montrer qu’une suite de formes C-linéaires

sur .E tend vers une forme C-linéaire il suffit de montrer qu’on a
lim Fv (,99) = Fo pour tout p E EE .

d) Enoncé et démonstration dit théorème. 
_

THÉORÈME 4. Soit X un sous-ensemble algébrique de Pn ; soit Y un

ouvert .de X, ne contenant aucun point singulier de X. Pour toute forme dif
férentielle 99 de type (d, d), continue szcr Y, la fonction à valeurs complexes



61

Fe¡; dans et (Y) par

est 
’

Avant de prouver ce théorème, nous ferons quelques remarques.
- _ . - _

REMARQUE 1. Le théorème 4 exprime la continuité de Gy, d relativement

à la topologie faible de Cd (Y). 
~~ 

,

REMARQUE 2. L’application qui à cp associe F, est continue relativement
à la topologie de la convergence uniforme sur tout ( pour 99 et pour 

Cela résulte immédiatement de la Proposition 5, et de la majoration
donnée par le lemme 9 de [3]. "

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 4. 

~ 

a) Réduction au cas Soit co E et (Y). Comme le support de

Gy, d (co) est compact dans Y, il existe une famille finie (Wi)i e I d’ouverts
de P~ et, pour tout i E I, des coordonnées (z~z~ ) );, dans W; , telles que
l’on ait

et

Pour tout i E I, soit Qi une fonction indéfiniment différentiable à support
compact dans Wi, y de telle sorte que l’on ait 0  ei  1 et OE ei == 1 sur

~EI

un voisinage W du support de op, d (CO) dans Pn .
Pour tout i E I, soit 1pi une forme différentielle extérieure de type

(d, d), indéfiniment différentiable et à support compact dans Wi, telle que

La forme V’ = est donc une forme de type (d, d) dans Pn vérifiant
i E I

"Plwn y = 
D’après le lemme 4, il existe un voisinage V de Co dans et (Y), tel que

c E V entraîne (c) 1 n Y. Pour tout cE V, on a
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il suffit donc d’étudier chacune des intégrales figurant au second membre,
lorsque c varie dans V.

~8) des coordonnées et de la projection.

D’après ce qui précède, il suffit d’établir le théorème lorsque Y = Pn
et lorsque 99 est une forme différentielle de type (d, d) à support compact
dans un ouvert de coordonnées de P,, .

Soit N- une suite de points de e+ ( Y ) tendant vers c. et appar-
tenant à la composante connexe de co. On peut choisir des coordonnées
homogènes dans Pn vérifiant les conditions :

i) 99 est à support compact dans C’~ _ ~x ; x E Pn, Xo 4= 0~ ;
ii) = IX ; X E Pn , xi = 0 pour 0 ~ i Ç d + 1} vérifie relative-

ment à la suite (GY, d EN les conditions i) et ii) de la Proposition 5 ;
iii) aucune composante irréductible de Gy, d (co) n’est contenue dans

l’hyperplan d’équation x. = 0 ;
iv) le point a l’infini de l’age des oed+i n’appartient pas à la pro-

iection de op, d (ca) sur .

On peut supposer les conditions iii) et iv) vérifiées par Q p, d (cy) pour
tout v E N*, puisqu’elles le sont dès que v est assez grand.

Considérons dans Cn les coordonnées

. 

soient

est l’hyperplan à l’infini de 
On doit établir la relation

pour toute forme différentielle 99 de type (d, d), continue et à support com-
pact dans Cn ; pour tout v E N, Gv = Fw définit une forme C-linéaire

sur l’espace C-vectoriel de ces formes différentielles.
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Tout système de coordonnées, situé dans un sous-ensemble partout
dense d’un certain voisinage de celui précédemment choisi, vérifie encore

les conditions ci-dessus. Vu le Corollaire 2 du lemme 11 et la remarque qui
le suit, il suffit donc de considérer les formes différentielles

où a (y, z) est une fonction continue à support compact dans Cn.

y) Equations des projections des cycles.

Poursuivons la démonstration sous les hypothèses précisées dans P.
Pour tout v E N, soit

l’expression canonique de Gy, d (cv) (cf. [3], n° 9).
Comme cv tend vers co dans et (Y) quand v tend vers + oo, nous

pouvons associer à cv , y pour tout v E N, une forme de Cayley Fv de telle
sorte que les coefficients de Fv tendent vers ceux de Fo quand v tend vers
+ oo. Ces formes de Cayley Fv sont toutes de même degré g par rapport

i

à chaque série 1t de variables. Pour tout v E N, soit

où Fi,,, est forme de Cayley de Ai,,.’ ’ 

i

En effectuant dans F, (resp. Fi,v) la substitution définie par uo = yi+1
i i

pour 0 Ç i ç d, = - 1 pour 0 i --- d et tij = 0 dans les autres cas,
nous obtenons un polynome pv (resp. Pi,,,) en les variables véri-

fiant les conditions:

Vu la condition ii) de P, les polynomes pz, y sont irréductibles. Vu la
condition iii) de f3 pour Av , pv (resp. pi, y) est non constant et admet pour
diviseur la projection (avec multiplicités) de (resp. sur

Cd+1. Vu la condition iv) de P pour le polynôme pv (ai’ ... , lad yd+1)
possède, quel que soit v, g racines (distinctes ou non) pour tout choix des
constantes ai, 1  i ç d. De cette condition il résulte encore : tout point
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possède un système fondamental de voisinages Q (a, r) tels

d) Equations locales des projections des cycles.
Soit K un compact de contenant la projection du support de go.
Soit a un point de .g vérifiant po (a) = 0. Soit (a, l’ensemble

des points du support de Ao qui se projettent en a ; on a k :5::-:: g, bi E y

1  i ~ k. Pour tout i, 1  i  k, soit Pi (e) le polydisque fermé de Cn-d-1
de centre hi, de rayons égaux à E. Il est possible de choisir B et r de telle
sorte que :

i) les soient deux à deux disjoints;

le bord de Pi (e).
Remarquons que les voisinages U de l’ensemble des

points (a, 1  i S k, vérifiant ces conditions, constituent un système
fondamental de voisinages de cet ensemble.

Choisissons un tel voisinage ; nous pouvons supposer la condition ii)
(resp. üi)) ci-dessus vérifiée par au lieu de Po (resp. Av au lieu de Ao)
pour tout v E N, car ceci a lieu dès que v est assez grand. Soient r’ &#x3E; r

et E’ &#x3E; E, tels que les conditions i) et iii) ci-dessus soient encore vérifiées

pour r’ au lieu de r, e’ au lieu de e, et tout v E N.
Soit

En vertu de la condition ii), la projection de Bv, i sur i propre ;

son image est donc un sous-ensemble analytique Bÿ, ~ i de Ç de codi-

mension pure 1. Soient Bt/J( les composantes irréductibles de chacune

d’elles est contenue dans une composante de Av ; donc sa multiplicité
est déterminée. Soit la projection de les sont les com-

posantes irréductibles de 
-

Pour chaque soit une fonction holomorphe dans ayant
pour diviseur. Comme les f00FF"i divisent j, " ’t’ s ’J’ qui est de degré g,

on peut prendre pour i un polynome unitaire en yd+1
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dont les coefficients aj soient holomorphes dans et dont les racines

soient toutes dans le rectangle

Soit alors

et les fonctions fv, ~ i vérifient les hypothè-
ses du lemme 11 : l’hypothèse ii) en vertu de la condition ii) de fl selon
laquelle la projection est génériquement biunivoque, les autres hypothèses
en conséquence immédiate de la construction. Par conséquent, pour tout

1~" vérifiant r  r"  r’, i converge uniformément vers fo, i dans Q (a, r")
quand v tend vers + oo.

E) Convergence des intégrales.

Soit Q un pavé contenant ~. Il existe une constante V &#x3E; 0 telle que
l’on ait, pour tout v E N,

où (_p,,) désigne le diviseur de 
Selon les conclusions de p, nous intégrons une forme différentielle

où a (y, z) est une fonction continue dont le support se projette dans K.
Soit à &#x3E; 0 ; soit r &#x3E; 0 tel que, si p et pf sont deux points de Cn , de

distance  q, on ait

Pour chaque point a E ( po (y) = 0 ) n K, effectuons la construction exposée
en à, avec des nombres t’la et Ba, de telle sorte que chaque Q (a, ’fa) X Pi (~a)
soit de diamètre [ r¡. Soit une suite finie de points de = 0) n K
telle que l’on ait

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Posons rh = et eh = e,,,, pour 1  l. La construction précédente, ef-

fectuée aux points a,h , 1 ç h ~ L, nous fournit les voisinages

kh désignant le nombre de points de 1 Ao 1 au dessus de Nous pouvons

supposer

pour tout v E N, car cette condition est réalisée dès que v est suffisamment

grand.
La construction exposée en à nous fournit encore des fonctions

est définie au voisinage de Q (a, et possède les propriétés indiquées
à la fin de ô.

Soit Q r1) et, pour tout h  L,

pour 1  h Ç Z, et pour ; .’
nous avons

et par conséquent

En désignant par och, i une valeur prise par a dans nous avons



67

D’apres à, fv, ; tend uniformément dans un voisinage de Q (ah, rh).
D’après ô et la remarque faite à la suite du lemme 10,

tend vers 0 quand v tend vers -~- oo. Soit "1 tel que v entraîne

pour tout h vérifiant 1  1~ ç 1 et tout i vérifiant 1  ~ ~ ~ .
Pour v on a

Comme on 1 on obtient

6. Théorème d’analyticité.

a) Un lem1ne sur des courbes analytiques dans et (Pn).

Soit jD=j6Cl); Panneau C ( (t) ) des séries entières en t con-
o d

vergentes au voisinage de 0 est factoriel ; i donc l’anneau C ((t) ) [1l, ... , 11] (voir
la notation introduite dans le n° 4 a) est également factoriel.
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o d 0 d

REMARQUE 1. Soit F (t, u, u) un élément de l’annea,u C {{t}} [u, ... , 1t],
à coefficients holomorphes dans D, et irréductible sur C ((t). Il existe un nom-
bre réel 8 vérifiant 0  a 1 tel o que, d pour tout t vérifiant 0  ~ 1 t C E,
F (t, u, ..., u) se décompose dans C ... , u] en facteurs irréductibles distincts.

o d

En effet, vu la Remarque 3 du N° 4, b. la condition pour que F (t, u, ..., u)
o d’

ait un facteur multiple dans C [u, .,. , u] est donnée par l’annulation de po-
lynomes pa ,1 ç a ~ l, en les coefficients de F, c’est-à-dire par l’annulation
au point t d’un nombre fini d’éléments de C comme C (1t) est principal,
l’idéal engendré par ces éléments est engendré par un élément 4 (t) ; celui-ci
n’est pas identiquement nul car F est irréductible sur C ( (tj ). Il suffit de

choisir e tel que l’on ait d (t) ~ 0 pour 0  t C 8.
Pour toute application holomorphe -c de D dans et (Pn), il existe un

o d 0 d

élément F (t, u~ ... , u) de l’anneau C (itl [u, ... , u] à coefficients holomorphes
o d

dans D, tel que, pour tout t E D, F (t, u, ... , u) soit une forme de Cayley ap-
0 d 

+
partenant à C [u ... , &#x3E; u et définissant l’élément ’t’ () t de eà (Pn) &#x3E; comme D

est normal, un tel élément définit z.

LEMME 12. Soit z une apptication holomorphe de D dans et (Pn). Il
existe un nombre réel 8 vérifiant 0  - ~5-’ 1, une variété analytique complexe
A de dimension d + 1, une application holomorphe propre ’Jl de A sur D et

une application hotomorphe f de A dans Pn, de telle sorte que :

i) pour tout t E D, la restriction de f à n-1 (t) est propre, et on a

f (n-1 (t)) = 1 d(~ (t)) 1 ;

ii) pour tout t vérifiant 0 [ ~ 1 t 1  e, il existe un sous-ensemble analy
tique St de n-1 (t), de dimension  d -1, tel que la restriction de f à a-’(t)-St
soit un isomorphisme analytique de n-1 (t) - St sur son image ;

iii) pour tout 2-simplexe différentiable A contenu dans la couronne

0  ~ 1 t  e, la restriction de 11; à n-1 (d ) est une fibration différentiables tri-

viale, à fibres compactes de dimension d, de n-1 (A) sur d.
o d

Preuve. - 0153. En appliquant à un élément .~ de C (1t» [u, ... , 2c~ qui
définit r la méthode utilisée au début de la démonstration du lemme 4, on
obtient un système d’équations gy (t, x) = 0, 0 ç v ---- k définissant un sous-
ensemble analytique :1 de D X Pn. Soit; (resp. f ) la projection de à sur
D (resp. dans Pn). On a les propriétés suivantes :

N /V

i) pour tout t E D, la restriction de f à ;-1 (t) est un isomorphisme
analytique de ~-t (t) sur 1 a d (,r (t)) ~ ; ; en particulier, n est propre.
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ii) A est purement dimensionnel et de dimension d + 1 ; c’est une

conséquence de i.

~8. Soit S l’ensemble des points singuliers de Â ; c’est un ensemble ana-
lytique de dimension ç d. D’après le théoreme d’Hironaka [12], il existe

une variété analytique complexe A de dimension d -~- 1 et une application
holomorphe propre h de A sur A, de telle sorte que la restriction de h à

A - h-1 (~) soit un isomorphisme analytique de A - h-1 (S) sur A - ,S~ et
que l’ouvert A - la-1 (~’) soit partout dense dans A. et

On a les propriétés suivantes :

i) Pour tout t E D, on a

et la restriction de f à n-1 (t) est propre.

ii) L’ensemble S = h-1 (S) est un sous-ensemble analytique de dimen-
sion S d de A ; pour tout t E D, la restriction de f à n-1 (t) - St, St ._-_ S n (t)
est un isomorphisme analytique de n-1 (t) - St sur son image. Parmi les
composantes irréductibles de S, pourrait figurer une composante irréductible
d’une fibre de n ; toutefois, il existe un nombre réel 81 ~ 0 tel que, pour
tout t vérifiant 0  1 t 1  81’ l’ensemble analytique St soit de dimension
ç â -1. La propriété ii) du lemme est donc établie pour s 

iii) L’application n est propre, et il existe un nombre réel 82 &#x3E; 0 tel
que la couronne 0  1 t  E2 ne contienne aucune valeur critique de ~c. En

effet, l’ensemble critique de n dans A est l’ensemble des points de A où
s’annule la différentielle de n ; c’est donc un ensemble analytique, et son
image par l’application propre n est un sous-ensemble analytique T de D ;
d’après le théorème de Sard, T est de mesure nulle ; il est donc de dimen-

sion zéro ; la propriété annoncée en résulte. On en déduit la propriété iii)
du lemme pour e ç ~2 .

COROLLAIRE. Soit X un sous-enqemble algébrique de P n; soit Y un ouverts

de X, ne contenant aucun point singulier de X. Soit 99 une forme différentielle
extérieure continue, de type (d, d), dans Y. Soit la fonction à valeurs com-
plexes définie dans et (Y) par
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Soit l’ une application holomorphe de D dans (Y), définie par un élé1nent
o d o d

F (t, u, U) de C ~ (t~ ) ru, ... , u] à coefficients holomotphes dans D, et 

tible sur C 1(t».
Il existe un nombre réel e vérifiant 0  8 ~ 1, une variété analytique

complexe A de dimension d + 1, une application holornorphe propre n de A
sur D et une application holomorphe f de A dans Y, tels qu’on ait la pro.

priété suivante:
Soient Dé it ; 0  ~ 1 t  e), A~ = n-1 (Dé), et n; la restriction de n à AÉ;

alors la restriction de Fq o ir à Dé est (comme courant de degré 0 dans De)
l’image par de la restriction de à As (considérée comme courant dans 

Effectuons en effet la construction du lemme 12 ; la remarque 1 nous
permet en outre de choisir 8 tel que 0-V, d (1’ (t)) soit identique à son support
pour t E Dé . On a alors

pour t E D§ .
Soit y une forme différentielle extérieure indéfiniment différentiable, d~

type (1,1), à support compact dans D£ , On a

Si le support de y est contenu dans un 2-simplexe différentiable L1 contenu
dans D~ , la dernière intégrale est égale à

sinon, y on se ramène à ce cas en utilisant une partition de l’unité. La re-
lation obtenue

exprime la propriété annoncée.
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b) Enoncé et démonstration du théorème.

DÉFINITION. Une forme différentielle 99 de type (d, d), définie et continue
dans une variété analytique complexe, sera dite pseudo-convexe si elle est

réelle et si le courant i d’ est &#x3E; 0 (au sens de [17]).

THÉORÈME 5. Soit X un sous-ensemble algébrique de P n; soit Y un ou-

roert de X, ne contenant aucun point singulier de X, et soit ad le faisceau
des germes de formes différentielles holomorphes de degré d dans Y.

i) Pour toute forme différeittielle 99 de type (d, d), deux fois différen-
tiable et pseudoconvexe dans Y, la fonction à valeurs réelles F cp définie dans
e+ ( Y ) pard (Y) par 

est continue et plurisousharmonique (au sens de [10]).
ii) Pour tout e E Hd (Y, la fonction à valeurs complexes Fe 

dans et (Y) par
il .

est 
I-V

DÉMONSTRATION, oc. Soit op une forme différentielle extérieure continue
de type (d, d) dans Y, et soit F, la fonction définie par

Soit z une application holomorphe de D dans ed+(Y); J elle est définie par
1B ri n d
v W

un élément ... , u) de Panneau ] à coefficients holomor-

phes dans D.
Soit

la décomposition de F en facteurs premiers dans 

l’élément de et (Y) défini par la forme de Cayley ù
suffisamment petit, on a
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et par conséquent

Si, moyennant des hypothèses convenables sur qo, on montre que F tp 0 Ti est,
pour tout i, soit holomorphe, soit sousharmonique au voisinage de 0, la mê-

me propriété en résultera pour F, o z. Il suffit donc de considérer le cas
o d o d

où T est définie par un élément F (t, u, ... , u) de C ( (t) ) ~zc, ... , coefficients

holomorphes dans D, et irréductible sur C ~t~ ~. Effectuons dans ce cas la

construction du Corollaire qui précède.
~) Supposons p pselldoconvexe et deux fois différentiable ; l’opération

image réciproque f * des formes par f et l’opération image directe 11:* des

courants par 1le’ commutent avec les différentielles d’et d", y par conséquent
aussi avec l’opérateur d’ d"; elles conservent en outre le caractère &#x3E; 0 des

formes et des courants. La fibration n : AÉ - D. étant localement triviale
(du point de vue différentiable) sur le courant coincide sur Dé

avec la fonction continue -Fy o r. Par conséquent le courant 2 d’ d" (F, o z)
yc

est &#x3E; 0 dans D’e; comme F, o r est continue (d’après le théorème 4), F, o 1:

est sousharmonique au voisinage de 0. Ceci ayant lieu quel que soit r, F,
est plurisousharmonique dans et (Y).

y) Supposons maintenant que ç est indéfiniment différentiable et vérifie

d" 99 = 0 ; un argument utilisé en ~8) montre que l’on a d" (F, o r) - 0 (au
sens des courants) dans DÉ ; par conséquent F, 0 T est holomorphe dans D~ ;
comme F, 0 T est continue d’après le théorème 4, o t est holomorphe au

voisinage de 0 en vertu du théorème de Riemann. Ceci ayant lieu pour
toute application z telle que r (0) soit un point non singulier F,
est (d’après le théorème de Hartogs banal) holomorphe au voisinage des
points non singuliers de Cd (Y). Comme F,, est continue et comme et (Y)
est faiblement normal, F, est holomorphe dans et (Y). Or on a par défini-
tion Fx = F, (cf. [3] n° 7 a y) si ç est une forme à laquelle le théorème
de Dolbeault associe la lasse 8 E Hd (Y, Qd) ; F, est donc holomorphe.

c) L’application 

Reprenons les hypothèses du théorème 5, et désignons par 0 le faisceau
des germes de fonctions holomorphes dans et (Y). Vu le théorème 5, soit

l’application qui fait correspondre, à la fonction F~ , ho-
lomorphe dans (Y), 0) ; cette application est linéaire; son image est
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contenue dans l’ensemble des fonctions f holomorphes sur et ( Y ) et additi-
ves, c’est-à~-dire vérifiant

pour tous l’addition dans étant obtenue en

transportant par la bijection op, d l’addition de CJ (Y).
Soit Aq (Y) l’algèbre engendrée dans HO (et (Y), 0) par l’image de 

et les constantes. 
’

§ 3. - CONVEXITÉ HOLOMORPHE DANS L’ESPACE DES CYCLES.

6. L’espace des cycles d’une variété algébrique strictement q-pseudo-
convexe.

a) Cas d’un ouvert strictement q-pseudoconvexe.

Rappelons, selon [7] et [19], la méthode de réduction de Remmert d’un
espace holomorphiquement convexe. Soit V un tel espace, et soit R la re-

lation d’équivalence dans V pour laquelle x si et seulement si f (x) = f (y)
pour toute fonction f holomorphe dans V. Cette relation d’équivalence est
propre ; d’après le « Main theorem » de [7], l’espace annelé quotient de
V par R est un espace analytique complexe et l’application naturelle ~c de
V sur Y/R est holomorphe; V/R est un espace de Stein ; les fibres de n
sont des ensembles analytiques connexes. L’ensemble

sera appelé ensemble de dégénérescence de V. D’al3rès un théorème de Rem-
mert [20], c’est un ensemble analytique.

Nous avons défini dans [3] la notion de sous-ensemble ouvert stricte-
ment q-pseudoconvexe d’une variété analytique complexe.

THÉORÈME 6. Soit Y un sous-ensemble ouvert d’une variété algébrique
projective X; supposons que Y a une frontière non vide et ne contient pas de

point singulier de ~’.

Si Y est strictement q-pseudoconvexe, alors _

i) l’espace analytique complexe et ( Y) est Aq Y )-convexe ;
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ii) (Y), 0), est la fermeture intégrale faible de Aq (Y). En part i-
culier, l’espace et (Y) est holomorphiquement convexe. L’ensernble de dégéné-
rescence de chacune de ses composantes connexes est c01npact.

Si, de plus, Hq+1 (Y~ ~) = 0 pour tout faisceau analytique cohérent 9~ dans
Y (en particulier si Y est alors Ag (Y) sépare les points de e; (Y);
en _particulier, et (Y) est holomorphiquement complet. 

La conclusion i) résulte de la Proposition 7 de [3] (encore valable quand
on y remplace les ensembles analytiques Av par des éléments de C+ ( Y )) et
du Théorème 5. La conclusion ii) résulte de i) et du Théorème 2.

D’après le lemme 15 de [3], il existe un compact .g de Y contenant
tout sous-ensemble analytique compact de Y de dimension ~ q + 1 en chacun
de ses points. Soit .E l’ensemble de dégénérescence d’une composante con-
nexe W de et (Y); d’après la Remarque 4 du n° 4, b, q (c) 1 est un

cFE
sous-ensemble analytique compact de Y ayant en chaque point une dimen-
sion §a q + 1, donc contenu dans g; d’après la Remarque 5 du n° 4, b) E
est contenu dans un compact .~’ de W. 1

La dernière assertion résulte du Théorème 5 de [3].

b) Pai1"es de Runge d’espaces de cycles.
Soit X une variété analytique complexe; on désigne par l’es.

pace vectoriel des formes différentielles indéfiniment différentiables et de type
(r, s) dans X ; on le munit de la topologie de la convergence uniforme, sur
tout compact, des coefficients des formes et de leurs dérivées ; c’est alors
un espace de Fréchet-Schwartz.

La différentielles extérieure d" définit une application linéaire continue
de dans Cr, 8+1 (X) ; le noyau (X) de est fermé ; c’est

donc un espace de Fréchet-Schwartz.

DÉFINITION. Soit Y un sous-ensemble ouvert de X; on dit que (X, Y)
est une q-paire de Runge si l’image de l’homomorphisme de restriction

est dense dans Z q, q (Y) (cf. [22]).
Si q = 0, on retrouve la notion usuelle de paire de Runge.
Soit Qq le faisceau des germes de formes différentielles holomorphes de

degré q dans X. Vu le théorème de Dolbeault, HS (X, est canonique-
ment isomorphe au quotient du noyau de par l’image de dr; s_1; on

munit de la topologie déduite de la topologie quotient correspon-
dante. Pour que l’espace vectoriel topologique H8 (X, Q1.) soit séparé (donc
pour qu’il soit un espace de Fréchet-Schwartz), il faut et il suffit que l’image
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de soit un sous-espace fermé de or, s (X). Ceci a lieu en particulier
si dimc H. (X,  + oo (analogue de la Remarque qui suit le Théorème
11 de [0]).

REMARQUE. Supposons les espaces H q (X, et H q (Y, séparés. Alors,
pour que (X, Y) soit une q-.paire de il faut et il suffit que l’image de

de restriction

soit dense dans H q (Y, S2q).
En effet, on a le diagramme commutatif d’applications linéaires

v

dans lequel Àx et Ày sont surjectifs donc topologiques.
Si (X, Y) est une q-paire de Runge, l’image de *&#x3E;.5 est dense dans

Réciproquement, supposons que cette image est dense ; pour tout
il existe une suite d’éléments de Zq, q (X) telle que

Comme ~,p est topologique, il existe une suite e N. d’éléments de

tendant vers 0 quand n -~ + oo. et vérifiant lp) .---
= Ây (~,,)y c’est-à-dire Ây (pn) - ~ - v.) = 0. Pour tout n, il existe donc

un élément hn de Oq. q-1 ( Y) vérifiant

Pour tout n, soit kn un élément de oq, q-l (X) tel que hn - tende vers

0 dans Cq, q-1 ( Y ) quand 

Donc (X, Y) est une q-paire de Runge.
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Rappelons que selon [0], une funetion 99 à valeurs réelles, définie et

indéfiniment différentiable dans une variété analytique complexe .X de di-
mension n, est dite fortement q-pseudoconvexe si sa forme de Levi a au

moins n - q valeurs propres &#x3E; 0 en tout point de X.

PROPOSITION 7. Soit X une variété analytique complexe. Soit K un coin-

pact de X, et une fonction à valeurs réelles, indéfiniment différentiables
dans X, vérifiant les conditions :

i) (p est fortement q-pseudoconvexe dans X - l~;
ii) pour tout c E R, l’ensembZe B, == (r ; x E (x)  el est relative-

ment compact dans X.

Alors, pour toute valeur non critique c de 99 roérifcant c &#x3E; sup 99 (x) et
" ’K

pour tout entier 1 ~ q, le couple (X, Be) est un l-couple de Runge.
Cette proposition est établie dans [22] avec l’hypothèse .g = ~ . La dé-

monstration de [22] s’applique encore à notre cas avec les modifications sui-
vantes (p. 331) : Bk, 1+1 (~1 ) est un sous-espace fermé de Zk, 1+1 (A) (puisque
dimc (A, Qk)  + 00) ; j-1 (Bk, 1+1 (A)) est un sous-espace fermé de

Z k~ 1 (B, n V), et c’est l’image de r.

THÉORÈME 7. Soient X et Y deux sous ensemble ouverts, sans points
singuliers, et strictement q-pseudoconvexes, d’une variété algébrique projective.
si (X, Y) est une q-paire de Runge, alors (et (x), et ( Y )) est une paire de

Runge et, pour tout c01npact K de et (Y), Ke+ (X) est un sous-ensemble 
q

pact de et ( Y ).
Conservant les notations du théorème 6, posons A = Aq (X), B = Aq (Y),

et désignons par A’ l’algèbre des restrictions à et ( Y ) des éléments de

A ; (X, Y) étant une q-paire de Runge, la Remarque 2 qui suit l’énoncé du
Théorème 4 montre que A’ est dense dans B. De plus, d’après le Théorème
6, et (X ) (resp. et ( Y)) est A-convexe (resp. B-convexe). De ces propriétés,
on déduit :

i) et (X) (resp. et ( Y )) est A-convexe (resp. A’-convexe) ;
ii) et ( Y ) est saturé pour la relation d’équivalence, définie dans

C’~ (X ) : x c-o y si et seulement si f (x) = f (y) pour tout f E A.
De l’énoncé (b’) de [1] p. 501, résulte la conclusion.

c) Variétés strictement q-pseudoconvexes.

DÉFINITION. Une variété analytique complexe X sera dite strictement

q-pseudoconvexe s’il existe un compact .g de X et une fonction 99 à valeurs
réelles, indéfiniment différentiable dans X, vérifiant les conditions :

i) 99 est fortement q-pseudoconvexe dans .~ - K;
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ii) il existe une suite croissante et divergente (cn)n E N de nombres

réels tels que BCn = x E X, 99 (x)  c,,) soit, pour tout n E N, relativement

compact et strictement q-pseudoconvexe dans X.

THÉORÈME 8. Soit X un ouvert d’une variété algébrique projective, ne

contenant pas de points singuliers. Si X est une variété strictement q-pseudo-
convexe, et (X ) est holomorphiquement convexe.

Si, de plus, Hq+1 (X, ~) = 0 pour tout faisceau analytique cohérent ÎÀ
dans X (en particulier si X est alors Aq (X) sépare les points de

et (X) ; en particulier, et (X ) est holomorphiquement c01nplet.
En effet, d’après la Proposition 7, BCn) est une q-paire de Runge

pour 1n &#x3E; n ; d’après le théorème 7, (et (Bcm)’ est une paire de

Runge et, pour tout compact K de et (Bcn)’ est un sous-ensemble
q C’m

compact de et D’après un théorème de Stein ([23] Staz 1.2.), (e+ (X),
est une paire de Runge pour tout n. Donc, pour tout compact K

de et (X~ et tout rc vérifiant K c e+ on a ’

pour tout m ~ 7i ; d’après ce qui précède, ) est unsous-

ensemble compact de et (Bcn) pour tout in &#x3E; 1t; est donc un sous-
" 

ensemble compact de et (Bcn) et a fortiori de C’q (X).
La seconde assertion résulte du théoème 5 de [3].

EXEMPLE 1. Reprenons l’exemple du N° 5 de [3] en gardant les mêmes
notations. Soit Z = (C) - 

a) Dans X, nous avons

En un point a E Z - Ph, choisissons un repère

tel que
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alors

et a n - h valeurs propres ) 0 et h valeurs propres C 0 au point a,.
La variété Z est donc strictement h-pseudoconvexe.

~) Les ouverts

constituent un recouvrement de Z par h + 1 ouverts de Stein. Pour tout

faisceau analytique cohérent 7 sur Z, on a donc (Z, = 0 pour 1 h 1.
Grâce à cette propriété et à celle établie ci-dessus, et (z) est, vu le

théorème 8, un espace holomorphiquement complet.
r) Montrons que Z est même h-complet. Utilisant les notations du

NO 4 CI P, choisissons N tel que n + h  t (n, N) et posons 

pour 0  i ç h ; soit

~~ (Z~ est un sous-ensemble fermé de 
Soit Ph un sous-espace linéaire projectif de dimension h de tel

que :

Construisons sur Pt(n, N)-ph-pt(n, la fonction F analogue à celle
considérée en a) ; sa forme de Levi a t (n, N) - h valeurs propres &#x3E; 0 en
tout point de Pt(n, N) - donc en tout point de Âff (Z ) ; la

fonction 99 _ ~ o ÂN correspondante est fortement h-pseudoconvexe dans Z
et les sous ensembles

sont relativement compacts dans Z. Donc Z est h-complet. Remaquons tou-
tefois que les sous-ensemble JBc que nous venons de construire n’ont aucune
raison d’être strictement h-pseudoconvexes, et que la fonction q ne permet
donc pas de montrer que Z est strictement h-pseudoconvexe.

EXEMPLE 2. Soit maintenant X un sous-espace algébrique. (compact) de
Pu, et soit IT Z. Les ouverts U, fl X, 0  i  h, constituent un recou-



79

vrement de Y par h + 1 ouverts de Stein, donc (U, F)=0 pour i &#x3E; 1
et pour tout faisceau analytique cohérent 7 dans Y.

En construisant les variétés de Chow relativement à Pn, on obtient et (U)
comme sous-ensemble analytique de comme et (Z) est holomorphi-
quement complet (Exemple 1, fJ), l’espace analytique A, obtenu en munissant

de la structure analytique induite par est de Stein. L’appli-
cation naturelle de et ( U) sur A est un homéomorphisme holomorphe ; d’après
[1S]~ est un espace de Stein.

7. L’application eO) pour les variétés algébriques compactes.

Pour définir cette application, nous utiliserons les remarques suivantes :

REMARQUE 1. Soint X un espace topologique. 
ouvert de X et soit y un faisceau de abéliens sur X, L’appli-

cation nature lle

est injective. Elle est surjective si l’on a ~(~y)==0 pour tout 
C’est un cas particulier du théorème des recouvrements acycliques de

J. Leray.
Soit le faisceau des germes de formes différentielles indéfiniment

différentiables de type (r, s) dans une variété analytique complexe X; soit 
le sous faisceau des germes de formes différentielles d"-fermées, et Qr = le

faisceau des germes de formes différentielles holomorphes de degré If.

REMARQUE 2. On a un isomorphisme canonique

En effet, désignant par ds la restriction de
la résolution fine

pour s &#x3E; 1, Hs (X, .~~’ r) est donc canoniquement isomorphe à l’espace vec-
toriel de d"-cohomologie des formes différentielles indéfiniment différentiables
de type (r, r -~- s); la remarque résulte alors du théorème de Dolbeault.
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DÉFINITION DE L’APPLIdATION Soit une sous- variété algébrique
(compacte) non singulière de Pn (C). Pour tout élément p = de la

grassmannienne P~, des sous-variétés linéaires de dimension n - d - 1
de Pn, soit Zy == P~ 2013 et Pp - X n Zp ; soit ~ le recouvrement de
X par les ouverts Up, p E Pn, n-d-l’ et soit e le recouvrement de et (.X) par
les ouverts e+(u.). D’après l’exemple 2 du N° 6,

i) Ed+i ( U, 7) = 0 pout i &#x3E; 1, U E Cff et pour tout faisceau analytique
cohérent y dans X;

ii) e est un recouvement de Stein de e+ (X).
Soit Zi Ad, d) (resp. Z1 (C, 0)) l’espace vectoriel des 1-cocycles de C)L

(resp. e) à valeurs dans le faisceau (resp. 0. Soit oc l’application de
~ fait correspondre

à tout cobord, a associe un cobord ; donc a définit une application linéaire

Or, d’après la propriété ii) ci.dessus, Hi (e, 0) est canoniquement isomor-
phe à Hi (et (X), 0). Diaprés la propriété i) ci-dessus et la Remarque 2, on
a Hi ( U, = 0 pour tout U E CJL; diaprés la Remarque 1, Hi (~, est

canoniquement isomorphe à Hi (X, d), et celui-ci à (X, Qd) diaprés la
Remarque 2. Compte-tenu de ces isomorphismes, fl définit une application
linéaire
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