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LA CONVEXITE HOLOMORPHE DANS I’ESPACE
ANALYTIQUE DES CYCLES
D'UNE VARIETE ALGEBRIQUE (%)

par ALDO ANDREOTTI et FRANGOIS NORGUET

Introduction.

X étant un sous-espace algébrique (compact) de ’espace projectif P, (C),
la méthode classique de construction de la « variété de Chow » permet de
doter d’une structure d’espace algébrique projectif ’ensemble o (X) de ses
d-cycles analytiques positifs (combinaisons linéaires a coefficients entiers
positifs de sous-ensembles analytiques de dimension d en chaque point);
pour tout ouvert Y de X, I’ensemble 0,5" (Y) des éléments de C’,;" (X) con-
tenus dans Y est un ouvert de 0,{" (X); sa structure analytique, mais non
(Corollaire du théoréme 3) celle de son normalisé faible — que nous dési-
gnerons encore par oF (Y) — peut dépendre de la réalisation de Y comme
gous-espace de P, (C).

Normaliser faiblement un espace analytique, c¢’est enrichir son faisceau
structural en considérant encore comme « holomorphe » dans un ouvert U
toute fonction continue dans U et holomorphe aux points réguliers de U;
Pespace obtenu est encore analytique (théoréme 1).

Pour toute forme différentielle ¢ de type (d, d), continue dans Y, la fonc-
tion & valeurs complexes F, définie dans o (Y) par

F,(c) =[¢p pour tout c¢€ 0,{"(Y)

Pervenuto alla Redazione il 3 Maggio 1966.
(*) sapported in part by GRANT AF EOAR 65-42,
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est continue (théoréme 4). Si @ est réelle et deux fois différentiable et sile
courant — d’ d" ¢ est positif, alors F, est plurisousharmonique. Si ¢ est
JT

indéfiniment différentiable et vérifie d” ¢ = 0, alors F, (qui ne dépend que
de la classe de d”-cohomologie de ¢) est holomorphe (théoréme 5). Dési-
gnant par 9% (resp. O) le faisceau des germes de formes différentielles ho-
lomorphes de degré d dans Y (vesp. de fonctions holomorphes dans o (),
on a ainsi, vu le théoréme de Dolbeault, une application linéaire

o : HY(Y, 2% — H°(C;F(Y), 0)

dont Vimage est contenue dans l’ensemble des éléments de H°(C;(Y), 0)
qui vérifient

f(01 + 02) = f(c1) + f(cg)

pour tous ¢, eoi (Y), ¢y € o (Y). Soit A4(Y) Dalgebre engendrée dans
H° (C; (Y), 0) par V'image de o® et par les constantes.

Si Y (supposé a frontieére non vide et sans points singuliers) est stric-
tement d - pseudoconvexe (au sens de [3], NO 5), alors o (Y) est A4(Y)-
convexe: c'est ce qu’exprime la Proposition 7 de [3]. Comme 07 (Y) est
faiblement normal, H® (0.;" (Y), O) est (vu le théoréme 2) la fermeture inté-
grale faible de A;(Y), c’est-a-dire: HO(()',;F (Y), 0) est constitué par les
fonctions f, continues dans Y, telles que, pour tout compact K de Y, il
existe une équation de la forme

w? - a, (@) wP=1 4 .. 4 @, (@) =0

satisfaite pour x € K et w = f(x), ou les a; sont des fonctions sur K, limites
uniformes de restrictions & K d’éléments de A, (Y). Si, de plus, H 1 (Y, F)=0
pour tout faisceau analytique cohérent ¥ dans Y (en particulier si Y est
d-complet), alors A, (Y) sépare les points de o (Y): c’est ce que qu’exprime
le théordme 5 de [3]. Un théoréme de Runge (théoréme 7) permet d’étudier
aussi le cas de variétés sans bord (théoreme 8).

Enfin Vétude d’exemples simples conduit & la définition d’une applica-
tion naturelle

oM 1 HHH (X, 24 — H*' (CF (X), 0)

« dérivée » de o,
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§ 1. — SUR LA NORMALISATION FAIBLE D’UN ESPACE ANALYTIQUE.

1. Construction de la normalisation faible.

THEOREME 1. Pour tout espace anatytique X, il existe un espace analy-
el
tigue X et une application holomorphe bijective

;z\:f——>X

ayant la propriété suivante :
pour tout espace analytique Y et toute application

c: Y— X

holomorphe, ouverte et injective, il existe une application holomorphe

s

tial(o(Y)—Y
vérifiant
goT= nl;t\—l(o(Y)).

Preuve. Soit X* le normalisé de X et soit n* 1’application naturelle de
X* sur X. Soit R la relation d’équivalence sur X* définie par

® ooy <=>7a"(z) = a" (y);

c’est une relation d’équivalence propre. Soit X Vespace annelé quotient
([7), § 2) de X* par R, et soit p 1’a.pphcat10n naturelle de X* sur X; ; 11

existe une application et une seule n de X sur X, vémﬁant nop=a* n
est un homéomorphisme, D’aprés un théoréme de H. Cartan (« Main Theo

rem » de [7], § 3, et la remarque p. 8, de [7]), espace annelé X est un
espace analytique. De la définition de la structure d’espace annelé de X, il

résulte que ;z\ est holomorphe.

Soit ¢ une application holomorphe, ouverte et injective d’un espace ana-
lytique Y dans X ; il n’est pas restrictif de supposer o surjective ; c’est alors
un homéomorphisme. L’application 7= o1 o est donc aussi un homé-
omorphisme.

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - Piza.



34 ALDO ANDREOTTI - FRANCOIS NORGUET : La convexité holomorphe
P

L’application 6—! est holomorphe hors du sous-espace S (X) des points
singuliers de X et de I'image o (S(Y)) du sous-espace S(Y) des points
singuliers de Y; donc o~ ! on* est holomorphe hors du sous-espace
(71 (S X)uo(S(Y)), qui est au moins de codimension 1 en chacun de ses
points. Comme X* est normal, o—! o n* est holomorphe en vertu du théo-
réme de Riemann ([11] p. 287); done t o p est holomorphe ; alors = est ho-

lomorphe en vertu de la définition de la structure d’espace annelé de 5‘\

REMARQUE 1. Si Despace analytique 5(\ ’ et D’application holomorphe
7' : X’ — X vérifient aussi les conditions du théoréme 1, il existe un iso
morphisme analytique g : 5: — 3(\ ’ vérifiant ;,\-_—_;\' o p; done (?,;z\) est dé-
terminé & un isomorphisme analytique prés. Il existe une structure d’espace
analytique et une seule sur l’ensemble X, telle que ;z\ soit un isomorphisme
d’espaces analytiques ; désormals on désignera par X l’ensemble X muni de
cette structure, et par n I’application identité de X sur X ; le couple (X

Pay
7T) sera appelé normalisation faible de X ; on dira que X est Jaiblement nor-
mal si n est un isomorphisme analytique.

REMARQUE 2. Rappellons qu’un sous-ensemble analytique E de X est
dit maigre si, pour tout point # de X, il existe un voisinage ouvert U de
« et un sous-ensemble analytique A dans U, de codimension = 1 en tout
point de U, tels que EN U c A. Si f est une fonction & valeurs complexes
continue dans X et holomorphe en dehors d’un sous-ensemble maigre de
X, fo 7 est une fonction holomorphe dans X. En effet, f o n* est holomor-
phe dans le normalisé X* de X, done f o7 est holomorphe dans X en vertu
de l1a définition du faisceau structural de X.

2. Fermeture intégrale faible.

Soit X un espace analytique; soit O I’anneau des germes de fonctions
holomorphes dans X, et soit I'(X, O) Panneau des fonctions holomorphes
sur X. Soit C(X) Vanneau des fonctions continues & valeurs complexes sur
X. Muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de
X, C (X) est un espace de Fréchet; I'(X, O) est un sous-espace fermé de

) ((11], Satz 28).

Si A est un sous-anneau de I'(X, O) et K un compact de- X, nous dé-
signerons par Ax annean des restrictions des éléments de A & K, et par
EK le complété de Ax pour la convergence uniforme sur K.
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Nous dirons qu’un élément f de C (X)) est topologiquement intégre sur A
si, pour tout compact K de X, il existe une équation de la forme

w? + a, () wP + ...t a,(@)=0

satisfaite pour xz€ K et w = f(r), et ou les a; sont des éléments de Ak
(¢’est-a-dire des fonctions sur K, limites uniformes de restrictions a K d’é-
léments de A).

Les éléments de C(X), topologiquement integres sur A, constituent un

sous-anneau A de C(X), quon appellera fermeture intégrale faible de Aj; si
N
A = A, nous dirons que A est faiblement intégralement fermé.

PROPOSITION 1 Sm’t A la fermeture intégrale faible d’un sous-anneau A
de F (X, 0), et sozt 7:X—> X la normalisation faidble de X Le relévement
A4 de A A X est un anneau de fonctions holomorphes sur X.

Preuve. Soit f¢€ ;1\ D’apres la remarque 2 de 1, il suffit de démontrer
que f est holomorphe aux points non singuliers de X.

Soit #, un tel point; P’anneau local 0, est factoriel et le germe de f
en x, est integre sur O, . Il existe donc une équation

(%) WP - a, (x) wP1 . a, () =0

irréductible sur O, & coefficients holomorphes sur un voisinage U de x,
et satisfaite par f(x) pour tout x € U. Le discriminant 4 (x) de cette équation
n’est pas nul dans O, car Péquation est irréductible sur O, . Si U est suf-
fisamment petit, 4 (x) = 0 définit dans U un sous-ensemble analytique E de
codimension =>1 en chaque point. Au voisinage de tout point z€¢ U — I,
les racines de () sont des fonctions holomorphes. Done f est holomorphe dans
U— E et continue dans U; d’apres le théoréme de Riemann, f est holo-
morphe dans U.

COROLLAIRE. 8i X est faitblement normal, son anneau de fonctions holo-
morphes est faiblement intégralement fermé.
3. Analogue d’un théordme de Weierstrass.

On démontre, pour des anneaux de fonctions holomorphes, un théoréme
analogue a celui de Weierstrass-Stone.
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LEMME 1. Soit & un faisceau analytique cohérent sur un espace de Stein
X. Soit ¥ un ouvert de Stein, relativement compact, dans X. Il existe une fa-
mille finie d’éléments de HC (X, F) dont les images dans HO (Y, F) engendrent
HO (Y, F) comme module sur Vanneaw des fonctions holomorphes dans Y.

Preuve. Soit O le faisceau des germes de fonctions holomorphes dans X.
D’apres le théoréme A de H. Cartan généralisé aux espaces de Stein [5], il
existe une famille finie (87 d’6léments de H (X, F) dont les images dans
%, pour tout x€ Y, engendrent le O,module <%,. D’aprés le théoréme 5
de [6] (dont la démonstration reste valable pour les espaces de Stein), les
images des s; engendrent H°(Y, ) comme H° (Y, O)- module.

LEMME 2. Soit o une application holomorphe propre d’un espace analy-
tigue complexe X dans un espace de Stein Y ; soit U un ouvert de Stein, re-
lativement compact, dans Y. Pour toute fonction h holomorphe dans o= (U),
il existe une famille (bi)<i<p de fonctions holomorphes dans U telle que Von ait

h? + S a;h?—i=0
1si1=p

dans o—1(U), en posant a;= b;o o’ pour 1 << i< p, o’ désignant la restriction
de 6 & o—1(U).

Preuwve. Soit & l'image directe par o du faisceau des germes de fonc-
tions holomorphes dans X; d’aprés un résultat de H. Grauert [9], & est un
faisceau analytique cohérent sur Y. Vu le lemme 1, il existe une famille
finie (8;);r d’616ments de HO (U, F) qui engendre H° (U, ¥) comme module
sur ’anneau des fonctions holomorphes dans U.

Soit » une fonction holomorphe dans o¢~1(U); pour tout i€ I,s; et hs;
sont des fonctions holomorphes sur ¢—!(U), donc hs; est un élément de

H® (U, ¥). 11 existe une famille (b; j)icr de fonctions holomorphes dans U,
jeI
vérifiant, pour tout i€ I,

hs.-= ) b¢,j8j.
jeI

En posant a; ;= b; jo g, on a done (dans U)

hs; = 2 a; 585
jeI

on en déduit
det (a,',,- —_ (3,;]' h) =0

qui est la relation annoncée.
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REMARQUE.

Le nombre p est majoré par le cardinal de I, qui ne dépend pas de k.

DEFINITION. Soit A un anneau de fonctions holomorphes sur un espace
analytique complexe X, Pour tout compact K de X, on appelle A - enveloppe
de K DPensemble

Ki={o;0eX,|f@)]< sup | f(¥)| pour tout fe A}.
Y€

On dit que X est A-convere si, pour tout compact K de X, I’ensemble

E 4 est compact,

Si A est Panneau de toutes les fonctions holomorphes dans X, on pose
Ex=1X%,.

On dit que A donne des coordonnées locales en un point x de X #’il
existe un nombre entier » > 0 et une application holomorphe f = ( fi)i<i<n ,
Ji€ A, dun voisinage ouvert U de x dans C*, qui soit un isomorphisme ana-
Iytique de U sur un sous-ensemble analytique f(U) d’un ouvert de C».

LEMME 3. Soit X un espace analytiqgue complexe. Soit A un anneaw de
fonctions holomorphes sur X, vérifiant les conditions :
iy A contient C(1);
ii) X est A-convexe.
Pour tout compact K de X, il existe un votisinage ouvert U de K et une
application f= (f)isi<n de X dans C", vérifiant les conditions
iii) fi€ A pour 1 <<i<<n;
iv) Ky cP={r;a€U,|fi(@)| <1 pour 1<i<n}(E U et Vappli-
cation de P dans

Q={(2;2=(2)1<i=n € C", | 2| <1 pour 1 <i<n

déduite de f est propre.
8i, de plus, A sépare les points de X, on peut choisir cette application f
de telle sorte que soit en plus vérifiée la propriété
v) Vapplication g, déduite de f, de U dans ¥ = C*» — f (bU), est injec-
tive et propre.

(*) 11 suffit, pour la validité du lemme, que 4 soit une C-algdbre.
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Si, de plus encore, A donne des coordonnées locales en tout point de X,
alors on peut choisir f de telle sorte que g soit un isomorphisme analytique
de Vespace analytique U sur le sous-espace analytique g (U) de Y.

Preuve. Soit K un compact de X. L’ensemble la étant compact, soit
U un voisinage ouvert relativement compact de K.
Pour tout x€ U — U, il existe une fonction 7€ A telle que

| h(w)| > 2 et sup |h(y)| <<1;
yeK
alors

Vx,h={x;xE(7,{h(x)|>2}

est un voisinage de « dans Uet Vern 1/(\ 1= Q.
_Comme U — U est compact, il existe une famille finie (x;)1<i<x de points
de U — U et une famille finie (f})i<i<y d’éléments de A vérifiant

| fi () | > 2, sup |fi )| <1 pour 1 <<i<k,
ye

U Ve,2U—U

I1si<k

et
(U Ve d)NKy= 0

1=tk

Papplication f= ( fi)i<i<r de X dans C* vérifie les conditions iii et iv du
lemme (pour n = k).

Supposons que A sépare les points de X. Comme U est compact, un
lemme de H. Cartan ([7] p. 7) montre I’existence d’une famille finie (fi)r<i<n
d’6léments de A qui sépare les points de ﬁ; on peut choisir ces fonctions

en sorte que sup |f; ()| <1 pour k <j<n; ainsi on aura encore
yeP

P={r;2elU, | fi(®)| <1 pour 1 <<i<nl

L’application f = (fii1<i<n de X dans C» vérifie les conditions iii, iv et
v demandées.

Si A donne des coordonnées locales en tout point de X, on peut choisir
la famille (.fa‘)k<i’sn de telle sorte qu’elle donne des coordonnées locales en
tout point de P. Alors Dapplication g vérifie la condition supplémentaire
annoncée.
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THEOREME 2. Soit X un espace analytique faiblement normal. Soit A un
anneau de fonctions holomorphes dans X, vérifiant les conditions :
i) A contient C;
ii) X est A-convexe.
Alors la fermeture intégrale faible de A est Vanneaw de toutes les fonc-
tions holomorphes dans X.
Si, de plus, A sépare les points de X et donne des coordonnées locales
en tout point de X, alors A est dense dans Uensemble des fonctions holomor-
phes dans X, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Preuve. Vu le Corollaire de la Proposition 1, il suffit de montrer que
toute fonction holomorphe sur X appartient & :4\ Soit donc h une fonction
holomorphe sur X, et soit K un compact de X. Soient U un voisinage ouvert
de K et f= (fi)i<i<» une application de X dans C* vérifiant les conditions
iii et iv du lemme 3, dont nous conservons les notations. Il existe un nom-
bre réel ¢ >0 tel que la condition iv du lemme 3 soit encore vérifiée pour

P ={xsaclU|fi(x)| <<1+4e pour 1<<i<Cn}

au lieu de P et

Q ={2;2= (1=, € 0", | 2| <1+ ¢ pour 1<i<nj

au lien de Q.
Soit ¢ Papplication de P dans @ déduite de f. D’aprés le lemme 2 (en

prenant Y = @)’), il existe une famille (b;);<i<, de fonctions holomorphes dans
@ telle que Von ait

(| PP+ 3 a-(h|P)P—i=0
1=sisp

dans I, en posant a;—=b; o 6 pour 1 <<t < p. Dans le cas particulier ou 4
sépare les points de X et donne des coordonnées locales en tout point de
X, on peut prendre p = 1.

Comme toute fonction b holomorphe dans @ se développe en série de
Taylor dans @, b o ¢ est limite uniforme sur K de fonctions de A4 ; on a donc
aiEAK pour 1 <<i<_p, et h€ ;1\

REMARQUE 1. Sous les hypothéses du théoréme 2, 'espace X est holo-
morphiquement convexe; si les fonctions de A séparent les points de X, ou

8i A donne des coordonnées locales en tout point de X, alors X est un
espace de Stein.
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REMARQUE 2. Soit X = C et soit 4 1’algébre des fonctions entieres
sur C dont la dérivée s’annule en 0. Les hypothéses i et ii du théoréme 2
sont vérifiées, l’algébre A est fermée pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact de C, et A ne contient pas toutes les fonctions
entieres. Donc, pour construire a partir de A 1’anneau des fonctions holo-
morphes dans X, le passage a la fermeture intégrale faible est nécessaire.

REMARQUE 3. Le cas particulier du théoréeme 2, obtenu lorsque A4 sé-
pare les points de X et donne des coordonnées locales en tout point de X,
était déja connu. Il est énoncé par H. Cartan ([8] p. 24), énoncé et démon-
tré par Y. Katznelson ((14] Theorem 8.1.7) dans le cas des variétés. Il a
pour conséquence que toute fonction holomorphe dans C» est limite uniforme
sur tout compact de sommes finies d’exponentielles de fonctions linéaires.

§ 2. — L’ESPACE (ANALYTIQUE) DES CYOLES POSITIFS
D'UNE VARIETE ALGEBRIQUE.

4, Définition de cet espace.

a) L’anneau des coordonnées de la grassmannienne.

Soit P,, ’espace projectif de dimension = sur C. Soient (#)si<, des
coordonnées homogenes sur P, et soit F le fibré holomorphe en droites as-
socié au diviseur d’équation x,= 0. L’anneau C[x,, ..., *,] des polynomes
en x,,..,&, s’identifie & anneau gradué

d(Pn7F)= @F(Pn)Fk)7
keN

F* désignant la puissance tensorielle k-8me de F.

Soit V une sous-variété algébrique irréductible de P, ; considérons 1’an-
neau gradué

AV, F| V)=k§9NF(V,(FI V)

ol F|V désigne la restriction du fibré F & V; I'image de ’homomorphisme
de restriction

ro:g{(Pn,F)———)ﬂ‘((VaF| V)

est appelée anneau des coordonnédes de V.
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PROPOSITION 2. St V est normale en chaque point (par exemple si V est
non singuliére), s{(V,F| V) est la fermeture intégrale de Vanneaw des coor-
données de V.

Ce théoreme est dft a O. Zariski [24]; on le démontre en prouvant suc-
cessivement :

i) la fermeture intégrale de I’anneau des coordonnées est un anneau
gradué;

ii) 4 cause de la normalité de V, tout élément homogeéne de la fer-
meture intégrale est dans o (V, F|V);

iii) pour % suffisamment grand,

1o (I'(Ry, F¥) =T (V,(F| V).

Ce dernier point résulte aussi d’un théoréme de J. P. Serre ([21] théo-
réme 2 p. 259).

Soit maintenant P*+! le produit de d -1 exemplaires de P, indexés
par les nombres entiers 0,1,..,d; pour tout nombre entier & vérifiant
0 << h << d, soit F} le fibré sur P?+!, obtenu en relevant F par la projection
de Pi+! sur son facteur d’indice h. L’anneau gradué

APH, @ Fy=d Q@ I'[P,,Fk)
0<h=d

keN 0sh=<d

0 d
g'identifie & ’anneau C [z, ..., #] des polynomes par rapport aux indétermi-

h
nées (;)o<n<a, dont chaque composante homogeéne est homogene et de degré
o=i=n

h
indépendant de & par rapport a chaque famille (#:i)<i<, d’indéterminées;
c’est ce dernier degré que nous appellerons degré de la composante homo-
geéne considérée.
Supposons d << n; la relation

3
Z ridu\= 2 Pio...ig (®) Aty A oo A Az,
0sh<d \0<1=n OSl'o<iL<...<idSn

0 a
définit des éléments p;, i, de C[x,...,s], homogenes de degré d 4 1; soit
h

Q Vensemble des points x = (¥),,, de P‘fj‘l tels que les nombres p;,. ;, ()

ne soient pas simultanément nuls; soit p P’application de £ dans P<n+1) .
1)~
définie par les fonctions p; ., ; p(£2) est la grassmannienne, que on dési-

gnera par P, 4, des sous-espaces linéaires de dimension d de P, .
Soit Cl..., Py, ..iyy+.] Pannean des polynomes en les indéterminées

(Py) ... iglosiy<iy < ... <ig=,; 1a substitution de p; .. @) & Py .., définit une
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application

0 a
0:Clony Py igs o] = Oy, ]

dont le noyau est constitué par l’idéal des polynomes s’annulant sur Pn,d;
’anneau des coordonnées de la grassmannienne est donc isomorphe a Ui-
mage de o.

(1] d
Le groupe linéaire GL (d + 1,C) opere sur C [z, ..., 2] par les substi-
tutions

h k
r— 2 o, A = (apr)osr=a € GL(d + 1, C) 3

osk=n 0=<k=<d

0 a
un élément f homogéne de Clw, ..., x] est dit invariant par les opérations
de GL(d 4 1,C) si Pon a

S (Ax) = (det )™ f (@)

h
pour tout 4 € GL(d + 1, C) et pour tout & = (¥)o<n<a,m désignant le degré
h
total de f par rapport & Pensemble de tous les x;.

PROPOSITION 3. L’anneaw des coordonnées de la grassmannienne P, q

0 d
est isomorphe & Vanneaw des invariants de C[x, ..., x] sous Paction du groupe
GL(d -+ 1,C). Cet anneau est factoriel. (4] p. 110-113).
Des propositions 2 et 3 il résulte que ’anneau des coordonnées de la

A

grassmannienne P, ; est isomorphe & l’anneau

APy, a, F| P, a), F désignant le fibré sur Py,
1

associé au diviseur défini par un hyperplan.

b) La notion classique de variété des cycles.

Soit ¥ un sous-ensemble algébrique irréductible de dimension d de P, .

)
Soient (#)y<r<q les coordonnées de d 4 1 hyperplans, linéairement indépen-
dants, de P, . La condition pour que leur intersection rencontre V s’expri-

0 a
me en annulant un polynome irréductible Fy€C[u,...,u] (cf. [13], vol. 2,
p. 32-35).
k

h
Pour tout A = (apr)o<i<a € GL (d + 1, (), la substitution v — = o ®
o<k<d o=<k=<d

remplace les hyperplans considérés par d 4 1 hyperplans linéairement indé-
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pendants et contenant Pintersection des premiers. La condition Fy(u) =0
entraine donc Fy(Aw)=0. Comme Fy(u) est irréductible, Fy (Au) est divi-
sible par Fy(u) et on a

Fy (du) = ¢ (4)- Fy (u)

ot g(A) est un polynome en les ap;; comme p est un caractére de
GL(d -1, C), o(A4) est une puissance de det (4); Fy est donc invariant
sous Daction du groupe GL (d + 1, (), et détermine, & un facteur constant
non nul prés, un élément de I’anneau des coordonnées de P, ,—aq—1 .

Le polynome Fy est appelé forme de Cayley associée a V. Plus géné-
ralement, si V=‘2Tm V; est un cycle positif (cf. [3], § 4) de dimension d

TE
de P,, on lui associe la forme de Cayley Fy =~"1 Fi (V; étant pour tout
i€ U

1€ I un sous-ensemble algébrique irréductible de P,).

0 d
PROPOSITION 4. Pour quw’un élément F de C[u, ..., u] soit forme de Cayley
d'un cycle positif de dimension d de P, , il faut et il suffit que:

i) F soit invariant sous Vaction de GL (d + 1, C),

1 d
ii) sur une extension algébrique convenable de C[u,...,u), F se décom-

0
pose en un produit de factewrs linéaires par rapport & u :

[ d 1 a a 0
Fuyooyt)=A Uy, w)- IT ( > Eiui).

1sasg \0<i=n

En effet, la premiére condition exprime que F est 'image d’un élément
de Panneau des coordonnées de la grassmannienne, de telle sorte que la
condition F =0 détermine un complexe de P,_;_; dans P,. La seconde
condition exprime que ce complexe est singulier, c’est-a-dire que Pensemble

des P,_q—, appartenant au complexe, et contenus dansle P, ,; intersection
1 d
des hyperplans u,..,u, se décompose en I’ensemble des P,_;_; contenus

dans P, _; et passant chacun par lun des points & (qui sont tous dans
P,_q). Si done S;,...,8; sont des matrices antisymétriques (*8; = — Sj),

les hyperplans S, §,..., 8; & passent per le point & et l’on a
F(Sy6 0,86 =0

quelles que soient les matrices S;. La Proposition 4 resulte alors d’un
argument connu ([13] p. 52).
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COROLLAIRE. Soit A} espace vectoriel des élements homogenes de degré

g du sous-anneau des GL (d -+ 1, C)invariants de C[w, . w] Soit X un sous-
ensemble algébrique de P, . L’ensemble des éléments de A;‘,’l, qui sont formes
de Cayley des cycles positifs de dimension d de X, est un céne algébrique de
somment 0.

1 [4
En effet, désignons par &,..,& des points génériques de X et posons

e 0 0

n ( 2 & '“'i) =2 0, (£) v, (u),
1<a<g \0=i=<n »

0 0

les w, (v) étant les différents mondémes de degré g en les variables wu;; les

o, (£) sont les coordonnées du point générique d’un sous-espace algébrique

W d’un espace projectif Py; soient H,(s,) = 0 des équations de W. Ecri-

0

vons un élément F de AJ comme polynome en u:

0 d 1 d 0
F(ttyeoey ) = 2 @ (Uy our , ), (U)

pour que F soit forme de Cayley d’un cycle de X, il faut et il suffit que
1 a 1 a
Pon ait les relations H; (g, (#y..,u)) =0 quels que soient wu,..,u; ceci

g’exprime par un systéme d’équations algébriques homogenes en les coeffi-
cients de F.

Soit P (A§) Vespace projectif associé & lespace vectoriel A4 considéré
ci-dessus. Soit X un sous-ensemble algébrique de P,, et soit W4 (X) le
sous-ensemble algébrique de P (A%), constitué par les images des formes de
Cayley des cycles positifs de dimension d de X. On appelle variété des cycles
de dimension d de X l’espace, localement algébrique

Ci (X) = Y, Wi (X).

On désignera par o (X) Pensemble des cycles positifs (cf. [3], ) de
dimension d de X, et par ox 4 V’application de e;t (X) dans o (X ) qul, a
un élément de CF (X) défini par une forme de Cayley F, associe le cycle
positif de X auquel F est associée; Dapplication ox 4 est bijective. Comme
dans [3], on désigne par | A | le support d’un cycle positif A.

Dans W{§ (X) < X, soit Zj(X) la correspondance qui associe 3 tout
élément ¢ de W{ (X) le sous-ensemble |ox, q(c)| de X.

REMARQUE 1. Cette correspondance est algébrique; si on désigne par
& = (®)osi<n des coordonnées homogénes sur X c P, et par o les coefficients
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des formes de Cayley de Aj (c’est-a-dire des coordonnées homogénes sur
Wi (X)c P(AY), Zi (X) est définie par Vannulation d’un systéme g, (x,x) de
polynomes homogénes en les x et les a.

En effet, soit ¢ un élément de W (X), image d’une forme de Cayley
F; soient 8;,..,8; des matrices antisymétriques, et soit x€¢ P,. En ex-
primant que F(S,2,...,8;7) est nul quelles que soient les matrices S;, on
obtient un systéme d’équations g, r(x)=0 dont les solutions sont les points
de |ox,d (c)l. Les coefficients des polynomes g, » sont (¢ variant dans
W4 (X)) des polynomes par rapport aux coefficients de F. La relation entre
¢ et les points # de |ox,q(c)| s’exprime donec en écrivant un systéme
d’équations g, (x, #) = 0 polynomiales par rapport & x et par rapport aux
coefficients de F.

De cette remarque on déduit immédiatement :

LEMME 4. Soit ¢, € @i (X), et soit U un voisinage de | 6x,4(co)| dans X ;
il ewiste un voisinage V de ¢, dans G,f (X)), tel que la condition c € V entraine
| UX,d(c) l cU.

Soit & présent ¥ un ouvert de X ; il résulte du lemme 4 que

CH (¥) =05 (0 (Y) = {¢; c€CF (X), |oxale)|c Y]

est une partie ouverte de Cz" (X); e (Y) est appelé variété des cycles de
dimension d de Y; on désigne par oy q la restriction de ox a4 & Ci" (¥),
et on pose W (Y)=C;i" (¥)n W (X).

Comme précédemment ([3], N° 9), désignons par Sz (Y) la famille des
sous-ensembles analytiques compacts de Y, de dimension d en chacun de
leurs points; 8;(Y) est un sous-ensemble de O (Y); posons I (Y)=
= 07,4 (8a (¥ ).

REMARQUE 2. 3 (Y) est une partie ouverte de G,;F (Y).

Il suffit de I'établir pour Y = P,(C) et, dans ce cas, de vérifier que
Wi (Y)nJa(Y) est ouvert dans W4 (¥) pour tout g > 0; pour cela, il faut
montrer que, dans W (Y), les formes de Cayley, suffisamment voisines
d’une forme de Cayley sans facteur irréductible multiple, sont aussi de ce
type. Cela résulte de la Remarque suivante.

REMARQUE 3. Soit P (x) un polynome homogéne en x = (%:)<i<n de degré
g9 > 0. Il ewiste un nombre fini de polynomes p,, 1 <<a<<h, en les coeffi-
cients de P, dont Pannulation simultanée exprime que P a un factewr multiple.

En effet, considérons le polynome P (Ax -} uy) comme polynome homogéne
en 1 et u. Son discriminant 4 (x,y) est un polynome en « et y dont les
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coefficients p,, 1 << «a <<, sont des polynomes en les coefficients de P. Si
P(x) a un facteur multiple, les p, sont nuls. Réciproquement, si les p, sont
nuls, on a P(Ax + uy) = (H (4, u,2,y)) KA, u,2,y) ou H et K sont des po-
lynomes premiers entre eux, H est de degré >0 en 1 et u, et 1 =>2. Or
H doit contenir les variables # ou y car 8’il en était indépendant, en
faisant successivement # = 0 et y = 0 on montrerait que H divise A9 et u9;
done H serait une constante. Supposons donc que H contienne les x. En
faisant A =1 et 4 =0, on voit que P a un facteur multiple.

Soit encore Zj (Y)= (Wi (Y) < Y)nZ{ (X); c’est la correspondance
qui, & tout c€ WJ (Y), associe le sous-ensemble algébrique compact |or, alc)]
de Y. Il en résulte que la projection de Zj(Y) sur WJ (Y) est propre.
Nous utiliserons ultérieurement les remarques suivantes.

REMARQUE 4. Soit A un sous-ensemble analytique compact, en chaque
point de dimension > 0, de WJ (Y); alors cgi | oy,a(c)| est un sous-ensemble
analytique compact, en chaque point de dimenston >d -+ 1, de Y.

En effet, d’aprés ce qui précéde, l’image réciproque de A dans Zj(Y)
est un sous-ensemble analytique compact, de dimension > d -} 1 en chaque
point; la projection de cet ensemble dans Y vérifie la méme propriété.

REMARQUE 5. Pour tout compact K de Y, le sous-ensemble
{e; c€ Wi (Y), |oralc)|c K)

de WJ (Y) est compact.

En effet, soit E ce sous-ensemble, et soit ¢, un point de Wj (X) adhé-
rent & F; soit (c,)yn+ une suite de points de ¥ tendant vers ¢,; tout point
de |ox,a(cy)| 6tant limite (vu la Remarque 1) de points des |ox,a(c,)|, on
a |oxalc)|c K.

Dans [3], n° 9, nous avons identifié o5 (Y) & une partie de V’espace
vectoriel topologique des courants & support compact dans Y ; la topologie
forte (resp. faible) de cet espace de courants induit sur C;7 (¥) une topologie
que nous appellerons encore forte (resp. faible); une partie de o (Y) est
dite bornée si elle est bornée dans l’espace des courants; la proposition 9
de [3] caractérise les parties bornées de CF (Y).

PROPOSITION 5. Pour qu’une partie K de CY(Y) soit relativement com-
pacte, il faut et il suffit que oy q(K) soit borné dans o (Y).

En effet, une partie K de @i (Y) est relativement compacte si et seu-
lement s’il existe un nombre entier b tel que KN WJ (Y) soit relativement
compact dans W (¥) pour g<<h et Kn Wi (Y)= pour g > h. Ces deux
conditions peuvent é&tre remplacées par cyKl oy,q(c)| relativement compact
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dans Y et Kn WJ (Y)= @ pour g > h. Ces deux nouvelles conditions
sont équivalents & celles de la Proposition 9 de [3], car, en calculant les
volumes A l'aide de la métrique de Fubini de P,, on a volor q(c)=yg
pour tout ¢€ WJ (Y).

On munit chaque WJ (X) de la structure d’espace analytique complexe
induite par celle de l’espace projectif complexe P (AY); er (X) et er (Y)
sont ainsi munis de structures d’espaces analytiques complexes. Eventuelle-
ment ces structures peuvent dépendre, non seulement des structures d’espa-
ces algébriques de X et de Y, mais encore de la réalisation de X et de Y
comme sous-espaces de P, . L’étude de cette dépendance est 1’objet du § ¢
ci-dessous. ‘

¢) Caractére fonctoriel de CJ et normalisation faible de la variété de
Chow. '

o) Soit Y (resp. Y’) un ouvert d’un sous-ensemble algébrique X
(resp. X’) de P, (resp. P,), et soit  une application holomorphe algébrique
de Y dans Y’.

On désignera par OFf (¥), V’ensemble des éléments V de O (Y) o =
est bien définie, c’est-d-dire ’ensemble des éléments V de O (Y) dont toute
composante irréductible V; a pour image 7 (V;) un sous-ensemble analytique
complexe (compact) de dimension d de Y’.

On désignera par ot (z) Vapplication additive de o (Y), dans oF (Y
qui, & tout cycle irréductible V € o (Y)., fait correspondre le cycle mz(V)
de C;f(Y’), m désignant le degré de la restriction de z & V.

On désignera par e;r (r) Dapplication de e (Y), = o'f,'d (C’d"'(Y),) dans
Q({"(Y’) qui vérifie

, + — 0+ . .
0y’ q © Ci (v) 4 (z) o (o, l‘ej(y)t)

Ensemblistement, @i (x) est 1a méme chose que V’application oF ().
I’étude générale de Vapplication e (z) sera préparée par les remarques
et les lemmes ci-dessous.
p) Soit N un nombre entier > 0, et soit ¢t (n, N) = (n 4+ 1)¥ — 1. Le
polynome en les variables u{®, 1 <<a <N, 0 <<i=<n,

T 2 xou®
1<a<N 0<i=<n
a pour coefficients les monomes z; .. i\ = I x;, . Soit Ay P’application de
1<a<N

P, dans Py, n), définie par les relations

N

b§
n @ =2 ol z=(2 . iyosisn-
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REMARQUE 1. L’application Ay est un isomorphisme (algébrique) de P,
sur A3 (P,).

En effet si Ui={v; 2€P,, x;3=0) et Wi=|e; 2z€4, (Pu), 2. == 0},

alors
% = ( Ui)lSiSn et CW = (Wi)l <i<n

sont des recouvrements de P, et }.f:' (P,) respectivement par des ouverts
de Zariski. Entre U; et W; la correspondance lﬁ’ est donnée par les relations

Xy 2ai...

Xy R

done elle est biholomorphe algébrique.

On désignera par uj Vapplication de 1) (P,) sur P, telle que AY o uhy
soit Videntité de i (Py).

Soit E,fv I’espace vectoriel des polynomes homogeénes de degré N en les n-1
indéterminées x;, 0 << 7 <<m; soit PY Vespace projectif associé, et soit
¥ Papplication de PY dans PFY , définie en associant & tout polynome
de EY sa puissance k-eme.

REMARQUE 2. L’application ¥ est un isomorphisme (algébrique) de Y
N,k N
sur m,' " (P ).
C’est une conséquence de la Remarque 1. Il suffit de noter que:
i) tout élément w de B, wécrit de manidre unique sous la forme

o= I . . O x,
0Si <n 1Sas<N
1SasN

ol les coefficients a; ...;y sont symétriques par rapport aux indices ,,...,%x;

ii) si q)ﬁr est Dapplication (injective) de PY dans P;(n, vy définie en
associant &4 o le point de coordonnées homogenes Qi ..y (symétriques par
rapport aux indices), le diagramme

N
N P
P ————— P,y
Nk k
Ty A , N)
1 kN
kN P
P, — P awy

est commutatif.
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On désignera par On l’appllcatlon de nn (P ) sur P telle que
n" ¥o 0FF soit Didentité de n,, (P ).
De la remarque 1, il résulte que l’application et (/uf ) est bijective.

LEMME 5. L’application Ci (un ) est holomorphe algébrique.
Pour établir ce résultat, associons a tout hyperplan v = (#;)y<i<, de

P, 1’hyperplan 7ﬁ (v) de Pin, x) de coordonnées &,l,v @iy ...iy= I w;;
1<a=N
quel que soit Phyperplan , nous avons la relation

N SN ¥
(2 wx) = 2 (Ao Wy ..oy An @) iy
0=i<n 0=<i,<n
1<axN

donc'ﬂv(u) contient le point lﬁ' (x) 8i et seulement si w contient .
0 a
Soit alors Fy(U,.., U) une forme de Cayley associée & un cycle
Veoit (2 P,). Si V est 1rréduct1b1e, le polynome homogéne Fy (ln (u)

v, A u)) s’annule exactement lorsque l’mtersect]on des hyperplans wu,
0<i<d, rencontre le cycle irréductible ,u,, (V); il existe donc une forme

de Cayley Fuﬁ’(V) (u, ,u) associée au cycle uY (V), telle que 'on ait 1'i-

dentité
d

~a 0 ~x @ 0
(») By (Tn (1), eee s T () = (F v iy (1ty ooy )™ 5

lexamen des degrés des cycles montre que 'on a M = N2, Si V est quel-

conque, l’application du résultat précédent & chaque composante irréductible
0 d

de V montre encore Vexistence d’une forme de Cayley F,uN(V) (u, ..., u) as-
n

sociée au cycle uY (V), telle que Ion ait V'identité (). Cette identité montre

que les coefficients du polynome (FﬂN(V))M g’expriment par des polynomes

en fonction des coefficients de Fy; la conclusion résulte alors de la Re-
marque 2,

) Considérons maintenant une projection de P, dans P, , ayant
pour centre une sous-variété linéaire S de P,, et soit f Papplication de
P, — 8 dans P, qu’elle définit. Choisissons des coordonnées homogénes
(@:)o<i<n de P, et des coordonnées homogénes (¥jh<j<m de P, telle que f
soit définie par les relations

x; pour 0j="h

(f (@)= .
0 pour h<j<<m;

4. Annali della Scuola Norm. Sup.- Pisa.
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S est alors défini par les équations

wj=0 Ogjgh.

Pour tout hyperplan v = (vj)o<j<m de Pn , posons

~ v; pour 0<<i<h
(f () =

0 pour h<<i<n.

d

0
LEMME 6. Soit Fy (u,..,u) une forme de Cayley associée & un cycle

~0 ~ d
Ve ®,— 8); alors Fy(f (), ..,/ (v) est une forme de Cayley associée
au cyele (Ci" (f))(V) € 0" (Pu).

~ 0 ~d
En effet, si V est irréductible, le polynome homogene Fy(f (v),...,[(v))

s’annule exactement lorsque l’intersection des plans v, 0 << i << d, rencontre
Vensemble analytique irréductible f(V); il existe donc une forme de Cayley
0 da

Fr vy (v, ...y v), associée au cycle f(V), telle que lon ait une identité

~ 0 o d 0 a
Fy (f(0)y e s J(0) = (Fp(v) (05 0oy 0))* 5

Pexamen des degrés des cycles montre que %k est le degré de la restriction de

fav; Fy(f'(g), ,f(?y)) est donc une forme de Cayley associée & l'image
de V par DPapplication o ( f). Si V n’est pas irréductible, il suffit d’appli-
quer le raisonnement ci-dessus a chaque composante irréductible de V.

d) Considérons & présent un ouvert Y d’un sous-ensemble algébrique
X de P,, et soit r une application holomorphe algébrique de ¥ dans P, ;
nous désignerons par x’ = (¥j)<j<n des coordonnées homogeénes de P, .

LEMME 7. Il existe deux nombres entiers positifs 1 et N, une application
linéaire injective g de Pn, dans Prriiyn—y, et une projection de Pyy y) dans
Purgii-1, de centre 8, définissant une application f de Py, yy— S dans
Pirt1yi—1, de telle sorte que Von ait

goz:fo(lnNh,).

Preuve. Soit a un point de Y, et soit x, (resp. x;) une coordonnée qui

!

ne s’annule pas au point a (resp. t(a)); les fonctions z"“%, 0<<j<<n’, sont
s

holomorphes algébriques sur ¥ au voisinage du point @ ; il existe done des
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fractions rationnelles R;, 0 <<j << »’, telles que 7 soit défini par les équations

Q:Rj(ﬁ,...,@), a€Y
Ly Xy Xy

dans un voisinage de Zariski de a. On en déduit qu’il existe des polynomes
homogénes #;, 0 <<j<<n’, de méme degré et ne s’annulant pas simultané-
ment au point a, tels que l’application z soit définie, dans un voisinage de
Zariski de a, par les relations

X5 =15 (g y eee y Ln)y 0<<j<n.

Comme tout sous-ensemble d’une variété ualgébrique est précompact
pour la topologie de Zariski, il existe un recouvrement fini de Y par des
ouverts de Zariski U@, 1<<a<1l, et des polynomes homogénes 7,
0<<j<<n’, 1<<a =<1, tous de méme degré N, tels que, pour tout «:

i) les polynomes ng"), 0 <<j<<n’, ne sannulent pas simultanément
dans U®
ii) Papplication © est définie, dans U@, par les relations

@ == 0j (Tg y v 5 Fn)y 0<<j<n'

En particulier, pour tout point a de Y, il existe un polynome ’7%“) qui ne
g'annule pas au point a.

Soient f;® des fonctions linéaires homogeénes des coordonnées de Py, x)
telles que Von ait

1;§“) (@) = [ (A (@) pour tout z€P, ;

soit § l’ensemble des points de Py ») pour lesquels s’annulent tous les
@ ona i¥N(T)n8=g.

Soit f Vapplication de Py, vy — S dans Py définie par les fon-
ctions linéaires fj(“); ) (zg") dosjsn’, 1<a< 06signent des coordonnées homoge-
nes de Py, f est définie par les relations z}“) = f].(“) (¥), vy désignant
Pensemble des coordonnées homogeénes d’un point de Py, x) — 8.

Soit enfin ¢ ’application de P,,, dans P 41—, définie par les relations
zgu) = ;. La gituation est représentée par le diagramme

T

P, oY > Py
N N
l’n jvn IY )
P J _p
t(n, N) = Pg(n, Ny — §S——- (n’41)i—1

dont la commutativité se vérifie aisément.
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77) Considérons D’application z envisagée au debut de a); supposons
que, pour tout sous-ensemble analytique complexe compact irréductible A
de dimension d de Y, t(A4) soit un sous-ensemble analytique complexe
(compact) de dimension d de Y’. Alors et (r) est une application de e;r (Y)
dans CF (Y’); les lemmes précédents ne nous permettent pas de démontrer
que @3 (z) est holomorphe, car nous ne savons pas si Cg" (A2) est holomorphe.

Pour cette raison, nous enrichirons la structure analytique de eir (Y)
en la normalisant faiblement.

DEFINITION. Soit ¥ un ouvert d’un sous-ensemble algébrique X de P,.
Désormais, nous appellerons variété des cycles de dimension d de Y, et nous
désignerons encore par e (Y), le normalisé faible de Pespace analytique
@i (Y) précédemment défini.

Avec cette définition, qui ne change pas l’ensemble des éléments de
et (Y), Papplication e;" (lﬁr ) devient holomorphe, a cause du lemme 5;
grice aux lemmes 6 et 7, et compte-tenu de l’injectivité de Vlapplication ¢

du lemme 7, on voit que l’application er () devient holomorphe elle aussi.
On a donc:

TEOREME 3. Soit Y (resp. Y’) un ouvert d’un sous-ensemble algébrique
X (resp. X’) de P, (resp. P,); soit T une application holomorphe algébrique
de Y dans Y’, telle que Uimage t(A) de tout sous-ensemble analytique com-
plexe compact de dimension d de Y soit un sous-ensemble analytique complexe
(compact) de dimension d de Y’. Alors Vapplication e (z) de e (Y) dans
@i (Y*) est holomorphe.

COROLLAIRE. Soit ¥ un ouvert d’un sous-ensemble algébriqgue X de P, .
L’espace analytique complexe CiF (Y) ne dépend (@ une bijection biholomorphe
preés) que de la structure d’espace algébrique projectif de Y.

Le théoreme 3 exprime encore le caractére fonctoriel de cette dépen-
dance.

d) Une remarque sur les emsembles exceptionnels.

Soit X un sous-ensemble algébrique de P, et soit A un sous-ensemble
algébrique de X. On dira que A est un ensemble exceptionnel s’il existe un
voisinage U de A dans X et une application holomorphe propre = de U
sur un ouvert V d’un espace algébrique, vérifiant les conditions :

i) # est un homéomorphisme de U — A sur V —n(4);
il) dim A > dim 7 (4).

Dans ces conditions, on a des inclusions (c’est-d-dire des injections

holomorphes)

Cit (4) c CF (), e ((a)yeed (v)
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et une application holomorphe
ma: G (U)— @i (4) — & (V) — @ (= (4).

Si d est la dimension de 7 (4), alors Cg" (7 (A)) est constitué de points
isolés dans Gd+ (V), done ej (7 (A)) posséde un voisinage holomorphiquement
convexe dans Ci (V)3 il en est de méme pour Ci (4) dans @ (U). Done

St A est un ensemble exceptionnel purement dimensionnel de X, il existe
un entier d < dim A tel que e (A) posséde un voisinage holomorphiquement
convexe dans Cg (X).

Si d est le plus petit entier satisfaisant a cette condition, toute modi-
fication = d’un voisinage de A vérifiant les conditions i) et ii) applique A
sur un ensemble x (A) de dimension = d.

Compte-tenu de la Remarque 2 de b, 1’énoncé ci-dessus est encore exact
si on remplace C;" (4) (resp. ©;" (X)) par Sq(A) (resp. Sz (X))

Nous n’étudierons pas dans ce travail les problémes suivants suggérés
par la remarque ci-dessus:

o) la condition indiquée est-elle suffisante ?

B) pour tout espace algébrique projectif X, existe-t-il une image ho-
lomorphe Y, généralement biunivoque, sur laquelle il n’y a pas d’ensembles
exceptionnels ¢

y) pour un tel espace, les ensembles exceptionnels sont-ils en nombre
fini ¢

Auparavant, il conviendrait de généraliser les résultats de ce mémoire
aux espaces analytiques complexes non algébriques.

5. Téordme de continuité.
a) Résultats préliminaires.

LEMME 8. Soit V un sous-ensemble algébrique purement dimensionnel de
dimension s de P,. Pour tout nombre entier k =0, Vensemble des P; c P,
tels que Pon ait

dimc(Pkn V)=k—|—-s——n

est partout dense sur la grassmannienne P, . (On convient que dime Prn V)< 0
signifie PNV =)

Prewve. Considérons la bijection o:Cf (P,) — Ot (P,) définie préeé-
pemment; la grassmannienne P, ; est un sous-ensemble de C’k+(Pn); la
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restriction de o & o~ (P,%) est un homéomorphisme de o—! (P, ;) sur P, ;;

en effet, si p; i sont les coordonnées grassmanniennes de P, la forme
de Cayley de Pj est

0 k 0 k
Fpp (U oo s u) = 3 pig.5 Wi oo Wi o

Soit 2 V’ensemble des Pj envisagé.

Supposons k+ s —n <0, et PN V= ; d’aprés le lemme 4 et la re-
marque ci-dessus, on aura Pin V = @& si Pj est assez voisin de P, dans
P, r; donc 2 est ouvert dans P,;. Soit V'’ une variété purement dimension-
nelle, de dimension n — k — 1, contenant V ;£ contient I’ensemble des P;
qui ne rencontrent pas V’, c¢’est-d-dire Pensemble, partout dense dans P, ;,
des éléments de P,; qui n’annulent pas la forme de Cayley de V’; done
£ est partout dense dans P, ;.

Supposons maintenant k+ s —n=r=0, et P, NV de dimension r;
choisissons un P,_¢11) tel que W =P, 15N V soit purement dimension-
nelle de dimension § — (» 4+ 1) et que on ait P, n W = ¢ ; d’aprés ce qui
précede, on aura PynN W= ¢ si P; est assez voisin de P; dans P,z; or
Pin W= @ entraine dimc(Pin V)=1r; donc 2 est ouvert. De plus 2
contient l’ensemble des P; qui ne rencontrent pas W. Cet ensemble est

partout dense dans P,;, d’aprés ce qui préceéde; donc £ est partout dense
dans P, ;.

LEMME 9. Soit V un sous-ensemble algébrique purement dimensionnel de
dimension d de P,. Soit A la diagonale de V < V, et soit

SV V—d)y <P, —P,
Vapplication définie par
S @y, 4 p) = iz + uy.

Pour les P,_q_o d’un ouwvert partout dense de P, 4 o, 1adhérence de
A=f"1P,_q_y) dans V <X V< P, est de dimension << d — 1.

Preuve. Soient V;,1 <1<k, les composantes irréductibles de V. Soit

x; (resp. y;) un point générique de V; (resp. V) et soit Wy la variété de P,

de point générique Ax; + uy,. La variété W est de dimension << 2d 4 1;

I'image de f est contenue dans lsliJSk W;. Le lemme 8 montre que: pour
i<j<k

les P,_4_, d’un ouvert partout dense de P,, 4 », lensemble A est de

dimension < d — 1. Son adhérence dans V < V < P, est encore de
dimension =d —1.
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La projection de A sur le premier facteur V de V < V <X P, est encore
un ensemble algébrique de dimension << d — 1.

Grice au théordme de Baire, on déduit immédiatement des lemmes 8
et 9 et de cette remarque la proposition suivante.

PROPOSITION 6. Soit (V,),¢N une suite de sous-ensembles algébriques
purement dimensionnels de dimension d de P,. Les P, 4, d’un ensemble
partout dense de la grassmannienne P ,_q_o possédent les propriétés suivantes:

i) Pp—ag—e NV, = @ pour tout veN;
ii) pour tout » €N, la projection de V, de centre P,_. 5 est biunivoque
en dehors dune sous-variété >, de dimension << d — 1.

b) Précisions sur des convergences d’intégrales et de fonctions.

Dans [16] est définie Pintégration, sur un ensemble analytique complexe,
d’une forme différentielle extérieure continue & support compact. Il en résulte
que le lemme 9 de [3] et les considérations qui le précédent dans le no7
restent valables si la forme ¢ est supposée seulement continue (au lieu de
indéfiniment différentiable).

Comme dans [2] et [3], on désigne par 9 (V) I’ensemble des fonctions
holomorphes dans une variété analytique complexe V, muni de la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact de V,

Pour tont 2 = (Zj h<j<n € C"", posons

Zj=~§j1(2) F 1 &(2)  pour 1 <<j<In,

avec £, (2)€R pour 1 << h << 2n.
Pour tout a € C» et toute famille (*p)i<i<s, de nombres réels >> 0, soit

Qa,r)={2z;26Cn | & () — &En(a) | < 7a pour 1 <Ch << 2n}.

Soit U ouvert de C»; pour tout pavé Q(a,r) c U, on désigne par
% (U, a,7,9) ’'ensemble des fonctions f€ U (U) vérifiant les conditions :

) {f@=0nQ@nrn
{l Eony (2) — Ean—1 () | = Tan—1, | E2n (2) — &2y (@) | =r®)= @
ii) pour tout b = (b)) <jn—1 vérifiant | & (b) — & (a) | < rj, pour 1 < h <

< 2n — 2, Péquation f (b, , v ; bu—1, 2») = 0 & un nombre fini << g de solutions
dans

{] Ean1 (@) — Eau—1 (@) | << vou—1) | Ean (2) — Egn (@) | << 720)-
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Du théordme de Rouché, il résulte que % (U, a,r,g) est ouvert dans 9 (U).

LEMME 10. Soit p =a(2)-( A dz)A( A  dz), la fonction o étant
1<isn—1 1<isn—1

continue dans U. L’application de N (U, a,r, g) dans €, qui & f associe

@
FlQ@

(F désignant le diviseur de f et Flga,r sa restriction & Q (a, v)) est continue.

DEMONSTRATION. Posons « = i*=1)* g, Soit f€ (U, a,r, g).
o) Supposons d’abord f=1. Soit r — e = (r, — &), <r=2n O & < min 7.

1=<h=2n
1
Ea

FlQ(a,r)— Q(a,r—e)

L’intégrale

est ’aire de la projection de F|gq, »)—g@,»—. Sur Despace des variables

%, 1<<i<<n—1; elle est donc =0 et majorée par le produit par g de
Vaire de

(Q (a’, 7') - Q (a, r— 8)) n (zn = an} .

Par suite, il existe une constante K telle*que l’on ait

ng ¢ << Kgen—2,
FlQa,m—Qa,r—e

f) Supposons maintenant 8 = 0. Soit # un nombre réel > 0. Soit ¢
un nombre réel > 0 tel que lon ait

FEA (U, ayr — e g) et Kgen— sup ﬁ(z)<%.
zeQa, 1)
Soit ¢ une fonction indéfiniment différentiable & support compact dans
(<]

Q(a,7), égale & 1 sur Q(a,” — &) et vérifiant 0 << p << 1.
Pour toute f'€ Qf (U, a,” — &, 9) 0 % (U, a,r,g), on a

® é] Qmé[ @

Floar—eo Floarn  Floan
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(ou F' désigne le diviseur de f’ dans U) et, d’aprés «),

w—/ w}<%-
Flgwa,»n Flou,r—e

Done, pour toute f'€ Y (U,a,r — & g)N ¥ (U, a,r,g), on a

n
‘P—/ 9‘P‘<—3—-
lo@n ¥lo@n

et par conséquent

[o=[ol<el[ o] ol

Flo@n Flouan Flogan  Flown

On a vu que Y (U,a,r—¢ g)N % (U,a,r g) est un voisinage de f
dans 9 (U): d’aprés le corollaire 2 de [2], il existe un voisinage <V de f
dans 9 (U) tel que f'€ <Y entraine

| o] wl<t

Flo@,n  Flewn

La condition /'€ YN U (U,a,r — & g) N H(U,a,r,g) entraine donc

m—/q4<%

Flowrn Flow@n

y) On établit le lemme lorsque f est une fonction & valeurs réelles
en considérant séparément les parties positive et négative de 8, puis dans
le cas général en considérant séparément les parties réelle et imaginaire
de B.

REMARQUE. Soit (f,),¢n une suite d’éléments de 9 (U); les pavés
Q (a,r) tels que lon ait f, € ¥ (U,a,r,g) pour tout »€N constituent une
famille de fermés de U stable par intersection. Donc, si F est une différence
de réunions finies de tels pavés, et si f, tend vers f, dans 9 (U) quand »
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lim f(p:fq?.
v — 4 co

By By

tend vers -} co, on a

(o]
N
Nous supposerons maintenant U = @ (@, ') avec ' > r (c’est-d-dire
1y > 1y pour 1 << h << 2n).

LEMME 11. Soit (p,), ¢ N Une suite de polynomes non tdentiquement nuls
de degré g, vérifiant lim p,=p,. Soit (f, hWeN, 1<i<i une famille de

P ]
-]

Jonctions holomorphes dans Q (a, ') vérifiant les conditions :
i) f, i est un polynome unitaire

— &5 —~ s ,-——j
S, @) =2"" +1$]isv’ ia,j (&) gy 2, ) 2"

o
—
en 2,, dont les coefficients a; sont holomorphes dans @ (a,r’) et dont toutes
les racines sont dans le rectangle

H ‘527»—1 (z) - §Zn—1 (a) l < Ton—1 5 l 5211 (z) - 5211. (a') I < "'2n) ’

ii) pour tout v €N, les polynomes f,:,1<<i<<k sont deur & deux
sans facteur commun ;

iii) la fonction II f,; coincide sur Q (a,v’) avec P,|g@» & un facteur
1=si<k
holomorphe inversible prés;

iv) pour tout indice i, Vensemble des zéros de f, ; tend vers Vensemble
des zéros de f, ; quand v — — oo.
Alors, pour tout indice , et tout v’/ vérifiant r < v"” <r’, f, i converge
uniformément vers fy ; dans Q (a,v’’) quand » tend vers - co.

DEMONSTRATION. En vertu de la condition i) ou s,,; << g, les fonctions
o]

NN
fv,i sont bornées snpérieurement en module dans @ (a,?’) par un méme
nombre M; pour chaque indice ¢, l’ensemble des fonctions f, ;, » €N, est
o

AN
donc relativement compact dans % (Q (a, ') ; soit f; une fonction apparte-
nant & DPadhérence de cet ensemble; il suffit de démontrer que f;= fy .

Pour chaque polynome p, le polynome unitaire de degré minimum

t t,—j
— i_. >
Q,, (z) - znv l<.7_<.¢,, bj (zl 1t z’n——l) nv



© dans UVéspace analytique des cycles d’une variété algébrique 59

qui lui est associé sur @ (a,r’) est déterminé de facon unique; en effet
les fonctions symétriques des racines de ¢, s’écrivent au moyen de 1’inté-
grale logarithmique étendue au contour du rectangle

{ I §2n—l (z) - 5211—-1 (a/) l < r‘.,!n—l ’ l ézn (z) - 6271 (a’) 1 < 'rén}-
On a donc ¢, = II f,,; pour tout »eéN, et lim ¢, = ¢, , uniformément
1<i<k v+t oo

sur Q (a, r").
Considérons un indice ¢ détérminé, et soit f; une fonction appartenant
-]

a ladhérence de l'ensemble des f,:,»€N, dans 9 (Q(a, +')); pour tout
indice j 5= 4, il existe une fonction f; appartenant a 'adhérence de I’ensemble

des f,j, v€N, de telle sorte que lon ait lim Jom, i =J;j pour une suite
m— + oo
croissante (¥u).,.N de nombres entiers et pour tout indice j. On a done

I Ji= 1L Jo-

1<j<k 1sj<

D’aprés la condition iv), les zéros de f; sont ceux de f; ;. Done, vu la con-
dition ii), on a fj=f, ; pour tout j. En particulier, on a f; =/, :; done f,,
tend vers fy ;, uniformément dans @ (a,r”), quand » tend vers -}- oco.

c) Un lemme d’algébre extérieure.

Dans l’espace €C* du point 2 = (2;))<i<, , considérons les formes diffé-
rentielles extérieures de type (p, p)

Yiigipip =0 A\ dz)A( N\ dzip), 1<i.<n, 1<jg<n.
1 1<a<p I=g=<p

Soit X, l’ensemble des automorphismes linéaires z — (1 4+ 1) 2 de C*
tels que la matrice T ait ses éléments < ¢ en valeur absolue.

LEMME 11. Pour tout nombre réel ¢ > 0, Pespace vectoriel engendré sur
le corps C par les formes différentielles Wi iy 9 l<<ig<<n, 1<<js<n,
est engendré (sur le corps C) par les formes x* y p1., o% 2 €X, .

La démonstration se déduit, & Vaide d’une récurrence, de la remarque
suivante.

Soit U un voisinage du point (0,0 ...0,1) de C* dans I’hyperplan d’é-
quation 2z, = 1. Pour tout t€ U, soit y, application de C* en lui-méme,
définie par y, () = 2 + 2, t. Pour 1<<i,<<n—1 et 1 <jz<nm — 1, nous
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avons

* . . ry — s . . .
Xt w‘z""?ji"']q = wzi...up Jyedp +1$§$p t;;. wii"‘[if]"'ipji"‘jp

S tow .. i totoW i1 .
+15,u$p u wzf..zpyi...[f::]...]p + lS%Sp A T wzi...[;). ]...@p]‘...[j’/:].,qp’
1=usp

ol le symbole [::] signifie que Vindice i, est remplacé par l’indice n. Cette

relation montre que chaque Wi iy 9 1<<i,<<mn, 1<jz<mn, est com-
binaison linéaire, & cofficients complexes, d’'un nombre fini d’éléments
Xy Wiigipdps 1 Sta<n—1, 1<<jp<<n—1, tWeT.

De ce lemme, on déduit immédiatement.

COROLLAIRE 1., Soit E Pespace vectoriel (sur le corps C) des formes
différentielles extérieures continues, & support compact et de type (p, p) dans
C*; soit F une forme C-lindaire sur E ; F est déterminée par ses valeurs sur
les éléments ¥* (fy1.p1.p) de B, ot y varie dans X, et f dans Uensemble des
fonctions continues et & support compact dans Cn.

Reformulons ce corollaire sous une forme qui généralise une méthode

de démonstration due & K. Kodaira ((15] p. 105 et 106).

COROLLAIRE 2. Soit A un espace vectoriel complexe de dimension w;
soit B Vespace vectoriel (sur le corps C) des formes différenticlles extérieures
continues, & support compact et de type (p, p) dans A ; soit F une forme C-
linéaire sur E. Soit B, une base de A ; pour tout &> 0, soit B, U'ensemble
des bases de A qui se déduisent de B, par wune matrice 1 -} T telle que les
éléments de T soient < e en valeur absolue. Soit E,= (p;p€ H,3 une base
appartenant a B, pour laquelle ¢ = fy;. . p1.p, 0% f est une fonction continue
& support compact dans A}.

Pour tout ¢ > 0, I est déterminde par ses valeurs sur les éléments de E,.

En particulier, pour montrer qu’une suite (F,),n+ de formes C-linéaires
sur B tend vers une forme C-linéaire F, il suffit de montrer qu’on a

lim F, ()= F,(p) pour tout ¢ € K,.

»— o0

d) Enoncé et démonstration du théoréme.

THEOREME 4. Soit X un sous-ensemble algébrique de P,; soit Y un
ouvert de X, ne contenant aucun point singulier de X. Pour toute forme dif-
Sférentielle @ de type (d, d), continue sur XY, la fonction a valeurs complexes
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F, définie dans CY (Y) par

F,(c)= f @ pour tout c€ e (Y
oy, a0
est continue.
Avant de prouver ce théoréme, nous ferons quelques remarques.

REMARQUE 1. Le théoréme 4 exprime la continuité de oy,q relativement
a la topologie faible de CF (Y).

REMARQUE 2. I’application qui & @ associe F,, est continue relativement
a la topologie de la convergence uniforme sur tout compact (pour ¢ et pour F,).

Cela résulte immédiatement de la Proposition 5, et de la majoration
donnée par le lemme 9 de [3].

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

o) Réduction au cas affine. Soit 0068,}*' (Y). Comme le support de
oy,a(c,) est compact dans Y, il existe une famille finie (Wy;er d’ouverts

de P, et, pour tout i€, des coordonnées (z}") )1<j<, dans W, telles que
lon ait

Ui=WinY={z;2¢ W,, z§~"’=0 pour § < j << n}
et

8Supp oy, 4 (co)C ilsJI U;.

Pour tout <€ I, soit g; une fonction indéfiniment différentiable & support
compact dans W;, de telle sorte que l'on ait 0 << g;<<1 et 3 g;=1 sur
iel
un voisinage W du support de or.q(c,) dans P,.
Pour tout ¢€ I, soit ; une forme différentielle extérieure de type

(d, 4), indéfiniment différentiable et a support compact dans W;, telle que
%’| U; = (Qll Ui)‘(‘P[ Ui) .

La forme vy = X vy; est donc une forme de type (d,d) dans P, vérifiant
iel
viwnr=¢lwar-

D’aprés le lemme 4, il existe un voisinage V de ¢, dans CF (Y), tel que

c€ V entraine |or q4(¢c)| €@ W Y. Pour tout c€ V, on a

p= 2 Vi
tel
oy, d() oy, d()
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il suffit donc d’étudier chacune des intégrales figurant au second membre,
lorsque ¢ varie dans V.

B) Choix des coordonnées et de la projection.

D’aprés ce qui précede, il suffit d’établir le théordme lorsque Y = P,
et lorsque @ est une forme différentielle de type (d,d) & support compact
dans un ouvert de coordonnées de P, .

Soit (¢,),en« une suite de points de et (Y) tendant vers ¢, et appar-
tenant & la composante connexe de c¢,. On peut choisir des coordonnées
homogenes ()<i<, dans P, vérifiant les conditions :

i) ¢ est a support compact dans C* = {x;2€ P, , x, F 0} ;

ii) Ppg—={(2;2€P,, ;=0 pour 0<<i<<d-1} vérifie relative-
ment 2 la suite (oy,q(c,)yen les conditions i) et ii) de la Proposition 5;

iii) aucune composante irréductible de oy, q(c,) n’est contenue dans
Phyperplan d’équation x, =0

iv) le point a Vinfini de V’axe des w44, n’appartient pas & la pro-
iection de oy, a(c,) sur

Pipn={r;2eP,; ;=0 pour d 4 2 <<i<n}.

On peut supposer les conditions iii) et iv) vérifiées par oy q(c,) pour
tout » € N*, puisqu’elles le sont dés que » est assez grand.
Considérons dans C» les coordonnées

&Li . ] j .
y,.=—w—- pour 1<<i<<d-41 et zj—_za—c% pour 1<j<n—d-—1;
0 0

~ soient

CiHl={r;2eC 2;=0 pour 1 <<j<<n—d—1j,

Cr—1=(x;0€C y;=0 pour 1 <<i<<d 4 1};

P,._s_5 est Phyperplan & Vinfini de C*—-1,
On doit établir la relation

lim F,(c,) = Fy (c)
» — -4 o0

pour toute forme différentielle ¢ de type (d, d), continue et & support com-

pact dans C*; pour tout »€ N, G, (p) = F,(c,) définit une forme C-linéaire
sur l’espace (-vectoriel de ces formes différentielles.
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Tout systéme de coordonnées, situé dans un sous-ensemble partout
dense d’un certain voisinage de celui précédemment choisi, vérifie encore
les conditions ci-dessus. Vu le Corollaire 2 du lemme 11 et la remarque qui
le suit, il suffit donc de considérer les formes différentielles

p=a(y,2) A dyAdy
1<Sisd

oll a(y,2) est une fonction continue & support compact dans C».

y) Equations des projections des cycles.

Poursuivons la démonstration sous les hypotheéses précisées dans p.
Pour tout » € N, soit

Av = UY.d(cv)= z N, » -Ai,v
1<i<l,

Pexpression canonique de oy, 4(c,) (cf. [3], n® 9).

Comme ¢, tend vers ¢, dans e (Y) quand » tend vers -} co, nous
pouvons associer & ¢,, pour tout » € N, une forme de Cayley F, de telle
sorte que les coefficients de F, tendent vers ceux de F, quand » tend vers
+ oo. Ces formes de Cayley F, sont toutes de méme degré g par rapport

12

a chaque série v de variables. Pour tout » € N, soit

F = II F"»
Yoasisi, 7

ol F;, est forme de Cayley de 4, ,.

i
En effectuant dans F, (resp. F;,) la substitution définie par u, = yi1,

12
pour 0 <<i<Cd, z‘a.-.,.l = —1 pour 0 <<i<"d et u;=0 dans les autres cas,
nous obtenons un polynome p, (resp. pi,) en les variables (¥:),<i<it1, Véri-
fiant les conditions:
iy p,= II p/'iv est de degré g pour tout »€N;
1=<i<i,
if) lim p,=p,.

v 00
Vu la condition ii) de f, les polynomes p;, sont irréductibles. Vu la
condition iii) de 8 pour A,, p,(resp. p;,) est non constant et admet pour
diviseur la projection (avec multiplicités) de A, n C* (resp. 4;,n C* sur
(i1, Vu la condition iv) de g pour A,, le polynome p, (@, ..., @y Yat1)
posséde, quel que soit », g racines (distinctes ou non) pour tout choix des
constantes a;, 1 <<¢<Cd. De cette condition il résulte encore: tout point
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a€{p,(y) = 0} possdde un systdme fondamental de voisinages @ (a,r) tels
que p, € Y (Ci+1, a, r, g).

6) Equations locales des projections des cycles.
Soit K un compact de Ci+! contenant la projection du support de ¢.
Soit a un point de K vérifiant p,(a) = 0. Soit (a, b)i<i<r 1’ensemble
des points du support de A, qui se projettent en a; on a k< g, b€ Cr—9-1,
1 <<i<<k. Pour tout 4, 1 << i <<k, soit P;(s) le polydisque fermé de Cr—d—1
de centre b;, de rayons égaux & e. Il est possible de choisir ¢ et » de telle
sorte que:
i) les P;(¢) soient deux a deux disjoints;
ii) {po®) =00 Q(ann

{ | &2at1 () — Eoat1 (@) | = 1roay1, |&oate () — Epata (@) | = Poaqe) = @

iii) pour 1<=i<<k, |A4,|N0(Q(a,7) < bP;(e)) = &, bP;(e) désignant
le bord de P;(e).

Remarquons que les voisinageslsliJSkQ(a, 1) < P;(e) de l’ensemble des
points (a, b)), 1 <<i<Ck, vérifiant ces conditions, constituent un systéme
fondamental de voisinages de cet ensemble.

Choisissons un tel voisinage; nous pouvons supposer la condition ii)
(resp. iii)) ci-dessus vérifiée par p, au lieu de p, (resp. 4, au lieu de A)
pour tout »€N, car ceci a lien deés que » est assez grand. Soient +' > »
et & > ¢, tels que les conditions i) et iii) ci-dessus soient encore vérifibes
pour +' au lieu de », ¢ au lien de ¢, et tout »€N.

Soit

[e] [*]
B,.=|4,|n(Q(a, 1) < Pi(&)).
/g\
En vertu de la condition ii), la projection de B, ; sur @ (a,r) est propre;
]

son image est donc un sous-ensemble analytique B, ; de Q@,\r’j de codi-
mension pure 1. Soient B(,"‘)i les composantes irréductibles de B, ;; chacune
d’elles est contenue dans une composante de A,; donc sa multiplicité
,uf.“), est détérminée. Soit BL("‘,) la projection de Bﬁ“)., les B,(“,) sont les com-

posantes irréductibles de B, ;.

(@) : (a) 3 = N
Pour chaque B,7 soit f,'; une fonction holomorphe dans @ (a, ') ayant
B,(“] pour diviseur. Comme les fv(“z divisent p, /9\1), qui est de degré g,
b
on peut prendre pour f,("l un polynome unitaire en ygq;

Fh@=yari+ 2,905

lSsza, v i
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o
2
dont les coefficients a; soient holomorphes dans ¢ (a, +') et dont les racines
soient toutes dans le rectangle

{] £2aq1 @) — E2at1 (@) | < voagry | E2age (W) — E2ate (@) | < Taaqal).

Soit alors
() \#;
fv,i =H(fv,i) »t,

O
On a f, ;€ %(Q/(;,\r’), a,r, g) et les fonctions f, ; vérifient les hypothe-
ses du lemme 11: DPhypotheése ii) en vertu de la condition ii) de B selon
laquelle la projection est génériquement biunivoque, les autres hypotheéses
en conséquence immédiate de la construction. Par conséquent, pour tout
v vérifiant r < »” < ', f,; converge uniformément vers fy; dans @ (a,r")
quand v tend vers -}- co.

g) Convergence des intégrales.

Soit @ un pavé contenant K. Il existe une constante V > 0 telle que
Pon ait, pour tout »€N,

vol (p,)lg < V.

ol (p,) désigne le diviseur de p, .
Selon les conclusions de B, nous intégrons une forme différentielle

g B
»=uay,?)0, 9=('—) A dyiady;

2 1=si=<d
ol o (y,2) est une fonction continue dont le support se projette dans K.
Soit § > 0; soit » > 0 tel que, si p et p’ sont deux points de C", de
distance < 7, on ait

|2 () — 2 (1) < 507

Pour chaque point a € { p, (y) = 0 | N K, effectuons la construction exposée
en 4, avec des nombres 7, et & , de telle sorte que chaque @ (a, 7;) >< P; (&)
soit de diameétre << . Soit (#a)<r<: une suite finie de points de {p,(y) =0}N K
telle que 'on ait

(po)=0)NKc Y Q,ra)c Q.

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Posons 1, =74, et & = &, pour 1 < h < l. La construction précédente, ef-
fectuée aux points a;, 1 << h <1, nous fournit les voisinages

Q(an, r) X Pi(e)y, 1<i<lkn, 1<h<],

k; désignant le nombre de points de | A,| au dessus de a,. Nous pouvons
supposer

| 4, | n (K < C=9=1) c U ;?(ah, n) > Pi(en)

1=i<k
1=sh=i

pour tout » € N, car cette condition est réalisée dés que » est suffisamment
grand.

La construction exposée en § nous fournit encore des fonctions

Soin, 1<i<lky, 1<h<l, »eN;

f,in est définie au voisinage de @ (a, v;) et posséde les propriétés indiquées
a4 la fin de 4.

Soit H, = @ (a,,r,) et, pour tout h <,

Ey=Q(an, rs) — U_Q(a;, r5);

1<)=<h
pour 1 << h<Cl, et pour 1 << i< ky, s80it 4y, = E; < P;(en). Pour tout » €N,

nous avons
f(p: > )
1<i<ky,

4, 1sh<t 4dpin4,
et par conséquent

[e=[rl=2,[[o= 7 |
ISiSkh
4y Ao 1shst AyNdy 5 Aondy, g

En désignant par «; ; une valeur prise par o dans 4 ;, nous avons

[~ o=l fonan]+

ANdp 5 AoNdp ;  A,ndp g
+|f<“—“la,i)0‘+“ah-i(je— f@ )‘g

4ondy, i AyNdp ¢ ANy g
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)
gV

0
< vol (p,)z, + EX14 vol (Po)|z, +

1Si<ky,

+sup |ah,;|-H' o—|o
1sShs<l

Uy i,0) |, Vo) |g,

D’apres 9§, f,, : tend vers f,, ; uniformément dans un voisinage de @ (az, 7).
D’aprés 6 et la remarque faite & la suite du lemme 10,

o~ [
Unibg,  Yoing,

tend vers 0 quand » tend vers -} oo. Soit », tel que » = », entraine

0
(P—f <}9l<3. sup | o, |- 2k
; ; <i<k 1K<l
Uy, ¢, h)lEh (Jo, 3, h)lEh is;sth 3

pour tout h vérifiant 1 << h <<l et tout ¢ vérifiant 1 <<i<<k;.
Pour vy =»,, on a

0| Sgoy 2h 60 ()]s, +VI@5) + 5 -

]ShSl

Comme on a ky<<g et X vol (p,)|, <<V, on obtient
1=<hsl h

Jo= e
A, 4,

6. Théoréme d’analyticité,

a) Un lemme sur des courbes analytiques dans et (Py).

Soit D= {t;teC,|t|<1}; Panneau C |{t}} des séries entiéres en ¢ con-

o d
vergentes au voisinage de 0 est factoriel ; donc Vannean C {{t}} [u, ..., «] (voir
la notation introduite dans le n® 4 a) est également factoriel.
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[ d 4 d

REMARQUE 1. Soit F (f, 4y ..., u) un élément de Panneaw C {{t}} [u, ..., u],

a coefficients holomorphes dans D, et irréductible sur C{{t}}. Il ewiste un nom-
bre 1eel s vérifiant 0 <e<1 tel que, pom' tout t vérifiant 0 < |t| <e,

F(t, u, . ,u) se décompose dans C[u, . ,u] en facteurs irréductibles distincts.

0 d
En effet, vu la Remarque 3 du N° 4, b, la condition pour que F (¢, 4, ..., u)

ait un facteur multiple dans €[y, ... ,Z] est donnée par lannulation de po-
lynomes p,,1 << a <<, en les coefficients de F, c’est-a-dire par Pannulation
au point ¢ d’un nombre fini d’é1éments de C {{t}} ; comme C {{t} est principal,
I’idéal engendré par ces éléments est engendré par un élément 4 (t); celui-ci
n’est pas identiquement nul car F est irréductible sur C {{¢}}. Il suffit de
choisir ¢ tel que Von ait 4 (f) =0 pour 0 < |t| <e.

Pour l;oute apphcat]on holomorphe ‘t de D dans @ (P,), il existe un

élément F (¢, u, .,u) de lanneau C {[t}}[u, e ,u] A coefficients holomorphes
dans D, tel que, pour tout t€ D, F (¢, u, ..,u) soit une forme de Cayley ap-

partenant 2 C[u vy u] et définissant ’6lément 7 (t) de CF (P,); comme D
est normal, un tel élément définit «.

LEMME 12. Soit © une apptication holomorphe de D dans et P Il
existe un nombre réel e vérifiant 0 < e << 1, une variété analytique complexe
A de dimension d -+ 1, une application holomorphe propre = de A sur D et
une application holomorphe f de A dans P, de telle sorte que :

i) pour tout t€ D, la restriction de f & m—l(t) est propre, et on a
fat @) =0, L®);

ii) pour tout t vérifiant 0 < |t| <e, il ewiste un sous-ensemble analy
tique S; de n~1(t), de dimension << d — 1, tel que la restriction de f & n—(t)—
sott un isomorphisme analytique de s (t) — S; sur son image ;

iii) pour tout 2-simplexe différentiable A contenu dans la couronne
0 < |t| <e la restriction de = & n—1(4) est une fibration différentiable tri-
viale, & fibres compactes de dimension d, de n—'(A) sur A.

0 d
Preuve. — a. En appliquant & un élément F de C {{t}}[u, ..., u] qui
définit v la méthode utilisée au début de la démonstration du lemme 4, on

obtient un systéme d’équations g, (¢, ) = 0, 0 << » <<k définissant un sous-

ensemble analytique 4 de D < P,. Soit 7 (resp. ?) la projection de A sur
D (resp. dans P,). On a les propriétés suivantes :

i) pour tout t€ D, la restriction de fa 71 (t) est un isomorphisme
analytique de 7! () sur | o, (z(t))|; en particulier, 7 est propre.
-
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ii) A est purement dimensionnel et de dimension d 4 1; c’est une
conséquence de 1.

B. Soit S Vensemble des points singuliers de A ; ¢’est un ensemble ana-
lytique de dimension < d. D’aprés le théoreme d’Hironaka [12], il existe
une variété analytique complexe A de dimension d 4 1 et une application
holomorphe propre & de A sur Z, de telle sorte que la restriction de % a
A — 1 (8) soit un isomorphisme analytique de A — h—1 (8) sur A — §; et
que louvert A4 — h—1 (§) soit partout dense dans A. Soient # =z o h eb

~

f=/foh. On a les propriétés suivantes :

i) Pour tout t€ D, on a

~

Fa @)y =f@1) =0, )]

n

et la restriction de f & n—1(¢) est propre.

ii) I’ensemble § = h~!(S) est un sous-ensemble analytique de dimen-
sion<<d de A ; pour tout ¢ € D, la restriction de fan—1(t) — 8;, S, =8 Nna—1(f)
est un isomorphisme analytique de =—!(¢f) — S; sur son image. Parmi les
composantes irréductibles de 8, pourrait figurer une composante irréductible
d’une fibre de =; toutefois, il existe un nombre réel ¢ >0 tel que, pour
tout ¢ vérifiant 0 < |t| <e, , ’ensemble analytique S, soit de dimension
< d —1, La propriété ii) du lemme est donec établie pour ¢ <<¢, .

iii) L’application = est propre, et il existe un nombre réel &, > 0 tel
que la couronne 0 < |t| < &, ne contienne aucune valeur critique de m. En
effet, ’ensemble critique de sz dans A est ’ensemble des points de A ou
g'annule la différentielle de = ; c’est donc un ensemble analytique, et son
image par Papplication propre = est un sous-ensemble analytique T de D;
d’aprés le théoreme de Sard, 7' est de mesure nulle; il est donc de dimen-
gion zéro; la propriété annoncée en résulte. On en déduit la propriété iii)
du lemme pour &<, .

COROLLAIRE. Soit X un sous-ensemble algébrique de Py, ; sott Y un ouvert
de X, ne contenant aucun point singulier de X. Soit @ une forme différentielle
extérieure continue, de type (d, d), dans Y. Soit F, la fonction & valewrs com-
plexes définie dans e (Y) par

F, (0)=ftp pour tout ¢ € CF (Y).

°y, a\)
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Soit v une application holomorphe de D dans CF (Y), définie par un élément

F(t, @:, ,3) de C {{t}} [:e, ...,Z] a coefficients holomorphes dans D, et irréduc-
tible sur C {{t}}.

Il ewxiste un nombre réel & vérifiant 0 < e<<1, une variété analytique
complexe A de dimension d 4 1, une application holomorphe propre m de A
sur D et une application holomorphe f de A dans Y, tels quw’on ait la pro-
priété suivante :

Soient D, = {t;0 < |t| < ¢}, A; = a~1(D,), et n, la restriction de n & A;

alors la wvestriction de F, ot a D, est (comme courant de degré 0 dans D,)
Vimage par n; de la restriction de f* @ a A, (considérde comme courant dans A).
Effectuons en effet la construction du lemme 12; la remarque 1 nous

permet en outre de choisir ¢ tel que oy, 4(z (¢)) soit identique a son support
pour t€ D,;. On a alors

#,on0= v=[rw
oy, ) a1
pour t€D,.
Soit yp une forme différentielle extérieure indéfiniment différentiable, de

A

type (1,1), & support compact dans D;. On a

J@eon-w=[([r0) v

D, D, a1y

Si le support de y est contenu dans un 2-simplexe différentiable 4 contenu
dans D), la derniére intégrale est égale a

f (F* @) A (% ) 5
il

sinon, on se raméne & ce cas en utilisant une partition de l'unité. La re-
lation obtenue

fum o z)-w=f(f*«p)A(n;*w>
D] A,

exprime la propriété annoncée.
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b) Enoncé et démonstration du théoréme.

DEFINITION. Une forme différentielle ¢ de type (d, d), définie et continue
dans une variété analytique complexe, sera dite pseudo-convere si elle est

réelle et si le courant - d’ d” ¢ est =0 (au sens de [17)).
JT

THEOREME 5. Soit X un sous-ensemble algébrique de P, ; soit ¥ un ou-
vert de X, me contenant aucun point singulier de X, et soit Q% le faisceau
des germes de formes différentielles holomorphes de degré d dans Y.

i) Pour toute forme différentielle @ de type (d, d), deux fois différen-

tiable et pseudoconvexe dans Y, la fonction & valeurs réelles F, définie dans
Cr (Y) par

F, (c):—_fq? pour tout cEGJL(Y)
oy o
est continue et plurisousharmonique (aw sens de [10]).
11) Pour tout £€ H2(Y, 29, la fonction & valeurs complexes F définie
dans CF (Y) par

F;,.-(c)=f§ pour tout c€ eF (1),

O'Y’ d(c)
est holomorphe.

DEMONSTRATION. «. Soit @ une forme différentielle extérieure continue
de type (d,d) dans Y, et soit ¥, la fonction définie par

F, (0)=j @ pour tout ¢€ Cf (Y¥).
oy, d9
Soit z une apphca,tlon holomorphe de D dans er (Y ); elle est définie par

un élément F (¢, u, . ) de Vanneau C {{t}} [u, e u)] & coefficients holomor-
phes dans D.

Soit
) d 0 d ms
F ittty ,u)= IT Fi(tyu,..,u)""
I<i<s
d .
la décomposition de F en facteurs premiers dans C {{t}} [ u, ;u]’ soit z;(t)
Pélément de CF (Y) défini par la forme de Cayley Fi(t, u, .,u). Pour |t |
suffisamment petit, on a

or,a(7 (1) =1sismi . oy, a(Ti(?)
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et par conséquent

Foot= 3 m;- (Fyo1)
1<is<s

Si, moyennant des hypotheéses convenables sur ¢, on montre que F, o 7; est,
pour tout 4, soit holomorphe, soit sousharmonique au voisinage de 0, la mé-
me propriété en résultera pour F, o 7. Il suffit donc de considérer le cas

olt 7 est définie par un élément F (¢, z(:, ,’C:l) de C {{t}} [coc, ey Z] a coefficients
holomorphes dans D, et irréductible sur C {{t}}. Effectuons dans ce cas la
construction du Corollaire qui précede.

B) Supposons ¢ pseudoconvexe et deux fois différentiable ; ’opération
image réciproque f* des formes par f et lopération image directe =, des
courants par s/ commutent avec les différentielles d’ et d'', par conséquent
aussi avec Dopérateur d’ d’’; elles conservent en outre le caractére = 0 des
formes et des courants. La fibration mw: A; — D, étant localement triviale
(du point de vue différentiable) sur D;, le courant s, f* ¢ coincide sur D,

avec la fonction continue ¥, o 7. Par conséquent le courant Laa (Fy 0 7)
T

est =0 dans D;; comme F, oz est continue (d’aprés le théoreme 4), ¥, o z
est sousharmonique au voisinage de 0. Ceci ayant lien quel que soit 7, I,
est plurisousharmonique dans CF (Y).

y) Supposons maintenant que ¢ est indéfiniment différentiable et vérifie
d" @ = 0; un argument utilisé en f) montre que l’on a d” (F, o 7)=10 (au
sens des courants) dans D, ; par conséquent F, o v est holomorphe dans D,;
comme F, o7 est continue d’apres le théoréme 4, F, o v est holomorphe au
voisinage de 0 en vertu du théoréme de Riemann. Ceci ayant lieu pour
toute application 7 telle que v (0) soit un point non singulier de er (Y), F,
est (d’aprés le théoreme de Hartogs banal) holomorphe au voisinage des
points non singuliers de @5 (¥). Comme F, est continue et comme er (v)
est faiblement normal, F, est holomorphe dans e (Y). Or on a par défini-
tion Fy=F, (cf. [3] n® 7 a y) si ¢ est une forme & laquelle le théoréme
de Dolbeault associe la classe &€ H% (Y, £29); F; est donc holomorphe.

¢) L’application o),

Reprenons les hypothéses du théoréme 5, et désignons par O le faisceau
des germes de fonctions holomorphes dans GQ'(Y). Vu le théordme 5, soit

e s HH (Y, Q%) — H*(Cf (Y), 0)

Papplication qui fait correspondre, & tout &€ H? (Y, Q) 1a fonction F;, ho-
lomorphe dans ):aNler (Y), 0); cette application est linéaire ; son image est
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contenue dans l’ensemble des fonctions f holomorphes sur er (Y) et additi-
ves, c’est-d-dire vérifiant

Fley =4 eg) = fey) + fley)

pour tous ciEG’;;F (X, czeef (Y), Vaddition dans CJF (Y) étant obtenue en
transportant par la bijection oy 4 P’addition de 0[1"(1' )e

Soit 4,(Y) l'algébre engendrée dans H° (8;,'" (Y), O) par 'image de g&%
et les constantes.

§ 3. — CONVEXITE HOLOMORPHE DANS L’ESPACE DES CYOLES.

6. L’espace des cycles d’une variété algébrique strictement ¢-pseundo-
convexe.

a) Cas d’un ouvert strictement q-pseudoconvexe.

Rappelons, selon [7] et [19], 1a méthode de réduction de Remmert d’un
espace holomorphiquement convexe. Soit V un tel espace, et soit R la re-
lation d’équivalence dans V pour laquelle x co y si et seulement si f(x) = f (y)
pour toute fonction f holomorphe dans V. Cette relation d’équivalence est
propre ; d’aprés le « Main theorem » de [7], ’espace annelé V/R quotient de
V par R est un espace analytique complexe et P’application naturelle = de
V sur V/R est holomorphe; V/R est un espace de Stein; les fibres de =
sont des ensembles analytiques connexes. L’ensemble

{x;2€V, dim; 7! (7 (x)) > 0}

sera appelé ensemble de dégénérescence de V. D’aprés un théordme de Rem-
mert [20], ¢’est un ensemble analytique.

Nous avons défini dans [3] la notion de sous-ensemble ouvert stricte-
ment g-pseudoconvexe d’une variété analytique complexe.

THEOREME 6. Soit Y wun sous-ensemble ouvert d’une variété algébrique
projective X ; supposons que Y a une frontiére non vide et ne contient pas de
point singulier de X.

Si Y est strictement q-pseudoconvexe, alors :

i) Despace analytique complexe e;,* (Y) est Ag (Y )-convexe ;
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ii) H® (8;k (X), 0), est la fermeture intégrale faible de A, (Y). En parti-
culier, Vespace Gj (Y) est holomorphiquement convexe. L’ensemble de dégéné-
rescence de chacune de ses composantes connexes est compact.

Si, de plus, Hi+1 (Y, F) = 0 pour tout faiscean analytique cohérent F dans
Y (en particulier si Y est q-complet), alors Aq (Y) sépare les points de Gjl‘ (Y);
en particulier, 8;' (Y) est holomorphiquement complet.

La conclusion i) résulte de la Proposition 7 de [3] (encore valable quand
on y remplace les ensembles analytiques A, par des éléments de Oj (Y)) et
du Théoreme 5. La conclusion ii) résulte de i) et du Théoréme 2.

D’aprés le lemme 15 de [3], il existe un compact K de Y contenant
tout sous-ensemble analytique compact de Y de dimension = ¢ -} 1 en chacun
de ses points. Soit E 1’ensemble de dégénérescence d’une composante con-
nexe W de GJ(Y ); d’aprés la Remarque 4 du n° 4, b,cEJE| oy, q(c)| est un
sous-ensemble analytique compact de Y ayant en chaque point une dimen-
sion > ¢ -4 1, donc contenu dans K ; d’aprés la Remarque 5 dun® 4, b) ¥
est contenu dans un compact K’ de W. '

La derniére assertion résulte du Théoréme 5 de [3].

b) Paires de Runge d’espaces de cycles.

Soit X une variété analytique complexe; on désigne par C™*(X) Des-
pace vectoriel des formes différentielles indéfiniment différentiables et de type
(r,8) dans X ; on le munit de la topologie de la convergence uniforme, sur
tout compact, des coefficients des formes et de leurs dérivées; c’est alors
un espace de Fréchet-Schwartz.

La différentielle extérieure d'’ définit une application linéaire continue
d,) s de Cm*(X) dans O"s+1(X); le noyau Z"*(X) de d, ; est fermé; c’est
donc un espace de Fréchet-Schwartz.

DEFINITION. Soit Y un sous-ensemble ouvert de X ; on dit que (X, Y)
est une ¢-paire de Runge si 'image de I’homomorphisme de restriction

rX: Z94(X)—> 221 (Y)

est dense dans Z?27(Y) (cf. [22]).

Si ¢ =0, on retrouve la notion usuelle de paire de Runge.

Soit 27 le faisceau des germes de formes différentielles holomorphes de
degré ¢ dans X. Vu le théoréme de Dolbeault, H? (X, £27) est canonique-
ment isomorphe au quotient du noyau de d, . par Vimage de d;' ,_;; on
munit H* (X, £27) de la topologie déduite de la topologie quotient correspon-
dante. Pour que l’espace vectoriel topologique H (X, £2") soit séparé (donc
pour qu’il soit un espace de Fréchet-Schwartz), il faut et il suffit que 'image
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de d, ., soit un sous-espace fermé de O™ *(X). Ceci a lieu en particulier
si dim¢ H* (X, 2") < 4+ oo (analogue de la Remarque qui suit le Théoréme
11 de [0]).

REMARQUE. Supposons les espaces H (X, £4) et H (Y, £29) séparés, Alors,

pour que (X, Y) soit une q-paire de Runge, il faut et il suffit que Pimage de
Phomomorphisme de restriction

13 H1(X, 7)) — H1(Y, Q1)

soit dense dans H (Y, 29).
En effet, on a le diagramme commutatif d’applications linéaires

"y
Z11(X) — 71 9(Y)
lx }»Y
*lf *rix; i
He (X, Q1) — H4(Y, Q)

dans lequel 1x et Ay sont surjectifs donc topologiques.

Si (X, Y) est une g¢-paire de Runge, ’image de *T est dense dans
H(Y, 29). Réciproquement, supposons que cette image est dense; pour tout
@p€Z27(Y), il existe une suite (un)n N+ d’6léments de Z% 7(X) telle que

Ay (% (Un) — @) — 0 quand n — 4 oo.

Comme 1y est topologique, il existe une suite (»,),.n+ d’6léments de
Z%1(Y) tendant vers 0 quand n— - co. et vérifiant Ay (rF (ua) — ¢) =
= Ay (vy), C’est-d-dire iy (r§ (ttn) — @ — »,) = 0. Pour tout n, il existe donc
un élément h, de Oz ¢—1(Y) vérifiant

¥ (pn) =@ + v + 47 by, .

Pour tout n, soit %, un élément de C%9-1(X) tel que h, — (I:,L]Y) tende vers
0 dans C?¢-1(Y) quand » — + oco. On a

= lm 7% (uy — "’ ky).

n — 400

Done (X, Y') est une g¢-paire de Runge.
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Rappelons que selon [0], une function ¢ a valeurs réelles, définie et
indéfiniment différentiable dans une variété analytique complexe X de di-
mension n, est dite fortement ¢-pseudoconvexe si sa forme de Levi a au
moins n — ¢ valeurs propres > 0 en tout point de X.

PROPOSITION 7. Soit X une variété analytique complexe. Soit K un com-
pact de X, et soit @ une fonction & valeurs réelles, indéfiniment différentiable
dans X, vérifiant les conditions :

i) @ est fortement q-pseudoconvexre dans X — I ;
ii) pour tout c€R, Vensemble B, = {w; x€ X, ¢ (x) < c} est relative-
ment compact dans X.
Alors, pour toute valewr mon critique ¢ de @ vérifiant ¢ > sug @(x) et
@€

pour tout entier 1= q, le couple (X, B.) est un l-couple de Runge.

Cette proposition est établie dans [22] avec I’hypothdse K = ¥. La dé-
monstration de [22] s’applique encore & notre cas avec les modifications sui-
vantes (p. 331): B% +1(4) est un sous-espace fermé de Z% !+1(4) (puisque
dimc H'H (A, Q%) < + oo); j=1 (B%1+1 (4)) est un sous-espace fermé de
ZkY(B,NnV), et c’est 'image de 7.

THEOREME 7. Sotent X et Y deux sous ensemble ouverts, sans points
singuliers, et strictement g¢-pseudoconvexes, d’une variété algébrique projective.
Si (X, Y) est une q-paire de Runge, alors (8;" (X0, GJ(Y)) est une paire de
Runge et, pour tout compact K de G;' (Y), llf\eq-!- (x) €st un sous-ensemble com-
pact de G;L (Y).

Conservant les notations du théoréme 6, posons 4 = A4, (X), B=A4,(Y),
et désignons par A’ Dalgebre des restrictions 3 G;" (Y) des éléments de
4; (X, Y) étant une ¢-paire de Runge, la Remarque 2 qui suit ’énoncé du
Théoréme 4 montre que A’ est dense dans B. De plus, d’apreés le Théoréme
6, Gj (X) (resp. ej (Y)) est A-convexe (resp. B-convexe). De ces propriétés,
on déduit :

i) 8,}" (X) (vesp. CF (Y)) est A-convexe (resp. A’-convexe);
ii) G;' (Y) est saturé pour la relation d’équivalence, définie dans
@;L (X):xcoy si et seulement si f () = f(y) pour tout f€ A.
De Vénoncé (b”) de [1] p. 501, résulte la conclusion.

¢) Variétés strictement q-pseudoconvexes.

DEFINITION. Une variété analytique complexe X sera dite strictement
g-pseudoconvexe §'il existe un compact K de X et une fonction ¢ & valeurs
réelles, indéfiniment différentiable dans X, vérifiant les conditions :

i) ¢ est fortement g¢-pseudoconvexe dans X — K;
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ii) il existe une suite croissante et divergente (c¢,),.n de mnombres

réels tels que B, = {x; #€ X, ¢ (z) < ¢,} soit, pour tout n € N, relativement
compact et strictement g-pseudoconvexe dans X.

THEOREME 8. Soit X un ouvert d’une wariété algébrique projective, me
contenant pas de points singuliers. Si X est une variété strictement q-pseudo-
convexe, Gj (X) est holomorphiquement convexe.

Si, de plus, HIt1 (X, F)=0 pour tout faiscean analytique cohérent F
dans X (en particulier si X est g-complet), alors A, (X) sépare les points de
CF (X); en particulier, CF (X) est holomorphiquement complet.

En effet, d’aprés la Proposition 7, (B, , B.,) est une ¢-paire de Runge
pour m >n; d’apres le théoréme 7, (GZ;" (Be,,)s 8;' (B,,) est une paire de

Runge et, pour tout compact K de CF (Be,) s ot
q Beg)

compact de (?;" (B.,). D’aprés un théoréme de Stein ([23] Staz 1.2.), (GZ,F (X),
€q+ (B.,) est une paire de Runge pour tout n. Done, pour tout compact K

est un sous-ensemble

de (-2;" (X) et tout n vérifiant K c G;" (Be,), on a Ee n CJ,}" (Be,,) = i(\e+
q

@ (Beyy)
pour tout m > n; d’aprés ce qui précede, K€+(X)n 8;,F (Be,,) est un sous-
q

ensemble compact de 8;" (Be,) pour tout m > n; i(\ etx) est done un sous-
q
ensemble compact de C; (Be,) et a fortiori de er(x).
La seconde assertion résulte du théodme 5 de [3].

ExEMPLE 1. Reprenons l’exemple du N° 5 de [3] en gardant les mémes
notations. Soit Z =P, (C) — Pp_s_;.
«) Dans X, nous avons

.Q(F):F.Q(QD)-}-%‘?—,F—;EE.

En un point @ € Z — P, choisissons un repeére

= 3 aldm,l<a<hyg= 3 Wdy,1<p<n—h—1,
1<i<h i<j<n—h—1
or oF oF
dF= 5 —dux 2 — dy; 4+ —dt
1=i<h 0%; + 1<j<n—h—1 0Yj i+ ot
tel que
Q=" 3 AbretafQ=— 3 nfAns;
T 1<as<h T 1<p<sn—h—1
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alors

a’ F dF)
)

) Y —8
.QF:—‘F(— S 6*A0° 2z B A A
( ) 4 1<Sash -I_lsﬂSn—-h—--l’7 1 + r F
et .2(F) a n — h valeurs propres > 0 et i valeurs propres <0 au point a.
La variété Z est donc strictement h-pseudoconvexe.
B) Les ouverts

Ui:iz;zEPn(C%zi:*:O}, 0<<i<<h

constituent un recouvrement de Z par h 4 1 ouverts de Stein. Pour tout
faiscean analytique cohérent & sur Z, on a donc H*+i (Z, ) = 0 pour i>>1.

Grace & cette propriété et a celle établie ci-dessus, CF (Z) est, vu le
théoréme 8, un espace holomorphiquement complet.

y) Montrons que Z est méme h-complet. Utilisant les notations du
NO 4, ¢, B, choisissons N tel que n + h < t(n, N) et posons z.-,,-,,,.,.-=’z:
pour 0 << i << h; soit
EaNEa N
Pt(»,,, N)—h—1 = {Z HF 2 Py\n, ¥y 2i=0 pour 0 << << ]I/} 3
An (Z) est un sous-ensemble fermé de Pyu x)y — Pin, xy—hei «

Soit Pj un sous-espace linéaire projectif de dimension h de Pyn ) tel

que:
i) Pp € Pyn, v) — Pin, v)—h—1
ii) P, et Pyy, v)—r— engendrent Py, )
iii) Phn iy (2) = @.

Construisons sur Py, y)—Pr—Pyu, v)—r—1 la fonction F analogue a celle
considérée en «); sa forme de Levi a ¢ (n, N) — k valeurs propres > 0 en
tout point de Py vy — Py — Pyn, ¥)—1—1, donc en tout point de W(Z);la
fonetion p = F o phd correspondante est fortement h-pseudoconvexe dans Z
et les sous-ensembles

B.={252¢€7, ¢()<¢c, ceR

sont relativement compacts dans Z. Donc Z est h-complet. Remaquons tou-
tefois que les sous-ensemble B, que nous venons de construire n’ont aucune
raison d’étre strictement h-pseudoconvexes, et que la fonction ¢ ne permet
donc pas de montrer que Z est strictement h-pseudoconvexe.

EXEMPLE 2. Soit maintenant X un sous-espace algébrique (compact) de
P,, et soit U= X n Z. Les ouverts U;N X,0 << i<k, constituent un recou-
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vrement de ¥ par & - 1 ouverts de Stein, donc H*+ (U, ¥)=0 pourt =1
et pour tout faisceau analytique cohérent & dans Y.

En construisant les variétés de Chow relativement a P,, on obtient G;f (0)
comme sous-ensemble analytique de e;',' (Z); comme 82' (Z) est holomorphi-
quement complet (Exemple 1, 8), ’espace analytique A, obtenu en munissant
& (U) de 1a structure analytique induite par ez ), est de Stein. L’appli-
cation naturelle de et (U) sur A est un homéomorphisme holomorphe ; d’apres
[18], CF (U) est un espace de Stein.

7. L’application o™ pour les variétés algébriques compactes.

Pour définir cette application, nous utiliserons les remarques suivantes :

REMARQUE 1. Soint X un espace topologique. Soit VWU = (U.); 1 un recou-
vrement ouvert de X et soit F un faisceau de groupe abéliens sur X. L’appli-
cation naturelle

H (U, F)— H! (X, F)

est injective. Elle est surjective si Pon a H' (Ui, F) =0 pour tout i€ 1.

C’est un cas particulier du théoréme des recouvrements acycliques de
J. Leray.

Soit o{"* le faisceau des germes de formes différentielles indéfiniment
différentiables de type (r, §) dans une variété analytique complexe X ; soit o *
le sous-faisceau des germes de formes différentielles d’’-fermées, et 2" = {7’ le
faisceau des germes de formes différentielles holomorphes de degré .

REMARQUE 2. On a un isomorphisme canonique
H* (X, oA, ") > Hr+ (X, Q) pour s > 1,

En effet, désignant par d, la restriction de d’’ & of"r+5, on a pour o, "
la résolution fine

d d d
0 1 s
0>l — " S AT S TS

pour s >1, H*(X, ;") est donc canoniquement isomorphe & lespace vec-

toriel de d’’-cohomologie des formes différentielles indéfiniment différentiables
de type (r,r -+ $); la remarque résulte alors du théoréme de Dolbeault.
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DEFINITION DE L’APPLICATION o0, Soit X une sous- variété algébrique
(compacte) non singulidre de P, (C). Pour tout élément p = P,_4—, de la
grassmannienne P, ,_;; des sous-variétés linéaires de dimension n — d — 1
de P,, soit Z,=P, — P,_q; et U, =X NZ,; soit Y le recouvrement de
X par les ouverts Uy, p € Pp y—a—, et soit Cle recouvrement de et (X) par
les ouverts Cj (U,). D’aprés Vexemple 2 du N° 6,

iy H (U, F) = 0 pout i =1, U €U et pour tout faiscean analytique
cohérent 5 dans X;
ii) @ est un recouvement de Stein de Cj (X).

Soit Z! (U, A> %Y (vesp. Z!(C, 0)) Despace vectoriel des 1-cocycles de U
(resp. C) & valeurs dans le faisceaun Ay (resp. O. Soit a Vapplication de
Z4 (U, A2 % dans Zt (C, 0) qui, & tout @, (€ I'(U, N U,, A%, fait correspondre

D 0 v, a ()€ T@F (T,)nEF (Uy), 0);
a tout cobord, « associe un cobord ; donc o définit une application linéaire
B HY (U, Ay — HL(C, 0).

Or, d’apres la propriété ii) ci-dessus, H! (G, O) est canoniquement isomor-
phe & H! (Q&*’ (X), 0). Daprés la propriété i) ci-dessus et la Remarque 2, on
a HY (U, A>"% = 0 pour tout U €W ; d’aprés la Remarque 1, H (U, ALY est
canoniquement isomorphe a H! (X, A% d), et celui-ci & H4+1 (X, Q%) d’apres la

Remarque 2. Compte-tenu de ces isomorphismes, § définit une application
linéaire

eP o Hat1 (X, QY — H! (CF (X), 0).
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