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REGOLARIZZAZIONE DEI SEMIGRUPPI
DISTRIBUZIONI ANALITICI

G. DA PrATO - U. Mosoo (*)

In questa nota studiamo alcune proprietd di un semigruppo distribu-
zione (B esponenziale e prolungabile analiticamente su un settore (SGDEA)
(cfr. [1] Def. 3-0-1); pit precisamente se A & il generatore infinitesimale
di B e G(t) & il semigruppo di operatori associato a (G tramite la relazione
G (t) = B (0, (cfr. [1] Def. 1 -1 -2) proviamo che G (f) & un operatore continuo
per ogni t = 0 e che inoltre applicazione { — G (t) & una rappresentazione
uniformemente continua e analitica di R4 = {t: ¢ > 0} nell’algebra di Banach
L(X, X) degli operatori continui sullo spazio di Banach X dove (& & definito.

Osserviamo che lapplicazione ¢ —> G () non & in generale fortemente
continua su i}+ = {t:t = 0} ciod che la classe dei semigruppi di operatori
associati ai SGDEA nel modo suddetto & pitt ampia di quella dei semigruppi
di classe ¢, (cfr. [2] p. 321); nel § 3 diamo un esempio di SGDEA B tale
che G (t) non & un semigruppo di classe ¢, .

Lions [3] ha considerato i semigruppi distribuzioni regolari per lo studio
di un problema misto nel senso di Cauchy - HHadamard ; pilt precisamente se
A & un operatore lineare chiuso con dominio ¢)(A) denso nello spazio di
Banach X generatore infinitesimale di un semigruppo distribuzione regolare
allora ’equazione :

_Au+%;=T u€ Dy (D (A))

dove T & dato in D) (X), ammette una soluzione unica.
Con questa nota studiamo il problema di Cauchy omogeneo associato
ad un operatore lineare chiuso A con dominio denso in X generatore infi-

Pervenuto alla Redazione il 21 Maggio 1965 ed in forma definitiva il 20 Luglio 1965.
(*) Questo lavoro & stato eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca n. 9 del C. N. R.
nell'anno 1964-65.
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nitesimale di un SGDEA, provando che se B ¢ il SGDEA generato da 4
risulta :

—AG(t)m—l—%x:O

per ogni x del «range» ‘R(B) di G (cfr. [1]. Def. 1-1-1).
Ringraziamo il Prof. J. L. Lions per le utili discussioni avute sull’ar-
gomento di questo lavoro.

§ 1. Notazioni.

Le notazioni usate sono le seguenti:
a) R (risp. R4+, risp. 1R;) & Dlinsieme dei numeri reali (risp. dei
numeri reali positivi, risp. non negativi), ¢ I’insieme dei numeri complessi.
(DR+ & lo spazio delle funzioni su IR+ a valori complessi indefinitamente

derivabili e a supporto compatto, con la topologia usuale (L. Schwartz [4]
p. 64).
(f-’ﬁ_'_ & lo spazio delle distribuzioni su IR aventi supporto contenuto in

ﬁ+, con la topologia usuale (L. Schwartz [4] p. 88).

b) X & uno spazio di Banach, 2 (X, X) Palgebra di Banach degli ope-
ratori lineari limitati su X con la norma usuale.

¢) G & un semigruppo distribuzione su X prolungabile analiticamente

sul settore S(0), 0 < 6 < ~n2—
8(0)={1eC:150, |arg1| < 6}
di tipo &, (cfr. [1] Def. 3-0-1).
Per ogni 4 di 8(0) B; & il semigruppo distribuzione esponenziale otte-

nuto dal prolungamento analitico di @G (cfr. [1], § 2). R (B) & Vinsieme

%((B) == (%: xr = Z(B((p,) X,y wieX, (piﬁ(D-lR_,_} .
Se T & una distribuzione di é'ﬁ_'_ B(T) @ l’operutére definito da

G(T)r=36(Trqda, 2¢R(G)

se risulta
x=§®(¢i)wiy $i8X7¢iE(DR+;'
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B (T) & un operatore prechiuso (cfr. [1] p. 372) la cui minima estensione
chiusa indichiamo con @ (7). In particolare se T = ¢, & la misura di Dirac
nel punto t,t =0, porremo

G(t) =G (8)

Inoltre poniamo :
80 (6) = y:izt——l—eg[argu[gn

2 (&,0)=2%(5,0)
secondo che sia sign &, = + 1 con

5= (,0) = £ 4+ (0), £ = 0

" cos @
St (£, 0)=3"(£,00N{u:Re u <&}
Q, (8,0 = 2% &,,0)
secondo che sia sign &= =+ 1 con

Qsi(éoye)zc—'}:si (5019)
dove

SH@E,00=37(,0N (n: Re u<<& + ¢}
2 (&,0)=¢& +e+8°(0—e¢).

Infine conviene ricordare esplicitamente il Teorema 3 -2 -1 in [1], che
nel seguito sard citato come Teorema 1 - 1.

TEOREMA 1-1: Un operatore lineare chiuso A con dominio denso in X
é il generatore infinitesimale di un SGDEA sul settore S (6),0 < 0 < %, di

tipo &,, sc e soltanto se esiste un &, reale tale che
(i) lo spettro o(A) di A é contenuto nell’insieme 2 (&,,0);
(ii) ¢l risolvente R (u, A) di A, per ogni e con 0 < e < 0, verifica una
maggiorazione del tipo
By )| < pe ()

sull’insieme £, (&, ,0), con p. opportuno polinomio a coefficienti non negativi.
§ 2. Regolarizzazione di un SGDEA.

In questo paragrafo proviamo che se (3 ¢ un SGDEA, posto

G(t)=§—(_5,) per t >0
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risulta @ (¢) € £ (X, X) e che inoltre Papplicazione ¢t — @ (t) di R4 in 2 (X, X)
& analitica e si ha

GO (e — A*GHz=0 N 2€R(B)

LEMMA 2-1: Sia A un operatore lineare chiuso con dominio demso in X
verificante le condizioni (i) e (ii) del Teorema 1-1 e sia B il SGDEA (di tipo
&, generato da A.

Allora per ogni ¢ con 0 < e < 0 risulta

+o
- 1 t 1
(2-1-1) 6@ < f — e, (T) lo(t)|dt
per ogni (pE(DR+, con ’
E= (& + e+ |& +¢e|sen(d—e)

!
g (t) = —2 p( ! )

T nsen (6 — g sen (6 — &)

dove n, é il grado di p, e & = £

cos 9’
DIMOSTRAZIONE :
Si ha pe ni @€ :
i per ogni ¢ (DR+
1 a—+ioo +o0
G () =ng(y,A)f0#’(p(t)dtd,u con a =& =& ¢
a—1ico 0

Iintegrale essendo inteso nella topologia uniforme di .2 (X, X').

. 7 - .
Poniamo 6’ = - 0 -+ ¢ e consideriamo le semirette

).i={#:luec,#=—‘[(‘fq:io'*i"fl’,tzo};

per ogni b > 0 le rette Im u = = b tagliano nella regione del piano u com-
presa fra la relta Re u=a e le semirette . un dominio D contenuto
nel campo di olomorfia di R (g, 4).

Posto

+o0
S () = E (n, A)/e"‘ @ (t) dt
)
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si ha
a+ib
0 =ff<m dp =ff<m dp + T4 (0, 0) + J— (@, 8) + T4 (@, 8) + T2 (a, D)
Fp a—ib
con
bfsend’
Iy (a,b) =% e:F"e'ff(—— T + &) dr

0

Ji(a,b) = ¢]f(r + ib) dz.

—bltge+E,
Dimostriamo ora che risulta

lim Ji (a,b)=0 in L(X, X).
b— 400

Si ha, ponendo per brevita n=n,,

a 400
JL(ayb) = J R (v & ib, A) f DN g () At dr =
0

— bltge'+£,
?R th, A e
= o (— 1yt / __(E;‘t%)%z_) Qi) ) (¢) dt dr.
==
: 0

—bjtgd’+5,
Ne segue
L e
R (v =+ iby A) ,
b = 7 T m+2) () | dt d
Sxape ) e alad
—bltgo'+¢

“'Ili(ayb) l—<—

e posto

pe(|z b))
M, =sup ———————
* zzg ll:t@bln

risulta
a 00 | ( +2 l
' et | g+ (1)
”Ji(a7b)||£1”if f’;-?_ﬁ;z"‘dtdf:

—btgor+s; O
o0

a
Tt
=M [ om0 )| | s dt dr.
©?+4b
0

—bjtgd'+s|
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Dunque
lim || (a,0)] = o.
b— 4 o
Si ha allora

1
B (p) = — 5[4 (@ + 00) + I (8, + o0)]
dove

oo :

Tty 00) = 2 7 [ f(— 267 4 £ .

0
Si bha
oo oo
174 (@, + o0) | < f | B(— 670 1 &, 4)] f T (1) | dt dr <
0 0

“+o0
sfe%'w(t)l F () at
0

avendo posto
~+o00
F(t) =fp5 T+ | &) et de .
0

Risulta ora

+co

|§']tcos@'
_ —ctcos” & |tcos6’ € 1
F(t)_fp;(t)e e dtgn'tcose’p‘<tcosf)’ .
&1
Si ha dunque
00 ’ !
’ nl ErHIg lsen(®—s))t 1 .
"‘5("’)|l£nsen(9—e)_[ : p‘(tseu(e—s))l‘p(')*dt

0

cosicche la tesi del Lemma & provata.
Possiamo ora dimostrare il seguente Teorema.

TEOREMA 2-1: Sia @ un SGDEA sul settore S (0). Posto per ogni t =0 ¢

per ogni g con 0 < e << O G(t)= @ (d) sussiste la maggiorazione :

et 1
leol=TF ()
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con

&=6& tet|& +elsen(d—e)

00 = i b (=)

nsen(e-—e)p' sen (9 — ¢)

dove p, é un polinomio di grado w, verificante la condizione (i), A essendo il
generatore infinitesimale di .

Inoltre Vapplicazione t — G (1) di Ry in L(X, X) é prolungabile a un’ap-
plicazione analitica A — G (1) di S() in L(X, X) e risulta

a* G (1)

7 r—A¥GN)x=0, z€R(B).

DIMOSTRAZIONE :

In virta del Lemma 2-1, fissato & con 0 < ¢ < 0 risulta

1
(t_) Lo ()| at
per ogni @€ (D1R+ .

Sia {g,} una successione regolarizzante, cioé tale che g,E(DR+e O P—r @

e
¢t &

~+o0
|mwwgf
0

in (Z)R+ per ogni (pECDR+, e sia # > 0; possiamo supporre che i supporti
delle g, siano contenuti nell’intervallo ]0,#]. Si ha, per ogni s > 0

JagXC) 1
|G (3 * e..)llﬁf et (8—+t) |0, ()| dt
0

e dunque

(2-1:2) 16 0 o) < 47 g, (si)

Se ora x € R (B) risulta

G (s)x = lim B (J, * ,) 2.

v — 00

Ne segue, in virtu della (2-1-2)

saan 1 (1
namMSfM”?mG?wu
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e quindi, per Parbitrarietd di # e dato che R ((B) & denso in X, ne segue
la continuita dell’operatore @ (s) e la maggiorazione

8

lowi=%" ().

Per provare che @G (t) ¢ prolungabile analiticamente su 8 (0) introducia-
mo le seguenti funzioni

gy (A) = G (o, * 8,);

g, (4) & analitica su S (0) per il Teorema 1-1.
Inoltre se A =s€M; e x€R(B) si ha

(2-1-3) lim g,(8)x = lim B, (0, *9d,)= G ()

v — 00 v — 00

e, procedendo come per la deduzione della (2-1-2), si trova

658'(1-”) 1
16 erv 20l = “5— ()

dato che i supporti delle p, sono contenuti in ] 0, sy]; quindi la (2-1-3) sus-
siste per ogni x € X.

Dimostriamo ora che quando A varia in un compatto ¢ contenuto in
8 () allora Vinsieme {|g,(4) ||} & equilimitato al variare di » e di 4.

Da cid seguira per il Teorema di Vitali che, posto

G ()= lim g, (x)

G (A) & un’applicazione analitica di S(9) in L(X, X), la quale ¢ evidente-
mente il prolungamento analitico di G (¢).

Sia 1€ ). L’operatore lineare chiuso 14 verifica le ipotesi del Teorema
1-1 con 6; =0 — |arg 4| al posto di 6, &1 =|1]&, al posto di & e p., al
posto di p. essendo

— 1 (&
P;,A('Ml)—llll’e(} 1 ;)'

Ricordando che 14 & il generatore infinitesimale di @, (cfr. [1] Prop.
2-3-2) e applicando a 14 il Lemma 2-1 si ottiene per ogni (pG(DR+

+o0
16w l< [ e () lowa
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con

o=+ e+ &ia +¢esen (0, — ¢
&0

cos 6,

51,1 =

n, !

t
7 sen (0; — ¢ Pes (sen (62 — e)) !

Qe (t) =

dove n, & il grado di p,.
Ne segue

g, D] =[Garler*d) |l <

+oo
§ .t
€&k 1
= / — (7) Lo (t — 1] dt < €7 g, (1)

0

e dunque @& provata la equilimitatezza di {|| g, (4)||} al variare di » e di 1 in Q.
Infine passando al limite per » — oo nella relazione

dk 61 (61 * Qv)
di*

x=Ak®}.(61*Qv)x

(efr. [1] (2-2-1) e Prop. 2-3-2), si trova

@+ G () x

aE = Ak @G (2) x.

§ 3. Un esempio di SGDEA.

Indichiamo con FE, lo spazio di Hilbert complesso di dimensione 2;
fissata una base ortonormale in E,, allora dato un operatore lineare T lo
identificheremo con la sua espressione matriciale rispetto a tale base; posto

T — (tli tm)
TR
porremo anche | T'|* = |t,, | + | t,3 |4 |ty |* + | tee | Si mostra facilmente

che risulta :

1,
S TP<ITIF<|TP.
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Con E,* indicheremo una copia di E,, k=0,1,... e con X la somma
diretta degli B, :

X=@ B,

k=0

Indicheremo inoltre con Y il sottospazio vettoriale di X costituito dalla
totalitd delle combinazioni lineari finite di elementi di Ez(k); evidentemente
Y & denso in X.

Definiamo in E Y Poperatore G (¢):

00

(Bk(<{0)=f(p(t)e"“((l) kt)dt k=0,1,.. ¢E(DR+;
0

& evidente che B (p) & un SGDE su E,* di tipo — k.
Vogliamo ora provare che posto:

Gp)= O G.(p) ey,

B (¢) & un SGDE di tipo 0 su X.
Se p€I*(*), e >0, @ (t) =€ty (t), peS risulta

o0 “+o0
2 2
|G (@) |2 = %2 ! f y (O et ’ f v () ekt §
0 0

2 o 2
S t = +1 ] ot ;
(o) g 7o) = ) g o)

ne segue :

(G)| < (2/& + 1)'2 sup [e!p(h)|
LeR,

cosicch® @B (p) ® continuo in X e Papplicazione ¢ — G (¢) di J¢ in L(X, X)
& continua.
Inoltre la relazione

C@BWr=0@+y)r yeDg , pedr, xelX

vale per ogni # di Y e quindi per ogni x# di X.

(*) Per la definizione dello spazio J¢ vedi [1], pp. 370.
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In modo analogo si prova la condizione di regolaritd per (.

Dimostriamo infine che @ verifica le condizioni ausiliarie (cfr. [1], 1-1).
Innanzi tutto, poiche¢ ¥ < ‘R (B), ne segue che ‘R (B) & denso in X; inoltre
se € X & tale che B (p)x =0 ¢ <pE(DR+, detta allora x; la proiezione di

® su B k=0,1,... si ha
Gx (@) 2 =0 V‘PG(DR+

e quindi 2, =0, k=0, 1, ... cosicche risulta x= 0.

Abbiamo cosl provato che B & un SGDE di tipo << 0, ed & facile la
verifica che B ¢ esattamente di tipo 0.

Detto A il generatore infinitesimale di G e A quello di G, k=0,1, ..
si ha

By 4) =6 () = B Gule)= S Ruy 4)  Rep>0,

con .
t
Si ha:
Se u=s€Ry si ha
[ E(s, Ax) ||2‘—IR (8,452 l s fim

dacui|| R, 4)|P= %, cosicche 4 non ¢ il generatore infinitesimale di un
semigruppo di classe ¢, .

Sia ora ¢ un numero positivo minore di %; dimostriamo che A veri-
fica le ipotesi del Teorema 1-1 con p, polinomio costante e con &, = 0. Si ha:
B dgp—g®ELtEtpl?

¢ quindi 4! et uf

Veiin e 1 A
e a0t =1 SR <12 (o b smm e elsorg )
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Poniamo u = gew e osserviamo che sul settore £, (0, %) si ha

0<<|f|<n—e¢ e o=c¢esenec.

Si trova
12 =1 se cos6 =0
sup = sup 1
k k® 4 2k pcos 6 2 ) -
| + l k e + e T cos® B se cos 0 < 0,
cosicche
su L g 1 M oue, |0 7
p]k+ |2 —cos?e e \Dg)
Inoltre
1 1 b4
= €0, =1.
sup|k+,u|" 20(1 4+ cos0) ~ 2esene(l — cose) Vo (0’2)
Infine
| u | = ? se ¢cos6=>0
e 1
= se cos@ <0
T o(l—coste ¢ € ’
cosicche
| wi 1 7
0, 10,=];
Sul)|k+,4|2 esen g (1l — cos?e¢) Ve Yo )’
ne segue
IR@w Al =0 Ve (07)
essendo
1 1 1
=2 .
C. V—(l —cosgs+ 2¢ cos & (1 — oS &) + esene(l — cos%))

Dunque G ¢ un SGDEA.
Vogliamo ora determinare G (t) = (6,) poniamo

Gt)= ké_E) G (t)

1 k¢
Gy (t)=e—’“(0 1)76‘:0,],...;
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evidentemente @ (¢) coincide con ((d) su Y; per provare che G (t) = G(d)
basta mostrare allora che G (t) ¢ continuo per ogni ¢ € WRy. Si ha infatti:

4
| G () P=e—2k (2 L 1 3) << sup (262t | 4 12 e~ 2Ht) = (2 + (%) %)

da cui
2\4 1 /2
l|G(t)||5[2+(—e'> ‘ti] ;
in modo analogo si prova
2\ 1
| )
lewi=(3) 4

cosicche @ (t) non & di classe ¢;.
Osserviamo infine che se la 3-1 si modifica al modo seguente

~+o0

o8
6" (‘P) p— f(p (t) e—(ksena+ikcosa)t ((1’ lit
0

1)(1!,0._<_a<n =0 k=0,1,..

e se si pone

(] (¢)=k§% Gi(p)

si trovano, ragionando in modo analogo, i seguenti risultati: qualunque sia
a, se f>2, G & SGD, ma non & esponenziale né regolare; se 1 << < 2,

1
G & un SGDE e ||R(p,A4)|| =0 ((Re_mffli)’

Inoltre se 0 <a<<ne <2 B¢ un SGDEA su S(g——«), mentre

se f<"1,B(t) & di classe c,.

se o = 0 lo spettro di A non e contenuto in alcun settore essendo costituito
dai numeri 0, — %, ... — ki,..., quindi G non & prolungabile analiticamente ;
da notare che in questo caso ( (6) non & continuo se > 1.

Pisa, Universita
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