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LA FORMULA DI GREEN
PER OURVE RETTIFICABILI (¥)

di ANTONIO CHIFFI (Pisa)

Sia @ una curva del piano R? le cui coordinate di punto indichiamo
con (x, y), continua, chiusa e rettificabile ed A Punione delle componenti
connesse e limitate dell’insieme dei punti del piano che non appartengono
alla curva C. Siano ¢ e y due funzioni definite nella chiusura A di A.
Detto O (x, y; @) lindice topologico di un punto (z,y) € R? rispetto a C, si
dimostrera (teorema 3.3) I'uguaglianza :

(1) [Q?dw+wdy=ff(wé—9';>O(w,ysG)dwdy
© A

sotto le ipotesi che @ [rispettivamente: ] sia continua nell’insieme chiuso
A se si prescinde da un insieme aperto su 4 la cui proiezione sull’asse
delle « [rispettivamente : y| abbia misura tanto piccola quanto si vuole; ¢
¢ y siano limitate in A e siano tali che valga per esse la formula di Green
per ogni rettangolo R, con R < A (!); infine la funzione (v, — @) O (%, y; C)
sia sommabile in A.

Il teorema 3.3 generalizza un precedente risultato (*) dove la (1) veniva
dimostrata sotto ’ulteriore ipotesi che la curva C fosse semplice.

IPervennto alla Redazione il 26 Ott. 1964 e, in forma definitiva, il 12 Gen. 1965.

() Lavoro eseguito nollPambito dell’attivita dei gruppi di ricerca matematica del Con-
siglio Nuazionale delle Ricerche.

(M) Ipotesi molto generali atte ad assicurare la validita della (1) per ogni rettangolo
R, con R € ., sono stabilite in F. Carigro, [3].

(%) CIr. [G], teor. 2.11 a pag. 17 ¢ |7}, teor. X a pag. 204.

6 VYunale della Scuola Norm Sup - I'isa.
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§ 1. — Studio degli insiemi determinati dalla curva C.

DEFINIZIONI 1.1. — Detto I un insieme di R? indichiamo con FTI la
sua frontiera, con I la sua chiusura, con — I il complemento di I rispetto
a R%.

DEFINIZIONI 1.2. — Sia C una curva di R? continua, chiusa e rettifi-
cabile, di equazioni parametriche :

(2) x = f(s) Yy =g¢(8) O0<<s< L)

date in funzione dell’ascissa curvilinea s.

Indichiamo con {0, L) Vintervallo [0, I| orientato, nel quale siano stati
identificati topologicamente gli estremi. Indichiamo con T: <0, L)— k2% la
trasformazione definita mediante le equazioni (2). Pertanto la curva @ orien-
tata potra essere indicata col simbolo T(0, L). Due punti s, e s, di
(0, L) determinano due componenti connesse di (0, L), che chiamiamo in-
tervalli e indichiamo rispettivamente con (s, ,s,) e (s,,s,). Indichiamo con
T(84,8,) e T(s,,8,) gli archi di C associati per la trasformazione T ai due
intervalli (s,, 8,) e (8,,8,) rispettivamente. Indicheremo con [C] Vinsieme dei
punti di R? che stanno su C. I’indice topologico di un punto P’ = (z,y) di
L2 rispetto a C sard indicato con O(P; @) ovvero O (x, y; C).

Conveniamo che le componenti connesse di un insieme aperto, vuoto o
no, costituiscano in ogni caso una successione, intendendo che gli insiemi
di questa successione possono essere vuoti a partire da un certo indice.

DEFINIZIONI 1.3. — Indichiamo con N Pinsieme ddei numeri naturali;
con N, Vinsieme dei numeri interi = 0; con N — Pinsieme dei numeri interi
< 0; con N=* linsieme NUN .

Sia i€ N, definiamo linsieme A; come l’insieme dei punti P € R? per i
quali 8: O(P; @) =4. Sia ¢€ N—; definiamo A, come l'insieme dei punti
Pe R? per i quali &: O(P; C)<<1i. Sia i€ N*; indichiamo con A} Pinterno
della chiusura di A4;.

Sia i€ N*; indichiamo con {By} (h€XN) la famiglia delle componenti
connesse di A;.

Sia 1€ N*, h€ N; indichiamo con {Dy,} (r€ N) la famiglia delle compo-
nenti connesse e limitate di — l_;';,,; indichiamo con D;,, la componente con-
nessa e non limitata di -—l—i;,,. Indichiamo con £y Vinterno dellinsieme :

B U (U Dy,).
re N
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DEFINIZIONE 1.4. — Diremo bordo orientato di un insieme aperto, li-
mitato e semplicemente connesso I ogni eventuale curva I' continua, chiusa
e rettificabile, con [I'}= F1I e tale che, detto O(P; I') Dindice topologico
di un un punto P rispetto a I'si abbia: O(P; I')=1per P€Ie O(P;I")=0
per I’ non appartenente a I.

Se l'insieme 7 I & vuoto, diremo pure che I ha bordo orientato e, pil
precisamente, che ha bordo nullo. Per uniformitd di linguaggio conveniamo
che il bordo nullo sia una curva continua, chiusa, rettificabile, semplice (cfr.
teor. 1.5), di lunghezza nulla (teor. 2.1) e tale che l'integrale curvilineo esteso
ad essa di qualsivoglia forma differenziale lineare sia nullo (cfr. lemmi 3.10
e 3.11).

I risultati del presente § 1 si possono riassumere nel seguente :

TEOREMA 1.5. — Gli insienti della famiglia a due ihdici {Eu) (i€ N+,
I€ N) possiedono bordo orientato e tra ¢ bordi orientati di Ey; vi é una curva
semplice Cyy. Parimenti gli insiemi della famiglia a tre indici {Dg,} (i€ N+,
h € N, »€ N) possiedono bordo orientato e tra © bordi orientati dell’insieme Dy,

N

vi é una curva semplice Cy, .

LEMMA 1.6. — Ogni insteme Dy, (€N, he N,rEN) & semplicemente
CONNESSO.
Cio segue dal fatto che l’insieme B é connesso.

DEFINIZIONE 1.7. — Sia ¢€N*; he N; indichiamo con Iy la compo
nente connessa di Ky, che contiene By, . Risulterd (lemma 1.16): E; = Fy,.

La dimostrazione dei due lemmi seguenti si ottiene con considerazioni
di carattere elementare :

LEMMA 1.8. — Ogni insieme Fy, (1€ N, h€ N) é semplicemente connesso.
LrMMA 1.9. — Sia i€ N*; he N. La frontiera di Fy, é uguale alla fron-

tiecra di Dy, .

DEFINIZIONE 1.10. — Sia T un insieme di R% Indicheremo con N, (t, I)
¢ N,(t, 1) le funzioni reali definite nell’insieme R dei numeri reali associando
ad ogni t€ R il numero (finito, infinito o nullo) dei punti di intersezione di
I con le rette di equazione x =1¢ e y =1t rispettivamente. In modo analogo,
detta f una funzione reale definita in un insieme di numeri reali, indiche-
remo con N (f, /) la funzione reale definita in I associando ad ognit€ R lo
zero, il mumero dei punti dellinsieme {z: f(x) =t} oppure -+ oo a seconda
che Pinsieme {o: f(x) =t} sia vuoto, finito o non finito.
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LEMMA. 1.11. — FEsistono ¢ bordi orientati (cfr. def. 1.4) degli insiemi
delle famiglie {Fi,} (i€ Nt; h€N) ¢ (D} (1€ NE hEN, (reNy).

Fissati gli indici 4, b, dimostriamo dapprima che la funzione N, (t, FF;,)
& sommabile nell’insieme R dei numeri reali. Detta fla funzione che inter-
viene nella definizione della curva @ (def. 1.2), dalla relazione di inclusione :

FFa (O]
segue per ogni t€ R la disuguaglianza:

(3) No(t, FPa) < N (4, [C) < N (1, f) .

La funzione N (t,f) & sommabile (}); pertanto per dimostrare che la
funzione a primo membro della (3) &€ sommabile, bastera far vedere che essa
¢ misurabile.

Ogni insieme FF;, ¢ limitato e si proietta pertanto sull’asse delle y in
un insieme contenuto in un intervallo (a, b). Fissato I’intero p > 0, dividiamo
lintervallo (a, b) in 27 intervalli uguali dx. , inferiormente semiaperti, eccetto
il primo, che consideriamo chiuso. Intersechiamo Vinsieme chiuso ¥Fy con
la striscia costituita dai punti (x,y) che si proiettano in 4, , e poi proiet-
tiamo tale intersezione sull’asse delle x; otterremo un insieme misurabile
del quale indichiamo con Z%; , (), la funzione caratteristica. PPoniamo :

2P
Np @)= 2 X, (@)

La funzione N, (x) da, per p e x fissati, il numero degli intervalli 6z, che
godono della seguente proprietd: esiste almeno un y € d; , tale che il punto
di coordinate (z,y) appartiene a FF;. La successione di funzioni {N, (r)]
¢ non decrescente e percid esiste il

lim N, (x) = N (x),

p — o0
che risulta funzione misurabile. Detto ¢ un numero reale si ha subito:
N (t)< N (t, FFu)

Fissato ¢, sia m un intero non maggiore di N, (t, FFy). Iisisteranno

(*y Cfr. 8. Banach, [2], a pag. 228,
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almeno m numeri reali y, < 9, << .. < ¥m, tali che il punto di coordinate
(¢, y) (k=1,..., m) appartenga a FFy, .
Sia d la pit piccola delle differenze :

Y1 — Yi (fc =1,2,..m—1);
per ogni numero naturale p per il quale &: 1/2? < d si ha la disuguaglianza

N, (t) = m, da cui segue: N () =m
ed anche:

N (t) = N, (ty FFun)

Segue Duguaglianza: N (f) = N, (¢, FFy) e quest’ultima risulta pertanto
funzione misurabile. Analogamente si dimostra che la funzione N, (¢, FFu)
€ sommabile.

Gli insiemi I aperti e semplicemente connessi, per i quali le funzioni
N (t,FI) e N, (t, FI) sono sommabili possiedono bordo orientato (). Per-
tanto gli insiemi della famiglia {Fy} possiedono bordo orientato.

Analogamente si dimostra che ciascuno degli insiemi della famiglia
{ Diy} possiede bordo orientato.

DEFINIZIONE 1.12. — Sia I un insieme limitato e y 1in cerchio al quale
la chiusura I di I sia interna. Si dice frontiera esterna (°) di I la frontiera
dell’insieme FE costituito da tutti i punti P tali che P pud essere congiunto
a qualche punto di y da un arco di curva continua e semplice non conte-
nente punti di 1.

Indichiamo con % I la frontiera esterna di I. Se I & limitato e non
vuoto, anche % I & non vuoto.

LEMMA 1.13. — Sia i€ N*, he N; la frontiera di Fi, ¢ frontiera esterna
di l’wih .

Per il lemma 1.9 si ha: FF; = %Dy, e 'insieme D,;q & connesso e
non limitato; pertanto ogni punto di FF,,, appartenendo pure a FDy,,
&, per la def. 1.12, un punto della frontiera esterna di Fj, .

LEMMA. 1.14. — Se la frontiera di un insieme aperto, limitato e connesso
I ¢ costituita da tutti ¢ soli © punti di una curva continua e rettificabile I,
la fronticra esterna di I € costituita da tutti e soli i punti di una curva
continua y, chiusa, rettificabile e semplice.

(%) Cfr. [6], LI a pag. 12.
(®) Cfr. R. L. Moorg [8], a pag. 256-257.
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13 noto (°) ehe se la frontiera (i un insieme aperto, limitato e connesso
I & costituita da tutti e soli i punti di una curva continua I', la fronticra
esterna di I & costituita da tutti e soli i punti che stanno su una curva
continua, chinsa e semplice y.
Siano poi
z=f(8), y=9,08) 0<s<1I,

le equazioni parametriche di I scritte in funzione dell’ascissa curvilinea e :
r=108), y=4g,(8, 0<s<1L,

le equazioni parametriche di y. Si hanno le ovvie disuguaglianze (cfr.
def. 1.10):
Nt =NGL<N I[N N /)

Nt g) =Nt <N, D<= Nt 9,

Dalla sommabilita delle funzioni N (t,f,) ¢ N (¢, g,) e dal fatto che gli
integrali

+ o0 oo
f Nt,)dt e f N (b g,) dt

dauno rispettivamente le variazioni totali delle funzioni f, e g,(7), segue
che y & rettificabile.

LeMMA 1.15. — Tra i bordi orientati di ogni insieme della famiglia
{Fin) GENZ, ReN), vi é una curva semplice Cipy .

Per il lemma 1.11 la frontiera di Fy, e costituita da tutti e soli i punti
di una curva continua e rettificabile. Dai lemmi 1.13 e 1.14 segue che la
frontiera di Fj, & costituita da tutti e¢ soli i punti di una curva continua,
chiusa, rettificabile e semplice (4. Orientata la curva Cyy in modo che
nell’insieme Fj;, dei. punti ad essa interni Pindice topologico rispetto a Gy
sia uguale a 1, la curva semplice Cy, risulta bordo orientato di Iy, .

LEMMA. 1.16. Ognt insieme della famiglia {Ey) (i€ N%, he N) possiede
bordo orientato e tra i bordi orientati di ciascuno di essi vi é una cwrea
semplice Cipy .

(5) Cfr. R. L. Moogrg [8], teor. 4 a pag. 258,
(7) Loe. cit. (3).
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Per il lemma 1.15 basterd dimostrare che &:
Fop = By, .

I’insieme Fj, e, sempre per il lemma 1.15, linsieme dei punti interni
ad una curva continua chiusa e semplice Cy,, mentre Vinsieme dei punti
esterni a Gy &, per il lemma 1.9, linsieme Dy, . Pertanto & Ey C Fy,
wentre, per definizione, & F;, C Ei . Segue I'uguaglianza :

Fyp = Ey, .

LewMA 1.17. — Sia y una cuwrva continua, chiusa, semplice e rettificabile.
Esiste sull’usse delle © un insieme M di misura lineare nulla, tale che per
ogni punto P€[y| che non si proietta sull’asse delle x nell’insieme M, si puo
costruire un segmento ST parallelo all’asse delle y, contenente nel suo interno
P e tale che wno dei due segmenti SP ¢ PT appartiene, escluso I, all’insieme
dei punti interni a y e Ualtro, escluso sempre P, all’insieme dei punti esterni
« y. Analoga proposizione vale scambiando x con y. )

Siano:

(4) x=F (s), y=9,0), 0<<s<I,

le equazioni parametriche di y assegnate in funzione dell’ascissa curvilinea
s. Per quasi ogni numero reale t,le rette i cui punti hanno ascissa uguale
a t incontrano la curva y in un numero finito di punti(®) in ognuno dei
quali la derivata fi (s) esiste ed & diversa da zero (%). Sia P = (¢, w) uno di
tali punti. Esiste un segmento 87, parallelo all’asse delle y, contenente nel
suo interno I’ e non contenente, estremi inclusi, altri punti di y. Osserviamo
pure che, detto s il punto dellintervallo (0, L) associato a I’ per la (4), es-
sendo la derivata f,' (s) diversa da zero, la funzione f,(s) & crescente in s
e si troveranno pertanto, in ogni intorno di P, punti di y aventi ascissa
minore di ¢ e punti di y aventi ascissa maggiore di ¢. In ogni intorno di P
si troveranno di comnseguenza punti interni ed esterni a y aventi ascissa
maggiore e minore di ¢ Se i segmenti SP e PT appartenessero entrambi,
I’ escluso, all’insieme dei punti esterni [interni] a y, i due punti 8 e T po-
trebbero essere congiunti (!°) con una poligonale P semplice, a lati paralleli
agli assi tutta esterna [interna] a y e non avente altri punti in comune col
segmento ST. La poligonale 72 assieme al segmento 87, formerebbe una

(8) Loc. cit. (3).
) Cfr. |5, prop. 1.7 a pag. 416,
(*"y Cfr., ad es, [9], cap. V, 5.1,
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poligonale P’ costituita da punti non interni [non esterni] a y. Detta ¢ la
distanza tra P ¢ P, siano ¢ e R due punti appartenenti al cerchio di centro
P e raggio minore di 4, entrambi interni [esterni] a y e aventi I’ascissa
rispettivamente maggiore e minore di ¢. I due punti ¢ e R possono essere
congiunti con una poligonale a lati paralleli agli assi che incontra 2’ in un
sol punto, interno al segmento S7. Segue (!!) che dei due punti ¢ ¢ E ano
si trova all’interno e D’altro all’esterno di P’ & percid qualunque poligonale
che congiunge @ e R dovrebbe incontrare P’ che & formata da punti non
interni a y. Cio & assurdo in quanto @ e R sono entrambi interni [esterni]
a y e linsieme dei punti interni [esterni] a y ¢ un insieme connesso. Si
conclude che dei due segmenti SP e PT uno appartiene all’insieme dei punti
interni a y e Paltro all’insieme dei punti esterni, escluso in entrambi i casi
il punto P. Ripetendo il ragionamento scambiando ufficio degli assi si
dimostra completamente il presente lemma.

LEMMA 1.18. — La fronticra di ogni insieme della fumiglia {Dy,) (i€ N %,
heN, re N) é frontiera esterna dello stesso insicme.

Per i lemmi 1.11 e 1.14 esistono due curve continue e rettificabili I'e
y, delle quali la seconda & semplice, tali che :

FDy,=[I'], Fe Diny = [y).

Ogni insieme Dy, & aperto e pertanto, se non & vuoto, esso e la sua
frontiera esterna si proiettano sugli assi in insiemi di misura maggiore di
zero. Per il lemma 1.17 esistono due punti distinti P e @ di [y] e due
segmenti SP e 71'Q, paralleli a uno degli assi e interni a y, eccetto i dne
estremi P e (). I punti P e @ si possono scegliere in modo tale che i seg-
menti 8P e T'Q siano interni, eccetto I e @, all’insieme Dy, , in quanto la
frontiera di detto insieme, essendo uguale a [I'], & incontrata in un numero
finito di punti dalle rette parallele a ciascuno degli assi, eccetto quelle che
appartengono ad un insieme che si proietta sull’altro asse in un insieme
di misura nulla (**). Congiungiamo § con 7' mediante una poligonale semplice
contenuta in Dy, . Questa, assieme ai segmenti SP e T, forma una poli-
gonale semplice . Detto I Pinsieme dei punti interni a y, la frontiera di
ciascuna delle componenti connesse di I —|7] non countiene tutto Iinsieme
[y)(13). D’altra parte linsieme connesso By & contenuto in una delle com-

(1t) Cfr., ad es., [9], cap. V, 7.1.
(*?) Loc. cit. (3.
(1% Cfr. ad es. [9], cap. V, 10.8 a pag. 108,
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ponenti connesse di — [y] U [P] ed &:
FBi D FDiuny D7) -

Pertanto Vinsicme Bj, non pud appartenere ad una delle componenti
connesse di I — [P]. Allora By, & contenuto nell’insieme dei punti esterni a
y. Ogni punto P interno a y & pertanto un punto di una stessa componente
connessa di — By e percid P appartiene a Dy,. Si conclude che &

gDihr = [}'] .

LEMMA. 1.19. — Ogni insieme della famiglia (D) (1€NE, hEN, reN)
possiede bordo orientato e tra i bordi orientati di ciascuno di essi vi é wna
curva semplice.

Per il lemma 1.11 la frontiera di ogni insieme Dy, ¢ costituita da tutti
e soli i punti di una curva continua, chiusa e rettificabile. Per i lemmi
1.18 e 1.14 la frontiera di Dy, & costituita da tutti e soli i punti di una
curva continua, chiusa, rettificabile e semplice Gy, Orientata la curva Cinr
in modo che nell’insieme Dy, dei punti ad essa interni l'indice topologico
rispetto a Gy, sia uguale a un‘o, la curva semplice @, risulta bordo orien-
tato di Dy, .

Dai lemmi 1.16 e 1.19 discende il teorema 1.5.

'§ 2. — Studio dei bordi orientati.
I risultati del presente § 2 si possono riassumere nel seguente :

TEOREMA 2.1. — Detta Ly, la lunghezza della curva Cy, della famiglia
di curve {Cy,} (1€ N+, he N, r€ N;) (definita nel teorema 1.5), la serie

2 L

i, h, 7

Jatta per i€ N+, heN, re N,, & convergente.

LeMMA 2.2, — Fissati gli indici i€ N¥, he N, due diverse curve della
Jamiglia ad un solo indice

(1). . {eihr) (r € Ny)

possono avere al piv un punto in comune.
Consideriamo due curve Cy,, e Cyy, (r 3= 5) della famiglia (1). Supponia-
mo, per assurdo, che esistano due punti distinti I> e ¢ della intersezione
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[Cins] N [Cise)- T possibile (14) costruire due curve continue e semplici, di
estremi I’ e @, delle quali una sia interna, eccetto gli estremi, a Dy, e
Paltra a Dy, . Esse formano una curva continua e semplice p, tutta costi-
tuita da punti non interni a By, . Se l’insieme connesso B; fosse conte-
nuto nell’insieme dei punti esterni a y, gli insiemi Dy, e Dy, fareblbero
parte, contro Pipotesi, della stessa componente connessa di — Eh, perche
un punto dell’'uno potrebbe essere congiunto (1% a un punto dell’altro me-
diante una curva formata da punti interni a y e percio esterni a B;, . Ana-
logo ragionamento si puo fare se si suppone che l’insieme connesso B, sia
tutto contenuto nell’insieme dei punti interni a y. Si conclude che le curve
Citr € Cipgy con r 5= s, non possono avere pitt di un punto in comune.

LEMMA 2.3. — Fissati gli indici i€ N, he N, re N, esiste sull’asse
delle x un tnsieme M, di misura lineare nulla, tale che per ogni punto I’ ap-
partenente a [Ciy,) € che non si proietta sull’asse delle x nell’insieme M, , si
pud costruire un segmento ST, parallelo alluasse delle y ¢ avente P come punto
interno, tale che uno dei due segmenti SI” ¢ TP appartenga, escluso Uestremo
D, allinsieme By, . Analoga proposizione vale scambiando x con y.

Per il lemma 2.2 ogni punto di U [Cins], che mon si proietta sull’asse
delle x in un insieme di misura nulla, a'i)pnrtiene ad un solo degli insiemi
della successione {[Cy,]} (r € N). Fissato l'indice »€ Ny, per ogni punto
I€[Cy.] che non si proietta sull’asse delle x in un insieme di misura lineare
nulla & possibile trovare, per il lemma 1.17. un scgmento ST parallelo al-
Passe y, contenente nel suo interno I’ ¢ tale che nno dei due segmenti S’
e PT appartenga, escluso D'estremo P, alVinsieme dei punti interni a Gy, e
Paltro appartenga all’insieme dei punti esterni a Cy, . Per la rettificabilita
della curva C e per la relazione di inclusione:

) Y, 1G] € 1]

le rette di equazione x =t, per quasi ogni t € K, incontrano I’'insieme a primo
membro della (2) in un numero finito di punti (**). DPertanto ¢ possibile,
sempre per ogni punto I’€|Cy,] che non si proietta sull’asse delle x in un
insieme di misura nulla, costruire il segmento $7' in modo che esso non
intersechi nessuno degli insiemi |Gy, con s €N, s &= r.

(1) Cfr., ad es., [9], cap. V1I, 8.2, corollario, a pag. 162: wn qualungue punto P di una
curva continua, chiusa e semplice y é estremo di un arco di wna curva continua e semplice, in-
terna, eccetlo P, alla curva y. Ogni punto P di y ¢ anche cstremo di un arco di curva conltnua
e semplice, esterna, eccetto I, alla curva y.

(!5) Loe. cit. (14).

(486) Loe. cit. (3).
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Se ¢ r 3= 0, l'insicme Dy, ¢ l'insieme dei punti interni alla ¢urva chiusa
e semplice C,, (teorema 1.5), mentre Di & Dinsieme dei punti esterni a
Cing . Da c¢id segue che, fissato r € Ny, uno dei segmenti S e T’ & interno,
I escluso, all’insieme 1),,, e Paltro & esterno, P escluso, ad ogni insieme
Dipgy con s€ Ny, s == r. Daltra parte, fissati gli indici ¢ e h, gli insiemi Bin

e gli insiemi della famiglia Dy, (r € Nj) esauriscono tutto il piano e si ha:

(;7:1))ih =,_9N (]«Dilzr .
v
Pertanto uno dei segmenti S ¢ I'P ¢ interno, I’ escluso, all’insicme
D, ¢ Daltro all’insieme B,;,.

LeMvMA 2.4, — Fissato DVindice i€ N=* esiste sull’asse x un insieme D,
di misura lineare nulla, tale che ogni punto I’€ R® che non si proietta in 1,
appartiene ad al pitv due dicerse curve delle fumiglia a due indici {Cy, |
(heN, reN,). Analoga proposizione vale scambiando x con y.

Per il lemma 2.3 esiste sullasse x un insieme M, di misura lineare
nulla tale che ogni punto I’ appartenente ad una qualunque delle curve
della famiglia a due indici (Ci) (h€N, 1€ Ny e che non si proietta sull’asse
delle # nell’insieme M, & estremo di un segmento SP parallelo all’asse delle
y e interno, eccetto I’, a By, . Supponiamo, per assurdo, che un tale punto
P appartenga a tre curve della famiglia: Cy,, Cips, Cink. Per il lemma 2.2
possiamo supporre che gli indici, h, m, n non siano uguali. 11 punto P do-
‘vrebbe essere allora estremo (i tre segmenti paralleli allasse y e interni,
escluso P agli insiemi By, By, e B, rispettivamente. Cio & assurdo perché
tali insiemi sono disgiunti.

LeyMyMA 2.5, — Sia ST un segmento che incontra la curea continua, chiusa
¢ rettificabile C in un sol punto I interno al segmento. Se il punto P é sem-
plice per la curea C, si ha:

|ONS; € —0O(T; @' < 1.

Consideriamo per la curva C dne riferimenti in coordinate polari, di
polo N ¢ T rispettivamente e semiasse polare orientato come il segmento S7.
Indichiamo con 6 (s) una determinazione della anomalia del punto della curva
C associato al punto s (ascissa curvilinea) dell’intervallo [0, L], relativa al
polo N e indichiamo con  (s) Panaloga funzione relativa al polo T.

La trasformazione ¢ (Cfr. def. 1.2) & continua e pertanto, fissato un in-
torno circolare I di P si puo determinare un intervallo (s, , s5) di <0, L)
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contenente C—! (P) e tale che, posto
y="T(8y, 8), I'="T(5,3),
8i abbia:
[yl € L

Se il raggio r di I & sufficientemente piccolo, si ha, ricordando che 220 (4 ; y)
¢ la variazione dell’argomento del punto variabile su y rispetto al polo &§':

r 1

(3) | O@8,y)] < (2n)~1 2 arc sen 9L < 5

e analogamente :

(4) |O(T; r)l<—;—-

L’insieme ottenuto da R? privato della semiretta i origine § e orien-
tata come il segmento ST, & connesso (!*); pertanto il punto T(s,) pud es-
sere congiunto a C(s,) mediante una poligonale 77 che non incontra la se-
miretta in questione. La curva I'e la poligonale 77, opportunamente orientata,
formano una curva chiusa, che indichiamo con I"+4 772, che non incontra il
segmento S87. Si ha allora (18):

(5) OS8; '+ P)=0(T; I+ )

Indichiamo con 0 (f) e con a—)(t), (0 << t = L)) le analoghe delle funzioui
0(s) e w(s) relative alla curva . I.incremento della funzione 0 () nellin-
tervallo (0, L,) & inferiore a 27, in quanto la funzione continua 6 () non
pud assumere nessuno dei valori 2kx (k= 0, =1, + 2,...). Si ha allora:

(6) |O(8, P)| = (20)~' 0 (L) —0(0)] < 1.

Poiche gli estremi di P appartengono al cerchio I di centro I” ¢ raggio
r, esisterd un intero m tale che si abbia:

r 1
<2n.—.

(7 | (0) — (2m + 1)z | < are sen <7 T

La funzione continua cw (!) non puo assumere nessuno dei valori 2kn

(17 Cfr., ad es, [9]; cap. V, 9.1 a pag. 104
(#8) Cfr., ad es., [4]; cap. III, 8.4 a pag. 87.
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(k =0, =1, & 2,...), pertanto, per la (7), lincremento della funzione w (t)
nell’intervallo (0, L,) & inferiore a 97/8.
Si ha:

(8) |O(T; P)| = 2a)" |0 (L) — @ (0)]| < 9/16.
Dalle (3), (6) e (8) segue:

(9) |OS; I'—O(T; )| =]0(8; P)— O(T; P)| < 25/16.
Dalle (3), (4) e (9) si deduce:

1)  [0W;0)—0(T;0) < |OM |+ 10T, n|+
+10@; I —or; | <2

D’altra parte il primo membro della (10) & un intero e il presente lemma
risulta cosl dimostrato.

LEMMA 2.6. — Sia ST un segmento che incontra la curva C in un solo
punto P interno al segmento. Se il punto P ¢é multiplo per la cuwrva C di mol-
teplicita m, 8@ ha :

[O8;C) — O(T; C)) < m.

Sia m < co. L’insieme T—!(P), immagine inversa del punto P secondo
la trasformazione T (cfr. def. 1.2), & formato, per definizione di punto mul-
tiplo, da m punti che dividono 1’intervallo (0, L) in m intervalli. Identifi-
cando in questi gli estremi e restringendo a ciascuno di essi la definizione
di T, la curva € resta divisa in m curve chiuse y;, per ciascuna delle quali
il punto I’ & semplice. Si ha, per il lemma 2.5:

s

10,6 — 01,0 = 30(8,m) —éom v | < m.

k=1

LeEMMA 2.7. Fissiamo ¢ due indici © e j, i€ N*,je Nt, Ad eccezione di
un insieme di punti P che si proietta sugli assi in due insiemi di misura nulla,
se un punto I appartiene ai due insiemi :

U & e U U [Cu

heN reN, [ d“j meN 8¢l [ Im.]

esso & per la curva C un punto di molteplicitd non minore di |i —j| 41 seie
j hanno lo stesso segno e di molteplicita non minore di |i—j| se ¢ e j hanno
segno opposto,
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Supponiamo che I appartenga alle due curve Cy, e Cj,; e che sia
0 < i< j. Per il lemma 2.3 esiste sull’asse delle x un insieme di misura
nulla tale che se il punto I’€[Cy,] non si proietta sull’asse delle # in tale
insieme, esso ¢ estremo di un segmento SP interno, ad eccezione di P, a
By, e parallelo all’asse delle y.

A meno di un insieme che si proietta sull’asse delle # in un insieme
di misura nulla, la retta del segmento SI” incontra [C] in un numero finito
di punti (19). Pertanto il segmento SI’ si pud costruire, sempre a meno di un
insieme di punti P che si proietta sull’asse delle x in un insieme di misura
nulla, in modo che incontri @ solo in I’, cioé in modo che SI’ sia interno,
ad eccezione di I, ad una componente connessa di — [C], nella quale O («,
y; @) assume un valore costante non minore di j. Poiché I” appartiene anche
alla curva chiusa e semplice Cy,, per il lemma 1.17 esiste sull’asse delle x
un insieme di misura nulla tale che se I’€ [Cy,] non si proietta snll’asse delle
x in tale insieme, si pud costruire un segmento I’T' parallelo all’asse delle
y, interno, ad eccezione di I’, all’insieme Dj,. Rammentiamo che Vinsieme
Dy, (€N, €Ny & esterno alla chiusura dei punti @ in cui e O(Q; C)=..
Anche questa volta il segmento I’T si pud costruire, sempre a meno di un
insieme di punti I” che si proietta- sull’asse delle # in un insieme di misura
nulla, in modo che sia interno, eccetto I’y a una componente connessa di
— [€], nella quale O (x, y; @) assume un valore costante non maggiore di
i — 1.

Pertanto, ad eccezione di un insieme di punti I’ che si proietta sull’asse
delle x in un insieme (i misura nulla, si puo costruire un segmento N7, al
quale I’ & interno, che incontra C solo nel punto I’ ed & O(S;C) =,
O(T; @ <<i—1. Per il lemma 2.6 si conclude che I’ ¢ almeno (j—i 4 1)-
uplo per C.

Se 8: j < i <0, si pno ripetere lo stesso ragionamento cambiando il
senso delle disuguaglianze.

Se i e j hanno segno opposto, se ad esempio ¢ i < 0 < j ripetendo Ia
prima parte del ragionamento si potra costruire, sempre a meno di un in-
sieme di punti P> che si proietta sull’asse delle x in un insieme di misura
nulla, un segmento SP parallelo all’asse delle y in modo che esso incontri
[C] solo in P e si abbia: O(N; @) =j e un segmento I’T, parallelo all’asse
delle y, in modo che esso incontri |G| solo in I’ e si abbia: O(T; Q)< i.
Essendo @ << 0 < j, il punto P risnlta interno al segmento S7' e, per lemma
2.6, si conclude che il punto & (j — é)}-uplo per C.

Scambiando infine & con y si dimostra completamente il presente lemma.

(19) Loe. cit. (3).
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DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2.1

Siano :
2 = fur(8) Y = gnr (%), (0 << s < Ly

le equazioni parametriche della curva Cy, della famiglia {C,} (1€ N+, €N,
» € .N,) scritte in funzione dell’ascissa curvilinea e siuno

xr = f(s) y = g(s) 0<<s<< L

le equazioni parametriche di C.

Fissato indice ¢ € N* un punto avente ascissa ¢ puo appartenere a piu
curve della famiglia a due indiei {Cy,} (€N, r€ N perd per la prop. 2.4
non puo appartenere a pin di due curve della famiglia per quasi ogni t€ R.

Jiascun punto delle curve @y, & anclhie un punto di [C] e si ha pertanto
la disuguaglianza :

S 3 N4 [Ca) < 2N, (8, [O].

LeN reN,

Poiche le curve @y, sono semplici si ha Duguaglianza: N, (t, [Cu,]) =
= N (t, far), mentre &: N (¢, [C]) << N(t, f); la precedente disuguaglianza
diventa :

(11) 2N fu) 2Nt f)
heN rely

Se un punto avente ascissa ¢ appartiene a pitt curve Gy, per un certo
numero m di diversi valori dell’indice ¢, esso &, per il lemma 2.7, per quasi

ogni t, multiplo per € di molteplicith almene pari a m. Per tale ragione
dalla (11) segue subito:

(12) Nt far) < 2N, ])

Lh,or
dove la somma ¢ fatta per i€ Nt he N, reNg.

Scambiando poi Vufficio degli assi si ha la disuguaglianza :

(13) 2 Nty gur) < 2Nt )

iEhor

dove la somma ¢ fatta per i€ N+, he N, reN,.
Dalle (12) e (13) si deduce:

i, 0k,

+o0 +4cao
(14) E, f (Nt Sur) + N (G g} dt < 2 f (N, f)+ N, g) at.
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Infine, per le disuguaglianze (*°)

o0
I/ihr g f {N(t; ,fihr) + N(ty .(/ihr)} dt

— 00

o0
/{l\’ tf)+ N9 <2L

e per la (14) si ottiene:

2 Liw << 4L

ih 1

e il teorema 2.1 risulta dimostrato.

§ 3. — La formula di Green.

DEFINIZIONE 3.1. — Indichiamo con u! [rispettivamente : u?] la funzione
reale definita nella famiglia degli insiemi limitati di R? associando ad ogni
insieme limitato I il numero u!(I) [rispettivamente: u?®(I)] ugnale alla mi-
sura esterna della proiezione di [ sull’asse delle x [rispettivamente : sull’asse
delle y]. Una funzione ¢ reale, definita in un insieme chiuso e limitato H
si dird u'-quasi continua [rispettivamente: u®quasi continua) in H quando
ad ogni numero &> 0 si pud associare un insieme I, aperto su I, tale che
sia u! (I)<Te [rispettivamente: u?(I)<Ce] e la restrizione di ¢ a I — I
sia continua.

DEFINIZIONE 3.2. — Sia I una curva continua e rettificabile, di equa-
zioni parametriche :

e=fi(s)  y=yg,0) 0<<s< I,

assegnate in funzione dell’ascissa curvilinea. Sia ¢ una funzione u!-quasi
continua e yw una funzione u*quasi continua in un insieme chiuso e limitato
H ed entrambe limitate. La funzione @ (s) cosi definita per s€ (0, L,]:

D)= [fi(s) g1 GIfI (&) Fw[fi(s) 91(8)] 91(8)

() Loe. cit. (3).
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& quasi continua e limitata in (0, L,) (*!) e pertanto ha senso l'integrale :

L
fq)dx+1pdy=f¢(s)ds.
0

r

I risultati del presente § 3 si possono riassumere nel seguente :

TEOREMA 3.3. — Sia C una curva continua, chiusa é rettificabile e sia
A Dunione delle componenti connesse ¢ limitate dellinsieme dei punti del piano
che non appartengono a [Cl. Sia @ una funzione pl-quasi continua € vy una
JSunzione upl-quasi continua mnella chiusura A di A, ed entrambe limitate ; esse
soddisfino inoltre ad ipotesi atte ad assicurare la validita della formula di
Green :

) f¢dw+wdy=ﬁw;—qo;mxdy
R

FR

per ogni rettangolo R, con R C A. La funzione: (v, — ¢p) O (a,y;C) sia
sommabile in A. In tali ipotesi ha luogo Vuguaglianza :

@) fqodw+wdy=ff(w;—qv;)0(w,y;e)dwdy.
@ A

COi sara utile il seguente teorema, del quale il teorema 3.3 & una gene-
ralizzazione (%%) :

TEOREMA 3.4. — Sia I un insieme aperto del piano (x,y) non wvuoto,
limitato, semplicemente connesso e avente bordo orientato ; sia @ una funzione
ul-quasi continua e v una funzione uc-quasi continua nella chiusura di I ed
entrambe limitate ; esse soddisfino inoltre ad ipotesi atte ad assicurare la va-
lidita della formula di Green (1) per ogni rettangolo R con R & I; la funzione
(yz — @y) sia sommabile in I. In tali ipotesi per ogni curva I' che sia bordo
orientato di I ha luogo Puguaglianza :

[#an+ way=ff<w;~ v} da dy.
r 1

(21) Cfr. (1], a pag. 211 e [7], prop. III a pag. 199.
(*®) Cfr. [6], teoremi 2.1, LIIT ¢ 211 alle pag. 14, 12 e 17; [7], teoremi VIII, IX e
X alle pag. 203 ¢ 201

tunale della Sevole Norm Sup - Pisa
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In particolare se I é Vinsieme dei punti interni ad una curva continua, chiusa,

rettificabile e semplice y, si ha, se y €& orientata in modo tale che sia
Ox,y; €)=1 per (v,y)€I:

fwdar—l-wdy=ﬁ(wa’c—<p;)dwdy-
4 I

DEFINIZIONE 3.5. — Si dice che la successione di funzioni {(pn] converge
pr-quasi uniformemente (k =1,2) in un insieme piano chiuso e limitato H
alla funzione ¢, se, fissato un numero &> 0, si puo trovare un insieme T
aperto su H, tale che sia: u*(I') < e (cfr. def. 3.1) e tale che la successione
{7u} converga uniformemente a ¢ in H — I,

LEMMA 3.6. — Sia {¢n} (n € N) una successione di funzioni u*-quasi con-
tinue (k =1, 2) ed equilimitate in un insieme piano chiuso e limitato H, con-
vergente uk-quasi uniformemente alle funzione u* quasi continua ¢ e sia I' una
curva continua, rettificabile e contenuta in II. Ha luogo, per k=1, Puguu-
glianza :

(3) lim /q),, dr = ftp dx
T r

e, per k=2, Valtra :

(4) lim [q7,, dy = [(p dy.
n-» DOI-’ 1.'1

Sara sufficiente dimostrare il lemma per k = 1.
Sia M un numero tale che, per ogni n, si abbia: |@,|<< M e siano

x=f(s) y=y(s) 0<s<L
le equazioni parametriche della curva I'. Per la sommabilita della funzione

N(t,f) (cfr. def. 1.10), fissato ¢ > 0 ad arbitrio, si potra determinare il
numero positivo ¢ in guisa tale che risulti:

T . o
(5) . fl\ t, f)de < i

n

per ogni insieme lineare aperto I, di misura minore di &,
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Dalla (5) segue (?3) I'altra disuguaglianza :

() VSN <
dove con f—1(I,) si & indicata l'immagine reciproca di I, secondo f e con
Vy[f~1(I,)] la variazione totale di f sull’insieme f—!(I,). Determinato cosl
&, si potrd trovare, per la convergenza u'-quasi uniforme della successione
{®s}, un insieme I, aperto su H, tale che sia: u'(I)<Te e un numero n,
tale che, per ogni n > n si abbia:

[0
) lon—o|<3%

per tutti i punti di H non appartenenti a I.

Detto I, un insieme lineare aperto di misura minore di ¢ e contenente
la proiezione di I sull’asse delle x, si ha che la (7) vale per ogni n > n e
per tutti i punti di H non aventi DPascissa in I,. Tenuto conto della (7)
si hanno le relazioni :

‘[{pdr—fqonﬂx
r r

o= ol 17 @l [ 1o = gul ] )] ds
(0, L)— (1) s

£f|<;0—<}7n|d-l‘=
r

I

L
é;_bj 7 (s)|ds—|—2Mf /7 ()] ds < -+ 2M V[ /=1 (1),
0 s

‘ [(p(l.’t‘-/‘l’:;(?ft“(a

r r

Infine, per la (6) si ha:

¢ la (3) risulta dimostrata.

LEMMA 3.7. — Nia {I,}) m€N) una successione di curve continue, retti-
ficabili e contenute in un insieme piano chiuso e limitato I e sia Gy (k=1,2)

(*3) Cfr. [3], proposizione 1,6 a pag. 415,
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una famiglia di funzioni ut-quasi continue ed equilimitate in H. Detta inoltre
L, la lunghezza della curva I',, la serie 3 L, sia convergente. In tali ipotesi
la convergenza della serie :

z

n

f¢M+w@

n

¢ uniforme rispetto alle funzioni p€G,, we G, .
Detto M un numero che limita superiormente i moduli delle funzioni
di @, e G,, Dasserto segue subito dalla disuguaglianza :

lf«pdx+zpdy'g2ML,,.
pﬂ

LEMMA 3.8. — 8ia (I} (n€ N ) una successione di curve continue, retti-
ficabili e contenute in un insieme piano, chiuso e limitato H e, detta Ly la
lunghezza della curva I, , la serie X L, sia convergente. Se vale la relazione :

(¥) 2[¢M+w@=fwh+w@
T, r

per ogni coppia di polinomi ¢ e vy, allora wvale la stessa relazione (8) per
ogni coppia di funzioni @ e vy, con ¢ p'-quasi continua e vy u*-quasi continua
in H.

Siano dapprima ¢ e y continue in H. In tal caso esse si possono ap-
prossimare uniformemente con due successioni di polinomi {@,} e {y..] e per
ipotesi si ha, per ogni m€ N:

9) z [(pm dz -+ yn dy =f<p,,, Az + y,, dy.
r, r

Per il lemma 3.7 ]Ja convergenza della serie che compare a primo membro
della (9) & uniforme rispetto a m € N. Passando al limite nella (9) per m — oo
si ottiene la (8), con ¢ e y continue in H.

Se infine @ & ul-quasi continna in H e y p®quasi continua in H ed
entrambe limitate, consideriamo una successione {z,] di numeri positivi
convergente a zero. Costruiamo due successioni non crescenti di insiemi
(1) ¢ (L2} aperti su H, con p' (Im)<ew e p* (1)) << e, e tali che le restri-
zioni di ¢ a I — I} e di w a H— I, siano continue. Siano {¢.}) e {yu.}
due successioni di funzioni continue su tutto il piano (x,y), tali che ¢,
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coincida con ¢ su H — I, e v, coincida con w su H — I,> e tali che, se
i moduli di ¢ e y sono maggiorati dalla costante M, anche i moduli di ¢,,
e vy, siano maggiorati dalla stessa costante. La successione {¢p,,} converge
pl-quasi uniformente in H a ¢ e la successione {y,,) converge u? quasi uni-
formemente in H a . Per quanto gia dimostrato, per le funzioni continue
®m € vy, 8i ha per ogni m € N Puguaglianza:

(10) Efq?mdﬂ?—l-wmdy=[(Pmdw-l-wmd?l-
nrn r

Passando nella (10) al limite per m — oo, per i lemmi 3.6 e 3.7 si ottiene
la (8), con ¢ ul-quasi continua e y u® quasi continua.

LEMMA 3.9. — Sia I un insieme aperto, limitato e semplicemente con-
nesso, avente bordo orientato I’ (def. 1.4) e siano @ una funzione p!quasi
continua e v p? quasi continua nella chiuswra di I. Detta y una curva conti-
nua, chiusa, rettificabile e semplice tale che sia |y|= F I (cfr. def. 112 ¢
lemma 1.14), si ha:

(11 [oas+vay=[par+vay.
r y

Se @ e y sono polinomi vale la relazione
(12) f{pdw+wdy=]f(w;—m{4)dwdy-
r i

I’insieme I differisce per un insieme di misura piana nulla dall’insieme dei
punti interni a y e pertanto accanto alla (12) sussiste, sempre nel caso che
@ e w siano polinomi, Paltra uguaglianza :

(13) [rae+vay=[[w—masa
y I

Dalla (12) e (13) segue la (11) nel caso che ¢ e y siano polinomi. Per il
lemma 3.8 Passerto risulta dimostrato.

LEMMA 3.10. — Consideriamo la famiglia di curve {Cy,) GENE, REN,
r€.Ny) costruita nel teorema 1.5. Nella ipotesi del teorema 3.3 hanno luogo, per
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ogni scelta degli indici i€ N ,he N, le uguaglianze :

(14) f¢d1+wdy= f(tp;—%})dwdy
iho £y,

(15) f<Pdw+wdy= f(w;—tp;) dx dy (ren).
thr Dw'lzr

Per semplicita di scrittura indichiamo con y la generica curva Gy, € con I
il generico degli insiemi ¥, , Dy, . Invece delle (14) e (15) dovremo pertanto
dimostrare la uguaglianza :

(16) fqux+wdy=f[(wé—-«pé)dwdy-
y i

L’insieme aperto A NI = I — [C] & formato da una famiglia numerabile
{I.} di componenti connesse, le quali, essendo [C] connesso, sono insiemi
semplicemente connessi. Come nel lemma 1.11 si dimostra che esiste il bordo
orientato I, dell’insieme I, ¢ potremo associare all’insieme I, una curva
rettiticabile e semplice y, tale che [y,] = % I (lemma 1.14). Detta L, la lun-
ghezza della curva y,, la serie JL, risulta convergente. Infatti per il lem-
ma 1.17 per quasi ogni numero reale ¢ le rette di equazione xr=1=¢te y=1¢
incontrano Pinsieme U, [y,] in punti di [C] che appartengono ad al pit due
delle curve della famiglia {y,}.

Pertanto, dette x = f,, (8), y = ¢, (8), 0 << s << L, le equazioni parametri-
che della curva y,, si ha (cfr. dimostrazione del teorema 2.1):

400 o0
SL<> f (N (&, f) + N (t, gu) dt < 2 f (N (t, )+ N (t, 9} dt = 41..

00

Per il teorema 3.4 si ha per ogni n€ N:

) f¢dw+wdy=”<w;—sv;>dwdy.
Ill

['"

Per il lemma 3.9 la (17) diventa:

fcpdx+wdy=”(w;— op) dw dy
I"

s
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e, sommando rispetto all’indice n, si ha:

n
n

(18) Zf¢dx+wdy=[f(wé—¢;)dxdy.
I

Se @ e y sono polinomi valgono le formule (18) e (16) e pertanto vale
Puguaglianza :

(19) 2 <pdx+1pdy=/q)dw+wdy.

Yn 14

Per il lemma 3.8 dalle (18) e (19) segue, nelle ipotesi in cui ¢i siamo
posti, la (16).

LemyA 3.11. — Consideriamo la famiglia di curve {Ci} (i€ N, he N,
r€ N, costruita nel teorema 1.5. Nelle ipotesi del teoremd 3.3 ha luogo Uu-
guaglianza :

(20) z ‘—?g[(pdx—{—wdy——z /qzdw—-l-wdy}:
ie Nt heN|1’l o reN
Cino Citr

=H<w;—<p;>ow,y;e>d»ay.
A

Le frontiere degli insiemi K, , By e Dy, hanno misura nulla perche
contenute in [C] e pertanto, fissato i, 'insieme A4; = Un.y Bi e Vinsieme
Uie N (Ein — Ure n Dipe) differiscono per un insieme di misura nulla. Segue, per
la sommabilita della funzione : (y; — @) e per le (14) e (15) del lemma 3.10 :

(21) f/(wi — ) dx dy =
4}

=3 [ [wi—dpazay— = [ [or—virasas=
heNJ . rheN
Eip D,

ihr

= 3 fcpda;»}—tpdy— 2 f¢dw+tpdy.
N h.TeN

he ,TE
@ih() @ihr
Posto :
Gy ={@y:0(@®y;C) =j
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si ha che, per i > 0 gli insiemi A4; e U;»: G; differiscono per un insieme di
misura nulla e, per ¢ <0, gli insiemi A; e U,<; G; differiscono per un in-
sieme di misura nulla. Segue per la sommabilitd in A della funzione
(2 — @) O(r,y;C):

ff Yz — @) dx dy — Z’ff(%—% dw dy =
ieN 1eN",

ff(%—%)dde—ff — ) Olayy;C)az dy.
NNi

Dalle uguaglianze (21) e (22) segue immediatamente la (20).

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.3.

Per il lemma 3.11 & sufficiente dimostrare che :

@) = l§f¢dm+wdy—z /<Pdw+wd1;—-ff7)dw+wdy

ieNE; heNI

“ihr
Supponiamo dapprima che ¢ e y siano polinomi. In tal caso ha luogo
la (20) del lemma 3.11 e Puguaglianza (?%):

(22) [«pdw+wdy—ff — ) O(2,9;C) du dy.

Confrontando le (20) e (22) segue che la (21) ha luogo se ¢ e w souo poli-
nomi. La (21) ha luogo anche se ¢ e y verificano le ipotesi del teorema 3.3
per il lemma 3.8 e il teorema 2.1.

OSSERVAZIONE. Il teorema 3.3 continua a sussistere se, ferme restando
tutte le altre ipotesi, si suppone che, detto I un insieme di punti apparte-
nenti ad una curva continua, rettificabile e contenuta in 4, la (1) abbia luogo
per ogni rettangolo K contenuto con la sua frontiera nell’interno di A — 1.
In queste ipotesi infatti si puo facilmente costruire una curva I" continua,
chiusa e rettificabile tale che si abbia: Ic[[,[Clc[I")c 4 e per ogni

(3 Cfr., ad es., [6], formula (2.6) a pag. 16.
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punto (x,y)€ A — [I'] valga 'uguaglianza :
(23) O,y; I')=0O(x,y;0).
Nelle attuali ipotesi ha luogo il teorema 3.3 relativamente alla curva [

pertanto per la (23) e tenendo presente che A differisce da A — [I'] per un
insieme di misura nulla, si ha:

(24) f«pdx+wdy =ff<w;—qv;>0(x,y;e> ax ay.
r a
D’altra parte se ¢ e y sono polinomi si ha pure:

(25) f¢dw+wdy=ff(w;—¢;)0(r,y;8)d-vdy
e A

e, sempre nel caso che ¢ e y sono polinomi, vale uguaglianza :

(26) -/-fpdx—{—'tpdy:f(pdw-{—tpdy.
¢ r

Tenendo infine presente il lemma 3.8, la (26) e la (24), Vasserto & di-
mostrato.
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