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UN TEOREMA DI ESISTENZA
IN PROBLEMI DI CONTROLLI OTTIMI

LAMBERTO CESARI (*)

Scopo del presente lavoro ¢ di dimostrare un nuovo teorema di esi-
stenza per il problema di Pontryagin.

Un teorema di esistenza per tale problema & stato recentemente dimo-
strato da A. F. Filippov (1); e varianti sono state osservate da E. Roxin (3,

]

e da L. Markus ed E. B. Lee (3). Sia I[u]= f Jfo (t, @, u) dt Vintegrale da mi-

nimizzare, dove w=u(t), {, <<t<t,, & la fttllnzione di controllo che deve
essere determinata con valori u(f) in un dato insieme compatto U (spazio
dei controlli — fisso o variabile con ¢ ed x), e * = x (f) = (%, , ... , ¥,) & una cor-
rispondente traiettoria soddisfacente le n equazioni differenziali x; = f; (¢, x, u),
i=1,..,n, ¢ certe condizioni iniziali e finali (si veda § 1 per dettagli).
Denoteremo con f (¢, x, u) il vettore f={(/,,...,f.) ad » componenti, e con

~ ~

Sty o, u) il vettore f= (f,,fi, ,/fa) ad n 4+ 1 componenti. La condizione
pitt significativa richiesta negli enunciati di Filippov, Roxin, e Markus, &
che, per ogni (¢, x), Pinsieme (7 (o) = f (¢, x, U (t, »)) sia convesso, cioe, per
ogni (t,x), ftrasforma U (t, x) in un insieme convesso dello 8pazio g, & y..., T
ad n 4+ 1 dimensioni.

Pervenuto alla Redazione il 26 marzo 1964.

(*) Lavoro letto all'Istituto Matematico dell’Universitad di Pisa, ed eseguito con parziale
assistenza finanziaria dell’Istituto di Alta Matematica di Roma e della US National Science
Foundation (research grant G-57 all’Universitd di Michigan).
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1, 1962, 76-84.
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Il calcolo delle variazioni per problemi liberi invita a domandarci se il
minimo dell’integrale I [u] possa assicurarsi sotto condizioni di convessita
della funzione f;, rispetto al vettore w, dato che, nei problemi liberi e sotto
tali condizioni, lintegrale I [u] & semicontinuo inferiormente. Nel presente
lavoro si esplora anzitutto il comportamento di I[u] assumendo che (1)
per ogni (t,x) lo scalare f, & una funzione convessa del vettore u nell’insieme
compatto U (¢, x); (2) per ogni (¢, x), Q (t,x) = f (¢, », U (t, x)) & un insieme con-
vesso dello spazio ad n» dimensioni, (mentre a(t, ) pud non essere Convesso
nello spazio ad n 4+ 1 dimensioni). Finalmente, facendo uso delle ipotesi (1)
e (2), si dimostra un nuovo teorema di esistenza per il problema di Pon-
tryagin (§ 6). .

Il teorema di esistenza che dimostriamo nella § 6 combina il metodo
diretto del calcolo delle variazioni basato sul concetto di semicontinuita
(Tonelli) con il tipico ragionamento di Filippov. Si introducono varie metriche
e in esse si completa il relativo spazio di traiettorie. Nelle condizioni (1) e
(2) del presente lavoro si presentano fenomeni nuovi che vengono studiati.
In particolare si mostra con esempi (§ 4) che le condizioni (1) e (2) da sole
non assicurano la semicontinuitd inferiore di I [u], né¢ Pesistenza del minimo.

Circa teoremi di esistenza per problemi di Bolza del calcolo delle varia-
zioni, in vista del loro uso in problemi di controllo ottimo, ricordiamo qui
i lavori di B. Mania, L. M. Graves, e di L. Tonelli ed E. Magenes (*). Un
nuovo teorema di esistenza per problemi di questo tipo (U chiuso ma non
necessariamente compatto) verra dato altrove.

§ 1. Notazioni.

Siano ¢ la variabile indipendente, variabile in un intervallo B, = [t, <
<t<T], sia = (x,,..,2,) un vettore rappresentante lo stato del
sistema, variabile in F,. Per ogni ({,x)€ E,><E, diciamo U (f,x) un
insieme di vettori u = (u,,...,u,) nello spazio E, . IL’insieme U (¢, x) puo
essere fisso o variabile con ¢ ed « per (t,«x)€ E,>< E,. 1l vettore (variabile)
u € U (t, #) rappresenta la posizione istantanea del regolatore. Diremo
U= U(t,») lo spazio dei controlli. Sia x,, = (2,,,...,«,,) un punto fisso di
E, . Siano fi(t,x,u), i=0, 1, ...,n, fanzioni di %, x, v definite per t€ B,
x€B,, ut U(t,x), e indichiamo con f efi vettori f=(f,,...,/a), f"= (foyeeey Ju)e

(*) L. M. GRAVES, The existence of an extremum in problems of Mayer, Transactions
Amer. Math. Soc., 39, 1936, 456-471; B. MaNIA, Sui problemi di Lagrange e di Mayer, Rend.
Circ. Mat. Palermo, 58, 1934, 285-310; I.. ToNELLI, Su la semicontinuitd nei problemi di Mayer
¢ di Lagrange, Rend. Ace. Lincei, (6) 24, 1936, 399-404, oppure L. TONELLI, Opere Scelle,
Cremonese, Roma 1962, vol. 3, 342-348; K. MaGENES, Sui teoremi di Tonelli per la semicon-
tinuité nei problemi di Mayer ¢ di Lagrange, Annali Scuola Normale Sup. Pisa, (2) 15, 194%,
113-125.



in problemi di controlli ottimi 37

Quando necessario useremo una variabile ausiliaria x,€ E, e pertanto in-
dicheremo con 7 il vettore @ = (T s @y g ven s Bn) € Bpyy = B, >< B, .

Indichiamo con K = {u (¢),¢, <t <t} la classe delle strategic o funzio-
ni di controllo ammissibili, cioe la classe di tutte le fanzioni % () = (u,, ..., ),
t, <t<t,, con t, < T, tali che {1) » (t) & misurabile in [¢, ,%,]; (2) il sistema
differenziale

(1) du;/dt = f; (t, x, u (1)), i=1,..,n, t, <t<t,,

ovvero
' =f(txu), t, <t<t,,

ammette una soluzione x = x (t) = (¢, ,...,4") i cui componenti x;(¢) sono
funzioni assolutamente continue in [¢,,?,], soddisfano le equazioni (1) quasi
dappertutto, e hanno dati valori iniziali «;(f) = #;;, ovvero (t,) = x,, =
= (@), 50y ¥ny); (3) w ()€ U (¢ 2 (t) per ogni t, <t <t,.

1l vettore z (), t, <t <t,, sidice una traiettoria, relativa alla funzione
di controllo ammissibile u (¢), con punto iniziale «,, ¢ tempo iniziale ¢, (che
supporremo fissi), e punto finale @ (t,) = @y = (®,5 , ... , &ny) Per ora indeter-
minato.

I punti x,, che sono punti finali per qualche traiettoria « (f) corrispon-
spondente a qualche funzione di controllo ammissibile % (f) si dicono punti
accessibili  da =z, (ciod, partendo da x,; al tempo ¢,). Pud convenire di chia-
mare accessibili i punti (¢, ,x,) € B, >< E, per cui t, = % (f,). Infine, denote-
remo con M Vinsieme di tutti i punti (¢, @, u) con te B, =[¢t, ,T], v€E,,
uwe Ut x).

Se b == (byy ey bin)y ¥ = (2,...,u,) sono due qualsiasi vettori (di ugual nu-
mero di componenti), diremo b - u il solito prodotto interno b, u, 4 ... 4 by %y, .
Pertanto, ogni funzione lineare in u potra scriversi nella forma 2 (u) =1r 4
~+b.u,u€H,, r scalare, b vettore, r, b costanti, e si avra anche, per ogni

vettore 1w, = (Ug; 4 ..o y Yom)y 2 () = 2 () + b - (4 — uy). Denoteremo con
1
|#]| = (. x7? la norma eunclidea di un vettore x, e percio anche il valore

assoluto di uno scalare .

(C) Ipotesi di continuita e compattezza. Assumeremo che

(C,) le funzioni f; sono continue in M, i =0,1,...,n;

(Cy) per ogni t€E,, x€ E,, 'insieme U (t,x) & compatto;

(Cy) Vinsieme U (t, x), (t,x) € E,>< K, , & una funzione semicontinua supe-
riormente di (t, x), ciod ammettiamo che, dato ¢ > 0, ¢, € By, x,€ K, , esiste
un 0 =20(et,,x) >0 tale che si abbia U(t,x) c[U (%, x,)]. per ogni
(t,x)€ By>< B, con |t—t,|<é, | —wx,| <4, e dove U, denota I’intorno
chiuso di raggio ¢ di U in E,,.
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(C,) esiste una costante C > 0 tale che x, f, + ... + @0 < C||®|? 4 1]
per ogni te By, v€ K,, ue Ut )

La condizione (C,) assicura che le traiettorie z (t), ¢, <t<t,, con x(t,)=x,,,
t,<T (t,, >, T fissi) giacciono in un insieme limitato e chiuso D dello
spazio E, (A.F. Filippov). Infatti, se 2 (t) = | # (¢) |2 +1=a+ .. Fai41,
si ha, in forza delle (1) e di (C,): 2" =2 (x.f)< 202, e pertanto z (¢) < z(0)
exp [2C(t — t,)] <z (0) exp [20(T —t,)). Possiamo prendere per D una sfera
solida e chiusa dello spazio F,.

Diciamo My Vinsieme di tutti i punti (¢, x, u) con t€ E,={[t,, T'], € D,
u€ U (t,x), e quindi Mrc M. Le ipotesi (C,) e (Cg) assicurano che linsieme
M7 & compatto (A. F. Filippov). Prima dimostriamo che My & limitato. Infatti,
in caso contrario, vi sarebbe una successione (fy,¥),ux)€ Mr,k=1,2,...,
con t, € By, 2 € D, | ux| —> oo, e pertanto vi sarebbe anche una sottosucces-
sione, diciamo ancora (t , ¥y, ug), con tx—t,€ By, xp —> 2, €D, ur€ U (¢, 2)-
Dunque si avrebbe u € [U (t,, 2,)]s per ogni k sufficientemente grande, ove
il secondo membro & un insieme limitato, mentre |u;|— co. La contraddi-
zione prova che My & limitato. Dimostriamo ora che My & chiuso. Infatti,
se (¢, xy,u,) & un punto di accumulazione di My, e (tx, 2k, ux) —> (8 , T 5 Up),
allora come sopra si ha uy €[U (¢, «,)]. per ogni dato ¢>0 e ogni k suffi-
cientemente grandi. Pertanto uy€[U(t,,,)). per ogni ¢ >0, e infine u € U(t,, x,)
essendo quest’ultimo un insieme compatto. Dunque My & limitato e chiuso, e
pereid compatto.

La condizione (C,) assicura poi che, per ogni (¢, x) € E, >< D, insieme
Qt, o) =f(t,x U(tw)) é un insieme compatto di E,, e che @ (¢, x) descrive
un insieme 9 dello spazio H, quando (¢, ) descrive B, >< D, e si puo scrivere
M = f(Myg). Pertanto, le funzioni f;(t,#, %), i =1, 2,..,n, sono limitate in
My, diciamo |fi(t,#,u)| < N per (t,x,u)€ My. Ne consegue che le compo-
nenti ;(t), i =1,...,n, delle traiettorie w () sono uniformemente lipschitziane
con costante N, e sono altresi uniformemente limitate perché giacenti in D.

Prenderemo N in modo che anche per la funzione f si abbia |f,(t,z,u)| <N
per ogni (¢, @, u) € M.

Finalmente, le componenti w;(t), j = 1,...n, delle strategie u(f)€ K, o
funzioni di controllo, sono anche uniformemente limitate dato che (¢, x (t),
% (1) € My ed My & un insieme limitato dello spazio tru ad m 4 n 4 1 dimen-
gioni. Prenderemo la costante N in modo tale che si abbia anche

(2) |fit,z@)yu@®)|<N, i=0,1,..,0; |w@®)|<N, j=1,..,m,
per ogni t, <t<t,, e u(t)€ K.

Per (t, x) € 'Eo >< D, l'insieme U (t, x) & compatto, ma non necessariamente
convesso. Diremo U* (t,x) Iinviluppo convesso ¢ chiuso (e percid compatto) di
U (¢, 2). Quando occorre, faremo ulteriore ipotesi:
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(C’) Le funzioni f;(¢,x,u), + =1, ..., n, sSono definite e continue nell’insieme
compatto Mz di tutti i punti (¢, x, u) con t€ By=[t, <t<T)], €D, uec U*(t,x).

Se accade che per ogni (¢, x) € B, >< D Pinsieme U (¢, x) & convesso allora,
la condizione (C’) & contenuta nella condizione (C). Le condizion (C) e (C')
insieme assicurano che le proprietd (C,) e (C3) valgono anche relativamente
allinsieme U*(t,x). Una analoga estensione della proprietd (C,) non é
necessaria.

§ 2. Le metriche 8 e 4.

Avendo fissato il punto iniziale x;, e il tempo iniziale ¢, , denoteremo
con I la totalitd I" = {x (¢)} di tutte le possibili traiettorie x=uw(t),t, <t<t,,
con punto iniziale x,, e tempo iniziale ¢, , corrispondenti a tutte le funzioni
di controllo ammissibili w (), t, <t <t,, ciod u(t)€ K. Tali trajettorie x = (t)
sono considerate come curve non parametriche giacenti in D. Si noti che
per ogni elemento x (¢),t, <t<t,, di I, deve esistere almeno una funzione
ammissibile di controllo generante z (), cioe tale che ' (%) =f(t,:v(t),u(t)),
per quasi tutti i ¢ di [¢,,,]. D’altra parte & ben chiaro che vi possono es-
sere infinite funzioni di controllo u(f) generanti « (¢). Per esempio, se n =1,
f=u —1<u<1, la traiettoria x =a(t)=1t, 0<t<1, & generata da
qualunque funzione misurabile » (f) con valori =+ 1.

Se w(t), t, <t <t,, x,(t), t, <t<t,,, sono due elementi di I, conver-
remo spesso di estendere le funzioni continue x(t), x,(f) nell’intero inter-
vallo (¢, , T] prendendole costanti e uguali al loro valore in t, e t,, rispet-
tivamente. Introdurremo ora la metrica 6 in I' prendendo per distanza ¢
di x(t) e x,(t) il numero

0 =10, x) =|t, — tyy | + Max |2 (t) — x, (t) |.
0st=T

Si noti che I' & un sottoinsieme dello spazio di tutte le funzioni continue
()= (@ ., @)y t, <t<ty, t, < T, con la stessa metrica. Si noti che nella
metrica 6 non si tiene alcun conto delle funzioni di controllo u (f) e u, ()
generanti x (t) e x,(f).

Allo scopo di tener conto in qualche modo delle funzioni di controllo
u (t) generanti le traiettorie x (f) di /', introduciamo, per ogni wu (f) € K, u () =
(U y ooy ttn)y 8, <t <t,< T, le funzioni ausiliarie.

t

(3) yj (ty = fuj (s)ds, t, <t<t,, J=1,..,m,

0
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e il vettore y(&)=1(y,,..., ¥s). Si noti che queste funzioni sono, come le
x; (t), tutte uniformente lipschitziane con costante N e anche uniformemente
limitate essendo |u;(f) | < N, |y; (t)| < NT.

Per ogni u (t) € K e corrispondente traiettoria « (t) considereremo ora il
vettore y (f) e il nuovo vettore

XO)=@@), YyO) =@y yee yTny Ygyorey Ymh 4 It <2y,

ad n 4+ m componenti. Denoteremo con I” la classe dei vettori funzioni
X (t) cosl generato. Si noti che I" & la proiezione di I” nello spazio ». An-
che qui converremo, quando occorra, di estendere le funzioni x(t), y(t) nel-
Pintervallo [¢t,, T] prendendole costanti in [t,, T] e uguali al loro ultimo
valore in t,. Introdurremo una metrica 4 in I"’ prendendo per distanza 4
di due elementi X =[x (2),y (2),t, <t <t,] e X, =[x, (t), 9y, (), 1, <t< 1y, di
I'” il numero

A= A4(X, X)) =|t, — tye | + tll;lt:a;}; |w(t)—xo(t)]+t]1\s’ltas.\'1‘ |y () — o (B) .

Potremo pensare A ancora come una « distanza » tra le traiettorie x e x,,
nella quale si tiene conto delle strategie che hanno generato z e x,. Si
noti che I' & un sottoinsieme dello spazio di tutte le funzioni continue
Xt)y=(@@®),y@),t, <t<t,,t, <17, con la stessa metrica.

Come vedremo (§ 3), nelle condizioni del presente lavoro, I' & compatto
e completo nella metrica  (cioé¢ ogni successione di elementi di I" ammette
una sottosuccessione che ¢ convergente nella metrica § verso una funzione
x (t) che appartiene a I'). Vedremo altresi che I'’ & (relativamente) compatto
ma non completo nella metrica 4 (cioé ogni successione di elementi di I
ammette una sottosuccessione che & convergente della metrica 4 verso una
fanzione X (f), ma X (f) puod non appartenere a I'"). Dovremo percio considerare

il completamento I'’ di I’ nella metrica 4.

§ 3. Un teorema di A. F. Filippov.

(I) Ipotesi di convessitd. Supponiamo che, per ogni (¢, x) € E,>< D, Vin-
sieme @ (¢, ) = f (¢, =, U (¢, «)) sin convesso. Si noti che ¢ (¢,x) sard anche
compatto per Dipotesi (C,), e funzione semicontinua superiormente per 1I’ipo-
tesi (Cy).

TEOREMA 1. (A. F. Filippov). Nell’ipotesi (C) ed (I), 'insieme R, dei
punti (¢, , #,) € E,y, che sono accessibili (entro il tempo T a partire da x,,
al tempo ¢,) & compatto.

Piu precisamente c¢i occorre il
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TEOREMA 2. Nellipotesi (0) ed (I), Vinsieme I'= {z(t),t, <t <t} di
tutte le traiettorie relative alle funzioni di controllo ammissibili w () € K, &
compatto e completo nella metrica 6. L’insieme I'/ = {X(t),¢, < t<t,} &
compatto, ma non necessariamente completo nella metrica 4.

DIMOSTRAZIONE (modificazione della dimostrazione di A. F. Filippov).
Le curve C: = (t), t, <t <t,, di I" sono contenute nell’insieme chiuso
e limitato D di B, et, <t, <T, e le componenti a; () di  (t) sono uniformemente
lipschitziane con costante N e pertanto uniformemente continue. Dunque ogni
successione [z (t)}, x(t) =[wn(®), t, <t<ty, i=1,.,n,k=1,2,.., di
elementi di I’ contiene almeno una sottosuccessione convergente nella me-
trica 0 in forza del teorema di Ascoli. Se diciamo ancora [x(t)] la sotto-
successione convergente e con [z, (t),t, <t <t il suo limite, allora oy — 12,
t, < T, e x,(t) & lipschitziana con la stessa costante N. Pertanto, per quasi
ogni t,€[t, ,t,), esiste la derivata x;i{t). Per ogni 0 <h <t, —t,, denotere-

mo con m; € My, le medie integrali
tot+h

my = k71 [x, (ty + 1) — 2, (ty)] = h1 fw(, (8) ds,
ty
(4)
toth toth
myy, = h=1 [ (¢ 4 h) — 2y (8))] == A / Xy (8) ds = Il—ljf(s, xp (8), Uk () ds.
ty fo

Dato ¢ > 0 prendiamo un numero 5 > 0 tale che Q(t,x) C[¢ (t,, x,)
per ogni |[t—t |<%, |x—ua,|<9n, ove x,=wa,(t,). Dopodiche fissiamo
Iy 0 <h <7, in modo tale che |uxy(s)—ux,| << n/2 |x(s) — 2k (t) | <m/2
per ogni t, <s<t,+4+h, e my—wx(t)|<e Avendo cosi fissato h > 0,
prendiamo k abbastanza grande in modo che sia |xry (t) — x,(t)| << min[y/2, he/2)
per ogni ¢, cosi che si avrd anche |my;, — my, | <e )

Dunque, per ¢, < s <t, 4 h, siha |s —t,| <, |2y (s) — @y | <|wk (8) —
— @ (o) | + | ok (t)) — @4 (8g) | < /2 4 /2 = 9, e quindi

S (8, @y (8), wp (8)) © Q (8, wic (8) € [Q (g5 #0)e -

Pertanto dalla seconda relazione (4) deduciamo che anche la media integrale
myy, deve appartenere all’insieme convesso [ (¢, , x,)]. . Finalmente la relazione
| 6 (8g) — mpe | < |y (t) — my | 4 | mp — myg | < & + & = 2¢ assicura che
2y (t) €[Q (ty y 2o)]se - Essendo @ un insieme compatto, al tendere a zero di
e si deduce x| (t) € @ (t;, x,). Dalla definizione di ¢ concludiamo che Vinsieme
dei punti u di U (t,, xy) con xj(ty) =f(ty, %, (t), ¥) non & vuoto, ed esiste
pertanto almeno un punto wu,(¢,) con

wy (to) € U (B 5 2 (), @y (t) = F (g T (L), g (Eg))-
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Occorre ora dimostrare che & possibile scegliere u, (t,) € U (t,, %, (t,)) in
modo tale che quando t, descrive quasi tutti i punti di ¢, <t <t,, si ottiene
una funzione u, (t) (definita quasi ovunque in [¢,, %)) che & misurabile, con
1y (8) € U (¢, 24 (1), @ (t) =f (8, xy(t), 1,(t). Dunque u,(t)eK e x,(t)e[. A
questo scopo serve lo stesso artificio di A. F. Filippov, che ricorderemo pilt
avanti con qualche modificazione (Lemma 2) e che percido non ripetiamo qui.
Questo dimostra la compattezza di I’ nella metrica d, e percid la prima
parte del teorema 2.

Si noti che Ry € E,>< D, e dunque Ry & limitato. Che Ry sia chiuso
& solo una conseguenza di quanto si & dimostrato avanti.

Consideriamo ora la classe I’/ i cui elementi sono vettori X (t)=
= [z (), y(t)]. I componenti x;(t), i=1,..,n, y;t), j=1,..,m di X(t)
sono funzioni lipschitziane con costante N, uniformemente limitate e unifor-
memente continue. La dimostrazione della compattezza procede come sopra.
Sia ora [x (8), ye (8), t, < t <y, k=1, 2,..., una successione convergente
nella metrica 4 verso un elemento X (t) = [, (), y, (t), t; <t <t,]. Allora si ha

t t
Tys (8) = 2y + [fi (8y @ (8)s ug (8)) ds, ypi(t) = f Ui (%) ds,
P2 ' 4
(5)
t<t<ty, k=1,2,.,
e |z (t)] converge nella metrica 0 verso ,(t) come sopra. I componenti
®yi (t), Yoj (t) di X (f) sono come sopra funzioni lipschitziane con costante N
e pertanto, se y, () = ;j (t), si ha
¢ ¢
Zyi (8) = 2y + /.ft (85 2o (5), ug (5)) ds, Yo;it) = / u, (s) ds,
1 h
(6)
t, <t<ty,

ove u,(t)€ U (¢, x,(t) come sopra. In generale ug(f) ¢ EO () non coincidono,
come vedremo con esempi, cioé X, {t) non appartiene necessariamente a I'’.
LEMMA 1. Per ogni t€[t,, t,] si ha uy(t)€ U (t, x,(t), u, (t)€ U* (t, x, (t))
DIMOSTRAZIONE. Consideriamo un ausiliario problema di Pountryagin

con un vettore di controllo a 2m componenti [u, v], U = (U ey Up)y ¥ =
= (V) y v y Um)y COD M - m equazioni differenziali

(7) xi=ft,x,u), i=1,..,n, yi=vj, j=1,..,m,

condizioni iniziali z;(t,) =y, =1,..,m, ¥ (t,)=20,j=1,..,m, e vinecoli
w€ Ut ), ve U* (¢ x). Dunque i secondi mewbri delle equazioni differenziali
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(7) formano un vettore F (¢, x, y, u, v) ad n 4 m componenti, e si ha

Q. 2, y)=F(t,x,y Ult,z) U*(t, 0)=Q(t x) >< U*(t, x).

Pertanto, per ogni t€ E,, x€ E, y€ E,, linsieme §(t, @, y) & convesso. Se
I'* & la classe delle traiettorie [ (t), y (t)] per questo probleina ausiliario il
teorema II semplicemente afferma che I'™ & compatto e completo, e che ogni
elemento [z, (t), ¥, ()] di I'* & generato da una strategia

[ug (), vo (B) € U (2, z, () >< U* (¢, x, ().

Ora I'’ & soltanto una parte di I'*, precisamente I'insieme di accumulazione
di quegli elementi di I'* con u (t) = v (t). Dunque ;0 ity =, (t)€ U*(t, x, (1)),
quasi dappertutto. Questo dimostra la seconda parte del lemma. La prima
parte & stata dimostrata avanti.

L’affermazione che la collezione I'’ delle funzioni {X (t}} non & completa
nella metrica 4 puo essere dimostrata mediante i due esempi seguenti.

EsgMpro 1. (I'/ non completo della metrica 4 con U fisso non convesso).
Sia m=mn=1 e si prenda »’ = |u|, e u= =41, ossia U= {(— 1),(4 1)}.
Pertanto f=|u|. e @=f{U)={+4 1)} & un punto singolo e percio un
insieme convesso. Ora la funzione u, ()= =+ 1, 0 <t <1, secondoche
1 i—1) <t <<k l(i—1)4 (2k)~', oppure k=1 (i — 1) 4 (2k)~1 <t < k14,

i=1, ..,k (k=1,2,...) genera la tunzione x;, () =1t 0<t<1, k=1,2..),
t

mentre, se y(t) —_—fuk ($)ds, si ha y, =t — I—1 (i — 1) oppure y,=5k=1i—1t,
fi

secondoche t appartiene all’uno o all’altro dei due tipi di intervalli. Pertanto

Yi () =y, (1) = 0 quando & — oo, uniformemente in [0,1]. Dunque, nella -

metrica A4, la successione [x; (t), ¥, (t)], k=1,2,.., converge verso [t, 0]

D’altra parte y,(t) = 0 implica u, () =0 e u,(t)¢ U per nessun valore di ¢.

ESEMPIO 2. (I'/ non completo nella metrica 4 con U fisso e convesso).
Sia m=mn =1 e si prenda 2’ =u(xv+ 1) con ue U=[—1<u<1] Per-
tanto f=u(u 4 1), Q =f(U)=[—2"2< X< 2| ed entrambi U e @ sono
convessi. Se ora uy (f) = =1 negli stessi intervalli come nell’esempio pre-
cedente, si ha xy (6) = 0 oppure a} (t) = 2 rispettivamente, e quindi @ (t) =
= k71(i — 1), oppure xi(t) = ~k"1({ —1)+ 2( — i 4 1), rispettivamente.
Dunque @y (1) — 2y () = t, yi (t) — y, (t) = 0 quando k —> oo, uniformemente
in |0, 1], e o (8) = yo () = 0. D’altra parte xy()=1 ed w(v+1)=1 bha la

sola radice u = 271(}5 — 1) in U, onde wu,(t) = w. Dunque [z, (t) =1, y,(t)= 0]
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& il limite della successione [ (t), ¥ (t)] nella metrica 4 wma non appartiene
a I,

Nella dimostrazione della prima parte del teorema 2 abbiamo visto che
la funzione wu,(f) deve essere scelta in modo da riuscire misurabile, con
uo ()€ U(tyxy(t), © xo(t) = f(t,x,(t), 2, (t)) quasi dappertutto. Pilt precisamente
¢i occorrera il

LEMMA 2. Se x; (t) € (2, x4 (t), U (¢ xy(t) quasi ovungne in [t,,%,], e se
u(t), t, <t<t,, & una data funzione misurabile con u (t)€ E,,, allora esiste
una funzione misurabile w,(f) con wu, ()€ U (¢, x, (t)), 2 (t) = f (t, 2, (2), u, ()
quasi dappertutto, e tale che, per ogni t, la distanza § () =|u, (l)—i(t)]
abbia il minimo valore possibile.

D1MOSTRAZIONE. (Modificazione della dimostrazione di TFilippov, che
ripetiamo solo per comodita del lettore. Trascurando la proprieta di minimo
di 4 (t) si ottiene il caso considerato da Filippov che basta per completare
la dimostrazione del teorema 1). Sappiamo che x;(t)€f(t, x,(t), U (¢, x,(t)),
quasi ovunque in [f,,t,|. Pertanto, per quasi ogni f, I’insieme Z(f) dei
punti u € U (¢, x4 (t)) con xq (t) = f (¢, x5 (t), u), & non vuoto e compatto dato
che U(t,x,(t)) & compatto ed f & continua. Ne consegue che il punto
u=u (t) di E, ha una minima distanza é(f) da Z(t). Diciamo I’(¢t) Din-
sieme dei punti « di Z(f) ad una distanza uguale a o (t) da u = u ().
Dunque P(t) & linsieme compatto e non vuoto dei punti w€ U (¢, x,(t)
con x () = f(t, x, (t), w), |u— w(t)| = 6(t). Dimostriamo che la funzione
d (t) & misurabile in [¢;,¢,]. Sappiamo che per ogni intero & esiste nn in-
sieme chiuso C, C |t,,t,] tale che mis Oy >>t, —t, — 1/h e tale che
u () & continua in C,. Dunque per ogni ¢ € () ed € > 0 esiste un 4> 0
tale che per t€ Cy, |t —t, | < 7,91 ha [u(t) — w (¢) <& U (t,20 () S [ Uty, @0 (£))];-
Ne consegue che esistono punti u € U (¢, x,(t)) ed u,,n € L (t,, 2, (ty)) tali che

(tg) = ulty) —upl, 8@W)=1[u(®) —ul|, |u—u|<E.
Ne consegue che
8 (t) = | (t) — uo | < [ (ty) — v
<|wlty) —w®)] 4 w() —u|+ v —w

< 8 (t) + 2.
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Questo dimostra che J (f) & semicontinua inferiormente su ogni insieme Cj,
pertanto misurabile su ogni insieme C,, e quindi misurabile in [¢,,%,).
Se P(t) & formato di un solo punto, sia questo wu,(t). Altrimenti, dicia-
mo P, il sottoinsieme dei punti I’ con », minimo. Diciamo P, il sottoin-
sieme dei punti P, con wu, minimo. Cosi procedendo termineremo con
il sottoinsieme P,, di P,—, con 4, minimo, e ora P, & formato di un
solo punto. Sia questo g (t) = (w1 (t), .. y Uy (t)). Dobbiamo dimostrare
che ciascuna funzione wg (t), $=1,..,m, @& misurabile. Dimostreremo
cid per induzione. Supporremo che u,...,%; sono misurabili, e dimo-
streremo che u; ¢ misurabile. Per s=0 non c’¢ nulla da dimostrare.
Per s>1, sappiamo dal teorema di Lusin che esistono insiemi chiusi
Cct,t, tali che xj(t), 6 (t), uy (t)y . , %y, s—1 (f) SODO tutte funzioni continue
in C, e mis (C)>t,—t,— 7, ove # >0 é un numero arbitrario. Per dimostrare
che uy () & misurabile dobbiamo solo provare che, per ogni a reale, il
sottoinsieme di C ove u, (t) < a & chiuso. Infatti, se cid0 non fosse, esisterebbe
una successione di punti t,€ C. t,,-——+7, con Uy (f) < a < Uy (t_), e quindi
s (L) < 2gs (—f—) — ¢ per qualche &¢>0 e tutti i k. Ora TeC perche C e

chiuso, e ‘ay (t,) —> ay (1), 6 (ty) —> O (1), wgu () —> Uya(t)y & = 1,...,8 — 1. Dato
che le funzioni wuy(f), ¢, <t<'t,, f =3, s+ 1,..,m, sono uniformemente
limitate, possiamo prendere una sottosuccessione, diciamo ancora [t;], con

Mg (tr) —->7L/; yB=3s s+ 1,..,m, quando k — oo. Allora, da una parte si ha

w = [y (_t), ey Wo, 51 (b)y Usyuuey U] E U (L, @ ),
a cansa della proprietd di semicontinuitd di U(¢«). D’altra parte, essendo
'T(,J (,k) =f(tk ) Ly (t]f)7 U, (tlc))7 tlt € C-

si ha anche

—_ o~ ~ — R —

) (1) == f (s @ (£)y Uor (8)y wve y Uo, g1 (B)y Uy yeeny W) = (£, 2, (1), W),

ove {Z; < u‘,s(?)—-e e ues (_ts. Draltra partezc (ty)— " (t)_, %, (tk)———>a,| u (tk)—“o(t/c)|=

=0 (tx) — 6 (t), e quindi | 17(17-—3” =48(t) e u€(t). La relazione wu, <
< gy (*t) —-¢ ¢ ora una contraddizione a causa della particolare proprieta

di minimo con cui abbiamo scelto uy (t). Dunque uy (¢) & misurabile in C,
¢, per induzione, w, (f) ¢ misurabile in ¢. Essendo ¢ un insieme chiuso di
misura  vieina quanto si voole a t, — ¢, la misurabilita di u, () & di-
mostrata.
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§ 4. 11 completamento /¥ di I nella metrica 4 e teoremi di semiconti-
nuita forte in I'’.

Denotiamo con I'’ il completamento di I'/ nella metrica 4, e suppor-
remo che valgano le ipotesi (C) e (C’). Pertanto, un elemento

Xy () = [® (&) Yo (O)] = (@gq 5 oer y Ton s Yo1 5 eoe » Yom)y g S E <ty

appartiene a I” se e soltanto se esiste una successione Xj (t) = [k (0), ¥ (1)),
t, <t<ty, k=1,2,..., di elementi di I'” con 4(X;,X;)— 0 quando
k — oo. In conseguenza, si ha ty, —t, < T, =, (t)=x0,¥,(t)=0,e le fun-
zioni‘ Xoi (t), Yoj (t) somo lipschitziane con costante N. Di pin 6 (2, x) — 0
quando k —> co e percio x, (t) € I. Finalmente valgono le relazioni (6) con fun-
zioni misurabili wu, (t), u,(t), in cui i componenti sono in valore assoluto

<N, e uy (1) € U(t, o (1), up(t) € U*(t,x,(t) quasi ovunque, u,(t) € K, senza
che u,(t) e wu,(t) necessariamente coincidano quasi dappertutto.
Si noti che le funzioni [ (¢, x, (t), u, (1), fo (¢, 2, (t), u, (t)) Sono entrambe

limitate e misurabili e percio integrabili, ma gli integrali
1s I3
I[uy) = f Foltyxy (B ug ) dt, I (u,(t)] = f So (8, a4 (1), 2, (1) dt
t h

possono avere valori diversi. 11 primo ¢ Vintegrale da minimizzare, il
secondo un integrale ausiliario che dobbiamo studiare. Denoteremo con
Co: =y (t), t, < t<t,, considerata come una curva in K, > E,, ¢ [(]
Pinsieme dei suoi punti (¢ ).

Come si vedra u,(t) e 1:9 (t) possono non coincidere, essenzialmente a
causa della non linearita del vettore funzione f(f, x, u). Ci sara utile studiare
la differenza

S ()= | £ty (), u, (8) — [ (f. o, (1) 2y (8)) |

che diremo lo scarto relativo all’elemento X, (f) di [,
Dato che per gli elementi X (f) di I'/ si ha w (t) = r(t), si conclude
che lo scarto & sempre zero per gli elementi X di I".

TEOREMA 3. Nelle ipotesi (0), (¢") ed (1), sia X () = [, (t), y, (¢],
t, <t <ty , un elemento di I'/, siano wu, (), uy(¢) le relative funzioni per cui
valgono le relazioni (6). Supponiamo esista un 6 > 0 tale che si abbia
Jo (ty 2, u) > 0 per ogni %€ U*(t,x) e per ogni (t, )€ E,>< I ad una distanza
<48 da [C,yl. Supponiamo esista una funzione non negativa limitata ¢ misu-
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rabile ¢ (t),t, <t <t,,, 0<c(t) < N,, tale che quasi ogni punto ¢, di [¢t,, ty)
in cui _@;0 = EO (t)) = 9o (t,) abbia la seguente proprieta: per ogni &> 0
esiste un numero 6 = §(t)) >0 e una funzione lineare z(u)=1r 4 b-.u
(anche dipendente da t,), tali che per ogni (¢, ) € F, >< D ad una distanza < ¢
da [ty , o, (t))] si abbia

(7) Joltyxyu) > 2 (u) 4 c(ty) | u— 1;0 |* per ogni we U* (¢, x),
(8) Jo(t, 2, u) <z (u)+ e per ogni w€ U*(t, x) con | u—u, | < 6.
Allora. dato ¢ > 0, esiste un 1> 0 tale che, per ogni elemento X (¢) = [z (t),

t)]EF’,_/ (t) _u(t),tlstgtg, con A4 (X, X,)<C4, risulta

tg 20 ty
) jfo (t, 2 (t), w (t)) dt >ff0 (&, @y (1), 1, (1)) dt — & + /0 () |u () — u, (8)[2 dt,
I { i
ossia

Tlu)>Tlug) — e+ p,

ove u denota I'ultimo integrale mella (9). In particolare I|u]@ semicontinuo
inferiormente in I'’. ‘

TEOREMA 4. Nelle ipotesi (C), (C’) ed (I), sia X, (t)= [=, (), ¥, (t)],
t, <t< ty,, un elemento di I'’, siano u, (t), uo (t) le relative funzioni per cui
valgono le relazioni (6) con u, (8)€ U (f,xy(t)), w, ()€ U* (¢, ,(t)). Supponiamo
esista una funzione non wnegativa limitata e misurabile ¢ (t),t, <t <t,,,
0<c(t)<N,, tale che quasi ogni punto t, di [t,, 1] in cui uy=u,(t) =
= Yy, (t,) abbia la seguente proprietd: per ogni ¢ > 0 esistono un numero -
d=20(t)>0 e una funzione lineare z(u)=1+ -+ b.u, tali che, per ogni
(t,x)€ By>< D ad una distanza <4§ da [t,,x,(t,)] si abbia

(10) Jotyxyu) >z (u) 4 e (t) |u — 1_¢0 |? per ogni we U*(t, ),

(11) Jotyr,u)y<z(u)+ ¢ per ogni u€ U*(t,x) con | u —7&0 | <6
Inoltre supponiamo che per ogni altro punto t,€[t, ,t,)] esistano un numero
0=0(t)) >0 e una funzione lineare z(u) =7 4 b.wu (anche dipendente da
t,, tali che per ogni (t, x) € B)>< D ad una distanza < § da [¢,, 2, t,)] si abbia

(12) Jo Uy 2y u) > 2 (u) per ogni uw€ U*(t, x).
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Allora, dato ¢ > 0 esiste un 1> 0 tale che, per ogni elemento X (t) = [« (¢),
yOlel, y' () =u(t),t, <t<t,, con 4(X,, X)<A, vale la (9).

Nella (9) abbiamo indicato con t, il numero f; = max [ta ) tao), € usiamo
le solite convenzioni circa l’estensione delle funzioni ivi adoperate al di
fuori del loro intervallo di definizione, Pertanto x (t),y (¢), z, (f) y, (£) sono
continue ovunque e costanti al di fuori del loro intervallo di definizione,
mentre ¢ (t), u (t), u, (t) sono estese arbitrariamente al di fuori del loro intervallo
di definizione, sono misurabiti, e inoltre 0 <c¢(t)< N, @(t)],[@ﬁj(t)lf_N,
J=1,u.,m.

DIMOSTRAZIONE. Si noti che f; (¢, x,u) pud scriversi nella forma

F(t, X, XY= fo(ty @y ooy @y Y1y oee y Yu) = S (t, 2, w).

dove F & dunque una delle solite funzioni integrande del calcolo delle va-
riazioni, dipendenti da ¢, dal vettore X e dalla derivata X’, ove perd com-
paiono soltanto i primi » componenti del vettore X, e gli ultimi m compo-
nenti del vettore X’. Possiamo peréib applicare i teoremi I e IT del nostro
precedente lavoro (%) all’integrale 7[74], e losservazione dello stesso lavoro
(§ 3) circa le funzioni integrande dipendenti solo da alcune componenti delle
derivate. Si noti che per X (t)eI'’, allora u(t) = u(t) quasi ovunque e la
(9) diventa I[u] > I [u,] — &+ p.

Le condizioni del teorema 4 sono certamente verificate nell’ipotesi
seguente :

IPoTESI (a): KEsiste una funzione non negativa limitata e misurabile
nel senso di Borel € = C (¢, x, ), (¢, ¥, u) € M], avente la seguente proprieta :
per ogni e > 0 e (t,, x,,u,) € M} esistono un numero 6 = 8 (¢, , &, , Uy, &) > 0
¢ una funzione lineare z(u) =1 -}- b .u (anche dipendente da (¢,,x,, 1, &),
tale che per ogni (t, )€ E,>< D ad una distanza < ¢ da (¢, x,) risulta

Jo Gy wyu) > 2 (u) 4 Cju— uy > per ogni uwe U*(t, x),

Sfoltyz,u) <z (u)+ & per ogni we U* (¢, x) con | u—uy| <4,

(%) L. CrsaRlI, Semicontinuitd e convessita nel calcolo delle variazioni. Ann. Sc. Norm.
Sup. Pisa, XVIII (1964), 389-423.
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Anche le condizioni del teorema 3 sono verificate se in aggiunta sap-
piamo che f, (¢, x,u) > 0 per ogni (¢, %, u)€ M} .

In enframbi i casi si noti che la funzione non negativa e limitata
c(t)= C[t, @y () uy (D), t, <t < ty,, & certamente misurabile (5).

Finalmente la condizione () & certamente verificata se, per ogni (¢, x),
la funzione f; & di classe C? in u = (u;,..., u,,), 8e le derivate parziali se-
conde fone sono continue in E,>< D >< U*, e se la forma quadratica

Zhk fonr (8 2y ) En &y forr = 0%, [ duy Ouy,

(byk=1,..,m, & ,.., &, reali) & semidefinita positiva (definita positiva se
vogliamo C > 0).

TEOREMA 5. Nelle ipotesi (C) ed (I), siano A (¢, x), B (t, ) = (B, , ... , Bn)
funzioni continue di (¢, x) in E,> D. Allora I'integrale lineare

I[u]=[[A(t,w)+B(t,x)-u]dt
4L

¢ un funzionale continuo in I'/ nella metrica 4.

DIMOSTRAZIONE. Sia X (£) = [, (t), ¥, (9)], t; < t < 5, un elemento di I"’.
t

Pertanto y, (t) = f ug (8) ds, t, < ¢ <ty Occorre dimostrare che, dato ¢ >0,

4
esiste un # > 0 tale che per ogni altro elemento X (t) = [« (¢), y ()], ¢, <t <¢,,
¢

di I'’, con y(t)_——fu(s) ds, t, <t<t, con 4(X;,X) <, risulta

]
2]
|[14 6200+ B0 u@a—
4

2]

- f [A (&, 2o (8) + B (t, 2, (1) - ug (O)] dt | < e.

4

Anzitutto A (¢, x), B, (¢, x), j = 1,...,m, sono limitate e uniformemente con-
tinue in E,>< 1) e quindi esistono un M >0 e un é > 0 tali che | 4 (¢, 2) |,
' Bj (t7x) l £M7 I 4 (t7 x) — A(t,)x,) | < & | Bj(tiw)”—’ j(tlvw’)' < &

() P. R. Harmos, Measure Theory, D. van Nostrand, New York 1950, § 37, (2), p. 153.

4 Annali della Scuola Normm. Sup. - Pisa.
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j=1,..,m, per ogni t,t’€ E,, x,4’€D con |t—t'| <4, |xr—a' | <4

Dunque, se 9 <4, s8i ha | t, —t,, | <7 e quindi
ts L)
fA(t,.r(t))dt-—fA(t,avo(t))dtg(T-—t,)e—l—Mn.
[ 21
Dividiamo [¢,, T] in un numero finito di parti di lunghezze comprese
tra /2 e §, diciamo ¢, = 7y < 7, <..<7m = T. Siano ¢t = min[t,, t,],
i — max [ty s ty). Supponiamo 7 < §/2. Per qualche h si avra

o <t<m, t—St—< Thtry | t—1t|=| B, — 1ty | <7y <d/2.

Per semplicitd denotiamo ora ¢ con 7,. Per ogni j = 1,..,m, 8i ha

ty
fBj (t, @ (t) w; (t) dt — f B; (t, ® (1)) ug (t) dt
4

4

=5, f (B; (t, 2 () — B;(tuy , & (res))] w5 (1) dt

Te—1

= f (B; (t, 2 () — B; (tus , g (o))} s (8)
Ts—1
+ 2‘[ [BJ' (Te—1 5 @ (T5—1)) u; () — BJ' (Ta—1 y T (75 o) Uy (t)] at

Ts—1

t
+fB,—(t, @ (6) 1y ()t = 0, + 0 + 05 + 0y,

dove la somma & fatta rispetto ad s =1,..., k, ove in o, dobbiamo scrivere
x(t) e u;(t), invece di x,(t) e uy (), se t,y <t,. Abbiamo

Lo, < =, ] | Bi(t, 2 (0) — B, (s s = () | |5 0) | dt
Ts—1
< sty — 1) Ne < N(T —t)) ¢,

¢ analogamente
Jog | S N(T— 1))
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Si ha
03 = 2 | Bj(ts—p ; @ (t)) f w5 (8) @t — B (tas » T (er)) f gy (2) dt;
Tt te—1
= 3, {Bj (ts1, @ (ts—1) [95 (ts) — ¥j (tam1)] — By (Ta1 5 %o (#s—1)) (Y05 (%) — Yoj (2s—1)]}
= Z,[Bj (ts—1, @ (ts—1)) — Bj (Ts—1, %o (Te—1) [4j (vs) — j (¥s1)]
+ 2o Bj (Tt 5 %o (Ta1)) [¥5 (76) — Y0 (z4)]
— 3y Bj (ts—1, @ (ta—1)) [¥j(Ta—1) — Yoj (T—1)]y
e quindi

log | < e |yim) — yj(na) | 4+ 2M 2y | yj () — o5 () |

t2
_<_sf|u,-(t)|dt+2Mk17
4

<eN(T—1t,) + 2Mk.
Abbiamo infine | g, | < M7y, e quindi
| T[u] — Iug)| < (2N + 1)(T — t,) me + (2k + 1) Mmy < 2(N 4 1) (T —¢,)me

per ogni Xe I con 4(X, X,) <y < min [8/2, (2k + 1)~! M—1(N + 1) me]. Tl
teorema 5 ¢ cosi dimostrato.

Terminiamo il presente § 4 con due esempi. Il primo mostra che Pinte-
grale I [«], considerato come un funzionale in I', nelle ipotesi (C), (C’), ed (I),
ed f, convessa nel vettore 4, puo non risultare semicontinuo inferiormente. 11
secondo esempio mostra che, nelle stesse ipotesi, il minimo assoluto di I [u]
puo mancare.

EsEvMprio 3. (Concernente la semicontinuita di I[u] in I nella metrica
d). Per semplicita usiamo le lettere x, y per r, , x,, e usiamo le lettere u, v
per u,, %y . Supponiamo ui m=mn==2. Consideriamo il sistema differenziale

=,y = 271 (1 —®) 4 271 (1 4 )3,
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con punto iniziale (0, 0), bersaglio fisso (0, 1), spazio dei controlli fisso
U=[—1<u,v<1], e Vintegrale

t
I= [(u2 4 69?) dt.
t

1

Qui abbiamo f, =wu, f,=2"1{(1 —o*)w®+ 2-1(1 4+ v)*>, e se prendiamo
f=1(fi,f,) vediamo che f & una funzione continua di (», v) nel quadrato U.
Ilati [v==41 — 1< u<1] sono trasformati da f nei segmenti [z, = 0,
—1<2 <1}, [24=2 — 1<% <1] nel piano z2,. I lati {u =1,
— 1 <wv<1] sono trasformati nei segmenti (2, = =1, 0 <z, < 2]. Final-
mente ogni segmento [v=¢, —1<u<1] con —1<¢<1 & trasformato
nellarco di parabola z, = u, 2, = 2"1(1 — ¢} wu? 4+ 271(1 4 ¢}, —1<u <1,
di punti estremi (+ 1, 1 4 ¢) e vertice [0, 271 (1 + ¢)?] ove 2-1(1 4 ¢)* de-
serive lintervallo [0, 2] quando ¢ descrive [- 1,1]. Dunque, il quadrato
U=[—1<wu< 1] & trasformato da f nel quadrato @ = f(U) =[— 1<u<1,
0 <v< 2] Prendiamo v;(t)=0 perogni 0<t<1, k=1,2,.., e prendiamo
u, (f) = =1 secondoche k—1(i —1)<t<k'({—1)4 (2k~', oppure
1 —1) 4 @R <t <k li, i=1,2..,k k=1,2..,0< t<1. Allora
si hanno per x(t), ¥k (¢) le equazioni differenziali

T = fu =2z ==+ 1, Vi = for = 2 = 1,
con punto iniziale (0, 0). Abbiamo allora
(=1t x@t)=1t—Lk?'(i—1), oppure =k 1i—t,

secondoche ¢ si trova nell’uno o nell’altro dei due tipi di intervalli consi-
derati avanti. Dunque @ (t) — 2, () = 0, y5 (t) =y, (t) = ¢, 0 <t < 1, unifor-
memente in [0, 1] quando k—oo. Se Oy :x =uaklt), y=1u(t), 0 <t< 1, k=
=1,2,..., e Cy: 2 =2x,(t), y = y,(t), 0<t<1, possiamo dire che C;, — C,
nella metrica 4. La curva C, ciod la traiettoria [z, (t), y,(¢), 0 <t<1
certamente pud essere realizzata dato che ¢ & convesso. I[nfatti le equazioni
in u, v,

0 = u, 1=2"11—0%) 1?4 271(1 4 o

danno w = 0, v =2 — 1 = 0.43. Pertanto u,(t) = 0, r (1) =2 — 1, 0 <
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t <1, generano C,. D’altra parte abbiamo

1 1
1[0k1=f(ui+6vz>dt=f(1+0> d=1,k=1,2,..,
0 0

1 1
Iloo]=f(ug+6vg)dt=f(o-|-6(V2'— 1) dt =6 (2 — 1=

=6(3 — 2/2) = 1.03.
Dunque I[C], considerato come un funzionale in I" con la metrica 4 non &
semicontinuo inferiormente.
EsEMP1o 4. Consideriamo il sistema differenziale

=u(l—v)4+[2—2"1(u— 1)

y=[2—21u—1P]1 —v)+w

con t, =0, punto iniziale (0, 0), bersaglio fisso (0, 1), & spazio dei controlli
fisso U=[—1<u<1l, —1<v<1] Se
zZ=fi=ul—v)+([2— 2" u—1Pv,2,=f, =[2— 27 (v — 1)*](1 — v) +} o,
si vede che il segmento [v =1,—1<u<1| & trasformato da f= (f,,f;)
nell’arco di parabola AB =2, =2 — 21 (u — 1)}, 2, =u, — 1 <% <1],icui
punti A = (0, —1), B=(2,1) corrispondono ai valori u=-—1 e u =1 rispetti-
vamente. Il segmento [v = — 1, — 1 <<u<C1] & trasformato da f nell’arco
CD=[=2"1u4u—3/2 z,=—ut4u+43 —1<<u=<"1], ciod della
parabola (22, + 2,)> — 6 (2, — 2,) — 27 = 0, 1 cui punti € = (— 2,1), D = (0,3)
corrispondono ai valori u= —1 e w=1 rispettivamente. Ogni segmento
[wu=1¢, —1<v<1] & trasformato da f nel segmento congiungente i punti
corrispondenti a (¢, 1), (¢, — 1) sulle due parabole. Pertanto, 'immagine @ =
f(U) di U @& il corpo convesso @ = (ABCD) del piano 2, z,.
Consideriamo ora l’integrale

]
I= [[w” + (y — t® + (au -+ bv + ¢)?] dt.
[

ove a =2 + T =4,64575, b = — 6 (/T — I3) = — 5,48220, ¢ = — 4 — |3 +
V7 —y21 = 1,49628. Prima di tutto osserviamo che i punti (, , B €T,
(%9, B) €U con a, =2 —|3 =0,26795, f, =2, a, = 2 — |7 = 0,64575,
fo=06"1(1— V1) = — 0,27429, sono trasformati da f nei punti (1,1) e (— 1,1).
Consideriamo ora le funzioni a(t), yx (t), 0 <t <1, generate da uy(t) = a,,
o (t) = B, , oppure wu (f) = a,, v () = f,, secondo che ¢ appartiene all’in-
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tervallo k1 (i—1) <t < k1 (i—1) 4 (2k)~, oppure k—1(i—1) 4 (2k) 1<t <k~ 14,
i=1,2,.0.,k k=1,2,... Allora le funzioni x (f), y (f) sono le stesse come
nell’esempio 3, e 8i ha x(f) —,(t)=0, yx () — y, () =t uniformemente
in [0,1] quando k — co. Dunque, se Cx C, sono le curve corrispondenti, di-
remo che C;—> C, nella metrica 4. Ora C, certamente puo essere realizzata
essendo @ convesso. Infatti il punto (a,, f,) € U con ay = 2 — V5 = — 0,23607,
Bo= (111 (4 — ¥5) = 0,16036, & trasformato da f nel punto (0,1), e pertanto
o (t) = ag, Vo () =B,, 0 <t <1, generano C;. Daltra parte si vede imme-
diatamente che aa, + b8, + ¢ =0, aa, 4 bf; + ¢ = 0. Dalle relazioni
2y (t) — 0, yi () — t uniformemente, e v, = 0, si ottiene senza calcoli

lim 1[04 = 0.

k — oo

D’altra parte
I[C)] = (aay + bB, + ¢)* = (— 0,47957)2 > 0.

Dunque I non & semicontinuo inferiormente in I" nella metrica é. Finalmente
I non ha minimo assoluto in I'. Infatti dalle considerazioni fatte avanti ri-
sulta che ’estremo inferiore di I in I" & zero, ma tale valore non puo es-
sere assunto da I in I'. Infatti, se fosse I==0 si avrebbe x =0, y =4,
au + bv 4 ¢ =0, e pertanto le prime due relazioni danno u =a,,v=_,
mentre ao, - bf, + ¢5£ 0, una contraddizione.

§ 5. Valutazione dello scarto S (¢).

Studiamo prima il caso lineare

TEOREMA 6. Nelle condizioni (C),(0’), (I), se f(¢, x,u) & lineare, cioe

Sz, u)=A4 (t)w)"}‘ Z,-Bj(t,:c)uj,
ossia
Ji(tym,u) = A;(t, x) + 2 B;j (¢, 2) uj, t=1,..,mn

con A = (A, .., As), Bj = (Byj, .., By), j=1,..., m, allora per ogni elemento
Xy (t) = [y (8), yo OJET, 8, < 8y <ty , con

t

£y (8) =z, + f 118, ,(8), wy(s)] ds, ¥, () = f o (8) s, t, <t < by,

4
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(g (8 € T (t, @4 (), o (8) € T* (¢, x4 (1)), si ha

(13) 8 (&)= | fIt, x, (), %o (O)] — £ 12, @, (8)y uy (0] | = 0

quasi dappertutto. Se U (f,#) & sempre convesso allora si pud anche assu-
mere u, (t) = u, ().

DIMOSTRAZIONE. Se X; — X, nella metrica 4, con Xj = [x (), yx(t)],
Y (8) = wg (t), ux (t) € K, allora per ogni ¢, t, <t < t,,, si ha

Zgi (t) — @ () = kll_{n (24 (t) — @i (1)) =

t t
= klim ff; (8 @, (8), wp (8)) ds -—-ff.- (8 x4 (8), 1;; (s)) ds, =1, ..,n
4 153

in forza della convergenza uniforme @y (t) —> @, (t), yi (t) —> ¥, (t) e del teore-
ma 5, essendo wu; () = y; (¢) quasi dappertutto. Dunque

@G (8) = £ (t, @, (1), u, (#))

quasi dappertutto in [¢,,¢,], e sappiamo gia che si ha

) (6) = f (8, (8), w, (8))

quasi dappertutto. La relazione (13) & cosi dimostrata. Si noti che
uy (1) € U (t, x4 (t) per ogni ¢, mentre z?o (e U*(t,x, (). Se U(t,x) & sempre
convesso, allora U = U*, u,(t)€ K, e u,(t) non & altro che una delle fun-
zioni generanti x ().

Torniamo ora al caso generale.

Se X, (t) = [y (), ¥, ()], ¢, <t<1ty,, & un qualsiasi elemento di I'’ e
X (t) = [ @ (t), y& ()] una particolare successione di elementi di I'/ conver-
gente verso X, nella metrica 4, sia al solito

t

(14) () = @y, +jf (8, (8), ux (8)) ds, y (t) = f“k (8) dsy 8, <t < by,

k=1,2,..,

¢ ¢
(15) @, (t) = 5y + ff(s,'”o (8)yuy (8)) ds, ¥, (t) =/;o (8)ds, t, <t <ty,.
4

&
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Sia d(t),t, <t <t,, una funzione non negativa, limitata e misurabile. Con-
verremo di estendere le funzioni d (t), u, (t), ux (t) in tutto Dintervallo [¢,, T|
prendendo u (£) = % (£a0), ug () = g (fe0) D (t39 , T'), € i (£) = u (tax) in (fax, T').
Denotiamo con » il numero

take
(16) v = lim [ d(s)|w(8) — u, (s) 2 ds,
% — oo i
e con o (t, h), v (t) le funzioni
) t4+h
(17 @ (t, h) = lim h—lfd(s) | 2 (8) — 470 (8) |* ds,
k—oo

t
per ogni ¢, <t <y, 0<h<ty, —t e

(18) v (0)=lim k), v’(O)=1Tm k), t<t<ty.
K=o+ h—0+

LEmMMA 3. Per ogni funzione A (¢),¢, < ¢t < T, non negativa ed integra-
bile si ha

t90 t20 bk
fA(t)w'(t)dtsza)w" Oae< lim [ 40 a06) w0 — [ ds
Jim
5

- 00

A 1

In particolare si ha

t2o t90
fy:’ (t)dtS/w” (t) dt <.

4 Y

DIMOSTRAZIONE. Diciamo L, ,L,, L, i tre membri della relazione pre-
cedente. Per semplicitd di scrittura poniamo fi (t) = d(t)]u, (t)—;0 )
t, <t< T, con le convenzioni fatte sopra circa d (t), u,(t), ux(t). La funzio-
ne d(t) & limitata, onde 0<d(t) <M, per qualche costante M,, e quindi
0<fe ) <4M,N? t, <t<T, k=1,2 ... Pertanto, abbiamo anche
0< @t h)<4M; N2 0<y’ ()< y' ()< 4M, N2, e queste stesse funzioni
sono certo misurabili e percid integrabili in [¢, , t,,).

Sia £>0 un numero arbitrario. La funzione A (t) & integrabile in

[t,, T), e quindi esiste un numero 7 > 0 tale che (H) fA(t)dt < ¢ per
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ogni insieme misurabile H c[t,, T] con mis H < %. Essendo 0 <y’ (1) <
< 4M, N%, si avrd anche (H) fA () "’ (t) dt < 4M, N2 ¢ per gli stessi insiemi

H. Prenderemo % < min [¢, 1/2].

Le funzioni 4 (t), v’/ (t) sono L-integrabili in [¢,, t5], e quindi esiste
un insieme chiuso B C[t,, ty] tale che mis B>t,y—t, — 5, e tale che
A (t), v’’ (t) sono entrambe continue su B. Per quasi ogni punto teB si
ha ora

6 <t<ty, im @@Eh)=y"({), lm h'mis(t,¢t+hNB]=1.
h—ot ) B0t

Pertanto, esistono infiniti intervalli [t,?—{- hct,ty) con h comunque
piccolo tali che

v (O<otMW+n 1—g<himis[tt+mHNB<1

Possiamo prendere questi intervalli cosi piccoli in modo che

W &) —v’ (O], |[A®—A®], |[A®y 6—ABOY O] <7
per ogni s € B, t<s __<_?—f— h.

Tutto cio vale per quasi ogni ¢€ B. In forza del teorema di copertura
di Vitali (®) esiste un gruppo finito [z;, 7+ k), i =1,...,p, di intervalli
come sopra senza punti interni in comune tali che

v ) < @@, k)49, 1>k mis[@, u+ k)N B >1—g,

v’ (O —v” @], |[AO—A@|, [AOy" ) —A@y" @] <

per ogni t€B con ;<t< ;4 h;y i=1,...,p, e inoltre
by 4 o + by > mis B— 9 > tyg—1t, — 2.

Possiamo supporre ¢, < 1, < 7 +h <7, < o <1 <7+ by <y, . Ricor-
dando che ty; — ty quando k — oo, esistera un k tale che | tae — a0 | <
< min [#, tyy — 7, — hy] per ogni k > k. Poniamo ¢y, = max [ty , ts). Poniamo

(5) 8i veda ad esempio C. CARATHEODORY, Forlesungen iiber reelle Funktionen, seconda
ediz., Teubner 1927, ristampa Chelsea Publ. Co.,, New York 1948, vi 4 718 pp., particolar-
mente pp. 299-307.
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inoltre
Bi=|t,u+MNB, Ei=|v, v+ h)— By, i=1,..
E=[t, ty)] —UBi, Ep=[t,ty]—UB;.
Si ha
mis E; <y hiy, 27"k < (1 —9)h; < mis B; < hy,
mis E < 29 + 5 = 3y, mis By < n -+ 39 = 4y,
e inoltre
2.' A (‘tg) h.- < 2 Z.A (‘t,') mis Bg
=238) [40a— ) Jaw—aca
(19)
ta
< 2‘[11 (t)rdt + 21] 2:mis B;
b
<204 29 (tyy — by
Si ha ora
L, ——[ () dt = Z.(B.)fA By (t)ydt + (E) [A (&) w’’ () dt

= 3 A (r) w’’ (x) mis B+ Z:(B) [[A (0w () — A () y'’ (z)] e
+12M,N%e

< ZiA () p! (@) i+ gy — t) + 12 M, N2

< A (@) [ 5y h) 4 ) i (tgg — t) + 12 M N2,

Per ogni i=1,...,p, si ha

tithy

@ (tiy k) = lim hrlffk(‘)dt7

k— o
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e quindi esistono numeri k; tali che
wi+h;
P W I [ e a4
per ogni k> k;. Sia ky = max [ﬁ, k4 .oy kp). Le relazioni precedenti valgono
ora per ogni k> k, ed i =1,..,p. Si ha, successivamente,

withy

L2_<_Z,'A(‘li)-/fk(t)dt—|— 2"] .Z‘iA(ti)hi"l"ﬂ(tgo—ti)"*_ 12M0N28

W

= 3:A () (B + E,-)ffk(t)dt—f—21;2,~A(tg)h;+17(t20 —t)+ 12M,N%e

< Zi(Bi)fA (&) fr (t) dt + n Z:(By) ffk (t)dt 4+ 4 My N? 3; A (x;) mis E;

-,-'- 21]2iA(1i)]li+1](t20——ti)+ 12M0N28
tok

< jA () fie (@) dt + 49 My N2 (tyg — t)+ (4 My N2 4 2) 2. A4 (v) b
Y
+q(tyy—t,) +12 M N2e.

Essendo 7 <¢, #<1/2, e in forza della (19), si ha

Lok

Ly < fA (8) fie (€) dt + 49 My N2 (tyy — t,)

G @My N2 2) (20 + 2y (b — 8) + 5 (b9 — 8y) +12M,N%e
2k

<fA(t)fk(t)dt+8e(4M0N2+ 1) (tyy — t, + 1+ ©),

e quest’ultima relazione vale per ogni k >%,. Pertanto, quando % — oo, si
ottiene

L,<DLy<Ly+ 8e(dMyN?41)(ty—t, + 14 0),

ove ¢ & un numero arbitrario. Il lemma 3 & cosi dimostrato.



60 LaMBkrTO CrsArr: Un teorema di esistenza

Nel seguito denoteremo con Z(u)=(Z,,...,Z,) un vettore funzione
lineare a coefficienti costanti in v = (u,, ..., u,,). Pertanto, Z (u) & della forma

Z (W)= R + Bu,

ove R & un vettore costante ad » componenti e B & una matrice ad ele-
menti costanti del tipo » >< m. In altre parole, se

R=(ryyue,?y)y, B=(bj, i=1,..,n, j=1,..,m),
si ha
Z,‘=ri+2jbijujy i=17"'?n’

Per m =1, Z (u) & una funzione scalare z(u) di » come nella § 1.

TEOREMA 7. Nelle condizioni (C’) ed (I), sia X, (t) = [, (), y, (¥)],
t,<t<t,, un elemento di I'", e sia Xy (t) =[xy (), v (O)], ¢, <t< tos,
k=1,2,..., una successione di elementi di I'’ convergente verso X, ()
nella metrica 4. Siano wu,(¢), ;o (t) le relative funzioni per cui valgono
le (14) e (15). Supponiamo esista una funzione non negativa, limitata,
e misurabile d(¢t), ¢, <t<t,, tale che quasi ogni punto ¢, €[t , 1]
ha la seguente proprietd : per ogni ¢ >0 esiste un numero d =3 (t;) > 0
e un vettore funzione Z(u)= R -+ Bu (anche dipende da t;) tali che per
ogni (t,z)€ D ad una distanza <4 da [¢,, x, (¢)] risulta

|7t ayu) — Z (w)| <e-+d(t)|u—muy® perogni wue U*(t (),

ove 170 =74(t0). Allora, se » e v’ (t) sono il numero e la funzione reale
definiti dalle (16), (17), (18) relativamente alla funzione d (t), risulta

8 (1) = |f(t, @ (8), uo (8) — F (2, T (), ue () | < 9" (2)
tzo
per quasi ogni t€[t, ,¢t,] e si ha f () dt <.
o

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢, un punto di [t,, t] ove &’ (¢) =1 (4, =, (t),
wy (B))y Uy = %, (E0) = Yo (to), OVe |d(t)—d (t)], |uy () — w,(to) [ sono le de-
rivate dei loro integrali indefiniti, e ove vale la proprieta dell’enunciato col
relativo numero & = §(t,) > 0 e relativa funzione lineare 7 (v) = K + Bu
(R vettore costante, B matrice costante di tipo n ><m). Pertanto

toth toth

;;0 = ;0 (to) = ’}i_lflo h—1 f;o (¢) dt, hELB+h_lf |d(t)—d (to) I dt = 0,
t )
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tot+h
lim k-1 j | ug(t) — uq (t) 2 dt = 0,
h—04
tot+h
I (&g 5 @ (8), ug () = }}x;a+ b1 f St (8)y w, (8) dt.
o

I ben noto che queste relazioni valgono per quasi tutti i punti ¢, €[t,, ).
In particolare la seconda e terza relazione costituiscono un noto lemma di
Lebesgue (7). Essendo Z una funzione lineare a coefficienti tutti costanti,

anche 7 [u,(t)] & wuguale alla derivata dal proprio integrale indefinito,

ossia
ty+h

Z |ug(t))] = lim h~! f Z [u, (t)) dt.
h—o ]
Considerando poi la definizione (18) di y’ (f), vediamo che esistera una suc-
cessione (k] di numeri positivi tali che

lim 2, =0, lim ¢ (2, , k) =y’ (ty).

8 - o0 8§ —+ 00

Sia ¢ > 0 un numero arbitrario. Allora possiamo prendere un numero
h = h; con s sufficientemente grande cosi che

(20) ' y’ (o) — @ (L k) l <g h<<2714 (to)y
toth
(21) ' Tty 2 (tp), ug (Eg)) — A1 f F (&, ® (t), uy () dt| < e,
' %
to+h
(292) h—lf |d(t)— d(t,)|dt < ¢/N?,
to
foth
(23) W [ T = () @t < efm M
to
toth
(24) z (#, (ty)) — A f Z (u, (t)) dt ' <e.
‘ %

() Vedi, ad esempio, L. TONELLL, Serie {rigonometriche, Zanichelli 1928, p. 174.
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Si noti che per ogni (f, )€ D ad una distanza <3 da [t,,, (%)] vale la
relazione

| flt o, u) — Z(u) | <<e4d(t) | v —u, ® per ogni ue U (t, x)
Dunque, in particolare, si ha

(25) | f (8 @ (t)y g (to) — Z (u (t)) | < e

Avendo fissato h = k, nel modo indicato avanti, della definizione (17) di ¢ (t, k)
vediamo che esisterd una successione [kn]x di interi (dipendente da h) tale

che
to+h
lim k, =00, ¢l(t,,h) = lim h—lf d(t)lukm (t) — 170 (to) [* dt .

m—+c0 m-»c0
to

Dunque, avendo fissato h = h;, esistono interi k = k,, grandi quanto si vuole
tali che
toth
(26) 'qo(to,h)——h—lfd(t)luk(t)—-;o(t)lgdt|<e.
t
Per il fissato valore di h = h, e per k = k,, sufficientemente grande si ha
pertanto
tot+h
(27) ! f A(t) | ug (8) — w, () [Fde < @ (ty, h) + & < ' (t,) + 2e.

to

Si ha ay (t) — a4 (t), Y () — ¥, (t) quando k—> co uniformemente e quindi si
avra anche Z (y(t) — Z (y, (1)) uniformemente, ¢ pertanto possiamo prendere
k = k,, in modo tale che insieme con la (27) valgono le relazioni

(28) | (8) — @, (8) | < he, |Z(ye(t) — Z(y, ()] < he per ogni t.
Si ha ora
S (o s 2o (o) 5 o (1)) — F(ty 5 X (Ey), '_‘0 (ty) =

tot-h
= | f(ty, Z, (&), wg (E)) — it f J(yag (0, uy(8) dt

to

— | f (g s @y (te), g (8))) — Z (g t,) +
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t+h
4+ h"lf \Z (170 () — Z(;"-o (t,)] dt
é
to+h
+ h—lf [ (8, @y () ug () — (b @ (2), wic (1)) AE
t
tyth

+ 1t / [Z (we (1) — Z (u ()] dt
to+h
+ 1,—1[ [ S (ty 2 (t), g (8)) — Z (wi (2))] At

(29) = 0, + 05 + 0y + 0, + 05 + 0.

Siha |o, | <egloy| <&l og] <ein forza delle (21), (25), (24) rispetti-
vamente. In forza della (28) si ha poi

Loy | = | A @y (t + k) — @, (8g) — i (tg + 1) 4 @ (tg)] | <
SV | g (tg 1) — 20 (t + 1) | + | @k (t)) — 2 (fo) | < I (2eh) = 2¢,

e analogamente

fos | = | b2 [Z|yx (b + B) — yi () — ¥y (o + B) + 3, (8)] | <
SEU L Z Gy (8 + B — yotto+ R) | + | Z (i (8g) — ¥ (8)) | ]
< b1 (2eh) = 2.
Si ha
to+h
[ o, <& h“lf d(ty) | g (8) — Eo(to) [Fat<
t
tot+h
<e+ h—‘f dt) | w () ——7&0 () Pt 4+
t
toth
+ h lf At | (8) — g () |2 — | e (8) — g (2) 2| dt
e
+ h“”j | d (6 — d (tg) | | we (8) — g () [ dt =& +o5, + 055 + 05

ly
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In forza delle (27) e (22) si ha

| 064 | Swl(to)+23y

toth
|o6s | < (2)? - A~ [ [ (t) — d (t)| dt < (2N)? (e/ N P = de.
)

Osserviamo che per a, b, ¢ scalari si ha

(@ —b2—(a —cff = (b—c)(b+ ¢ — 2a),
eper |a]|,|b|,]c| <N, sihaanche

|la — b —|a—c?|<4N|b—c]|.

Se ora a = (a,, .., tmh b= (by yeee s bm)y €= () y +ee y Cm) BODO vettori reali con
lal,1b],|c] <N, allora

[la—bf—|a—cl|=|Zjle— b — (4 — ¢ | <
<4NZj| bj—c¢c;j| =4Nm|b—c|.
Pertanto, essendo 0 <d(f) < M,, si ha

to+h
| g2 | < Mo - h“f [ e (8) — g (t) 2 — | e (]) — o () 2 | dt
to
tth
< 4mN M, - h—lf | g (8) — g (t) 2t .
ty

In forza della (23) si ha | g5 | < 4¢, e infine
log| <&+ |oay | +]06s| 4 063 | < 9 (tg) + e+ 26 + 26448 = ' (t) + 9e,
Dalla (29) si ha infine
8 (tg) = | £ty g (to)y % (6) — f (ty, o (t), o (k) | <
Slogl+lol+ 1ol +1ol+ 101410l
<sded e 24 2y (tg) + % = wit) + 16
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Essendo &>> 0 arbitrario otteniamo 8 () <y’ (f,), e questa relazione vale
per quasi ogni ¢, di [t,,?,]. Il teorema 7 & con ci0 completamente dimo-
strato. L’ultima affermazione & una conseguenza del lemma 3.

COROLLARIO. Nelle stesse ipotesi del teorema 7, se esistono due fun.
zioni A(f), L(t), t, <t <ty,, 0 <4A(t)y L(t) <+ oo, finite quasi ovunque, non
negative e misurabili con prodotto 4 (¢) L (t) integrabile in [¢, , ¢,,] e tali che
per quasi ogni ¢ si abbia

| (€) — g () | < A(0) | f(t, % (0) 2 (8) — f (8 @ () o (B) |

| o (b @ (8)y tto (6) — Fo (& @ (1), o () | < L(®) | w(t) — wuo(®) |

allora si ha anche quasi ovunque in [¢,, ¢,]

| fo (b @ (8), g () — fo (ty o (8), ug (8) | < A () L () v’ (),
con
b lok

fl(t) Lty (t) dt < ' Eli_mfl(t)L(t) d () | u (1) — g (8) |? dt.
k-»00

DIMOSTRAZIONE. La prima parte & ovvia conseguenza del teorema 7;
la seconda parte & una conseguenza del lemma 3.

Le condizioni del teorema 7 sono certamente verificate nell’ipotesi
seguente

IroTESI (8): Esiste una funzione non negativa limitata e misurabile
nel senso di Borel D= D¢, x, u), (¢, x, w) € M7, con la seguente proprieta :
Per ogni ¢ > 0, (t,, )€ B;><D, u, € U* (¢, ), esistono un é=43(t,,x,, %y, &> 0
e una funzione lineare Z(u) = R -+ Bu (R vettore, B matrice di tipo n ><m,
6, B, B dipendenti da t,, x,, u,¢), tali che per ogni (¢, ) € E;>< D ad una
distanza < ¢ da (t,, x,) risulta

(30) | @ty 2, u) —Z(u)| <e+ D|u—wu,[* per ogni usU*(t, x).
Infatti la funzione

d(t) = D (t, 2, (), uy(®), t, <t < by,
¢ misurabile (8).

(8) loc. cit. in (5).

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Finalmente la condizione (f) & certamente soddisfatta se per ogni
(t, x) € By >< D, f(t, x, w) & di classe C? in u = (u,,...,Un), con derivate par-
ziali seconde continue in M7}, e

s ;if"'k ty ®, w) En & | < 2D (ta,u) (8 + ... 4 E2)

=1
ove fix = 0°%f;/oun ou, e la somma 3, & presa per tutti gli b,k =1,...,m.

Le ulteriori ipotesi del corollario sono certamente verificate nell’ipotesi
seguente :

Iro1ESI (y). (y,) Esistono due funzioni A (¢, #, w), L (¢, x, u), (¢, , u) € M¥,
entrambe non negative e misurabili nel senso di Borel, con eventuali punti
di infinito le cui coordinate ¢ coprono al pill un insieme di misura zero, con
le seguenti proprieta :

(70 |fo (8 2y w) — fo (8, @, uy) | < Lt @ ) | w—uy |

per ogni (¢, x) € B, >< D e per ogni due punti u, uy€ U*(t, x); (y,) se, per
ogni (t, x) € B, >< D, per ogni n-vettore z,=f(t, , u;), uy € U*(t, x), e per
ogni altro n-vettore z€ f(t, x, U*(t, x)) si prende z = f(t, x, u), u€ U*(t, ),
con |u — uy| = minimo, allora risulta

luw—uy | < At x,u)) | 2—2 | .

La condizione (y,) ovviamente non richiede la condizione di monotoneita
di f nel vettore u, condizione che sarebbe impossibile da verificare se, ad
esempio, & » < m. Tuttavia, per » > m, la condizione (y,) & certamente veri-
ficata se f & monotena in » e di piu se

lu—uy | <A@, 2, uy) | fEx,u) — (& 2, u) |

per ogni (¢, #) € By>< D e per ogni due punti u, uy€ U™ (¢, x).

In ogni caso 8i noti che se z’ (t)= f(t, # (t), u, (f)) quasi ovanque in
[t, , t5o] Per qualche funzione di controllo w,(t) con valori in U (¢, x (t)), e se
;0 (t) & una data funzione misurabile con valori in U*(t, z(t)) e del resto
arbitraria, allora esiste sempre un’altra funzione v, (t) con valori in U * (¢, x (t)),
misurabile in |¢,, t,], tale che quasi ovunque in [¢,, t,] si abbia ancora
z’ (t)y = f(t, x (t), v, (2)), e tale che per ogni t si abbia | v, (f) ——TLO (t) | = mini-
mo. Si deve solo applicare il lemma 2.
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6. Teorema di esistenza.
Possiamo ora dimostrare il

TEOREMA 8 (di esistenza del minimo). Nelle condizioni (C), (C), (I),
(&), (B), (y), si agsuma che

At x, w) L(t, », ) D,z u) < C(t, , u), (t, ®, w)€ M7,

dove il segno = vale al pit per punti (f, x, w)€ M7 i cui valori ¢ coprono
al pilt un insieme di misura nulla di B,. Supponiamo che x,, sia accessi-
bile entro il tempo 7 partendo dal punto x,, al tempo ¢, . Allora esiste una
soluzione ottima u, (), t, <t <t,< T, u,(t)€ K, per il problema di Pontryagin
|21
(31) I[u]= ffo (t, z (2), w (t)) dt = minimo, u () = (¥ , ... , Um) € K,
t
(32) o O)=fzt)u®) t, Lt<ty, [=(f1ysfu)y 2=(,, @)

(33) ® () =@, &(ly) = Xgg, t, <t, < T, t,, 2,2y, T fissi.

Di piu, se ue(t), ¢, <t <ty <T, u ()€K, k=1, 2,..., & una succes-
sione minimizzante, poniamo al solito

t ¢
(34)  xy(t) ==z, + ff(sy %, (8), ug (8)) ds,  y, (8) = [_“o (s)ds, 4, <t<t,,
6 t

t t
(35) ()= w0+ f (6, 0 (), w () ds, g () = f e (5) @5, b, <<y,
t 4
k=1,2,..,
(3(5) c (t) = C (t, X, (t), g (t)), d (t) =D (t, x, (t), u, (t)),

(37) A(t)= A (2, %y (t), u, ), L (t) = L {t, 2, (8), g (2)),

ove we (), u, (1) € U (t @, (1), 1, ()€ U* (t, 2, () per ogni ¢, ove my (fay) = @,
x, (ty) = @y, , @ supponiamo che [xg (2), yx (E)] — [x, (1), ¥, (t)] nella metrica A.
Allora si ha )

bok
(38) '!im f[c &) — A(t) L(t)d (8)] | wg (¢) — ;0 (t) |2 dt = 0.

3
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Se U(t,«) & sempre convesso, onde U = U*, allora la condizione (C) pud
sostituire la condizione (C’). In tale situazione e se ¢(t) — A(f) L(t) d(t)>6>0
per qualche costante ¢ > 0, allora si pud sempre assumere u,(t) = 170 (t).

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ = Inf I[u] nella classe K, c K di tutte le fun-
zioni di controllo ammissibili % (!) con traiettoria x (f) soddisfacente le con-
dizioni ai limiti (33). Essendo K, non vuota, ed essendo f (¢, x, u) continua
e limitata in Mr, certamente i © finito. Sia wuz (f), t, <1t < ty, uk(l) € K,
k=1, 2,..., una successione minimizzante. Possiamo assumere

i<TIly)<i+kl, k=12...

Considerate le corrispondenti funzioni =y (t), ¥, (t) soddisfacenti le (35) e (33)
sappiamo che @y (¢) € I, X3 = [@, (8), yp (D)) €L/, con t, < t <ty < T. In forza
del teorema 2 sappiamo che esiste almeno un elemento di accumulazione
X, = [, (£), Yo O] € I'” nella metrica 4, con z, (), e ¢, <t<t, <T, e
pertanto esiste una sottosuccessione [Xk‘] convergente nella metrica 4 con
limite X,. Per semplicitd di notazioni supporremo che [X},] coincida con
[X%x]). Come si & fatto notare nel teorema 2, Dl’elemento limite X, soddisfa le
relazioni (6), ossia le relazioni (34) del presente teorema con funzioni
U, (t),z;; (t) che possono essere distinte, con valori u(t)€ U(t,x, (t)),—u0 (e *(t,a (1)),
t,<t<t,. Poniamo
bk
(39) Q" = lim [ le® — 2O LOA@)] | wk (€) — o (8) 2 dt,

k—oo
Y

ove ty = max [t,, ts] € ove usiame le convenzioni usuali circa l’estensione
delle funzioni sotto il segno di integrale al di fuori del loro intervallo di
definizione. L’espressione in parentesi quadra & una funzione non negativa,
limitata e misurabile. Pertanto se £’ & il lim della stessa espressione come
nella (39), abbiamo 0 < 2'< Q" < 4 0.

Come 8i & notato in principio, u,(¢) & definito solo dalle relazioni (34),
ossia g (t) = £ (t, %, (2), uo (), t, <t < t,, quasi dappertutto. Assumeremo per
uy (t) quella funzione misurabile in [t,,¢] con valori wu,(t) € U (t, z,(t)),
t, <t<t,, e con |;Zo (t) — uy (t) | = minimo per ogni ¢, la cui esistenza &
garantita dal lemma 2.

Dato ¢ > 0 sappiamo dal teorema 4 che per tutti i % sufficientemente
grandi si ha

k) g
(40) 4 k1> I fuy] > !fo (t, a0y (B), uy () dt — & —|—fc ()] wie () — wy (8) |2 dt .

b
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In forza del corollario del teorema 7 si ha ora

| fo (& @ (8), 2 (£)) — Jo (8 @ (B)y 20 () | < 2 (8) L (t) 9 (8),

(41) B
ty Lok

fﬂ.(t)L(t)tp'(t)dtSE/A(t}L () d (t) | e (8) — wo(t) |2 dt,
k — oo
t 4

la prima relazione essendo verificata per quasi ogni ¢. Dunque si ha

& t
| f 7oty @ () g (8) dt — f Tty 3o (), Wy () dt ‘ <
4 1Y
(42)
ty tok

sfut)mt)w'(t)dtsn_m_f;-(t)L(t)d(t)luk(n—u‘omlz .

k — oo
t t

Per ogni k sufficientemente grande si ha pertanto
ffo (8 @, (), uq (2)) dt
t;

(43)

<ff0txo , U (8) At + & +f ) L () d (8) | g (£) — wy (8) |2 dt.

Si noti che u,(t)€ K, e quindi

]
(44) iS]fo (¢, 2, (£), u, (t)) dt.
t;
Combinando le relazioni (44), (43), (40), otteniamo successivamente

ty
i _<__ff0 (ty @, (), ug (2)) At <
4
(45)

I [1 L(t)d () | we (t) — ug (8) | dt| +

69
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+[i+k-l+s_fc(muk(t)—io(m%dt

P
=i+k—-l+28_/[0(0—-A(t)L(t)d(t)]|uk(t)—;0(t)|2 at.

Dunque
Tk
f{c ) — 20 T (0) & (O] wr 6) — (62 At < k=1 - 2

4

per tutti i k& sufficientemente grandi. Se prendiamo il lim del primo mem-
bro, abbiamo percio

(46) Q"< k4 2¢

per ogni k sufficientemente grande, Dunque £’ < 2¢ e finalmente Q" = 0.
Dalla relazione (45) deduciamo ora
2]
P2 [ folt o0, (0 2t i 1t 2e

2%

per ogni k sufficientemente grande. Facendo prima tendere k ad oo, e poi
¢ a zero, otteniamo

]
I [uy) = f Fo(ty @, (8), %o (1) dt = .

Dunque, u,(f) & ottimale. I’altra parte, 2 =0 e quindi 0 = ' = Q”, ¢iv
che prova la (38).
Nella situazione considerata alla fine dell’enunciato del teorema si ha
c(t)—A(t) L(t)d(t) > o > 0 per qualche costante ¢ > 0. Allora la (38) impliga
g
lim f|u,,(t)—io(t) |2 dt=o,
k — oo "
e quindi anche
toge
lim fz (&) L (t) (&) | e (8) — g (1) |* dt =0,

k »o00
Y
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essendo A(t) L (t)d(t)<ec(t) una funzione limitata. Pertanto, dalle relazioni
(41) e da U= U™ otteniamo

Jo (8 24 (t), uy () = fo (8, 2, (0), ’70 (), ’—lf_o (1) € U (L, x4 (),

quasi dappertutto. Questo significa che Jo(t) & una delle funzioni di con-
trollo generanti x,(t), ¢ percid possiamo sempre prendere u, ()= u, (t). Il
teorema di esistenza & completamente dimostrato.

OSSERVAZIONE. Nel teorema 8 di esistenza lipotesi che x,, sia acces-
sibile pud essere sostituita dall’ipotesi che wx,, sia punto di accumulazione
di punti @) € E,, che sono accessibili (tutti in tempi ¢; < T e a partire da
%,, al tempo t,). La dimostrazione & la stessa purcheé i = Inf I [u] venga so-
stituito dal numero ¢ definito come segue. Si prenda ¢ > 0 e si consideri
la sottoclagsse K, di tutte le funzioni di controllo u(f),t, <t <t, < T, la cui
traiettoria « (t) ha elemento finale x, = (t,) ad una distanza <Tp da x,,.
Le sottoclassi K, sono non vuote per ipotesi. Si prenda ora

i/ = lim Inf I |u].
o—0+ uel\’e

La dimostrazione del teorema 8 & ora la stessa con ovvie modificazioni, e
se ne conclude che u,(t)€ K;, onde K, é non vuota, e che i =1’, ossia
e
Iug) =i=1".
Se introduciamo con Pontryagin la variabile ausiliaria x, e prendiamo

t
w00 = [foly o0 ds, 4 <e<,
i

allora lo stesso ragionamento dimostra che 1’insieme J* dei punti
(B2 y Xan y X1z y weey Tyw) con By < t, < T, che sono «accessibili » partendo dal punto
(0,2, .., %) (nello spazio E, ,) & anche chiuso e quindi compatto. In
questa torma il teorema 8 diventa P’analogo del teorema di E. Roxin (%). L’e-
sistenza del minimo assoluto (teorema 8 attuale) ® allora una conseguenza
della compattezza di J*. Infatti J* conterra almeno un punto (t, , Zy, , &5 5 «e
vy &na) con ¢, <t, < T e x,, minimo, come E. Roxin ha fatto notare.
Finalmente possiamo sostituire al bersaglio puntiforme e fisso x,, nel
teorema 8, un « bersaglio esteso e mobile » B (f) come troviamo nel risultato
di L. Markus ed K. B. Lee (1) in corrispondenza del lora teorema esisten-

(9) loc. cit. in (2).
(19) loc. cit. in (3).
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ziale. Precisamente, supporremo con questi autori che B(t),t, <t< T, & un
sottoinsieme variabile di ¥, tale che (a) per ogni ¢ ’insieme B (¢) & chiuso,
t; <t<T;(b)B(t) varia con continuitd, cio®@ supponiamo che, dato ¢> 0,
esista un 6 >0 tale che per ognif, t€[t,, T] con | ¢t—¢| <4 risulti
B (t)c[B (Zj]e,B(t_)c [B(t)]. ove adoperiamo le stesse notazioni come nel-
Vipotesi (C). La dimostrazione del teorema & la stessa con modificazioni a-
naloghe alle precedenti.

Di piu il teorema 8 e tutte le considerazioni di questa osservazione
valgono ovviamente anche se f, & fisso insieme con ¢, , x,,, x,;. Ancora ei si
puo limitare alle traiettorie x () e corrispondenti funzioni di controllo w (t)
tali che (¢, x)€ A, t, <t<t,, ove A & un dato insieme chiuso dello spazio
E, < E, dei punti (¢, #). Si deve soltanto supporre che =z, sia accessibile
da x;, mediante tale tipo di traiettorie.

OSSERVAZIONE. Ricordiamo che, se f,>»_>0 per qualche costante
» > 0, allora la limitazione ¢, < T pud essere abbandonata. Infatti, se un
punto xg, & accessibile, e u (t) & una funzione di controllo w ()€ K con cor-
rispondente traiettoria z (t) tale che x (f,) = x,, e j & il corrispondente valore
delVintegrale I[u], allora, preso T =¢, 4 j»~!, tutte le strategie u (t) che
conducono ad ®,, in un tempo > 7' danno per lintegrale I [u] un valore
> »(T'—t,) =j, e pertanto possono essere trascurate.

OSSERVAZIONE. Nelle condizioni del teorema di esistenza 8 il sistema
di equazioni differenziali ’ = f (¢, #, « (!)) non soddisfa necessariamente al-
cuna condizione di unicita locale.

Nelle righe seguenti diamo esempi di problemi di Pontryagin a cui si
puo applicare il teorema 8, ma non si puod applicare quello di Filippov.
Tuttavia, si potrebbero dare esempi in cui il teorema di Filippov si applica
e non il teorema 8. Il teorema di Filippov e il teorema 8 sono indipendenti.

EsEMPIO 5. Sia m = n = 1. Consideriamo il problema di Pontryagin
t
I =/ (2% 4 w® + 1) dt = minimo,
4

@’ = Au+ v?, x, v scalari, ue U, U=[—1<u<1],
t, =0, x(0)=1, =z(t)=1,
ove A e una costante A > 4. Si ha
o= b1, fu=2 fuu=2
S=fi=Autv®, fi=A+4 2 fu=2
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onde 8i puo prendere
C=1, D=1, A=(4—2, L=2,

essendo f sempre crescente e f,=A +2u>A4 —2>0. Di pit U & un
segmento e @ = f(U) & anche un segmento (essendo n = 1), precisamente
il segmento [— A 4+ 1<2z< A -+ 1] dell’asse z. Dunque entrambi U e ¢
sono fissi, compatti e convessi. La disnguaglianza A LD < C si riduce
alla relazione 4 > 4 che ¢ soddisfatta. Si ha poi f, > 1, e il punto x =1
¢ certo accessibile da # = 0, dato che per =1 si ha 2’ =4 +1>5, e
2 =1 ¢ raggiunto con un t, < 1/5. In forza del teorema 8, il problema di
cui sopra ammette una soluzione .ottimale.

~

Si noti che si ha qui 7‘= (fo, /1) e per ogni x, I'insieme §=f(U) é
P’arco di curva del piano z;z,:

zp=a+ w41, z,=4du-+t+u?, —1<u<l,

e () non ¢ un insieme convesso. Pertanto il teorema di Tilippov non si
applica.

EsgMrio 6. Sia m = 2, n = 1. Consideriamo il problema di Pontryagin
1y
I =f(u2 + ¢+ 2% 4 1) dt = minimo,
4

2 =u?+ 2+ Au+ 2, w,v,x sealari, (w,v)e U={[|u|+|v|<1]
=0, x(0)=1, x(t)=1,

ove A ¢ una costante, A > 10. Si noti che U & completamente contenuto
nel cerchio u* 4 ¢v* <1. Si ha

ﬂ=“LFﬂ+wL¥Lﬂw=%J@=2m|ywﬁﬁ=2wh+m%5&
Jow =2, fow =2, fow=0,

fi=wt+4 2004 Au+u, fru=2u+ A, fi,=4v, |gradf,|>A4—2,
Juw=2, fiw=14, fiw=0.

Ovviamente possiamo prendere ¢ =1, D = 2, L = 2. Dobbiamo ora trovare
un possibile valore di 4. Prima di tutto notiamo che f, («, v, #) ha valori
minimo e massimo su U che sono — 4 +1-+xe 44142 e che sono
assunti rispettivamente nei vertici (— 1, 0), (1,0) di U. Sia z; = f, (¥y, v, ¥)
un valore assunto da f, in qualche punto diciamo w, == (u,, vy) di U (per
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qualche x fisgo). Sia 2z, un’altro valore pure assunto da f, su U (per lo
stesso ), e diciamo 1w, = (u,, v,) il punto di U pit vicino a w, ove z, =
=f, (u;, v,, x). Diciamo § il segmento di U congiungente w, = (u,, v,)
con (—1,0) se 2, <%, e con (1,0) se 2, > z,. Dunque f, assume certa-
mente il valore z, in un punto w=(u,v) di 8, e quindi |w, — w,|<
1
<|w — w,|. D’altra parte i coseni direttori di S sono «, >2 2, a,<2 2,
e quindi la derivata direzionale di f, lungo S presa nel senso delle u cre-
scenti &

1
afy)ds = fru oy + froae = (A + 2u) &y + 4vay >2 2 (A4 2u — 4 |v)).

—-

La funzione 3 =2u — 4|v| ha il suo minimo valore — 4 su U, e tale

1
minimo valore & assunto nei due punti (0, + 1). Dunque df,/ds > 2 2 (A — 4)

lungo S e quindi
1

[, — 10 < |0 — 10, | < 27 (4 —4)1 |2, — 2, |

1

Possiamo prendere A = 2% (A — 4)~1. La disuguaglianza A LD < C si riduce
ora a 4 >4+ 4)2 che & certamente soddisfatta. Si noti che Q =f(U) &
un segmento (essendo » = 1), e quindi ¢ ed U sono entrambi convessi e
compatti. Si ha poi f,>1, e il punto x =1 & certo accessibile da x =0
dato che, per u =1, v=18i ha "= A4 -+ 1+ 2, ¢ la corrispondente so-
luzione « () con x (0) = 0 certamente supera il valore x =1 in un tempo
finito. In forza del teorema 8 il problema di cui sopra ammette una soluzione
ottimale.

Si noti che si ha qui f: (fos f1) e, per ogni x, 'insieme §=f(U) e
I’insieme piano di tutti i punti (z,,2,) conz,=f,, 2, =f, |v|+ || <1
Qui z, pud avere il suo valore massimo x? 4 2 soltanto nei quattro vertici
(1,0), (0, 1) di U, e a questi punti corrispondono punti (2, z,) cou
2p=a*+2, 2, =A 4+ 14 x, oppure 2, = — A + | 4x, oppure z, = 2 4 x.
Dato che questi sono i soli punti di Q) con ascissa 2, massima z, = x* 42,
e chiaro che 6 non & convesso. Pertanto il teorema di Filippov non si
applica.

EsgEMPIO 7. Sia m = 1, n = 2. Consideriamo il problema di Pountryagin

4
I=f(a:2 + ¥* + v? 4 1) dt = minimo,
t

o =2 @+ 1) (u+ 1+ 4),
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v =—1+@+1) @41+ 4),

welU, U=[—1<u<l1], a9 u scalari,

t,=0, 2(0)=0, y(0) =0, &(ty) =2y, ¥ (ts) = Yy,

ove A ¢ una costante A > 2. Si ha
So=a*+ ¥+ ¥+ 1, fouo=2U fou=2
fi=241) (014 A) =2+ 1?4 24 (u + 1),
fom =1 (b D 14 A) =+ 12 A (4 1) — 1,

e pertanto, se f = (f,,f,), l'insieme Q = f(U) & un segmento 1 della retta
2, — 22, = 2. Dunque U e @ sono entrambi convessi e compatti. Se z(u)=
= (u+4 12+ A (v + 1), vediamo che z, =2+ 1)+ A> A, e 2,=2, €
pertanto grad f> I'5 A, Possiamo prendere

¢=1, L=2 A=(54)"", D=5

Pertanto la disuguaglianza A LD < C si riduce ad 4 > 2. Si ha poi f, >1.
In forza del teorema 8 il problema di cui sopra ammette una soluzione
ottimale per ciascun punto (r,, y,) che & accessibile.

Si noti che 7= (foy f1,/2) e che, per ogni x, insieme 6 =f( U) ¢ la
curva dello spazio 2,2z, 2, con 2z, =1y, 2, =1, 2, =f,, —1<u<1 Qui
la coordinata z, raggiunge il suo valore massimo a? 4 y*> 4 2 soltanto nei
punti estremi di (:)', cio¢ nei punti (#* 4 y>+ 2,0, — 1), (@* 4+ y*+ 2,
4(A+2), 4(4 4+ 2) — 1), e quindi f:)' non & un insieme convesso. Il teorema
di Filippov non si applica. '

EsEMPIO 8. Sia m =n = 2. Si consideri il problema di Pontryagin

ts
I=-/(x2+y2+u2+v2+1)dt=minimo,

1]
¥ =Au, ¥ =01 —v)ut4 By, w,)el0=[—1<u<1, 0<v<1],
r(0)=y(0)=0, x(t,)=0, y(t,)=1,

ove A, B sono costanti, A > 6, B >11.
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Si ha
fo=22+ 4wt o241, JS= [y [
e prendiamo
X=f,=Au, Y=f,=(1—v)u? -+ Br.

Anzitutto il rettangolo U & trasformato da f nella regione @ = f(U) =
=[—A< X< A, A?X*< Y < B], certamente convessa. Si ha poi

[ fo (g y v) — fo (g s v) | = | () — wp) (uy + t5) 4 (v, — v,) (v, + ) !

i 1
2 2

<[y — ugl® + (0 — P12 [(wy + up)® + () + )72

3 1
<2 2 (g — up)® 4 (v, — ”2)2]2

3
2

e pertanto L = 2%. Si ha poi

fouu = 2’ fouv = 07 fovv = 2,
e quindi si puo prendere ¢ = 1. Si ha ora
X, — X, = A (u;, — uy),
Y, — Y, =[(1 — vp) ui + Bvy) — [(1 — vy) ws + Bog] =
=B (v — ) + (1= v) (] — ) + w5 [(1 — o)) — (1 — )]

= (B — u3) (v, — v3) + (1 — vy) (g — up) (ug + uy).

Essendo B — u}> B — 1, otteniamo

1
o= vy = o (V= Yo — (L= o) (0 — ) (0, + )

o= ml < g |1 Y= Bl + 51X =X,
e quindi )
(“1—'“2)2+(v1—”2)2_<_F(X1_X2)2+
1 X, X, )2 Y 2 4
+(B_——T)_2[(‘_ o (Y, — z)ll‘i‘;p

[l b e 4 e
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Essendo A > 6, B> 11, otteniamo

1 4 1 110 1 _4
B =1y (1+A3) ( +: ) 100 9 — 90 ~81’
4 1 1 4 1 1 4
A2+ 1)2(1+F) 3_""100( +%)=%+§6<H’
e infine
(W — )% + (v, — v,)? < [(X X, + (Y, — Y,)?.

Possiamo prendere percid 4 = % Finalmente
Xn=Xw=Xpn=Xpn=0, Yo =21 —7), Yy = — 2u, Yy, == 0,
[ Y| <2 | Yuo | <2, e
2y <EFEFP<2E+ )
Possiamo prendere D = 1. Si ha infine

2 L 2
ALD=Q .2V2-1=§—g—-<1=().

<

Le condizioni del teorema 8 sono soddisfatte, ed esiste percid una soluzione
ottimale per ogni punto (x,y) che é accessibile. Per esempio 2 =0, y =1,
¢ accessibile, dato che, se prendiamo % = 0, v = 1, otteniamo #’ =0, ¥y’ = B
e pertanto #=0, y= Bt, e il punto x =0, y =1, & certo raggiunto. Si
noti che in questzg esempio f, nonNé fuBzione monotona di w.

Si noti che f= fo,fl ,J2) ¢ @ =f(U) & un insieme di punti (Z, X, Y)
con Z=f,. I’insieme Qcoutleae i punti (3 42%+42,1,B), (3+2*+ 9% —1,B)
di coordinata é massima, ma nessun punto del segmento che 1li congiunge

appartiene a ¢). Pertanto Q non & convesso e il teorema di Filippov non
si applica.

EsEMrIo 9. Sia m = 2, n = 1. Consideriamo il problema di Pontryagin
)
I[ul= f(.ac2 -+ w® 4+ »* 4+ 1) dt = minimo,
4
=1—®u*+ By, u,0el=[—1<u<l, —1<v<1)
t,=0,2(0)=y(0)=0, x(t)=0, y(ty) =1,

ove I3 >8 & una costante.
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Si ha fy=a>+4+u2+v*+1 e si pud prendere, come nell’esempio 8,
C =1, L = 2)/2. Prendiamo X=jf= f,=(1 — v*)u®+ uv. Allora X, = B — 2vu?>
>B—2>0 e quindi X, >0, e X & crescente con v. Per v=—1 si ha
X=—B, per v=+1 si ha = B, indipendentemente da w. Dunque
Q@ =7f(U) & Yintervallo ¢ =[— B< X < B].

Dati X = (1 — vy u2+ By, e ogni X+ X ,— B< X< B, esiste un v
tale che X = (1 — v*)ul + Bv e si ha

X — X, = — v )ul 4 B (v — ),
| X=X |=|(0—v)[B—(@+v)ul||>|v—n,|(B—2)

e|v—1|<(B—2"1X— X,|. Dunque, se (w,v) & il punto di U con
X=(1—7v})u?+ Bv ad una distanza minima da (u,,v,), si ha

[(w — up? + (v — vo)ﬂ%g [v—-9,|<(B—2)11X— X,|
Cido dimostra che si pud prendere A = (B — 2)~1. Si ha ora
fue=20 —®), fu=—4us, fn=—2u
| fuu| < 2 | < 4 |fw | < 2

e si puo prendere D = 2. Dunque
ALD=(B—2)1.2)2-2<4)2/6 <1=2¢C

Concludiamo che il problema di cui sopra ha una soluzione ottimale per
ogni punto che & accessibile. In particolare, vediamo che (0, 1) & accessibile.
Basta prendere v=0, u=1, ¢ allora 2’ =1, x =1, ¢ (0,1) & raggiunto al
tempo {, = 1. Qui f non ¢ funzione monotona di . Se poniamo 7:: (S S 1)
e QV = j"'v (U), 8i vede, come nell’esempio 8, che ¢ non & convesso, e il teo-
rema di Filippov non si applica.

Anu Arbor, Gennaio 1964



