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MODULI FUCHSIANI

di Jurr I. MANIN (') (Mosca)

Introduzione

B ben noto che una grande parte della teoria di equazioni differenziali
lineari ordinarie & « formale », cioé appartiene all’algebra. Limitiamoci a in-
dicare D’esempio della teoria di Picard-Vessiot, che ha acquistato tutta la
sua generalita e semplicita soltanto nella presentazione algebrica di Kolchin.

In questo lavoro ci proponiamo di studiare ’analogo algebrico di una
altra classe di equazioni differenziali — quella del tipo di Fuchs ([1], [2]).
Mentre loggetto principale della teoria algebrica di Picard-Vessiot & un
corpo differenziale, noi invece studiamo una certa classe di moduli differen-
ziali. Data un’equazione differenziale lineare, costruiamo lo spazio lineare,
generato dalle soluzioni di questa equazione sopra un corpo, contenente i
coefficienti dell’equazione, e consideriamo Vazione di derivazione su questo
spazio, utilizzando la tecnica dell’algebra lineare.

Nel § 1 sono descritte le proprieta generali dei I)-moduli. Nel § 2-3
si trova la struttura di gruppo delle classi dei D-moduli di dimensione 1.
Oltre a ¢io viene introdotta la nozione di discriminante di un D-modulo al
posto della nozione classica di wronskiano del sistema delle soluzioni. I
§§ 4-5 contengouo le definizioni e i risultati di classificazione dei D-moduli
fuchsiani su un corpo di serie formali. Nel § 7 si trova la relazione tra
gli invarianti locali di un modulo tuchsiano su un corpo di funzioni algebriche
di unna variabile.

Questo lavoro fu motivato dal ruolo dei D-moduli nella teoria delle
varieta abeliane su un corpo di funzioni algebriche ([3]). Ho speranza di
spiegare, in una successiva pubblicazione, qualche applicazione dei risultati
qui presentati.

Pervenuto alla Redazione il 31 laglio 1964.

(1) Questo lavoro @ stato scritto durante la permanenza dell’autore presso I'Istituto

Matematico dell’lU'niversita di Pisa sotto gli auspici del C.N.R.
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Mi sia consentito ringraziare qui la Signorina Maura Silvestri per il
lavoro di correzione della lingua del mio manoscritto.

1. Definizione e proprieta gemerali dei D-moduli.

Sia k¥ un corpo. Un omomorfismo di gruppi addittivi 9: k¥ — k si dice
derivazione, se d(xy)=dx -y + xdy per ogni z,ye€k. Sia D uno spazio
k-lineare di derivazioni di un corpo k. Sia dato uno spazio k-lineare M con
una legge di composizione D > M — M: (9, m)—> om, lineare rispetto al
primo argomento, additiva rispetto al secondo. Chiameremo M un D-modulo,
se 9 (xm) = 0x - m + x dm per ogni d €D, x€k, me M. La definizione di un
omomorfismo di D-moduli & evidente.

Siano dati due D-moduli M, N; denoteremo con M ) N il D-modulo
avente come spazio lineare soggiacente M ;‘@N e legge di composizione

dam@n)y=m@n+m@on, meM, neN.

Similmente denoteremo con Hom (M, N) il D-modulo avente come spazio
lineare soggiacente Hom, (M, N) e legge di composizione

(oh)(m) = 8 (h (m)) — h(ém), h€ Hom (M, N), meM.

In particolare, il corpo k¥ & un D-modulo; indichiamo con M'® il D-modulo
Hom (M, k). In ciascun caso & facile verificare gli assiomi di struttura di
D-modulo.

La proposizione seguente mostra la compatibilith di queste definizioni
con isomorfismi canonici di algebra lineare.

PROPOSIZIONE 1. I seguenti isomorfismi canonici di spazi lineari sono
isomorfismi di D-moduli :

(1) MIN=NRQM

2 COMQQN=LQMUQN)

(3) Hom(M,N)=M‘® N

(4) Se la dimensione di M & finita, allora (Mt} = M.

DIMOSTRAZIONE. Limitiamoci a verificare che (3) & isomorfismo di -
moduli; le altre tre asserzioni sono ancora piu ovvie. Sia ke Mt me M,

n € N; Visomorfismo canonico (3) fa corrispondere all’elemento h@neM' QN
'omomorfismo fj, ,: m — h(m)n, f, » € llom (M, N). Secondo la definizione,
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si ha
(8. ») (m) == 8 (fi, n (M) — fo, n (8m) = & (b (m)) n + h (m) dn — h (8m) m =
= (0h) (m) n + k(m) on = (£, , + f;, o) (M),

il che prova la nostra asserzione.

Sia T (M) Palgebra tensoriale del D-modulo M sul corpo k. D & uno
spazio di derivazioni omogenee dell’algebra T (M ). Su ciascuna componente
omogenea T,(M ) opera il gruppo simmetrico B,, e per ogni 0 €D, o€ B,,
me T, (M) si ha

9 (m?) = (om)°.

In particolare, lideale I c T (M), generato dagli elementi m, @ m, —
—my,@m,, e Videale J ¢ T(M ), generato dagli elementi m, @ m, + m, ® m,,
sono D-sottomoduli di 7(M ). Dunque su un’algebra simmetrica S(M ) e su
un’algebra esterna A (M) esistono strutture naturali di D-moduli (ossia di
D-algebra graduata).

Spesso ometteremo l’indicazione di D e useremo il termine modulo al
posto di D-modulo. La dimensione dello spazio soggiacente al modulo M
sara denotata con dim M e sard chiamata dimensione di M. Se dim M =
= a < oo, denoteremo con d(M ) il modulo A*M di dimensione 1.

PROPOSIZIONE 2, a) Sia 0 — M, — M — M, — 0 una successione esatta
di moduli di dimensione finita. Allora

d(M)=d(M,)Q d (M)

b) Siano M, N moduli di dimensione finita, dim M = a, dim N = b.
Allora

am@N)=@m)® @uw)®"

DIMOSTRAZIONE. Questi moduli sono identificati per mezzo dei seguenti
isomorfismi di spazi lineari:

a) Sia s = My,— M, una sezione k-lineare della nostra successione

esatta. Definiremo Pisomorfismo dello spazio lineare d (M,) @) d (M,)— d (M),

ponendo
a+b a 2

a +b
Ami @ A mi— A m; A 8(m),
1 at+1 1 a1

ove My, .. Mg € M5 Mayy,...,Mayp € M,. Questo isomorfismo & ovviamente
indipendente da s.
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b) Similmente, definiremo Iisomorfismo d (M @ N)— d(M )®b (024
Ra(N )®“, ponendo

ab b—1 a a—1 b
A (mi @ mi) — (® A Moy j) ® (® A ”kb+i) .
1 k=0 j=1 k=0 i=1

In ogni caso la verifica della consistenza degli isomorfismi con struttura
di D-modulo & banale.

2. ‘Moduli unidimensionali.

Sia 4; la totalitd a meno di isomorfismi dei D-moduli di dimensione 1.
Dalla proposizione 1 segue che il prodotto tensoriale induce su 4, una legge
di composizione commutativa ed associativa. Ovviamente, la classe del
modulo &k & l’identitd. Dimostriamo che 4, & in effetti un gruppo, cioe che
per ogni elemento esiste un elemento inverso.

Sia M un modulo unidimensionale. Si ha M ) M= Hom (M, M), e il
modulo M @ M*! & generato su k dall’immagine i dell’isomorfismo identico
M — M. Dalla relazione

(03) (m) = 8 (¢ (m)) — i (om) =0

segue che Pisomorfismo k — M @ M*, 1; — i, di spazi lineari, & un isomor-
fismo di D-moduli. Percio la classe di M! nel 4, ¢ inversa della classe di
M, cio che prova 1’asserto.
Calcoliamo il gruppo 4;. Poniamo 2 = Ilom, (D, k) e definiamo un omo-
morfismo dei gruppi
din: k*— Q,

ove k* & il gruppo moltiplicativo del corpo k, mediante la formula
(d Inx)(8) = x~' ox

per ogni x€k*, 9 € D.
Ora sia M un modulo unidimensionale. Dato un elemento m € M, Pap-
plicazione w,,: 8 — @y, (0), ove dm = i,, (8) m, appartiene allo spazio £2. Si ha,

8 (ym) = (y=' 3y + 2w (8)) m

sicche wy, — w,, = d Iny, ove y€L*. Ne consegue che la classe degli ele-
menti , , m €M, nel gruppo £2/d In k* & detinita univocamente ¢ dipende sol-
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tanto dalla classe di M nel gruppo 4;. Quindi esiste un’applicazione
o : Ay —> Q/d In E*,
TEOREMA 1. L’applicazione w & un isomorfismo di gruppi.

DIMOSTRAZIONE. Prima di tutto, » & un omomorfismo. Infatti, per ogni
m,€M,, my€ M, si ha

8 (my @ my) = (Tm, (8) + ¥m, (0)) my @ my

sicche wm, @) my = O, + @y, , cid che prova Dasserto.
Per ogni elemento » € £2 esiste un D-modulo unidimensionale M = km
con legge di composizione

d(m) =w»(8)m, 0€D;

dunque w & un epimorfismo.

Infine sia M un modulo unidimensionale la cui classe nel gruppo 4
appartiene al nucleo del’omomorfismo w’. Allora per ogni elemento m € M,
m == 0, esiste un elemento y € k* tale che x,(d) = y—'dy, d € D. Quindi
z, 1, (8) = 0 per ogni 0 € D, e Papplicazione M —> k, per la quale y—lm—1
¢ un isomorfismo di D-moduli. Dunque w & un isomorfismo.

T1 nostro asserto ¢ completamente dimostrato.

Qualche volta identificheremo i gruppi 4; e £2/d In k¥* mediante I’isomor-
fismo w.

3. Discriminante e anello di Grothendieck.

Sia M un modulo di dimensione finita. Dicesi discriminante del modulo
M ¢ siindica con & (M) la classe del modulo d (M) nel gruppo 4.

Sia M la categoria abeliana dei ID'moduli di dimensione finita e sia
K () Panello di Grothendieck di essa. Ricordiamo che K (9/() come gruppo
additivo & generato dai simboli y (M), M € N coun le relazioni y (M) =y (M,) +
4y (M,) per ogni successioie esatta 0 — M, — M — M, — 0. Il prodotto
tensoriale induce su JK (M) la struttura di anello commutativoe. Ponendo
dim y (M) = dim M, si pud estendere Papplicazione dim sul gruppo K (M)
¢ definire un omomorfismo dim : K () — Z. Similmente, ponendo d(y (M)) =
=8 (M) e tenendo conto della proposizione 2, a), si pud estendere ’applica-
zione ¢ sul gruppo K (M) e definire un omomorfismo 6 : K (N)—>A,=902/d ln I*.
Definiamo sul gruppo additive Z »< [, una strattura di anello con la legge
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di moltiplicazione
(2, @) (2", ") = (22", 20" + 2’a), 2,2’ € Z; oy’ € 4y

TEOREMA 2. La totalita I degli elementi u¢ K (W) con dim pu = 0,

6(u)=0 & un ideale dell’anello K (), e Vomomorfismo di gruppi
dim.
K (M) @9 Z >< 4; induce un isomorfismo di anelli

KN |I—>Z>< 4.
DIMOSTRAZIONE. Per .ogni u, =y (M,), p, =y (M,) si ha
dim (p, pp) = dim p, dim p,
8 (uy po) = dim p, 8 (1p) + dim pay 8 (1)

(proposizione 2,d)). Queste formule sussistono anche per ogni u, , u, € K (M)
poiché le due parti sono bilineari e gli elementi y (M) generano il gruppo
K (NM). Ne segue che I & un ideale e che (dim,d) induce Iimmersione di
anelli K (M) /I— Z >< 4;. Per finire la dimostrazione bastera provare che
per ogni 2€Z, 2> 0 e «€ A; esiste un modulo M con dim M ==z, 6 (M) = .
Cid & vero per z =1 (teorema 1); la somma diretta M del modulo unidi-
mensionale di classe o con z —1 copie di ¥ ¢ di dimensione 2z e ha
discriminante o.

4. Moduli fuchsiani sul corpo locale.

In questo paragrafo k & un corpo completo rispetto ad una valutazione
discreta v di rango 1. Supporremo che il corpo residuo k;, di % rispetto a v
sia di caratteristica 0. Si puo considerare il corpo k, come un sottocorpo di
k. Sia D lo spazio unidimensionale delle derivazioni continue del corpo k
banali su k,. Indicheremo con A la schiera valutante di v e con PC A
lideale massimo.

Supporremo la valutazione v normalizzata in modo tale che per ogni
FE€A, f= 0 si abbia f€ P"/) — P11, Sia D,=(0€D|dPc P}. Ovvia-
mente, D, & un A-modulo libero di rango 1.

Sia M un D-modulo. Per ogni m € M denoteremo con FE (m) I’A-sottomo-
dulo minimo di M, contenente m e tale che 8E (m)c E (m) per ogni €D, .

Un D-modulo M dicesi fuchsiano se per ogni m € M V’A-modulo F(m)
e di tipo finito.
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PROPOSIZIONE 3, a) Il corpo k e ogni suo sopracorpo finito sono moduli
fuchsiani.
b) Se M, N sono moduli fuchsiani, tale & M @ N.
¢) Se M & un modulo fuchsiano, di dimensione finita, Mt & un mo-
dulo fuchsiano.
d) Ogni sottomodulo e ogni modulo quoziente di un modulo fuchsiano
sono fuchsiani.

DIMOSTRAZIONE. a) Sia P=1A; allora k¥, ((t)) e A = k[[¢]]. Indi-
cheremo con 9, € D la derivazione tale che §; ¢t =t. Si ha D = kd;, Dy = A9;.
In particolare, v (éx) = v (x) per ogni 8 € Dy, z€k; ne segue che F (x) c Aw.

Sia k¥’ o k un sopracorpo finito. Esiste un’unica estensione di v su %’;
la schiera valutante A’ di questa estensione & la chiusura aritmetica di A
in %, finita come A-modulo. & facile dimostrare che v (éx) = v (x) anche per
ogni #€k’,§€ Dy; ne segue che E (z) c A’ x. Tenendo conto che l’anello A
¢ noetheriano, otteniamo la nostra asserzione.

b) Siano M, N moduli fuchsiani. Per ogni m € M,n€ N si ha

E(m Qin) cB(m)R4E (n)

e per ogni m; E M@ N,i=1,...,a, si ha

E( s m,-) cx E (m;).
i i=1

=1

Quindi il modulo M ) N & fuchsiano.
¢) Sia M un modulo fuchsiano di dimensione finita. Per ogni h € M!
esiste un A-modulo di tipo finito B} c M tale che h(Ey) c A, M =k E,,
D, B, ¢ E,. Infatti, sia m,, .., m, una k-base di M e sia a; =
k
= min v (k(m)); allora B, = 3 ¢ “ E(m;) ha tutte le proprietd necessarie.
m € E(my) i=1

Sia h, € M*; se h, (B) c A, in virtd della formula
(6h,) (m) = 8 (b, (m)) — h, (6m)

si ha (0h,)(E,) @ A per ogni 9€D,. Daltra parte, se due applicazioni
hy s hy € M* = Hom (M, k) coincidono su Ej, esse sono uguali. Ne segue che
PA-modulo E (k) & isomorfo ad un sottomodulo dell’A-modulo Hom, (Ej , A)
che e di tipo finito.

L’ultima asserzione & banale.
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COROLLARIO. Se M & un modulo fuchsiano di dimensione finita, d (M)
¢ un modulo fuchsiano.

OSSERVAZIONE. Per verificare che un modulo M & fuchsiano, bastera
provare che gli A-moduli E (m;) sono di tipo finito per ogni elemento m;
d’una base dello spazio M. Infatti, E(m + n) c E(m) -+ B (n) e E(xm)c
c E () E (m) = {Zw; m;| %€ B (x), m; € B (m)}. La nostra asserzione risulta al-
lora dalla proposizione 3, a), percheé I’apello A & noetheriano. Ne segue altresi
che la somma diretta di moduli fuchsiani & fuchsiana.

5. Moduli fuchsiani unidimensionali.

Conserviamo le notazioni del paragrafo precedente; in particolare,
P =1tA. Per ogni x€k denoteremo con dx¢€ 2 = Hom (D, k) Papplicazione
0 — ox.

TEOREMA 3, a) Il gruppo 4; & isomorfo al gruppo kdt/ (—f— + A) dt.

b) Le classi dei moduli fuchsiani unidimensionali formano un sotto-
gruppo A4} c Ay, isomorfo al

+
(l—c‘i’——kA)dt/(—%-—} A) at~>KZ,

dove k&" & il gruppo additivo del corpo k.
Quest’ultimo isomorfismo & canonico e non dipende da ¢.

DIMOSTRAZIONE. a) Utilizzando il teorema 1, otteniamo Q2 = k dt, 4, =
= kdt/d In k*. Vogliamo far vedere che d In k* > (% + A) dt. Infatti, il grup-

po k* si decompone come prodotto diretto dei sottogruppi
I* = {tiic g >< b >< {1 + P}.

Si vede subito che d In ()= it—1dt; dlnx =0 per ogni a €ky. Oltre
a cio, din {1 4 P’} = Adt, perché in questo caso Pomomorfismo din & in

realtd la composizione dei due epimorfismi 1 - Pi P —d> Adt. Ne segue la
prima asserzione.

b) Dalla proposizione 3 discende che 4}, & un sottogruppo di 4, . Sia
M un modulo unidimensionale fuchsiano, m €M, §¢m =@ (5;)m, a = 1. Siha

m

zlath) (6’1) = ‘h"/ “'Eﬁ‘ (‘7) + “sf.) ((9,) I"‘ (31).
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Se v («(3,)) < 0, ne segue che
2%+ (3,) % 0, v (2@+D(8)) < v (%2 (8,))-

Quindi ’A-modulo E(m) non & di tipo finito. Se invece xiV)(3,)==0 ovvero
r (.v‘"ll) (al)) = 0, risulta

v (@t () = v (=) (8,),

da dove discende che F (m) & modulo di tipo finito.
Quindi i moduli fuchsiani unidimensionali corrispondono alle classi di
applicazioni »: D — k, per le quali »(D,) c A. E facile provare che il sot-

" .
togruppo di queste classi & isomorfo al sottogruppo (—t"— + A) dt < k dt.

L’applicazione
(% + A)/It/ (% + A)(Itﬁres(}? -+ A) dt [ ves (—tg——l— A) dt =1i/Z

¢ ovviamente un isomorfismo ¢anonico.

6. Classificazione dei moduli fuchsiani.

Sia £€ Ay =k} /Z; denoteremo con M¢ un modulo unidimensionale fu-
chsiano della classe &.M¢ & unico a meno di isomorfismi; M k.

TEOREMA 4, a) Ogni modulo fuchsiano di dimensione finita & una somma
diretta di moduli tuchsiani indecomponibili, definiti univocamente.

b) Se il corpo k, ¢ algebricamente chiuso, ogni modulo fuchsiane in- -
decomponibile M contiene 'unico sottomodulo unidimensionale M¢ ¢ M. La
classe & di questo modulo e la dimensione di M formano un sistema com-
pleto di invarianti del modulo indecomponibile M : per ogni a=>1, a€Z e
ogni £€ 4 esiste un unico (a meno di isomorfismi) modulo indecomponibile
M con dim M =gqa, M5 < M.

DI1MOSTRAZIONE., La prima asserzione ¢ un caso particolare del teorema
di Krull-Schmidt ([4]).

Cominciamo a dimostrare D’asserzione 0): Proveremo dapprima che ogni
modulo fuchsiano di dimensione finita 3 contiene un sottomodulo unidimen-
sionale. Sia I’=1tA, D,= Aé,, e sia E c M un .1-sottomodulo non nullo
di tipo finito, per il quale si ha Dy, E ¢ E. Allora il k; - spazio E/tE ha una
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dimensione finita non nulla, e 9, induce su E/tE una certa trasformazione
lineare. Sia x €k, un autovalore della trasformazione, tale che x — « non
sia autovalore di essa per nessun a >1, a€Z. Sia £ = 2 mod Z. Dimostria-
mo che M contiene un sottomodulo, isomorfo a M#. Bastera trovare un ele-
mento m € F tale che 9, m = am.

In virta della definizione della », esiste un elemento m, € F tale che

oym, =am, 4 tn,,n, € K.
Supporremo che un elemento m;, con la proprieta
Oemy = amy + *Fmy , k=1, n, € B,

sia gid stato trovato. Vogliamo far vedere ’esistenza d’un clemento my4; =
=my + t“ry, r, € E dello stesso tipo. Si ha

O Myyy = My, + 5 (6, — & 4 k) ric + ).

In virtd della scelta dell’autovalore x, Ioperatore d; — x -+ k induce su
E/tE una trasformazione lineare non degenere, e percio esiste un elemento
r, € B tale che

(6t —.Z'+ k)rk+ Ny € tE.

Ponendo myy, = my 4 t*r, e m = lim my, otteniamo 4; m = xm. Dunque
+1 I ’

n »oo
Méc M.
Ora sia a =1 un numero intero. Consideriamo il modulo

a—1
M@ = 3 kmi, dymi=m;_ y m_y = 0.
=0

Dall’osservazione esposta alla fine del paragrafo 3 discende che M@ &
modulo fuchsiano. Poiché esiste un unico sottomodulo unidimensionale
MW e M@, il modulo M@ & indecomponibile.

Proveremo che ogni modulo indecomponibile di dimensione a =1 & iso-
morfo a un modulo M¢ @@ M@, dove £€k}/Z & unico. Bastera provare che
se MO~ MM c M, allora M > M@, Infatti, se M & indecomponibile e M¢ c M,
allora M—% @ M & indecomponibile e M° c M.

Supporremo ’asserzione provata per ogni modulo fuchsiano indecompo-
nibile di dimensione < a (per ¢« =1 & gid provata). Sia dim M =a 4 1.

Consideriamo una successione esatta 0 — M® — M Py M — 0 e dimo-
gtriamo che il modulo M’ & indecomponibile se M & indecomponibile. Sia

M =M & M,M,nM,=0 e sia M, = (M), M, = ¢! (M). Allora
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M=M, + J_l/lz,ZTl nJ_u__ M®, Se almeno uno dei moduli lTlt ,IT[ & decom-
pombxle per esempio M, _M1 @M2, esiste un sottomodulo My c M tale
che M{ > MW e M = M/ @(Mz @ M,). Se invece M1 e M, sono indecom-

ponibili, si ha M, >~ M®) M, ~ M®, perche¢ dim M; < dim M,i=1,2.
b—1 bz—l
Sia M = Z km;, 0p my= m;_; e 1v12_ 2 kng, 0¢n;=mn;_,. Si pud supporre
=0
b—1
che b, << b, e m,=n,; allora M =M, @ M,, ove M = Z k (m; — ny).

Poiché M’ & indecomponibile e dim M’ = a, si ha M '~ MEQM®
Consideriamo la successione esatta 0 — M¢&— M¢Q@ M i» M@ 0. Sia

M¢ = kn, ove 6;n =uan, x€ky, & =xrmod Z. Sia M@ = 2 km., 8y mi; = Mi_1.
=0
Scegliamo un elemento m € M¢ @) M tale che ¢ (m) = Ma_;. Allora dfm = yn,

ove y€ A, perche M*@ M & un modulo fuchsiano. Altresi y == 0, perche se
y=10 M{QM=1In@ 3 kdrm.

Su ogni spazio k°t*n DPoperatore ¢, induce la moltiplicazione per ¢ -+ .
Ne segue che se & == 0 esiste un elemento z€ A tale che d,(zn) = yn.
Dunque 67 (m —zn) =0, e U@ M = kn G 3k 6} (m — zn). Quindi £= 0, se
il modulo M & indecomponibile. o

In questo caso si pud scegliere n tale che 9, n =0, e in ogni caso si
puo scegliere z€ A tale che §,(m — zn) € kyn. Allora ottt (m — 2n) = 0. Ne
segue che M > J/(@+1)  gse M & indecomponibile.

Il teorema & dimostrato.

Ogni modulo fuchsiano di dimensione finita ¢ isomorfo ad una somma
diretta di moduli J¢ @& M@, e M/Z, a€Z. Si ha (M @)~ M(“)e‘(lllf)‘L\_’ M—¢,
Calcoliamo in conclusione il prodotto tensoriale M(® &) M ®),

PROPOSIZIONE 4. Sia a << b; allora

a
M@ Q@ MO ~x @ M atb—2i+1) |
i=1

DIMOSTRAZIONE. Per a = 1 l'asserzione & banale.
Sia a =2, b=2. Si ha MO =kmy+ km,, 0, m, = my, d;my=0; 8i-
b—1
milmente M® = 3 kn;, d;ny=n;_, . Poniamo m=m, @ ny—, e n=(b—1)m, Q
i=0
& ny—y — m, Q@ my—y . Siano M, M, i sottomoduli di M = M® @ M® gene-
rati rispettivamente da m ed n». Vogliamo dimostrare che M, > M®+),
My> MO e M=M & M,.
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Si ba anzitutto

dim = imy @ mp—i + m, @ Wiy, 0<i<b— 1,

am = by, @ ny; ot m = o,

oin = O—i—-1)m,@nyiy—m, @ np—i—s, 0=<<i<<b— 2,
8 'n=o.

Ne segue dapprima che M, > )N®+D) e M, > -1, TInoltre, m & n; €
EM, + M, per i =0,1 e j=0,..,b—1. Dunque M = M, + M,. Tinal-
mente, dim M, 4 dim M, = 20 = dim M ; quindi M, n M, = {0}.

Supporremo che l’isomorfismo

—1
MO Q MO ~ c@ Me+v—2i+1)

i=1
sia dimostrato per ogni ¢ << « — 1 <7 b. Si ha allora

(MB Q@ Me—1) @ MO ~ (M@ G, Mla—2) @ M® ~

—2
~ (U0 @ M) E Mt 2,

=1
D’altra parte si ha
a—1
U Q@ (Me=D @ M) ~ 1 ® ( £ Jl<a+b—2o) ~
i=1
a—1 a—1
~ % ‘”(a+b—2|'—1) CB Y lat-b—2i41) .
=1 =1
In virta dell’associativita del prodotto tensoriale ¢ utilizzando il (eorema
di Krull-Schmidt, otteniamo la nostra asserzione.

COROLLARIO. Sia Y la categoria di moduli fuchsiani di dimensione
finita. Allora
KOy~ Z[kh/Z).

7. 11 caso globale.

In questo paragrafo indicheremo con k un corpo di funzioni algebriche
di una variabile sopra un corpo algebricamente chiuso &y i caratteristica 0.
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Sia D lo spazio unidimensionale delle derivazioni di ¥ banali su k,. Per
ogni valutazione discreta v del corpo k, banale su k,, denoteremo con k,
il corpo completo corrispondente. Sia A,C k, la schiera valutante e sia
D, =k, @ D. Un D-modulo M dicesi fuchsiano, se per ogni v il D,-modulo
M, =k, @ M & fuchsiano.

TEOREMA 5, a) Sia Ay un gruppo di classi di moduli fuchsiani unidi-
mensionali. Allora 4 > Q,/d In k*, ove £ & il gruppo dei differenziali del
corpo k aventi i poli di ordine < 1.

b) Sia M un D-modulo fuchsiano di dimensione finita a. Esiste una

a
totalita finita S delle valutazioni v tale che M, > @ k, per ogni » ¢ 8. Sia
1

M, > @ M5 QM v €S Allora
.2‘- g &= 0, & € kff/l .
ij

DI1MOSTRAZIONE. La prima asserzione & conseguenza immediata del ri-
sultato locale del teorema 3.

Per dimostrare la seconda asserzione scegliamo un elemento x €k, tra-
scendente su k,. Sia 6 € I) la derivazione tale che dr = 1. Fissata una base
My .., Mg dello spazio M, definiamo la matrice Y = (yy) (4,5 =1, ..., @)
ponendo

My y ey mg) = (M, ,mg) Y.

Supponiamo che S contenga tutte le valutazioni v, tali che wv(dx)==0
oppure v (y;) < 0 per qualunque i,j. Per ogni v¢ S Pelemento x, €k, & de-
finito dalla condizione r(x — a,) > 0. Allora t, = & — x, & un parametro uni-
formizzante per v. Sia ¢, = (r — )0, B, = A, m, + ... + dymg c M,. L’A4,- .
modulo E, & chiuso rispetto a Dy ,= A, d,. Inoltre, (x — ,) y;; € P, . Dunque
¢, induce la trasformazione nulla sullo spazio KE,/[(xr — x,) E,. Dalla dimo-
strazione del teorema 3,b) discende Pesistenza degli a elementi linearmente

— — a
indipendenti m; ¢ M,, i =1, ..,a, tali che 8, m; = 0. Quindi M, > P Fk,
1
per ogni v g N.

Se M, G M 5‘f® ' , si ha in virtu della proposizione 2:
J

o(My) = 2 a;éy,
J

perche 6(M.f“))_—= G per ogni « . D%ltra parte, sia w € £, un rappresentante
globale dell’elemento d(.M) nel corpo k. Allora in virti del teorema 3, b)
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si ha
2 ai; & = res,, (w) mod Z.
j

L’ultima asserzione del teorema discende allora dal fatto che la somma
dei residui del differenziale globale & nulla.
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