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STRUTTURE DIFFERENZIALI E
VARIETA’ DI CLASSE ¢

SALVATORE CrampA (1)

1. Introduzione.

I ricenti sviluppi della teoria della integrazione k-dimensionale (cui
hanno dato contributi fondamentali, tra gli altri, R. CAooroppoLI, E. DE
Giorel, H. WHITNEY, H. FEDERER, W. H. FLEMING) suggerisce il tenta-
tivo di estendere le usuali definizioni di derivata e differenziale ad ambienti
pitt vasti di quelli solitamente considerati (localmente euclidei o di BANACH (2))
potendosi in tal modo unificare le teorie delle forme differenziali e delle cor-
renti svolte nei vari ambienti particolari.

Questo lavoro vuol dare un primo avvio a questo tentativo, proponen-
dosi lo studio da un punto di vista topologico-differenziale (in seguito pre-
cisato) degli oggetti costituiti da un insieme e da una successione di fami-
glie di applicazioni reali definite sull’insieme stesso.

L’aspetto sotto il quale si vogliono qui considerare gli oggetti summen-
zionati consiste nel definire mediante la n-ma famiglia di applicazioni una
struttura (la cui natura topologica o differenziale dipende dall’indice =) sul-
loggetto costituito dall’insieme dato e dalle » — 1 famiglie che precedono
quella in considerazione. La prima famiglia, ovviamente, definisce una strut-
tura sul solo insieme di partenza.

Pervenuto alla Redazione il 5 Dicembre 1964.

(!) L’autore ringrazia il prof. E. DE GIORGI per le utili discussioni ed i suggerimenti
avuti.

Questo lavoro 2 stato esegunito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca per la Matematica
del Consiglio Nazionale delle Ricerche (anno accademico 1964-65).

(?) Nei recenti trattati: J. DIEUDONNE - Foundations of Modern Analysis (New York,
1960) e 8. LANG - Introduction to Differentiable Manifolds (New York, 1962), viene trattato il
caso degli spazi di BaNacCH.
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In questo lavoro vengono considerati soltanto oggetti costituiti da un
insieme e da una o due famiglie di applicazioni.

Vengono ora richiamate alcune definizioni (pilt estesamente esposte nei
nn. seguenti) per permettere una prima sommaria esposizione del tipo di
strutture e dei risultati ottenuti.

8i considerino un insieme A e due famiglie € e @ di applicazioni reali
definite in A. Si consideri A munito della meno fine topologia tra quelle
che rendono continue tutte le applicazioni della prima famiglia € e, in questa
topologia, siano continue anche tutte le applicazioni della seconda famiglia G.

8i indichi ora con G* lo spazio vettoriale (sul corpo reale) costituito da
tutte le applicazioni reali definite in § e lo si pensi munito della topologia
debole (vedere n. 2. (d)). Nello spazio prodotto A =< A >< Q*, indicata con =,
(per ogni a € A) V’applicazione dello spazio G nel corpo reale per cui

7e (9) = g (@), per ogni g€ A* (%),
si definisca I’insieme
J(A,E Q)= {(ay by — 7)) : @€ A, bE A}

e si indichi, poi, con D (4, @) la pit piccola (rispetto alla relazione
d’ inclusione) parte chiusa dello spazio 4 =< A > G* contenente l’insieme
9(4,¢&, Q) e tale che per ogni a € A e b € A linsieme

{2: (a0, eD(4,CE G)

sia un sottospazio vettoriale di G*.
~ Per ogni applicazione f € A* si indichi con ¢, V’applicazione reale defi--
nita sull’insieme J(4, &, Q) in modo che, per ogni (a, b, ) € I (4, &, ), sia:

or (a, b, ) = A(f) = f(a) —F (V)5

infine, si indichi con C!(4, &, Q) la famiglia di tutte le applicazioni f€ A*
per c¢ui Papplicazione oy ha un prolungamento continuo e lineare nel terzo
argomento all’insieme D (4, &, G). Queste applicazioni f sono chiamate ap-
plicazioni differenziabili su (4, &, Q).

(8) Con 4" viene indicato l'insieme di tatte le applicazioni di 4 nell’insieme dei nu-
meri reali.
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Per ogni a € A si definisce come spazio tangente T, (4, E, Q) linterse-
zione dell’insieme D (4, &, @) con {a, a} > G*; per ogni applicazione diffe-
renziabile g la restrizione allo spazio tangente del prolungamento a D (4, &, @)
dell’applicazione o, si chiama differenziale dell’applicazione g in a.

Tra i risultati pit rilevanti sono i seguenti:

(i) Se Q€ LE C! (4, & G), allora
G (4, ¢ L= CL(4,¢ Q).

(i) Se le famiglie G ed .2 danno luogo alle stesse applicazioni differen-
ziabili, cioé se

et (A, (59 B) = Gt (A’ 6’ 9),

allora gli insiemi D (4, &, Q) e D (4, & L) sono omeomorfi e, per ogni a€ A,
gli spazi tangenti Ty (A, &, Q) e T,(4, & L) sono isomorfi come spazi vettoriali
e omeomorfi come spazi topologici (le strutture di spazio vettoriale sono quelle
rispettivamente indotte dalle strutture di G* e di .2%).

(iii) Se come insieme A si prende quello delle n-ple ordinate di numeri
reali e come famiglia € si prende quella costituita dalle n proiezioni dello
spazio A = R", la famiglia

et (4, ¢ €

coincide con la classe di tutte le applicazioni reali definite su R™ e continue
assieme alle loro derivate prime.

Da quanto si & accennato finora si pud rilevare che la nozione di dif-
ferenziabilitd & definita globalmente su tutto lo spazio e dipende in maniera
essenziale dalla topologia imposta all’insieme G@* (ciod la topologia debole).
B chiaro quindi che si possono ottenere nozioni di differenziabilitd « piu
forti » mutando la topologia di §*.

2. Notazioni ed osservazioni preliminari.

(a) Con R ed N sono indicati rispettivamente l’insieme dei numeri
reali e quello dei numeri naturali: il primo considerato come un corpo éo-
pologico (con la topologia euclidea), il secondo considerato: come un insieme
ordinato (con Vordinamento naturale).
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(b) Se A & un insieme, con A* viene indicata la famiglia di tutte le
applicazioni di 4 in R (dette anche applicazioni reali) (%).
Per ogni & € A si chiama a-proiezione di A* 1’applicazione n, di A* in
R tale che
7a(9) = g (@),  per ogni g€ A*;

si conviene che anche le restrizioni dell’applicazione 7, a sottoinsiemi di A*
giano dette a-proiezioni ed indicate con lo stesso segno =, .

() Se A ® un insieme e §C A% si chiama G-topologia su A la
meno fine topologia tra quelle che rendono continue tutte le applicazioni
della famiglia Q.

B immediato osservare che per ogni U C A% QC A* se ¥ S G, la
Q-topologia & pitt fine della 9(-topologia, ciod ogni applicazione continua
nella %f-topologia lo & anche nell’altra.

(d) Se A & un insieme, la topologia debole (5) sull’insieme A* & la
-topologia, avendo indicato con Pingieme delle a-proiezioni di A*, per
g ) p ) P
ogni a € A.

(e) Nel seguito dicendo « spazio vettoriale » & sempre sottinteso « sul
corpo R»; quindi « applicazione lineare tra spazi vettoriali » significa sempre
« applicazione R-lineare ».

Per ogni insieme A, l'insieme A* sard sempre considerato come spazio
vettoriale (con ovvie definizioni di somma e prodotto scalare). E utile tener
presente che (come & facile provare) la topologia debole rende A* uno spazio
vettoriale topologico.

(f) Se-A e B sono due insiemi e g & un’applicazione del primo nel
secondo, si chiama applicazione trasposta della g 1’applicazione

g*: B* — A*

9" (f) =fog, per ogni fe€B*

tale che

Ricorrendo alle definizioni ed osservando che

h € g* (B*) <=> per ogni a,b in A, da g (a) = g (b)
segue h (a) = k (b);
(*) Qui e nel seguito & inteso che quando accanto ad un insieme 4 si considera an-

che Vinsieme A* (o parti di esso), I'insieme 4 non & vuoto.
(®) Una siffatta topolegia viene chiamata anche «topologia della convergenza puntuale ».
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¢ facile provare che :

1. L’applicazione trasposta g* dell’applicazione g : A — B ha le sequenti
proprieta :
(i) ¢ un’applicazione lineare tra spazi vettoriali;
(i) é iniettiva se e solo se g & surgettiva ;
(iii) & surgettiva se e solo se g & iniettiva ;
(iv) & continua quando agli spazi A* ¢ B* si assegnino le rispettive
topologie deboli, in tal caso Vinsieme g* (B*) risulta chiuso in A*.

(¢9) Siano A e B due insiemi e g un’applicazione del primo nel se-
condo. Sia ¢g* D’applicazione trasposta di g e siano € e § due insiemi tali che

ECA*; QEB*; g (@) EC;

esiste allora ’applicazione
¢ &—G*

trasposta della restrizione dell’applicazione g* all’insieme ¢ ed & tale che
g*™ (A) = Ao0g* per ogni 1€

Considerati allora gli insiemi 4 < A %< €* e B < B =< @Q* Dapplicazione
prodotto (g, g, g**) del primo nel secondo, ciod Vapplicazione ¢ per cui

@ (a, by ) = (g (a), g (b), g** (1)), per ogni (a, b, A)€ A4 =< A > C*

si chiama estensione canonica dell’applicazione g da A< A=<CE* in B>xBxG*.
Dalla precedente proposizione I. segue che:

II. L’estenstone canonica
o A< A=< —BxBxQg*

di un’applicazione continua g dello spazio topologico A nello spazio topologico
B ¢ anch’essa continua se agli spazi C* ¢ Q® si assegna la topologia debole
rispettiva e agli insiemi A >< A =< E% B < B x< GQ* si assegna la topologia
prodotto.

L’applicazione ¢ risulta inolire lineare nel terzo argomento.
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3. Strutture e varietda di classe 0 ,

Sia A un insiems e per ogni coppia & @ di famiglie contenute in A*
si definisca la relazione «° come segue :

€ 0@ gignifica che sull’insieme A la ¢E-topologia
coincide con la G-topologia.

B subito visto che «° & una relazione d’equivalenza in P (4*), insieme di
tutte le famiglie di applicazioni reali definite nell’insieme A.

Le classi d’equivalenza secondo questa relazione, ciod gli elementi del-
I’insieme quoziente P (A*)/~% sono chiamate strutture di classe 0. Se
EC A* la struttura di classe C° cui la famiglia € appartiene viene indicata
con |€[° In analogia a quanto sard fatto nel caso delle strutture di classe
@! (vedere n. 4.), si dird che la struttura di classe C° | £ |° & pin fine della
struttura di classe & |G|° se ogni applicazione della famiglia § risulta
continua nella &-topologia (ciod, se la CE-topologia risulta pit fine della

@ topologia).

Dall’osservare che €c?Q equivale ad affermare che ogni applicazione
continua nella CE-topologia lo & anche nell’altra e viceversa ed avendo pre-
sente quanto si & detto al n. 2. (¢) si pud concludere che:

III. Per ogni EC A* e per ogni parte non vuota X della classe d’equi-
valenza | E|° si ha:

ilEJ Le|cl.

X

Quindi in ogni struttura | € |° esiste una (unica) famiglia massima (rispetto
alla relazione d’inclusione); essa verrd indicata con (4, |C€[°).

IV. Per ogni ES A%, QC A* K C A* si ha
ECGENK, Y =>Qg¢
e quindi
CEGECR 4, [L)=>C4,|g)=C"4,]|E].

DiM. Segue immediatamente dall’osservazione fatta nel n. 2. (c).

8i definisce ora come varietd di classe C° ogni coppia (4, |E|%) dove 4
® un insieme ed £C 4*,
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I’insieme A dicesi il sostegno della varieta. Le applicazioni appartenenti
alla famiglia ©°(4,|€[°) sono dette applicazioni continue oppure di classe
@ sulla varieta (A,|E|°).

Quest’ultima definizione pud trovare giustificazione nella seguente pro-
posizione :

V. Sia (4, | E|% una varieta di classe C°. Allora, per ogni applicazione
fiA—R:

f ¢ continua nella E-topologia di A <=>f€ @ (4,|E|).
Div. Se lapplicazione f & continua nella ¢-topologia di A4,

CPEV( ),
quindi fe @ (4, |E]9).
Il viceversa & ovvio.

Si pud quindi dire che le varietd di classe ©° corrispondono agli spazi
topologici completamente regolari (non necessariamente di Hausdorff).

Da quanto si & finora detto risulta che ad ogni oggetto costitnito da
un insieme A e da una famiglia € di applicazioni reali definite su A stesso
rimane univocamente associata una varietd di classe @, (4, ||, che, per
comoditd di scrittura, verrd indicata semplicemente con (4, €), rimanendo
inteso, naturalmente, che

(4, &) = (4, @) significa EG.

Si conviene, infine, di indicare col segno (4, ¢) tanto la varietd quanto
lo spazio topologico ottenuto assegnando all’insieme A la &-topologia.

4. Strutture di classe ' (o differenziali).

8i consideri uno spazio topologico Y e se ne indichi con C(Y) la fa-
miglia delle applicazioni reali continue.

Per ogni famiglia £ di applicazioni reali definite in ¥, si consideri
linsieme Y < ¥ =< &* munito della topologia prodotto, avendo assegnato
allo spazio &* la topologia debole.

Indicando con n,, per ogni a € Y, la a-proiezione dello spazio Y*, per
quanto si & convenuto nel n. 2. (b), ha senso la seguente definizione :

I(Y, €)= (a4, b, — m): a€EY, beX).

11. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Sia ora 9 la famiglia di tutte le parti M dello spazio ¥ =< ¥ =< &* aventi
le seguenti proprieta :

(i) M & un insieme chiuso;

(ii) M contiene Vinsieme I (Y, €);

(iii) per ogni (@, b) € ¥ >< Y, Vinsieme
(At (a, b, ) € M)
& un sottospazio vettoriale di €*;

e sia D (Y, €) Vintersezione di tutti gli insiemi della famiglia M. Eviden-
temente anche l'insieme ora definito, D (¥, ), appartiene alla famiglia W(.
Nel seguito le notazioni J(Y,¢) e D (Y, E) avranno sempre il significato
ora definito.
A proposito dell’insieme D (Y, €) si osservi che:

VI. Se X & uno spazio wvetltoriale topologico, se f ¢ g sono due applica-
zioni continue e lineari nel terzo argomento definite sul sottospazio D (¥, €)
ed a valori in X, allora le applicazioni f e g coincidono se coincidono le
rispettive restrizioni all’insieme I (Y, €).

DiM. Basta osservare che ’insieme
K= {(a” b, €D(Y,E): f(a, b,4) =g (a, b, 1)]

appartiene alla famiglia 9 (utilizzata nella definizione di @ (Y, €)) perche
Pinsieme D (¥, €) & chiuso; quindi

KE>D(Y,E).

VII. Siano Y e W spazi topologici, f un’applicazione continua di Y in
W;ECY* e Q& W* tali che esista Vestensione canonica dell’applicazione f

P: Y x ¥ x> W= Wxg*;
allora :

eI, C))_C_g(W; g)}
DY, E)CD(W, Q).

Y

La prima tnclusione vale anche se Vapplicazione f non & continua e si riduce
ad un’uguaglianza se Vapplicazione f é surgettiva.
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Dim. Indicate con = tanto le proiezioni dell’insieme € quanto quelle
dell’insieme G, per ogni (a,b)€ ¥ >< Y si ha

S** (7a) = 7g 0 f* = my0)
e quindi

@ (@, b, y — ) = (f (@), S (B)y 7t71) — 770))-

Risulta quindi provata la prima inclusione.
Nei riguardi della seconda si osservi che per la continuitd e per la li-
nearitd nel terzo argomento dell’applicazione ¢, ’insieme

e~ (D (W, g))

risulta appartenere alla famiglia 9 che serve per definire Vinsieme D (Y, ¢€),

perciod
o1 (D (W, Q)) 3D (Y, 6.

L’ultima asserzione dell’enunciato, dopo quanto si & detto, risulta ovvia.

Considerati uno spazio topologico ¥ ed una famiglia € di applicazioni
reali definite su Y, per ogni f€ Y* si definisce come applicazione assoctata
ad f relativamente alla coppia (Y, ) applicazione

Oy 9(Y, E)—R
tale che
o7 (@, b, A) = A (f), per ogni (a,b,4) €I (¥, E),

B immediato constatare che :

VIII. Lapplicazione oy & prolungabile all’intero spazio Y »< Y >< E* se,
in particolare, f€C.

L’applicazione or &, per ogni f€ Y*, lineare nel terzo argomento, essa &
anche continua (su tutto lo spazio Y < Y > E*) se feC.

(Si tenga presente che, indicando con s, la terza proiezione dello spazio
Y =< Y =< €* e con =y la f-proiezione dello spazio €*, si ha

or == 71y © 7).

Si consideri ora l’insieme P(Y*) di tutte le famiglie di applicazioni
reali definite sullo spazio topologico Y e si definiscano in esso le relazioni
< e < nel modo seguente :
se CEP(X* e QeP(Y™),
€ < @ significa che per ogni f€ ¢ esiste un’applicazione

DY, Q)R
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continua e lineare nel terzo argomento che coincide sull’insieme

9(Y, Q) con Dapplicazione o, associata ad f relativamente alla

coppia (Y, §);

(si osservi che, per la proposizione VI., ’applicazione 3} & unica);
€ <-Q significa che Pestensione canonica

P: Y <Y< (Eugr—>Yx¥Yxg*

dell’applicazione identica dello spazio Y su se stesso & tale che la
sua restrizione y all'insieme D (¥, £y §) & un omeomorfismo su
tutto Vinsieme D (Y, Q).

Una notevole proprietd delle relazioni ora definite & espressa nella se-
guente proposizione :

IX. In ogni spazio topologico Y, se & ¢ Q sono due famiglie di applica-
ziont di Y wn R, 8t ha:

E<@<=> €K G.

DiM. Nella dimostrazione che segue sono adoperate le stesse notazioni
usate nelle definizioni delle relazioni << e <C.. Inoltre, per ogni applicazio-
ne g€ Y*, viene indicata con g, l’applicazione associata a g relativamente
alla coppia (¥, Eu Q).

Cheda € <- @ segue & < @ risulta subito ponendo

3} = gy o x~), per ogni f€C,

e ricordando la precedente proposizione VIII..

Per provare che, viceversa, da € < @ segue € <-@, si cominci col ri-
cordare (proposizioni II. e VIL) che Vapplicazione y & continua, lineare nel
terzo argomento e tale che:

2 I Eug)=I9(Y, 9,
1@, EuG ED(Y, Q)
Allora (proposizione VI.):
or= :7.'/ °x

giacché le applicazioni g; e gro ¥ hanno la stessa restrizione sull’insieme

I, EuG).
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Questo significa che per ogni (a, b, 1) €D (Y, Eu§) e per ogni fECUG,
8i ha:

1(f)=as0 % (a b, D);
percid, per ogni (a, b, u) € D (¥, @), posto u° € (€ y §)* tale che

u® = pu, sull’insieme &,

# (f) = o (a, b, p), per ogni f€ G,

(osservare che la definizione di u° & consistente perché se f€ N G, of =?,),
si ha:
e~ (a, b, ) ND (Y, EV Q) C {(a, ], p%),

quindi V’applicazione y & iniettiva.

Si proverd ora che linsieme y (D (Y, Eu Q) @ chiuso in D (X, §),
percid lo & anche in ¥ < ¥ =< G*

Sia (a, b, ) un elemento della chiusura dell’insieme x (D (Y, Eu Q).
Esiste allora una direzione (insieme parzialmente ordinato filtrante) I ed
un’applicazione (successione) w: I — y (D (¥, £ VU Q)) tale che (a, b, 1) € lim
(insieme dei limiti della successione w); per ogni 4 € I sia w (3) = (ai, bs, ).
Si ponga

b=y low:I—->Y=<x Y (EuH*

e si osservi che anche la successione § ora definita converge; infatti, dette
7,y Wy, 7y le proiezioni dello spazio ¥ < ¥ < (Cy Q* si ha:

7, o & () = a;, per ogni i€ I,
7y o & (i) = b;, per ogni i€ I,

mentre, per ogni applicazione g € £ y §, detta =, la g-proiezione dell’insieme
(€ U @* 1a successione

~ ~
ngonso§=ggo£=agoxo$=a,ow

converge perch®, in @ (Y, §), la successione w converge e Vapplicazione c;;
¢ continua.
Sia quindi (p, ¢, #) un limite della successione £, allora:

Z2(py g @) €lim y o § = lim o
percio
limw € 2@ (Y,Eu Q)
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ed infine

(@, b, 2) €2 (D(Y, CU G)).

Si ricordi ora che l’applicazione X & lineare mnel terzo argomento, percio
Vinsieme X (D (Y, £V Q)) appartiene alla famiglia </ che serve per definire
Pinsieme (Y, §) e quindi

x(@(Y,CUQ))?_(D(Y, Q),

si conclude pertanto che l’applicazione ¥ & una biiezione su tutto l’insieme
D(Y, §).

Resta da provare che l’applicazione

1:D(L,Q) —>D(Y,EVQ)

& continua. Per questo basta mostrare (5) che sono continue per ognif€ Cuy @
le applicazioni gso x~! e ¢id & evidente, essendo gy o y~! = &}.
E cosi provato che € <- G.

D’ora in poi, pertanto, si potrd scrivere < per indicare anche la rela-
zione <- .

Altre proprietd della relazione < sono espresse nelle proposizioni che
seguono.

X. Per ogni E€P(XY*) e QEP (Y™,

CCEg=>¢C<CQG.

DiM. Segue immediatamente dalla proposizione VIII..

XI. La relazione < in P (Y*) é riflessiva e transitiva.

Dim. La riflessivitd & una immediata conseguenza della proposizione

precedente.
Siano ora &, G, U parti dell’insieme Y™ tali che

E<g e g%

(%) 8i tenga presente che la topologia dello spazio ¥ >< ¥ =< (§U @)" & la meno fine
tra quelle che rendono continue le proiezioni =, , =z, , #; 0 ay, per ogni fe&UG.
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siano poi:

®: DY, QuAH)—>D(Y, §),
1t DY, Qu U) — D (Y, %)

le rispettive restrizioni all’insieme (¥, Qu %) delle estensioni canoniche
dell’applicazione identica dello spazio Y su se stesso. Entrambe sono lineari
nel terzo argomento, la prima & continua e la seconda & un omeomorfismo.
Se, per ogni applicazione f € ¢,
o: DY, Q) —R

indieca il prolungamento continuo e lineare nel terzo argomento dell’applica-
zione oy associata ad f relativamente alla coppia (Y, @) P’applicazione

~

gr=0dro@oXt: DY, —R

& continua lineare nel terzo argomento e, sull’insieme I (¥, %), coincide con
Papplicazione o, associata ad f relativamente alla coppia (Y, 9).
Resta cosl provato che & << 9 e quindi che la relazione < & transitiva.

XII. Per ogni & G, A in P(X* si ha:
ELG=>CuA<Gu
Diu. Si osservi dapprima che
ESYU G@<U = Cug<HA

(segue immediatamente dalla definizione della relazione <).
Ora, nelle ipotesi della proposizione che si sta dimostrando,

EL<GL QU

e, per la proposizione X.,

AL GQuUIH;
quindi, per losservazione fatta,
CuUA<Qu

XIII. Sia & uw’applicazione continua dello spazio topologico Y nello spazio
topologico W e siano € e Q parti di W*. 8i ha allora, indicando con &*



556 SaLvaToRE Ciampa: Strutiure differenziali
Vapplicazione trasposta di &,

ELG=>1E) < &9
: Y < Y X<X(EG@N— WxWxQg*

Dim. Sia

Vestensione canonica dell’applicazione &; per ogni g € € si indichi con ;g il
prolungamento continuo e lineare nel terzo argomento dell’applicazione o, ,
associata a g relativamente alla coppia (W, §), all’insieme @ (W, @).

Allora, detta X la restrizione dell’applicazione ¢ all’insieme D (Y, £* (Q)),
esiste (propos. VIIL) Plapplicazione 3; o ¥ che risulta continua e lineare nel
terzo argomento e coincide, sullinsieme I (Y, £*(Q)), con Iapplicazione
Qu+(q) B880ciata a &* (9) relativamente alla coppia (Y, &* (§)), giaccheé per ogni
a,b in ¥,

X(ay by ma — m) = (§(a)y &D), 7z@) — ey

(con 7z sono indicate le proiezioni degli insiemi @ e £*(Q)).
Questo prova, come volevasi, che

* O < &G

XIV. Sia Y uno spazio topologico, C (Y) sia la famiglia delle sue appli-
cazioni reali continue. Per ogni ECS Y* ¢ QS Y* 8t ha:

ELgeECR()=>CCC(D).

Dim. Siano a € Y, I una direzione (insieme parzialmente ordinato fil-
trante), w: I — Y una successione convergente verso il punto a. Allora

la successione
P I>Y=<Y =< GQ*

tale che per ogni ¢ € I,
B (i) = (@, o (8)y 7T — Tor(y)

(con = vengono indicate le proiezioni degli insiemi G e §*) converge verso
Pelemento (a, @, 0)€ ¥ =< ¥ > @*, giacchd, per ogni g€ @, g & continua e

7y (Mg — To(e) = g (@) — g (w (3)).

Sia ora f € € e sia oy 'applicazione ad essa associata relativamente alla coppia
(Y, §); oy per Vipotesi fatta & continua e percid la successione os o ¥ con-
verge verso oy(a, @, 0), questo prova la continuitd dell’applicazione f nello
spazio Y.
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Si definisca ora, per ogni coppia di famiglie £ e @ contenute in Y*,
la relazione co! in modo che:

Eoot @ significa <TG e G<C

A causa della proposizione XI. la relazione ora definita @ una equivalenza
nell’insieme P (Y*).

Per ogni € Y* la classe di equivalenza secondo la relazione oot
(ciod Velemento dell’insieme quoziente P (Y *)/co!) cui appartiene la famiglia
¢ verra indicata con | & |t

Le classi di equivalenza |€|! i cui elementi sono famiglie di applica-
zioni continue (") sono dette strutture di classe C! (o differenziali) sullo spazio
topologico Y (8).

Si dice che la struttura |E|! & pid fine della struttura | G|' quando
g<e.

XV. Siano € una famiglia di applicazioni reali definite sullo spazio to-
pologico Y ed X un insieme mon wvuoto di famiglie appartenenti alla classe
d’equivalenza | € |1. Allora :

L= X e |E

oY

DiM. Sia @ un fissato elemento dell’insieme X. Per la proposizione X.
& @< L giacche Q€ L.

Si consideri, poi, un’applicazione g € £; in XX esiste allora una famiglia
K cui g appartiene e quindi Dlapplicazione o, associata a g relativamente
alla coppia (Y, §) ha un prolungamento continuo e lineare nel terzo argo-
mento all’insieme D (Y, @) perché Qoo <, Da questo segue, per definizione,
che 2 < G. 8i & cosl provato che Lot G e quindi che L ||t

La proposizione ora dimostrata permette di asserire 1’esistenza di un
(unico) elemento massimo (rispetto alla relazione di inclusione) in ogni classe
d’equivalenza || su uno spazio topologico Y. Questa famiglia massima
(che & poi Punione di tutte le famiglie costituenti la classe | € |!) viene in-
dicata con

(T, | € b

(7) Per questo occorre e basta (a causa della proposizione XIV.) che esista nella
classe | §|! una famiglia £ costitmita da applicazioni continue.

(8) La condizione della continunitd delle applicazioni viene imposta per stabilire il
carattere funtoriale delle nozioni di spazio tangente e di differenziale di un’applicazione
(tutto questo sard mostrato in un successivo lavoro).
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XVI. 8¢ € e G sono famiglie contenute in Y*, le proposizioni seguenti
sono equivalenti :

i) €<G;
(i) fe€ (L |EH)=>g'{fIUG;
(i) e (y, [E|heeny,|glh.
Dim. (i)=> (ii): se f€ C! (¥, | '), nella classe | € |! esiste una famiglia

L2 cui f appartiene. D’altra parte, risultando .2 < G, per le proposizioni X.
e XII,, si ha

g<lfivg<Lrug<ag
(ii) ==> (iii) : immediato, per ogni f€ @' (¥, |E|!) si ha
guiriel gt
(iii) ==> (i) : basta osservare che
CotC(y, [EHhEC (T, |G ot g
e ricordare la proposizione X..

Dalla proposizione ora dimostrata segue una notevole caratterizzazione
della famiglia massima di una classe d’equivalenza secondo la relazione ooi,

XVIL Per ogni CCS Y*, 8i ha:
CL (Y, |EP)=(feX*: Eot{fjUCE)

Dim. Basta tener presente che la relazione < @& riflessiva e servirsi
della proposizione precedente.

Si osservi infine che:

XVIII. Per ogni spazio topologico Y e per ogni famiglia & contenuta in
Y*, Uinsieme C! (Y, |C|!) & un sottospazio vettoriale dello spazio Y* e con-
tiene, quindi, il sottospazio gemerato dalla famiglia €. Allinsieme C'(Y,|E|Y),
inoltre, appartengono tutte le applicazioni costanti di Y in R.

Dim. Siano f, g€ C1 (Y, |E]|Y), z€ R; 3} e 'Eg siano i prolungamenti
continui e lineari nel terzo argomento delle applicazioni o, e o,, associate
rispettivamente ad f e g relativamente alla coppia (Y, €), all’insieme D (¥, E).
T subito visto che, allora, ’applicazione m';, + 'Eg ¢ il prolungamento continuo
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e lineare nel terzo argomento dell’applicazione oy.i,, associata ad zf 4 ¢
relativamente alla coppia (Y, &), all’insieme D (Y, €); si prova cosl che

EVfaf 4 9) <&

Il viceversa & ovvio (per la proposizione X.). La proposizione precedente
assicura allora che zf + g € @1 (Y, | E|Y).

L’asserzione relativa alle applicazioni costanti si prova subito osservando
che Papplicazione associata ad una applicazione costante (relativamente a
qualsiasi coppia) & identicamente nulla.

b. Varieta di classe .

Sia (4, €) una varietd di classe @°: ogni ciruttura differenziale sullo
spazio topologico (4, ) si dird anche struttura differenziale sulla varieta
(4, €.

Si definisce allora come varieta di classe C' ogni coppia ((4, &), | G|
costituita da una varietd di classe ©° e da una struttura differenziale sulla
varietd stessa.

L’insieme A, sostegno della varietd (A, (¢), vien detto anche sostegno
della varieta (4, E), | §|'); i suoi elementi sono chiamati punti della varieta.

Le applicazioni reali definite sul sostegno della varietd ed appartenenti
alla famiglia C!((4, €), | @|!) sono chiamate applicazioni differenziabili (op-
pure di classe C!) sulla varieta data; quelle appartenenti alla famiglia
©° (4, €) sono dette invece continue.

Si consideri ora una varietd di classe 0, (4, €), ed una famiglia .2 di
applicazioni reali definite sul sostegno A. Si consideri poi ’insieme

D4, 6)7 L) S (A7 €) x< (A7€) > ¥,
Per ogni elemento a dell’insieme A si ponga:
T. ((A, 6)) _@) = (D((A’ C); B)n {a’7 a’) > L*

e si indichi con df, per ogni applicazione f appartenente alla famiglia
Ct (4, E), | L]Y), la restrizione all'insieme 7, ((4, €), 2) dell’applicazione 3}
unico prolungamento coutinuo e lineare nel terzo argomento dell’applicazione
or, associata ad f relativamente alla coppia ((4, ¢€),.2), all’insieme D ((4, &), L).
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Si osservi ora che per la proprieta (iii) degli elementi della famiglia
M che serve a definire I'insieme D ((4, &), L) (vedere n. 4.), I'insieme

Vo= 1{A: (a, a, 4) € T, (4, €), L)}

& un sottospazio vettoriale di .2*: la sua struttura quindi pud essere na-
turalmente trasportata sull’insieme T, ((4, €), 2) stesso che, con la topo-
logia indotta da quella dello spazio

(4, €) =< (4, E) = 8*7
diviene, evidentemente, uno spazio vettoriale topologico.

XIX. Sia (4, &) una varietd di classe C° e giano G ed £ due famiglie
di applicazioni reali definite sul sostegno A. Se G o' 2, per ogni a € A esiste
un’applicazione
é: T.((4,08), Q) — Tu((4, E), L)

tale che

(i) & @ un isomorfismo tra spazi vettoriali ed & un omeomorfismo tra
spazi topologici ;
(ii) per ogni applicazione

gE€ et ((Ay C), l gli) =& (4, C)’ | Bli%
le applicazioni
dgg : Ta(4,6),9)—R

dgg: Ta((4,E), L)—R
sono talt che
dgg =dggso §.
Dim. (i) Siano

p: D(4,0~),QVL)—>D(4,<E), Q)
x: D(4,6,gVL)—D (4,6, L)

gli omeomorfismi di cui si parla nella definizione della relazione <. (vedere
n. 4.); & chiaro allora che definendo

¢(a,a,) =y o ¢~l(a,a 4), per ogni (a,a,l)€ T, ((4,CE), Q)

si ottiene I’applicazione cercata, giacch® ¢ e y sono anche lineari nel terzo
argomento (proposizione IL).
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(ii) Nella dimostrazione della proposizione IX. si & visto che le ap-
plicazioni ;;g e E;,, rispettivi prolungamenti agli insiemi D ((4, &), @) e
D((4, &), L) delle applicazioni o, e g, associate a g relativamente alle coppie
(4, &), @) e ((4, &), L), sono tali che

Og 0 Q==gg°X,

giacch® entrambi i membri di questa uguaglianza coincidono con P’applica-
zione associata a g relativamente alla coppia ((4, ), G u £2) che, per la pro-
posizione VIII., & definita anche sull’insieme D ((d, €), G u L). Rlcorda,ndo

che le applicazioni dgg e dgp sono restrizioni delle applicazioni og e g’ ri-
spettivamente, 1la dimostrazione & completa.

Considerata quindi una varietd di classe C!, ({4, ¢€), |G |", si pud dire
che a meno di isomorfismi (algebrici e topologici), per ogni punto a della
varietd stessa e per ogni applicazione g € @! (4, €), | @|!), sono definiti uno
spazio vettoriale topologico 7, (4, €), | G|') ed una applicazione dg di que-
st’ultimo spazio in R.

Gli elementi di T, (4, €), | G|Y), che si chiama spazio tangente nel punto
a alla varieta (4, €), | @|'), sono chiamati vettori applicati nel punto a. L’in-
gsieme ottenuto come unione di tutti gli spazi tangenti nei punti della va-
rietd vien detto fibrato tangente della varietd e viene indicato con T ((4,E),| §|[Y).
I’applicazione dg, definita sullo spazio tangente T, (4, &), |G|!), si chiama
differenziale dell’applicazione g nel punto a.

Si chiama invece differenziale dell’applicazione g sulla varietd e si indica
con lo stesso segno dg, ’applicazione del fibrato tangente in R la cui restri-
zione allo spazio tangente T, ((4,C), | @|!) coincide con il differenziale del-
Papplicazione g nel punto a.

Infine, si chiama morfismo differenziale della varieta (4, €), | G|!) Vap-
plicazione

a:C (4,6, |gH— (T4, 6, |8
che ad ogni applicazione differenziabile f associa il differenziale df.

A proposito delle definizioni ora date si pud osservare che per ogni
varietd ((4, €), | @|') esiste un modo «canonico» di definire gli spazi tan-
genti (e, conseguentemente, i differenziali) che evita la scelta di una famiglia
di applicazioni nella classe | §[!: basta convenire che la definizione di spazio
tangente sia fatta a partire dalla famiglia di tutte le applicazioni differen-
ziabili C! (4, &), |&G|"). In pratica, perd, & spesso comodo riferirsi ad una
famiglia L€|@|' pid ristretta; le definizioni, cosl, possono risultare pid
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semplici (talvolta in modo essenziale, si veda per esempio la dimostrazione
della proposizione XX.).

Dalle definizioni date e dalle proposizioni dimostrate segue che: le ap-
plicazioni differenziabili su una varietd (4, €), | G|') sono continue (vedere la
nota (7)) e costituiscono wuno spazio vettoriale che contiene il sottospazio gene-
rato dalle applicazioni della famiglia Q e dalle applicazioni reali costanti (pro-
pos. XVIIL); il differenziale di un’applicazione (differenziabile) in un punto
della varieta & un’applicazione lineare e continua del corrispondente spazio
tangente in R ; il differenziale di un’applicazione costante ha valore nullo su
ogni vettore applicato.

Altre proprieta delle applicazioni differenziabili saranno esposte in un
successivo lavoro.

In conclusione, ad ogni terna ordinata (4, &, Q) costituita da un insieme
A e da due famiglie di applicazioni reali definite in A e tali che la seconda,
G, sia costituita da applicazioni continue nella topologia determinata dalla
prima (ciod applicazioni continue sulla varietd di classe ° (4, ¢)), rimane
univocamente associata una varietd di classe C!, ciod ((4, &), | G|!). Nel se-
guito la varietd ora individuata verra indicata semplicemente con la scrit-
tura (4, &, Q) giacch® la sua struttura differenziale e le conseguenti defini-
zioni di spazio tangente e di differenziale sono essenzialmente determinate
dalle sole famiglie € e G. Scrivendo (4, &, Q) s’intendera anche che gli
spazi tangenti e i differenziali sono costruiti a partire dalla famiglia G.

Naturalmente bisognera intendere che (4, ¢, @) = (4, ¥, L) quando
El G e g oot L

In particolare

(4,¢ L) =4, 9), per ogni QS Lc e 4, ¢ g)

La proposizione XIX. e la definizione della relazione d’equivalenza oo!
permettono di concludere che :
Se (4, & @) = (4, %, L) allora
(i) le due varieta hanno le stesse applicazioni differemziabili, cioé
C 4,9 ==C 4, %X .L);
(ii) per ogni a € A, gli spazi tangenti T, (A, &, Q) e Ty (4, U, L) sono
isomorfi algebricamente e topologicamente ;
(iii) per ogni applicazione differenziabile f: A — R, i differenziali df
in vettor: applicati corrispondenti (propos. (ii)) sono wuguali.

Questo n. viene concluso mostrando un notevole esempio di varietd di
classe 4!, potendo rimanere cosl giustificate alcune notazioni.
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XX. Sia n un numero naturale non nullo e sia L la famiglia delle n
proieziont m, , Ty, w. 7T, dellinsieme B™.
Oonsiderata allora la varieta di classe C! (R® L, L) si ha:

(i) le applicazioni differenziabili sulla varieta considerata sono tutte e
soltanto le applicazioni continue assieme alle n derivale prime ;

(ii) per ogni a € R™, lo spazio tangente T, (R", 2, L) & isomorfo (alge-
bricamente ¢ topologicamente) all’intero spazio R";

(iii) per ogni applicazione differenziabile f il differenziale df nel punto
a € R* si pud esprimere come segue (°)

(Dyf )a @ty + oo 4 (Dn f)a dovn

dove (D; f)a tndica la derivata i-ma delVapplicazione f calcolata mnel punto a.
Dim. Se A€ .L* & tale che
A(m) = a;, i =1, 2,..,n,

si conviene di indicare la stessa applicazione 1 col punto a = (a,, ay,..., ay)
dell’insieme R». B subito visto allora che lo spazio vettoriale .2* coincide
con lo spazio vettoriale R™ e, osservato che z;-proiezione v, dello spazio .2*
coincide con la ¢-ma proiezione dello spazio R", cio®

Ve (@) = a; = 7; (), perogni a€R", i=1,2..,n,

si conclude che .2* ed R" coincidono anche come spazi vettoriali topologici.
Se si osserva, poi, che, per la convenzione fatta, ogni punto a del sostegno
della varietd (R, 5, 2) & tale che

a-proiezione dello spazio .2 = a € .2%

gi pud scrivere

J(RB*, B, L) = {(a, b, a—Db): ad in R"}

e si vede che linsieme D (R", .2, ) risulta essere l'unione degli insiemi :
Q = (@b y@—>b):abd in EB; yeR)
Q = {(@,a,b) : ¢, in R,

(®) Questa formula assume l'aspetto usuale che ha in Analisi Matematica se le proie-
zioni a,,..,s, vengono indicate con z,,..,%,.
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(& chiaro, infatti, che ogni punto (a, a, b) € R* > R" > 2* & limite di una
successione w = {(¢;, ¢, ¢i')}ie y di punti appartenenti all’insieme @, : basta
porre

1 ,
6 =a; o£=a,——7b; ¢ =i(c; —¢i);

d’altra parte, se un punto (a, b, ¢) (con @ == b) dello spazio R* > R" > £L*
® limite di una successione di punti dell’insieme @, , necessariamente ¢ deve
essere un multiplo (reale) del punto a — b).

(i) Sia ora g€ C!(R*, 5, L) La continuita di g & richiesta dalla
stessa definizione (vedere la nota (7)). L’esistenza della derivata parziale
D,g ® presto stabilita osservando che, se per ogni numero reale y si in-
dica con y, il punto (y, 0, ..., 0) dello spazio E* e se con ';g si indica il pro-
lungamento continuo e lineare nel terzo argomento dell’applicazione o,, as-
gociata a g relativamente alla coppia ((R", .£), .2), all’insieme D (R", 2, L),
per ogni a € R® 8i ha:

1
(Dy 9)a = D, g (a) =Jif10'y— (9(@ 4+ y) — g (a) =

=3i-l-no;; (a, + v, 0 % (Taty, — na)) = ';,, (@, a, 1,).
La continuita della derivata parziale D, g discende dalla continuita dell’ap-
plicazione 3;,.

Analogamente si procede nei riguardi delle altre » — 1 derivate parziali
dell’applicazione g.

Viceversa, sia ora g un’applicazione di R* in R continua assieme alle
sue derivate prime. Si vuol provare che esiste il prolungamento aN, dell’ap-
plicazione o, e precisamente che

Oy (@b, y(@a—b) =y(g(a) — g(b), sullinsieme Q,,
3;, (ay a, b) = b =< (grad g) (a), sull’insieme Q,.

Intanto Papplicazione cosl definita & lineare nel terzo argomento (a causa
della bilinearita del prodotto scalare) e sull’insieme I (R*, 2, .2) coincide con
Papplicazione o, associata a g. Per completare la dimostrazione occorre mo-
strare che lapplicazione 3;,, cosl come & stata definita, & continua. La con-
tinuitd sugli insiemi ¢, e @, ® evidente, d’altra parte se I’elemento (a,a,d)€ Q,
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& limite della successione
@ = {(hi, ki, 9 (hi — E}iew

di elementi appartenenti all’insieme @, , per ogni i€ N esiste un punto ;€ B»
(teorema del valor medio) per cui

lim ;; o w = lim {y; (g () — g (k))}ienr = lim {; (hi — &) >< (grad g) @)}ieny =

= b > (grad g) (a) = o (a, a, b).

(ii) Per ogni @ € R" lo spazio tangente T, (R", .2, .2), per quanto si &
mostrato nella dimostrazione del caso precedente, coincide con {a, aj < R".

(iii) Per ogni (a, @, b) € 7'(R™, 2, 2) e per ogni ¢=1,2,...,n &i ha:
dre; (ll, @y b) = b;',
percid, per ogni applicazione differenziabile g, essendo:
dg (a, @, b) = o, (@) a, b) = b > (grad g) (@)
(per quanto si & provato nel caso (i)) & anche:

dg (a, a, b) = (D, 9)s dmy (ay @y b) + ... + (D 9)a dy (a, a, D).
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