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PERTURBATIONS SINGULIÈRES RELATIVES AU
PROBLÈME DE DIRICHLET DANS UN DEMI-ESPACE

DENISE HUET

INTRODUCTION

Le but de ce travail est de donner une démonstration du théorème 3.1,
annoncé dans D. HUET [7].

On se place dans le demi-espace R+ , et on considère un opérateur el-
liptique B, d’ordre 2m’ et une famille d’opérateurs Ba = eA + B, pour
6 E ] 0, 1], elliptiques d’ordre 2m (m &#x3E; m’). On étudie la convergence, lorsque
E --~ 0, de la solution d’un problème de DIRiaHLET non homogène, relatif

à l’opérateur B8 , vers la solution d’un problème de DIRIOHLET relatif à B,
en utilisant les espaces (Rn ), de LIONS-MAGÉNÈS [13], PEETRE [14] et
HORMANDER [5].

§ 1. Espaces Tk,r (1~+) et problème de DIRICHLFT.

1. Soit Rn l’espace euclidien réel à n dimensions. On désigne par Ri-
le sous-espace de Rn formé des points x = (xi ... , X..) qui vérifient xn ~ 0.
On pose x’ _ (Xi’ ... , et on appelle n l’hyperplan xn = 0.

Soit [resp. l’espace des distributions tempérées (1) sur Rn [resp. n].
On désigne par 7 [resp. ~~~ la transformation de FoURtER en x [resp. en x’~
isomorphisme de [resp. sur c5É [resp. c5f,], où E = ... , est la

variable duale de x et 1’ = ... , la variable duale de x’. On désigne
par 97-1 [resp. ~~% 1] l’isomorphisme inverse de [resp. 9a/].

Pervenuto alla Redazione il 3 Aprile 1964.
(1) Voir SCHWARTZ [16].
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Soit S~ un ouvert de Rn ; L2 ~S~) est l’espace hilbertien des classes de

fonctions complexes, de carré sommable sur Q, muni de la norme

Pour k réel quelconque, Hk (Rn) (2) est l’espace des u E c§5 tels que

muni de la norme

Pour k entier &#x3E; 0, on désigne par .gk (R+) l’espace de HILBERT des

distributions u sur R+ telles que (
norme

muni de la

On appelle Hok (R+) l’adhérence dans Hk (R+) de l’espace CJ) (R+) des
fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans y et par

H-k (R+) le dual fort de ~lô (.R+)·

2. Soient k un entier quelconque et r un nombre réel quelconque. La
".

transformation est un isomorphisme de c5~, sur

lui-même. On appelle T k’r (R+) (4), l’espace hilbertien des distributions u sur

] 0, + oo [ à valeurs dans (5) telles que Çr U = (I ® (jr) U E .Hk (R+), muni de

(2) Voir en ce qui concerne ces espaees, SOBOLEV [21], r22], SCHWARTZ [17], [18], [19].
(3) Suivant les notations habituelles p = (Pl’ ... , Pn) où les p, sont des entiers ~ 0,

~ 1 ~ ~ ~ ~

(4) Ces espaces ont été introduits dans LIONS-MAGÉNÈS [13]. Voir aussi PEETRE (14]
et [15] et HÔRMANDER [5]. Nous renvoyons à [13] pour les démonstrations des propriétés
de ces espaces énoncés dans le ~ 1.

(5) Pour les distributions à valeurs vectorielles, voir SCHWARTZ [20]. L’espace utilisé
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la norme

Pour r entier est identifiable à l’espace des distributions u
sur R+ telles que D: u E Hk (R+) r la norme (1.2.1) étant alors
équivalente à la norne :

Notons que l’on a :

D’autre part, si on désigne par CX3 (R+) l’espace des fonctions complexes in-
définiment différentiables et bornées ainsi que chacune de leurs dérivées
sur l’adhérence R+ de R+ , on a la

PROPOSITION 1.1: Le produit au d’une fonction de par une

distribution lc entier, r réel, est dans (R+) et l’application
u - au est linéaire et continue.

Pour lc entier ~0~ réel quelconque, on désigne par (R+) l’adhé-
rence dans (R’+) de l’espace Q (R+). Cet espace Tok,r (R+) coincide alors
avec le sous-espace de T k,r (R§) formé des u pour lesquels 
Si r est entier ~ 0, @ (R’+) est aussi T k’r Hô (R+). Enfin on a la

PROPOSITION 1.2 : Pour k entier ~ 0, et r réel, le dual de (R+ )
coïncide avec l’espace T -~’ -r (R+) ·

Soient k entier Pour u E Tk,r (R+), on peut alors définir la

On a alors la

(6) E et ~’ étant deux espaces vectoriels topologiques, E C F signifie que E est con-
tenu dans F et possède une topologie plus fine que la topologie induite par F.
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PROPOSITION 1.3 : Pour k entier réel, l’application est
._ 1

linéaire et continue de

3. On peut encore, pour r entier ~ 0, 0 réel avec 0  0  1, caracté-

riser d’une autre manière l’espace Tk,r+1-8 (R+) en utilisant les résultats de
LIONS [9J. (8)

Considérons un espace de BANAOH E, de norme Il - Il . Soient, dans

E, v opérateurs ~1, , ... , ~ly, fermés, non bornés ; le domaine de A; ,
pour i =1, ... , V, étant dense dans E et muni de la norme

On fait les hypothèses suivantes :
(S. G.) Pour i =1, ... , v, est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe t - Gi (t) fortement continu et borné.
(C) Quels que soient

Il en résulte que Gj (t) applique D (Ai) dans lui-même et que

. Soit 0 compris entre 0 et 1 ; posons a = 0 - 1 . * Désignons par
2

W (2, ce ; ... l’espace de BANAOH des fonctions u vérifiant :

du est la dérivée de u dans l’espace
dt
muni de la norme

(7) n étant isomorphe a Rn-1, pour 8 réel guelconque, (c) est isomorphe à H8 
(8) Il existe d’autres procédés de construction d’espaces « intermédiaires ». Voir CAL-

DERON [1], LIONS [10], [11], [12].
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Désignons par l’espace de BANAOH des e E E tels que

muni de la norme

Si l’on désigne par D (A) l’espace de BANAOH des e E E tels que e E D 

pour i =1, ... , V, muni de la norme .

L’application u 2013~ M (0) est alors continue de

Prenons 

le générateur infinitésimal du semi.groupe avec

L’espace D (~1) est alors-

PROPOSITION 1.4: Les espaces
sont identifiables algébriquement et topologiquement.

4. Considérons l’opérateur différentiel linéaire d’ordre 2m

On suppose que les coefficients . apq (x) sont des restrictions à R+ de fonc-
tions de ~8(jR!{.). On associe à A la forme sesqui-linéaire

(9) Voir par exemple LIONS [11] p. 1.11 et 1.12.
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On dira que A est H0m (R+) elliptique s’il existe une constante c &#x3E; 0 telle que

On notera encore A* l’opérateur adjoint formel de A. C’est l’opérateur, qui,
appliqaé à u s’écrit

A A’~ est associée la forme sesqui-linéaire

On a alors le théorème suivant, dû à LIONS MAGÉNÈS [13] :

THÉORÈME 1.1 : Soit A l’opérateur différentiel défini par (1.4.1), dont

les coefficients sont des restrictions à R+ de fonctions de % (R+). Si A est
alors A [résp. (A, y)] est un isomorphisme de r 

pour r réel quelcon-
L j-v J

que. Pour r entier ~ 0, on peut améliorer le théorème 1.1, en faisant des

hypothèses un peu plus restrictives sur l’opérateur A. On dira que A sa-

tisfait à l’hypothèse .ga si les conditions suivantes sont satisfaites :

1) A est uniformément fortement elliptique dans JR~ , i. e.

pour tout x E R+ et tout vecteur e réel (10).
2) Les coefficients apq (x), ! p ~ 1 q 1 à ni possèdent une limite finie

quando 1 x 1 -+ oo.
3) Le coeffieient aoo du terme en u est suffisamment grand.

o

D’après les travaux de GARDING, si A vérifie l’hypothèse Ho , alors A
est Hom (R+)-elliptique. On a le

THÉORÈME 1.2: Soit A l’opérateur différentiel défini par (1.4.1) dont

les coefficients sont restrictions a R+ de fonctions de 93 (R+). Si A satisfait



431

à l’hypothèse Ho, et si k et r sont deux entiers h 0, alors A est un iso-

morphisme de sur 

§ 2. Perturbations singulières pour le problème de DIRIOHLET homogène.

1. On considère maintenant les 2 opérateurs différentiels

sur lesquels on fait les hypothèses suivantes :

les coefficients sont des restric-

tions à de fonctions (

Ha: B est 

On pose, pour

et on fait l’hypothèse

g4 : -. E 1, B, est Ho 

Si les hypothèses Hi à H4 sont vérifiées, d’après le théorème 1.1, B8
est, pour 6 E I, un isomorphisme de , tandis que B

est un isomorphisme de sur (R+).
On a alors le :

LEMME 2.1 : Soit Bs l’opérateur défini par (2.1.3) où A et B sont

définis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose que les hypo-
thèses 81 à .H4 sont vérifiées. Soit r un entier ~ 0. Soient je ET-m, 

Et et F2 sont deux espaces de HILBERT contenus dans un même espace vectoriel
topologique F, la, norme dans Et n E, est définie par
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l’élément de ) qui vérifie

Il existe une constante l~ &#x3E; 0 telle que

la constante g étant indépendante de e.

DÉMONSTRATION DU LEMME 2.1.

Désignons par b (u, v~ la forme sesqui-linéaire associée à B. A B., 8 E I,
est alors associée la forme sesqui-linéaire

En vertu des hypothèses Ha et ~4 et de D. HUE1.’ [6], il existe des
constantes 0153 et P, positives, telles que

pour tout e E 1 et tout u E Hom (Ri-).
Démontrons le lemme pour r = 0.
On a

où l’on fait intervenir, dans le second membre, la dualité entre
et Hô 

On en déduit, en utilisant (2.1.7)

d’où l’inégalité de la forme (2.1.5) :
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Pour démontrer le lemme pour r ~ 1, nous raisonnons par récurrence.

Supposons que le lemme soit démontré jusqu’à l’ordre r -1, et montrons-le
pour l’entier r.

D’après l’hypothèse de récurrence, il existe une constante 0

telle que

Posons , 

1 Calculons B8

avec

d’où

Or, d’après (2.1.4)
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D’autre part, en remarquant qu’on a aussi

où le~ ~ sont encore des restrictions à

fonctions de C)3 (R+), on peut écrire

avec

et

Enfin

(!2) Les coefficients

toujours des restrictions à R+ de fonctions de r
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avec

et

En réunissant (2.1.14), (2.1.15), (2.1.20) et (2.1.23), on obtient

avec

On a donc d’après (2.1.10)

Mais, on a, en tenant compte de (2.1.18), (2.1.22), (2.1.25)

d’où, en vertu de (2.1.11) et (1.2.3)

Les inégalités (2.1.11), (2.1.28) et (2.1.30) entraînent immédiatement une

inégalité du type (2.1.5).
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En ce qui concerne la convergence de u~ , y on a le

THÉORÈME 2.1 : Les hypothèses sont celles du lemme 2.1. Nous sup-
posons en outre que

2) il existe telle que A,, --+ h dans T"~(2~) quand
e---+O.

Alors, la solution de (2.1.4) tend, dans
T~~(~)~ vers la solution u de

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.1.

Nous démontrons tout d’abord le théorème pour r = 0. D’après le
1

lemme 2.1, U. est alors borné dans H’m (R+) tandis que 82 ut est borné

dans ~’~ (R+). De toute on peut donc extraire une sous-suite,
que nous noterons encore Ue JI telle converge faiblement dans (R+)

1

vers un élément w, et telle converge vers 0 dans (R+) .
Mai s on a

pour tout ro E Hô (R+). Par passage à la limite, en tenant compte des hy-
pothèses faites sur f8 et ha , on en déduit que w vérifie

pour tout v E Hom (R+), donc pour tout v E Hom’ (R+). Par suite w = u.
1

Il reste à montrer -~ u dans (R+) fort et que B"2 Ue -~ 0
dans fort. Pour cela, en vertu de (2.1.7), il suffit de montrer que

Or, diaprés (2.1.4) et (2.1.5), on a

et le second membre tend bien vers 0 quand e --~ 0.
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Pour r h 1, on raisonne par récurrence. Supposons donc que le théo-
rème soit démontré jusqa’à l’ordre r - 1 ; démontrons le pour r.

D’après l’hypothèse de récurrence, on sait déjà que u, 2013~ ~ dans
1

et que e~~2013~0 dans Soient alors Dq u, ,
in = Dx. u, avec Il suffit de démontrer

1

et d’apres (2.1.31) et l’hypothèse faite dans (R+).
D’autre part, d’après (2.1.16) et (2.1.17) et l’hypothèse faite sur he, con-

verge dans (R#), vers

En outre, puisque dans d’après (2.1.21 ) et (2.1.25),
H2, B et convergent respectivement, quand s - 0, dans H-m’ (R+) vers

Il résulte alors de la validité du théorème pour r = 0 que dans

2. Remplaçons maintenant les hypothèses H3 et B’4 respectivement par
B vérifie Ho ; 3

H4 : B. vérifie ga .

4. Annali della Scuola Norm. Sup.. Piga.
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Soient le et r deux entiers ~ 0. Si les hypothèses Hl, H2,  H3, ’1 H,’ sont

satisfaites, alors, d’après le théorème 1.2, B est un isomorphisme de

sur T- ’(R+) et, pour 8 E I, B, est un isomor-
phisme de sur T~~’’(~). On a alors le

THÉORÈME 2.2 : Soit j6e l’opérateur défini par (2.1.3) où A et B sont
définis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose vérifiées les hypo-
thèses H2, ~3 ? ~4 ’ Soient k et r deux entiers h 0. Soient E

" (R") des fonctions

données telles que

Soient u8 l’élément de

et u l’élément de qui vérifie

Tm, k+r (R+), quand E - 0, mais en général U8 ne converge pas vers u dans

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2,2.
1

Le théorème 2.1 dit que Us -+ h dans (R’+). Supposons que Us -+ la
dans T l’ 1 (R+). Comme Us E (R+) fermé dans T1t 1 (R’+), on aurait la E

or h est choisie quelconque dans 
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Ce théorème étand au demi-espace un résultat de D. HUET [fi) (18).

3. Nous nous proposons d’étendre à r réel &#x3E;- 0, le théorème 2.1 sous
la forme :

THÉORÈME 2.3: Soit BE l’opérateur défini par (2.1.3) où A et B son~
définis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose que les hypothèses
Hl à H4 sont vérifiées. Soient r un entier ~ 0~ et 0 un nombre réel tel

que 001. Soient f. E T -’~’ r+I-8 (R+), he E T ~~’ et

h ET-m’, "+1-8 (R+) des fonctions données telles que

-, --c- ..- ----

Soient Us l’élément de qui vérifie

et u l’élément de qui vérifie

Reprenons les notations du ; soit Nous avons le

LEMME 2.2 : Soient v opérateurs AI y ... fermés, non bornés dans
l’espace de BANAOH de domaines denses dans .E, D (At), ... , D (d~), sati-
sfaisant aux hypothèses (S · a) et (0). Si e,. converge, quand E --~ 0, vers e,
dans l’espace E (2, a; J~,..., tly), alors, il existe We et w dans l’espace
W (2, oc ; tels que

dans

dans quand , 1

dans et, pour tout 

dans E, quand

(t3) Théorème 1.11.

(t4) De façon gènérale ,
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DÉMONSTRATION DU LEMME 2.2:

On peut supposer, sans nuire à la généralité, que v = 2. Posons (15)

Posons

où q (t) est une fonction indéfiniment différentiable, à support compact, égale
à 1 dans un voisinage de l’origine.

Les conditions 2.3.3 sont évidemment satisfaites, et il est immédiat de

vérifier que, pour chaque t &#x3E; 0, w8 (t) - w (t) dans .E et que ta [w8 - w] --~ 0
dans L2 (0, + oo ; E) quand e - 0.

D’autre part, on a 
-

D’où en posant

On obtiendrait une majoration analogue, en remplaçant Ai par A2.
D’après (2.3.11), pour chaque t &#x3E; 0, -s~, (t) ---* 0 dans D (4 ). En outre,

comme f, -~ 0 dans ~E (2, a ; Ai , ... , dy), en vertu de (1.3.14), t" Ai 8e - 0
dans L2 (0, + oo ; E) ce qui achève de démontrer (2.3.4).

De (2.3.7) et (2.3.10), on déduit :

(15) On utilise ici une construction classique: voir LIONS [9] et GAGLIAIRDO [2].
(16) On ; en effet, d’après l’hypothèse (

v

étant l’espace 1, (E, E) muni de la topologie de la convergence uniforme sur les parties
bornées de E. Il résulte alors de (2.3.6), Ri (t) Il  mi -
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et on a

Or

Par suite, pour tout dans .E, quand s - 0. En outre

d’où, en tenant compte d’une inégalité de HARDY (17) :

et ceci tend vers 0 quand s --~ 0, en vertu de la topologie de .E(2,a; ~i~,...,dyj.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.3.

D’après la proposition 1.3 et le lemme 2.2, il existe des fonctions

telles que

(!7) Voir HARDY-LITTLIDWOOD-POLYA (4 j p. 245.



442

quand dans .’ dans

Soient alors, pour t l’élément de tel que

l’élément de tel que

On a alors

En outre, (t) (i8) est à valeurs dans , et vérifie, pour tout t ] 0

et de même, ,u’ (t) est à valeurs dans (R+) et vérifie, pour tout t &#x3E; 0

D’après le théorème 2.1, pour tout i

En outre, d’après (2.3.17), (2.3.19) et le lemme 2.1, on a, pour t &#x3E; 0, e E I

et

et les seconds membres de (2.3.21) et (2.;I.22) sont bornés dans L2 (0~ + (0).
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D!après le théorème de LEBESGUE,
~...1-1 _m..... _ - 9.. -. ....~».~

REMARQUE : De (1.3.12), de la proposition 1.3, de (2.3.21) et (2.3.22) on
déduit la généralisation suivante du lemme 2.1:

LEMME 2.3 : Soit Bl l’opérateur défini par (2.1.3) et B sont dé-

finis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose que les hypothèses
g! à H4 sont vérifiées. Soit r réel ~ 0. Soient J8 E E T -m’ r (R+),
a E I. Soit Ua l’élément de (R+) qui vérifie

Il existe une constante K &#x3E; 0, indépendante de 8 telle que :

4. Dans le cas où r est réel  0, on a le

THÉORÈME 2.4 : Soit Be l’opérateur défini par (2.1.3) où ~. et B sont
définis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose que les hypothèses
Ht à ~4 sont vérifiées. Soit r réel  0. Soient Je E
E E I et h E (R+) des fonctions données telles que

Soient u, l’élément de vérifiant

et u l’élément de vérifiant

Alors, quand 8 ~ 0, u, - u dans

(R.~’~.) faible.

dans
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DÉMONSTRA’l’ION DU THÉORÈME 2.4.

Nons désignons par Bt [resp. B-] i’adjoint formel de B, E E I [resp. B].
1 -- -- ___ __ _

Soient 1’6 l’élément c

et v l’élément de tel que

Diaprés les théorèmes 2.1 et 2.3, roE - w dans

dans Tom, -r (1~+)~ quand - - 0. Or, on a

~t le second membre tend vers 0 quand s -~ 0.
Soit maintenant 1p E Z’-’n’ -r ( R§) et soit We l’élément de 1 1 tel que

D’après le lemme ‘~,3, il existe une constante g ~ 0 telle que

Mais on a

d’où, en tenant compte de (2.4.7)

Il en résulte que est faiblement borné, donc borné dans 
De toute suite, on peut donc extraire une sous-suite uap convergeant fai-
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blement dans vers une limite qui ne peut être que 0, puisque
i ,

e 2 Ut -+ 0 faiblement dans ce qui achève la démonstration du

théorème.

§ 3. Perturbations singulières pour le problème
de DIRIaHLET non homogène.

1. En ce qui concerne le problème de DIRIOHLET non homogène, on a
le théorème général suivant :

THÉORÈME 3.1: Soit Be l’opérateur défini par (2.1.3) où A et B sont
définis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose que les hypothèses
.g1 à H4 sont vérifiées. Soit r réel quelconque. Soient 

des fonctions données telles que

On se donne aussi

vérifiant la condition suiva~nte : il

telles = g j pour j = 0,

et telles 

, quand s-0. Si, dans ces

conditions u, est l’élément (19) de T m, r (jR~) qui vérifie

et si u est l’élément de ) qui vérifie

(19) D’après le théorème 1

est un isomorphisme (
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alors, quand

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3.1.

Soient Ve, E E I et v satisfaisant aux hypothèses du théorème. Alors

, Soient alors 2oE l’élément de

et w l’élément de tel que

En vertu des théorème 2.1, 2.3 et 2.4, quand s-+ 0, wE --~ w dans

faible pour r  0.

d’où le résultat.

REMARQUE 1 : Supposons que gi E

que, pour chaque j = 0, ~, ... , nx - l, g’ possède une limite, quand E --~ 0,

dans J cette limite étant en outre égale à gj pour j = 0,
1~... ~ m’ -1. Alors, en vertu. des résultats de LIONS [8], il existe des

fonctions 1 vérifiant les hypothèses du théoreme.

REMARQUE 2: On sait que le théorème 1.1 de LioNs-MAGÉNÈs [13]
est encore vrai sous la seule hypothèses que A soit un isomorphisme de

sur H-m (R+) (2°).
D’autre part, si l’on regarde la démonstration du lemme 2.1, on voit

qu’elle est encore valable, sous les hypothèses Ht , et

.g5 :. B est un isomorphisme de Hô sur .H -~n~ (R+) ;
H,3: Bi est, pour un isomorphisme de Hom (R+) sur 

Voir dans [13] remarque II, p. 305.
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g7 : il existe une constante c &#x3E; 0, telle que

quels que soient tels que

Quant au théorème 2.1, il est vrai sous les hypothèses Es, H6 et
- - - - - -, --

quels que soient

Inetitui de Mathématiques
Nancy
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