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PERTURBATIONS SINGULIERES RELATIVES AU
PROBLEME DE DIRIOCHLET DANS UN DEMI-ESPACE

DENISE HUET

INTRODUCOTION

Le but de ce travail est de donner une démonstration du théoréme 3.1,
annoncé dans D. HUET [7].

On se place dans le demi-espace RY , et on considére un opérateur el-
liptique B, d’ordre 2m’ et une famille d’opérateurs B,=e¢A 4 B, pour
£€]0,1], elliptiques d’ordre 2m (m > m’). On étudie la convergence, lorsque
¢ — 0, de la solution d’un probléme de DIRICHLET non homogéne, relatif
a DPopérateur B,, vers la solution d’un probléme de DIRICHLET relatif & B,
en utilisant les espaces T (R%}), de LioNs-MAcENEs [13], PEETRE [14] et
HORMANDER [5].

§ 1. Espaces T"" (R}) et probldme de DIRICHLET.

1. Soit R™ l’espace euclidien réel 3 n dimensions. On désigne par R%
le sous-espace de R" formé des points & = (v,,...,®,) qui vérifient z, > 0.
On pose &’ = (@, ... y #n—;) €t on appelle = Phyperplan z, = 0.

Soit o, [resp. dx] ’espace des distributions tempérées () sur R* |resp. =].
On désigne par F [resp. 7| la transformation de FOURIER en # [resp. en a’]
isomorphisme de , [resp. ] sur ¢ [resp. If), ot & = (&, ..., &) €8t la
variable duale de x et & = (&, ,... , én—1) la variable duale de . On désigne
par F ' [resp. % '] I’isomorphisme inverse de F, [resp. F)s

Pervenuto alla Redazione il 8 Aprile 1964.
(!) Voir ScHWARTZ [16].
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Soit £2 un ouvert de R"; L?(2) est I'espace hilbertien des classes de
fonctions complexes, de carré sommable sur 2, muni de la norme

1

2
(L.1.1) 1 |l = ( f | u (@) dm) .
Q
Pour k réel quelconque, H*(R") (%) est ’espace des u€d), tels que

k
(14 | &P Fue L2 (R

muni de la norme
k
(1.1.2) o lgegeny = I111 4 | & PP P | o g -

Pour % entier =0, on désigne par H "(R") l’espace de HILBERT des
+

distributions » sur RY telles que (3) D% € L*(RY) pour |p|< k, muni de la
norme
1

(1.1.3) [| w ”H"(R"_"_) = (|| D?u “;2 (B™) 2.

On appelle Hy (B}) Vadhérence dans H*(R}) de Vespace D (R]) des
fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans R’ , et par
H™*(R%}) le dual fort de H, (R}).

2. Soient k¥ un entier quelconque et » un nombre réel quelconque. La

”r

transformation Q" = F7 " (1 + | & [?? F2’ est un isomorphisme de o sur
lui-méme. On appelle T"" (R%}) (4), espace hilbertien des distributions u sur
10, 4+ oo [ & valeurs dans Sy (%) telles que @ u= (1 Q) Q) u € H* (R}), muni de

(®) Voir en ce qui concerne ces espaees, SOBOLEV [21], [22], ScawarrTz [17], [18], [19].
(®) Suivant les notations habituelles p = (p,;,...,p,) ol les p; sont des entiers =0,

2]y
|p|=p,+ .. +p,. 8 p=(0,..,0), DPu=u, s |p|>0, DPu= 2

05y, e, DT

(4) Ces espaces ont 6t6 introduits dans LioNs-MaGiNis [13]. Voir aussi PEETRE [14]
et [15] et HORMANDER [5]. Nous renvoyons & [13] pour les démonstrations des propriétés
de ces espaces énoncés dans le § 1.

() Pour les distributions & valeurs vectorielles, voir SCHWARTZ [20]. L’espace utilisé

ioi est Q' [0, + 005 Sy]=Q' (0, + 00) @ S -
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la norme

2.1 = ” .

Pour r entier =0, T""(R’}) est identifiable & I’espace des distributions u
sur R’} telles que D we H”(R}) pour |p|<r la norme (1.2.1) étant alors
équivalente & la norne:

1

2
1.2.2 = DZulf .
(1.2.2) ”u”r"-'(R'-l) (IPIZSJI ”u”H"(R'J',))
Notons que lon a:

(1.2.3) ™" (R} T%" (R}) pour k=%
r=r’(%).

D’autre part, si on désigne par %(Ei) Pespace des fonctions complexes in-
définiment différentiables et bornées ainsi que chacune de leurs dérivées
sur Vadhérence K7} de E% , on a la

PROPOSITION 1.1: Le produit aw d’une fonction de 93(R?) par une
distribution u € T*" (R%}), k entier, r réel, est dans T""(R%}) et ’application
u — ou est linéaire et continue.

Pour k entier = 0, » réel quelconque, on désigne par T,"" (R}) V’adhé-
rence dans T*"(R7}) de Vespace QD (R%). Cet espace T,"" (R7}) coincide alors
avec le sous-espace de T"" (R}) formé des u pour lesquels Q" u€ Hy (R}).
Si r est entier =0, T,"" (R}) est aussi 7" (R})n Hy (R}). Enfin on a la

PROPOSITION 1.2: Pour k entier =0, et r réel, le dual de Ty (R}.)
coincide avec Vespace T ~"(R%).
Soient k entier =1, r réel. Pour u¢€ Tk"(R'_;.), on peut alors définir la

trace sur =, y; u de

dJu . —
Sai POUTJ= 0,1,...,k— 1, PosSons yu = (Yol y.eey Pk—1%)-
7

On a alors la

(8) E et F étant deux espaces vectoriels topologiques, EC F signifie que E est con-
tenu dans F et possdde une topologie plus fine que la topologie induite par F.
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ProrosITION 1.3: Pour k entier = 1,r réel, P’application u——+y_d est

T @) ()

k—1
linéaire et continue de 7" (RY) sur IT H
J=0

3. On peut encore, pour r entier =0, 6 réel avec 0 <6 < 1, caracté-
riser d’une autre maniére l’espace T kir+1-6 (RY) en utilisant les résultats de
Lions [9]. (8)

Considérons un espace de BANACOH F, de norme || - ||. Soient, dans
E, v opérateurs 4,,...,4,, fermés, non bornés; le domaine D (4;) de 4;,
pour i =1,..,», étant dense dans F et muni de la norme

(1.3.1) llellpag=1lell + Il diell.

On fait les hypothéses suivantes :

(8.@.) Pour i =1,...,v, A; est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe t— @;(t) fortement continu et borné.

(C) Quels que soient 4,j (1 <i<<», 1<<j<<») et s t(s=0,t=0),ona

(1.3.2) Gi(8) G;(t) = G;(t) Gi(s).
Il en résulte que @;(t) applique D (A4;) dans lui-méme et que
(1.3.3) A; G4(t)e = G;(t) d;e pour tout e €D (4,).

. 1 -
Soit 6 compris entre 0 et 1; posons o« = 6 — - Désignons par

W (2,05 A4,,..,4,) Pespace de BANACH des fonctions » vérifiant :

(1.3.4) t2u€ L2 (0, 4 oo ; D (4y)) t=1, ..,

adu

(1.3.5) "=

€I2(0, 4+ oo ; B)

d
(7':- est la dérivée de u dans Despace D’ (0, oo; E))

muni de la norme
9 1
2

dt) .

(") = étant isomorphe & R"~1, pour s réel quelconque, H* () est isomorphe & H* (R*1),
(8) Il existe d’autres procédés de construction d’espaces « intermédiaires». Voir CAL-
DERON [1], Lions [10], [11], [12].

(1:3.6) ( /73 lw@IE+ 2 A+ | il
0
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Désignons par E(2,2; 4, ,...,4,) ’espace de BANAoH des ¢€ F tels que
(1.3.7) te-1[G;(t)e —e] € L? (0, 4 oo ; E) t=1,..,»

muni de la norme

v > 1
(1.3.8) lel + = ( f 2= || G;(t)e — e |2 dt)? .
=1
0

Si I’on désigne par D (A) Dlespace de BANACH des ¢ € F tels que e€ D (4
pour ¢ =1,...,» muni de la norme

(1.3.9 lell+ 2 I diel
on a
(1.3.10) D(A)CE (@2, 0; Ay, .,A,)CE.

L’application w — u (0) est alors continue de W (2,x; 4,,.., 4,) sur
E(pya; dgy.ey 4y)

Prenons B = T""(R%}) r entier = 0. Soit A;= ;;—07,
le générateur infinitésimal du semi-groupe ¢— @;(?) avéc

it=1.,n—1,

(1.3.11) GiO) f=F @1y eee g Big,y T+ by Bigyy ooy Tn)e
L’espace D (A) est alors T b rtl (RY) et on a(?)

PROPOSITION 1.4: Les espaces T "' ~° (R}) et B (2,a; Ay, y An—)
sont identifiables algébriquement et topologiquement.

4. Considérons Dopérateur différentiel linéaire d’ordre 2m

(1.4.1) A= > (— 1)!21 D? (a,, D9).
lpllgl=m

On suppose que les coefficients . a,, (v) sont des restrictions a R% de fonc-
tions de 93 (RY). On associe & A la forme sesqui-linéaire

(1.4.2) a (u, v) =[ z apg D3 u D? v da.
l2llgl=m
=

(®) Voir par exemple Lions [11] p. 1.11 et 1.12.
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On dira que 4 est Hy" (R.,'.‘) elliptique #’il existe une constante ¢ > 0 telle que
(1.4.3) Re[a(u,w)| =c| u ||2Hm( &%) pour tout w€ Hy" (RY).

On notera encore A* ’opérateur adjoint formel de A. C’est Iopérateur, qui,
appliqué & u s’écrit

(1.4.4) A'w= 3  (—1)'?| D?[a,, D7u).
Ipllglsm

A A* est associée la forme sesqui-linéaire
(1.4.5) a* (u, v) = a (v, u).
On a alors le théoréme suivant, dt & Liows MAGENES [13]:

THEOREME 1.1: Soit A Vopérateur différentiel défini par (1.4.1), dont

les coefficients sont des restrictions & RY de fonctions de 93 (R}). Si A est

H™ (Rf;_)-elliptique, alors A [resp. (4, ;_'5] est un isomorphisme de Tomv'(R’:L)
m—1 1

resp. T™"(R%)>< I H™" 7% ()| sur T ™™ " (R%), pour r réel quelcon-
j=0

que. Pour r entier = 0, on peut améliorer le théoréme 1.1, en faisant des

hypothéses un peu plus restrictives sur Vopérateur A. On dira que 4 sa-
tisfait & 1’hypothése H, si les conditions suivantes sont satisfaites:

1) A est uniformément fortement elliptique dans R7 , i. e.

(1.4.6) Re 12 Apq (%) EPYI > ¢ | & |2m
lp lv q I =m

pour tout x € R} et tout vecteur & réel (1°).
2) Les coefficients a,q(2), | p |, | ¢ | << m possédent une limite finie
quand | # | — oo.
3) Le coefficient a,, du terme en u est suffisamment grand.
D’apres les travaux de GKRDING, si A vérifie I’hypothése H,, alors A

est Hy" (Rj)elliptique. On a le

THEOREME 1.2: Soit A Vopérateur différentiel défini par (1.4.1) dout

les coefficients sont restrictions a RY de fonctions de 93 (R%). Si A satisfait

(10 Ep+q - Ep,+q, Ep”ﬂ" .
n
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3 Phypothése H,, et si k et r sont deux entiers =0, alors 4 esl un iso-
morphisme de T**™ 7 (R%)n Hy* (R}) sur T ™57 (RY) ().

§ 2. Perturbations singulieres pour le probldmeé de DiRTcHLET homogéne.

1. On considére maintenant les 2 opérateurs différentiels

(2.1.1) A= > (— 1)zl D» [apq (@) D9]
Iplilgl=m

et

(2.1.2) B = > (— 12! D? [bpq () D)
lpllgrsm

sur lesquels on fait les hypothéses suivantes:

H, : les coefficients ayg (|p|,|g|<<m) et by (|2|,|g|<m’) sont des restric-
tions a RY de fonctions de 9B (RY).

Hy: m>m'.
H,: B est H™ (R")elliptique.
On pose, pour ¢€ I =1]0,1[
(2.1.3) B,=:A+ B
et on fait ’hypothése
H,: pour ¢€1, B, est Hy" (R7)elliptique.

Si les hypothéses H, a H, sont vérifiées, d’aprés le théoréme 1.1, B,
est, pour ¢€ I, un isomorphisme de Ty " (R%) sur T~ ™" (R7), tandis que B
est un isomorphisme de T, " (R7) sur T~™" " (R}).

On a alors le:

LEMME 2.1 : Soit B, lopérateur défini par (2.1.3) ot A et B sont
définis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose que les hypo-
théses H, & H, sont vérifiées. Soit r un entier = 0. Soient fe € T~ ™ "(RY),

(1) 8i E, et E, sont deux espaces de HILBERT contenus dans un méme espace vectoriel
topologique F, la norme dans E, n E; est définie par

|~

el
lelisnz, = (2 llellk) -
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he € T™™" (R}), e € 1. Soit , V6lément de T™ (R%) qui vérifie
(2.1.4) B,u,= ¢f+ h,,e€ 1.

11 existe une constante K > 0 telle que
1 1

(2.1.5) ” e? Ye ”TM"‘(R’_'*_) + ” Ue ”TW"‘(R’;_) = K[” e—z—f, ”1'—"""(1;1) + “ he ”1'—"""'(1{1)]

la constante K étant indépendante de e.

DEMONSTRATION DU LEMME 2.1.

Désignons par b (u,v) la forme sesqui-linéaire associée & B. A B,,e€l,
est alors associée la forme sesqui-linéaire

(2.1.6) b, (u, v) = ea (u, v) + b (u, v).
En vertu des hypothéses H, et H, et de D. HUET [6], il existe des
constantes o« et B, positives, telles que

(2.1.7) Re b, (u, u)] = ae || w[|amwy) + B | v [[am )

pour tout e€ 1 et tout u€H," (R}).
Démontrons le lemme pour r = 0.
On a

(2.1.8) bl (u'c) uc) = <6;f, + h" ) u_l>

ol Pon fait intervenir, dans le second membre, la dualité entre H ™™ (R%)
et H (R%).
On en déduit, en utilisant (2.1.7)

1 1 1

(2'1‘9) “”82 Us l|2Hm(R’_:_) + ﬂ ” Us Il_zy""'(R’_;_)S o “I &? fs llH—'m(R'_;_)H &? Ue ”Hmazi) +
+ | ke ”H—m'(zci) [| e ”H’"'(pr]

d’otr linégalité de la forme (2.1.5):

1 1
(2.1.10) ||e2u, ”H-”'(R:_) + [l ”H'n'(nf;_)s K[ |2/, ”H-m(R_’;_) + | e ”H-m'm’_;_)]'
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Pour démontrer le lemme pour » =1, nous raisonnons par récurrence.
Supposons que le lemme soit démontré jusqu’a Yordre r — 1, et montrons-le
pour lentier r.

D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe une constante K, > 0
telle que

1 1
(2.1.11) || e?u, ||Tm,r-—1(Rf_z*_) —|— |]u, “Tm"r—l(R:;_) = K‘ [”82 f, ”T—m"'—l(R:'l_) +

+ | ”1' —"”""—1(3"_’_)] .

Poesons w,=D§»us, avec | ¢ | <<r—1. Soit i avec 1 <<it<<n — 1. Alors

aw, m n aws
a_w,-EHO (R4) . Calculons B, (E) On a
ow, 0 ow, 9
ole | = 3 \Pe Uy Bs A T o \DPg W,
(2.1.12) B,(awi) 2o (Bee )+[ (Bmi) 2 & w)J
avec

(2.1.13)  B,w, = B, (D} u,) = D} (B, u,) + [B. (D% u,) — D5 (B, u,)]

d’ou

P 0w, _i g _ﬂ g q
(2.1.14) B,( 8:»,-) = 3% Dy (B, u.) + 7, [B. (D w,) — Dz (B, w,)] +
ow, 0
+ [Bt (EZ) 6_.70. (Bc wu)]
Or, d’aprés (2.1.4)
2.1.15) iDq(B u)-—iDq(f—}—h)— F,.+ H
(-- awix' se—awi 'z \EJ ¢ g) =— € L] ¢ 1, &
avec
(2.1.16) F .= % DL f,e H ™(RY)
et
(2.1.17) H,, = aim DY h,e H™™ (R})
et
| By, el &) < B || fellp—m (&%)
(2.1.18)

| Hy, . ”E_ml(R’_:_) < K| R ”1"‘""’ &)
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D’autre part, en remarquant qu’on a aussi

(2.1.19) A= 3 oa@D? B= 3 B, (x)D?
lpl=om Ip|<2m

ol les a, (|p|<m) et B, (|p|<m’) sont encore des restrictions 3 RY de

fonctions de %(E’I), on peut écrire

(2.1.20) B, (D% w) — DY (B, )] =
=2 5 [0 D?[DYu]— DY [ap D? u]] +
0%; |p|'<2m
d
a_w [ﬁpD"[I)Z/u,]-—-Dg'[ﬂpru,]]=sF2,,+H2',
ilp|<2m’
avec
Fo=2" = 4. @D.(D?u)eE ™ &)
ox; |p IS m
(2.1.21) , lel=r=
Hy,=-— 3 04 Dy(D"u)eH ™ (B})(*)
0% |q|sem’
| t1 sSr-—2
et
(2.1.22) | Fo,ellg ~™E") < K, || w || p-m —1&")
| Ha, el “™EY) < Ky || w, || p—m. iRy
Enfin
ow, a ow, 2}
2.1.23 B,|— — — = ? —_— »
( ) ¢ (am.-) 3$¢ (B. w‘) ¢ |» |£ 2m % D aa:.- 5.’1)" (ap D w‘) +
ow, d
> De? —_—— D» ==
+ Z b, 07 52— 245, )
=—2 aapD?w,— z %Dl’w,=
|p| <2m o0x; |9 | <am’ o0x;
= —GFS‘.—H&,

(*2) Les coefficients 7, (|p|= 2m, |a|5r—:—2‘) et 8, (|g|=2m, [t|<r—2) sont

toujours des restrictions a R’_‘I_ de fonctions de &3 (Ri).
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avec

F.= 3 S%pry, emg— @&y
(2.1.24) 2 1< om 9%

Hy,— 3 8B 1y w, € H™ (RY)

|p|=<2m: O%;
et
|| Fs, . ”H _m(R:{l-) < Kg || w, ”H —’”(R_';_) =K ” Ue “1'”" "l(le:)

(2.1.25)

[ Ha, e |y =gy <= K | e [l -2z, -

En réunissant (2.1.14), (2.1.15), (2.1.20) et (2.1.23), on obtient

0w\
(2.1.26) B, (aw.-) =¢F,+ H,

avec

Fe=Fl,e+F2,e“ -Fa,eEH—m (Rtll-)
(2.1.27)

H,=H, ,+ H, ,— H; ,¢ H™ (R}).

On a donc d’apreés (2.1.10)

1 1
5 0W, au% )
(2.1.28)  ||&? w; ”Hm(R:;_) +il= ”H""(R’_;_) < K,[||e* F. "H_m(RZ:_) +

a%;
A LA

Mais, on a, en tenant compte de (2.1.18), (2.1.22), (2.1.25)

¢ 1 1 L
(2 1 29) “ ezFEHH—m(R:“_) = Kz ” b'zfe ”T_m'f(R:'_) ‘+‘ K9 ” g2u, ”T—m"'_l(l?,i)

| ” H, ”H—mt(Rz:_) < K3 ” h, ”T_m"r(Rﬁ_) —I— KIO “ u‘“T_m"r'_l(Rﬁ_)

d’o, en vertu de (2.1.11) et (1.2.3)

{ 1 1
|| 82F£ “H—M(R‘:;_) S K“ “ Ezfg “T'—‘Iﬂ,f(Rf-;-)
(2.1.30) .

| Hel|g —(&", < Kgp || bel, TR )

Les inégalités (2.1.11), (2.1.28) et (2.1.30) entrainent immédiatement une
inégalité du type (2.1.5).
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En ce qui concerne la convergence de u., on a le

THEOREME 2.1: Les hypothéses sont celles du lemme 2.1. Nous sup-
posons en outre que
1

1) 2 f, — 0 dans T ™" (R}) quand ¢—0;

2) il existe h€ T™™" (R?) telle que h, —h dans 7™ (R}) quand
e— 0. .
Alors, quand e— 0, la solution €Ty (R}) de (2.1.4) tend, dans
T3 (RY), vers la solution u de

(2.1.31) Bu=h.

1
"En outre &2 u, — 0 dans T,"" (R}) quand &— 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1.
Nous démontrons tout d’abord le théoréme pour r = 0. D’aprés le
1

lemme 2.1, %, est alors borné dans H il (RY) tandis que e? u, est borné
dans H™(RY). De toute suite Uy, , OD peut donc extraire une sous-suite,

que nous noterons encore U, telle que u,, converge faiblement dans Hy" ' (R3)
1

vers un élément w, et telle que 5;2— U,, CONnverge vers 0 dans Hy" (R’.;.).
Mais on a

(2.1.32) by, (e, 5 0) =8 @ (s, ) + D (10, , 0) = & fo, + By, 0)

pour tout v€ Hy" (RY). Par passage 3 la limite, en tenant compte des hy-
pothéses faites sur f, et k,, on en déduit que w vérifie

(2.1.33) b(w,v)=Ch,v)

pour tout v€ H," (R%), donc pour tout v€ H," (R}). Par suite w = u.
1

Il reste & montrer que u,— u dans H," (R’}) fort et que &2 w,—»0
dans Hy" (RY) fort. Pour cela, en vertu de (2.1.7), il suffit de montrer que

(2.1.34) £ (g o W) + b (%, — t, 4, — ) —> 0 qund e— 0.
Or, d’apres (2.1.4) et (2.1.5), on a
(2.1.36) @ (u,,u;) + b (w, — u, u, — u) = (ef,, u, ) +

+ Che— hyu,) + b (uy w) — b (u, , w),

et le second membre tend bien vers 0 quand & — 0.
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Pour r =1, on raisonne par récurrence. Supposons donc que le théo-
réme 80it démontré jusqu’s Pordre r — 1; démontrons-le pour r.
D’aprés D’hypothése de récurrence, on sait déja que wu, — u dans
1

T™ " (R}) et que &2 u,— 0 dans T™" ' (R}). Soient alors w,= DJ u,,

w=Du, avec |q| <r—1. Soit 1<i<<n—1. Il suffit de démontrer
1

ow, ow m' n Py awe m n
que s — Fre dans H™ (R}) et que ¢ o — 0 dans H™(Rj). Or,
oW,
(2.1.26) B, (awi) =¢F, 4+ H,

1
et d’apres (2.1.31) et Phypothése faite sur f,,e> F,—> 0 dans H ™ (R%).
D’autre part, d’aprés (2.1.16) et (2.1.17) et P’hypothése faite sur h,, H;,, con-
verge dans H ™™ (R}), vers

3
(2.1.36) H =" Dih.

En outre, puisque u,—>u dans 77" (R%}) daprés (2.1.21) et (2.1.25),
H, . et H; . convergent respectivement, quand & — 0, dans H - (RY) vers

4

— L (DY
(2.1.37) H, = Y |q|zszm' 0qt Dz (D7 w)
|t s r—2
(2.1.38) H= 35 % py
|p|<2m 0%
et on a
ow
(2.1.39) B (5;‘) =H
avec
(2.1.40) H=H, |+ H, — H,.

1
11 résulte alors de la validité du théordme pour r = 0 que e? %'a_‘;i — 0 dans
3

0W: 0% Jans H™ (BY), quand &—> 0. C. Q. F. D.

m n
H™ (R}) et que a7 P

2. Remplagons maintenant les hypothéses H; et H, respectivement par
Hj : B vérifie Hy;
H/ : pour ¢€ I, B, vérifie H,.

44 Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Soient & et r deux entiers 0. Si les hypotheses H,, H,, Hs, H, sont
satisfaites, alors, d’aprés le théoréme 1.2, B est un isomorphisme de
7™ " (R})n H" (R}) sur T~™+%"(R}) et, pour e€I, B, est un isomor-
phisme de T**™7(R})n H,(R}) sur T~ " (R}). On a alors le

THEOREME 2.2: Soit B, Popérateur défini par (2.1.3) ot A et B sont
définis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose vérifiées les hypo-
théses H,, H,, Hj, H/. Soient %k et r deux entiers = 0. Soient f, €
€T ™ " (RY), hye T™™F*"(RY), e€1, et he T™™F*"(R}) des fonctions
données telles que

1
1) ¢2 f,— 0 dans T~™*"(R}), quand &¢— 0.

2) h,— h dans T~™*"(R}), quand & — 0.
Soient u, Pélément de T™ " (R})n H,"(RY) qui vérifie

(2.2.1) B, w.=c¢fe+ he, e€l,
et u Pélément de 7™+ " (RY)n H™ (R%) qui vérifie

(2.2.2) Bu = h.

L
Alors, quand &¢-— 0, u,— u dans T RY) et e? u,— 0 dans
T™**" (R}), quand & — 0, mais en général u, ne converge pas vers u dans
T ™" (RY).

m', k+r (

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2.
1
En vertu des hypotheses, f, € T ~™ **" (R}) et £2 f,— 0 dans T~™ *"(R%)
quand ¢ — 0. De méme, h, et h sont dans T~ ™ *t'(R%) et h, — h dans
T~™"*"(R}) quand ¢— 0.
D’autre part u, € H™(B}) et w € T™**" (RB}). Donc u, € 7™ (RY).

De méme « € T,"" “*"(R}). En appliquant alors le théoréme 2.1, on en déduit
1

que w, — u dans T™ **"(R%) et que 2 w,— 0 dans 7™ **"(R™).
Montrons qu’en général u, ne converge pas vers w dans T™7 %" (R%).
Soient & donné dans T"'(R%), u, Pélément de T>'(RY)n H, (RY), vérifiant

— e du, + u, = h.

Le théoreme 2.1 dit que u.—h dans To'z(R’;). Supposons que u, —h
dans T"'(R}). Comme u. €T,"'(R}) fermé dans 7"'(R7}), on aurait he
€ Tol'l(Rf:_); or & est choisie quelconque dans 7 1'I(RZZ.).
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Ce théordme étand au demi-espace un résultat de D. HUET [6](!5).

3. Nous nous proposons d’étendre & r réel = 0, le théoreme 2.1 sous
la forme :

THEOREME 2.3 : Soit B, 'opérateur défini par (2.1.3) ot A et B sons
définis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose que les hypothéses
H, & H, sont vérifiées. Soient r un entier =0, et 6 un nombre réel tel
que 0< 0 < 1. Soient f,€ T ™ ™ORN, heT ™ ™ RY), eeI et

heq—™ T+1=0 (RY) des fonctions dounées telles que
1
1) &2 f,— 0 dans T~™ "% (R}) quand e—0;
2) h,—>h dans T~™"""~°(R}) quand ¢ — 0.

Soient u, élément de Tg™"+'~°(R%) qui vérifie

(2.3.1) Bowy=of, +h,
et u Pélément de To" "t'~°(R%) qui vérifie

(2.3.2) Bu=h.
1
Alors, quand & —0, u,—u dans 7™ "F~°(R%) et &% u, — 0 dans

T m, r41—06 (R:‘l.)c

Reprenons les notations du § 1, n® 3; soit & =0 — % Nous avons le

LEMME 2.2: Soient » opérateurs 4,,..,4,, fermés, non bornés dans
I’espace de BANAOH F, de domaines denses dans E, D(4,), ..., D(4,), sati-
sfaisant aux hypotheéses (8-@) et (0). Si e, converge, quand ¢ —- 0, vers e,
dans Yespace F(2,a; 4,,..,4,), alors, il existe w, et w dans l’espace
W2a; A,,...,4,) tels que

(2.3.3) w,(0)=¢., w(0)=e.

(2.3.4) t* [w, — w]— 0 dans L2 (0, 4 co; D(A)) et, pour tout ¢ > 0,
w, (t) — w (t) dans D (A) quand ¢ — 0.

(2.3.5)  t*[w; — w'](*4) — 0 dans L*(0, 4 oo; F) et, pour tout ¢ > 0,

w, (t) — w’ (t) dans B, quand & —> 0.

(43) Théordme 1.11.

af

(1) De fagon genérale f' =
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DEMONSTRATION DU LEMME 2.2:

On peut supposer, sans nuire & la généralité, que » = 2. Posons ()
t
1 ,
(2.3.6) H; ()= rs fG; (o) do 1=1,2.
0

Pour ¢t >0, H;(t)€ L[E; D(4;). Posons
(2.3.7) v ()= H, (t) Hy(t) e, , v (t) = H, (t) Hy(t) e
(2.3.8) W, () = g (£) v, (2), w () =¢q (?) v (?)

olt ¢ (¢) est une fonction indéfiniment différentiable, & support compact, égale
4 1 dans un voisinage de l’origine.

Les conditions 2.3.3 sont évidemment satisfaites, et il est immédiat de
vérifier que, pour chaque t > 0, w, () — w (!} dans E et que *[w, — w] — 0
dans L?(0, + oo ; F) quand e — 0.

D’autre part, on a

(2.3.9) A H; () = -:— (64 (t) — I].

D’ott en posant

(2.3.10) Te=17, — v

(2.3.11) | 4, @l <, 511 6, 0 e — ]| €5

On obtiendrait une majoration analogue, en remplagant A4, par 4,.
D’aprés (2.3.11), pour chaque ¢> 0, s,(t)— 0 dans D (4). En outre,
comme f,— 0 dans F(2,0; 4,,..,4,), en vertu de (1.3.14), t» 4;8,— 0
dans L2 (0, + oo ; E) ce qui achéve de démontrer (2.3.4).
De (2.3.7) et (2.3.10), on déduit:

(2.3.12) re (t) = Hy (t) Hy (t) fe + Hy (t) Hy (t) f:

(#5) On utilise ici une construction classique: voir LioNs [9] et GaGLIARDO [2].
(*¢) On a en effet, d’aprads I'hypothdse (S*@), || G, (t) ||_£ (B, E) =M;,i=1,2, L, (EE)
e

étant Vespace L (K, E) muni de la topologie de la convergencc uniforme sur les parties
bornées de E. Il résulte alors de (2.3.6), que || H;(1) || < M,.
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et on a
(2.3.13) H () H;(t)f. = A Hi (t) Hy () fe —
— % 6, (o) — I H, (t) £, do.
0
Or
t 1 t
(2.3.14) % f[G1 (o) — I) Hy (1) f. do) | < My fl! (@, (o) — I) f. || do.
0 0

Par suite, pour tout ¢t >0, r;(t)— 0 dans B, quand ¢ —- 0. En outre

(2.3.15) te

t t
o0 —nmosa]|<ime [e) 6,071l
0 0

d’oti, en tenant compte d’une inégalité de HARDY (*7):

dt <

(2.3.16) f f2a 71; f[e, (0) — I H, (8) fy do
0 0

<K [t 6,05 — £ | a
0

et ceci tend vers 0 quand ¢ —> 0, en vertu de la topologie de E(2,a; A,,...,4,).

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3.

D’aprés la proposition 1.3 et le lemme 2.2, il existe des fonctions
@ (t), w.(t), e€I et y(t) telles que
1) @ (0)=fey ¥ (0)=1lh,y p(0)=h;
1
2) quand & — 0, &2 @, (t)—> 0 dans T~™ " (R}), v, () =y (t) dans

1
7™ ™1 (R}), pour tout ¢t > 0, et en outre i*e? ¢, —> 0 dans L?[0, 4 co;

T~™ "1 (R%)] et t*y, —> oy dans L2 (0, 4 co; T~ "t (R}));

(17 Voir HArDY-LITTLEWOOD-POLYA [4] p. 245.
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1
3) quand & — 0, £2 @, () — 0 dans 7™ " (R}) et v, (t)— ' () dans
1

T~™ "(R}) pour tout >0, et en outre e§¢;—>q dans L*(0,+oco; T~™"(R}))
tandis que ¢y, —t*y’ dans L*(0, 4 co; T~™"" (R'_;_)):
Soient alors, pour ¢ > 0, u, (t), élément de T,™ "' (R7}) tel que

(2.3.17) Bope(t) =ep. () +y.(t) e€I
et u(f) Vélément de T¢"" "' (R%) tel que

(2.3.18) But)y=y@).

On a alors
M (0)=u, et u(0)=u.

En outre, u,.(t)(*) est & valeurs dans T, " (R}) et vérifie, pour tout ¢>> 0
(2.3.19) B, p. (t) = eg; (t) + we (?)
et de méme, u’'(f) est & valeurs dans T,"" " (R%) et vérifie, pour tout ¢ > 0
(2.3.20) By )=y ()

D’apres le théordme 2.1, pour tout ¢ > 0, u, () — u (t) dans 11'(,"” " (RY),

1
e p, () — 0 dans To™ "™ (RY), ul(t) — ' (t) dans T3 " (R™) et 62 p! (f) — 0

dans T;™" (RY).
En outre, d’aprés (2.3.17), (2.3.19) et le lemme 2.1, on a, pour ¢t > 0,¢€1
1

(2.3.21) [ &? te (2) || gm. '+1(R1_;_) + || pe (®) |, "H(Ri)] =
1
=K t*[| e2@.(t) ] p—m, '+1(1a:"_) + [ ve(®) ll 7 —m '+’(31)]
et
1
2:322) 1 €% 10l m g, + I k(0 | o, ey <

1
< Ky t*[|l ¢ @2 (t) || -m, "®7) + [l we @) llp—m. '+](R'_"_)]

et les seconds membres de (2.3.21) et (2.3.22) sont bornés dans L2 (0, + co).

(18) u, (t) [resp. w’ (1)] est la dérivée de #, (t) [resp. p(t)] dans Pespace ()’ (0, + oo}
T ™7 (BY)) [resp. Q) (0, + 00; T™ 7 (BD))].
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D’aprés le théoréme de LEBESGUE, t* u, —-t*u dans L*.(0, 4 oo;
7™ " (RY)), ¢ i/ dans L*(0, + co; T™" " (R})). Il en résulte allors que

%, = p. (0) — u = p (0) dans T;"""H~°(R%}) quand ¢ — 0. De méme &2 u,— 0
dans 7™ "% (RY).

REMARQUE: De (1.3.12), de la proposition 1.3, de (2.3.21) et (2.3.22) on
déduit la généralisation suivante du lemme 2.1:

LEMME 2.3: Soit B, lopérateur défini par (2.1.3) o 4 et B sont dé-
finis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose que les hypothéses
H, & H, sont vérifiées. Soit » réel = 0. Soient f,€ T~ ""(R}), k. € T~ " (RY),
e € I. Soit w, 1’6lément de T, " (R}) qui vérifie

(2.3.23) Bou,=¢f,+h,  ecl

Il existe une constante K > 0, indépendante de & telle que:

1

1
(2.3.24) ” e2u, ”Tm, '(RZ;_) + U, ”T‘m', T(RZ;_) <K [ ” e? fs "T—m, r(R:.) —l—

+ | e || =, ’(R’_;_)]'

4. Dans le cas ou r est réel < 0, on a le

THEOREME 2.4 : Soit B, Vopérateur défini par (2.1.3) ot A et B sont
définis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose que les hypothéses
H, a H, sont vérifiées. Soit » réel < 0. Soient f, € T~™ " (R}), h€ T™™" " (R%),
c€I et he T~™ 7 (R}) des fonctions données telles que

1
1) e2 f,— 0 dans 77™" (R}) quand e—>0;

2) h,—> h dans T~™ " (R}) quand & — 0.
Soient u, ’6lément de T, " (R%) vérifiant

(2.4.1) B,u, = ef, + h,
et u Vélément de Tg*" " (R%) vérifiant

(2.4.2) Bu = h.

1
Alors, quand &é—0, w,—u dans T, '"(R}) faible et &2 u, — 0 dans

T, " (RY) faible.
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D%MONSTRATION DU THEOREME 2.4.

Nons désignons par BY [resp. B*] I’adjoint formel de B,,¢€ I [resp. B).

D’aprés la proposition 1.2, le dual de 7¢*"" (R7}) [resp. T¢"” (R%)] coin-
cide avec T—™" " (R%) [resp. T—™ ™" (RL)).

Soit @€ T™™" ~"(R%). Soient v, Pélément de Ty" " (R}) tel que

(2.4.3) Bfv,=¢ g€l
et v Pélément de 77" ~" (R%}) tel que

(2.4.4) E*v=¢.

1
D’aprés les théorémes 2.1 et 2.3, v, — v dans 75"~ (R%) et 2 v, —> 0

dans T," ~"(R}), quand ¢— 0. Or, on a

(24.5)  {w,—u, @) =Cu;, B¥v,) —(u, B*v) =

J 1
= (el f,,e2 0,) ey V) — by v)

et le second membre tend vers 0 quand ¢ — 0.
Soit maintenant y € I'~™ ~" (RY) et soit w, I’6lément de Ty ~" (R’}) tel que

1
z

(2.4.6) B¥w,=¢e* vy e€l,

D’aprés le lemme 2.3, il existe une constante K > 0 telle que

1

(2.4.7) l| &2 w. ”To"" (&) + || . ”1'5”" &) S K| yllp—m TR
Mais on a

r 1 1_ -
(2.4.8) (e2u,, ) =Cu,, Bfw,)=<(e? f.,82 w,) 4 {h,,w,)

d’ou, en tenant compte de (2.4.7)

1
(2.4.9) [<e® e, W <Ky ||y llp ~m —rign, -

1
Il en résulte que &2 u, est faiblement borné, donc borné dans T, "(RY).
De toute suite, on peut donc extraire une sous-suite U, convergeant fai-
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blement dans T, " (R7Y), vers une limite qui ne peut étre que 0, puisque

1
€2 uw,— 0 faiblement dans 77" " (K}), ce qui achdve la démonstration du
théoreme.

§ 3. Perturbations singuliéres pour le probléme
de DIRICHLET non homogene.

1. En ce qui concerne le probléme de DIRICHLET non homogéne, on a
le théoréme général suivant:

THEOREME 3.1: Soit B, lopérateur défini par (2.1.3) ot A et B sont
définis respectivement par (2.1.1) et (2.1.2). On suppose que les hypothéses
H, a3 H, sont véritiées. Soit r réel quelconque. Soient f, €T ™" (R}),
he€ T™™7(BY) e€I,he T~™ 7 (R%) des fonctions données telles que

1
1) &f,—0 dans T~ ™" (R});
2) h,—>h dans T~™ " (R}).
R T
On se donne aussi ngH (=) j=0,1,...,m —1,e€I et
mipr—im s I L : :
gi€H a1 =0,1,.., m’ — 1 vérifiant la condition suivante: il
existe v, € T™"(R}) et veT™ "(R}) telles que y;v,=g; pour j =0,
,..,m—1, ¢e€l, p;v=y¢; pour i =0,1,...,m’ —1 et telles que v,— v
1
dans T™ " (R}) et e2v,— 0 dans T™ " (R}), quand ¢—> 0. Si, dans ces
conditions, . est 1’6lément (1) de T™ " (R}) qui vérifie
(3.1.1) Biu.=¢efe+h, yju,=g; Jj=0,1,..,m—1, eI
et si u est Pélément de 7™ " (R}) qui vérifie

(3.1.2) Bu=h yith = g; i=0,1,...,m" —1

(49) D’aprés le théoréme 1.1, (Bs,_;) ol _;= (Pgr -+ Pm—1) [resp. (B,;:) o y=

m—1 m+r—j-l
= (Vys 1 Pm—;)] €8t un isomorphisme de T ”"'(Rl)x I H 2(x) |resp. de
j=0
m—1

1
, m'r—j— = ’,
T™ 7 (BY) =< jl_Io H 2(::)] sur T ™" (RY), [resp. T ~™" " (B])]
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1
alors, quand &— 0, u,—u dans T™ " (R}) et e w,— 0 dans 7™ " (K})
1

pour r >0, u,—> u dans T™ " (R}) faible et &u, — 0 dans T™ " (R})
faible pour r < 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.

Soient v,, ¢€I et v satisfaisant aux hypothéses du théoréme. Alors
1

Av, € T™™"(R}) et & Av, — 0 dans T ™" (R%), Bv,€ T~ ™ "(k}), Bve
€T~ ™ "(R}) et Bv,— Bv dans T~ ™'"(RY). Soient alors w, ’élément de
73" " (RY) tel que

(3.1.3) B.w, = ¢[ f. — Av,] + h. — Bu,
et w Délément de T,""" (RY) tel que

(3.1.4) Bw = h — Bv.

En vertu des théordme 2.1, 2.3 et 2.4, quand &¢— 0, w, — w dans
1

T,™ " (R%) et & w, — 0 dans T,™ " (R’}), pour r =0, w,—w dans Tg"" " (R
+ 1 +/ ’ +

faible et &2 w, — 0 dans T,™" (R}) faible pour r < 0.
Mais %, = w, + v. et ¥ = w 4 v, d’olt le résultat.

. 1
REMARQUE 1: Supposons que g;EHm-H ’ (n)y, i=0,1,...,m" — 1 et

que, pour chaque j=0,1,..,m —1, g posseéde une limite, quand ¢ — 0,

.1
dans H™" 7 3(n), cette limite 6tant en outre égale d g; pour j=— O,

1,..,m’ —1. Alors, en vertu des résultats de LioNs [8], il existe des
fonctions v, € ™" (R%) et ve T™ " (RY), vérifiant les hypothéses du théoreme.

REMARQUE 2: On sait que le théoréme 1.1 de LIioNs-MAGENES [13]
est encore vrai sous la seule hypothéses que A soit un isomorphisme de
Hy" (R}) sur H™™(RY) ()

D’autre part, si 'on regarde la démonstration du lemme 2.1, on voit
qu’elle est encore valable, sous les hypotheses H,, H,, et

H,: B est un isomorphisme de H," (R%}) sur H ™™ (R});
H,: B, est, pour ¢€ I, un isomorphisme de H,"(R}) sur H ™™ (R});

(®%) Voir dans [13] remarque II, p. 305.
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H,: il existe une constante ¢ > 0, telle que
1 1
B.L1.5)  [l& v lgmgn) + [l v llzzm ey < e L1l & e Il =ty t [ e [l = zn )]
quels que soient f, € H ™™ (R%}), h.€ H~™ (R}) et v, € H™ (R%) tels que
(3.1.6) B.v,=¢f, + h,.

Quant au théoréme 2.1, il est vrai sous les hypotheses H,, H,, Hy, H, et
Hy: quels que soient v, € Hy" (RY), e€ 1, ve Hy" (R}) tels que

(3.1.7) B.v.=¢f, + h,
(3.1.8) Byv=h

o f,e H ™(RY}), h.¢ H™ (B}), e€I, he H ™ (R%); alors, v,—> v dans
1 1

Hy"(RY}), &€v,— 0 dans H," (R}), quand e—> 0, dés que &f,— 0 dans
H™™(RY) et que h, — h dans H ™™ (R}).

Institut de Mathématiques
Nancy
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