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TEOREMI DI INTERPOLAZIONE
PER TRASFORMAZIONI CHE APPLICANO L? IN CO*°

di 8. CAMPANATO (%)

In un recente lavoro ([1])(!) ho introdotto e ho studiato la famiglia
di spazi funzionali .2{"* (Q) ; per comodita del lettore richiamerd la defini-
zione di tali spazi e talune proprietd limitandomi qui e nel seguito a con-
siderare il caso che l’aperto £ sia un cubo dello spazio euclideo K" anche
se i risultati di questa nota si potrebbero dare per aperti di tipo pitt generale.

Sia 2 un cubo aperto di lato I, ¥ un intero non negativo, p e 4 due
numeri reali con p=1 e 1>0, 2(x,, 0) un generico sottocubo di £ di
centro x, e lato p.

Diciamo che una funzione u (¢) di L? () appartiene allo spazio
L7 Q) se

1

)
(1) sup [— inf /lu\a:) P(@)|?de| <+ oo
Q(-‘L‘o,e)cf) Q PE&I;
2 (xy,0)

dove con P, si & indicata la classe dei polinomi, a coefficienti reali, di grado
non superiore a k. Se indichiamo con ||| % |||k, »,» 1a quantitd a primo membro
n (I), £ (Q) & uno spazio di Banach (completo) con la morma

(I1) lelly 2 = lellyng+Mwll, , ;-

Gli spazi L Y (£2); per opportuni valori dei parametri k, p, 4, sono
isomorfi con alcuni ben noti spazi funzionali. Limitandoci a richiamare quei

Pervenuto alla Redazione il 25 Febbraio 1964.
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I’ Air Force Office of Scientific Research OAR con il Grant AF EOAR 63-29.

(*) I numeri fra [ ] si riferiscono alla bibliografia finale.
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risultati che c¢i serviranno nel seguito, ricordiamo innanzitutto che per
=0 gli spazi ,Qk“"o) (2) sono isomorfi, qualunque sia k, con lo spazio

L? () normalizzato nella maniera abituale ().

I1 caso pilt interessante si ha quando 1 > u, }'—;—7—@ non & intero e, detta

h la parte intera di A— n’ risulta h << k. Sotto queste condizioni & stato

dimostrato in [1] che .25 (Q) » isomorfo con lo spazio COMe(Q), &=
A—n

— h, delle funzioni continue in 2 con le derivate fino a quelle di

ordine h e dotate di derivate h-sime o«-hdlderiane, spazio che si intende
normalizzato nel modo abituale ()

| D? u (x) — D? u(y)|
Ul h a7z = & 8sup |D?Puy sup sup ~ .
” ”C ) lplsh g I I+ p|=h ry e I“‘—.'/|

Ty

Il risultato ora richiamato suggerisce questa osservazione: fissato Vin-

tero k, nelle ipotesi ora dette per A e p la famiglia di spazi _Q,,(” A (2 di-

pende, a meno di isomorfismi, dall’unico parametro e viceversa ogni

spazio di Banach C"“(2), 0 < a < 1, & isomorfo a tutti gli spazi L. D)
i cui parametri k, p, 4 verificano le condizioni

A—mn

(I11) k> h, =a4h.

Per quanto riguarda il caso di 3’——-;;-2 = h intero non uegativo si hanuo

questi risultati:

Se J'_n>k-{—1 allora w € P,

A—n

Se =k+1, LY (Q) & isomorfo con lo spazio C* ! (Q).

[

N
O llnlly g =] [l g .
Q

(3) Qui e nel seguito utilizziamo notazioni ormai abituali: se p & una n-pfa di interi
o2 lu ()

non negativi allora |p|= e DPy= —— 7,
g (PyyPyy s Py) [Ppl=p, + 2y + .. +p, bxf& oz:’z... -
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 —

Se “—"=0, e quindi A=m, in virth di un risultato di F. John e

L. Nirenberg ([2]) si ha, per le funzioni u€.2{"™ (2j, questa caratterizza-
zione (*): detto ug il valor medio di  in £ e posto |||l » » << K esistono
tre costanti positive H, B, 1 (I < 1) tali che

(IV) mis{|u—ug|>n in Q) < He=AX ' mis{|u—ug|> Iy in Q).

In tutti questi casi quindi si puod ancora dire che gli spazi .L?k(" b (£2)

non dipendono tanto dai parametri p e 4 quanto dal rapporto 7 n’

Nel numero 2 di questa nota dimostreremo che questa circostanza si
—n

verifica anche in tutti gli altri casi in cui ¢ un intero non negativo,

. A—n .
dimostreremo cio® che in ogni caso il valore del rapporto caratterizza

perfettamente lo spazio .Q;ﬁ” 4 (£2) quando A > n.

11 risultato di John-Nirenberg e i risultati precedentemente richiamati
sugli spazi 2% (£2) sono stati utilizzati, limitatamente al caso di k¥ =0,
da G. Stampacchia in [3] per ottenere interessanti teoremi di interpolazione.
Mi limito a ricordarne due che nel lavoro di Stampacchia sono dedotti come
casi particolari di teoremi di interpolazione pilt generali sugli spazi _Qo(” ' Jl)(.Q)
e che 8i collegano a quanto dimostreremo nel seguito.

TEOREMA [Il. Sia T una applicazione lineare di L% (Q) in C*%%(Q)
(t=1,2) tale che

| Tu ”00. Q) < K||u “Lp‘.(n) (t=1,2)
posto
1—6
by

1 o
— —, a=(1—0)a o
- +om a=0 =0+ g
8t ha che per ogni 0 << O <1

“ Tu ”00. YD) =c(0) " s ”LP(_Q)

dove ¢ (0) ¢ limitata su ogni intervallo chiuso contenuto in 10, 1|.

(4) 11 risultato di F. Iohn e L. Nirenberg & relativo al caso di. k=0 e p =1, Dalla
(IV) segue perd immediatamente che esso vale qualunque sia » mentre l'indipendengza dal
parametro k segue dal lemma [6.1] di [1].
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E piu in generale

TEOREMA [II]. Sia T una applicazione lineare e continua di L (£) in
Co®(Q) e di Lrs(L) in L* (Q) con p, > p, =1, ay = p,; posto
1 1—0 0 o,

= —_— —y, T=

P p | m "
@ + %
8t ha il seguente risultato
a) per 0 <0< || Tull oa<K|u|,, con a=(1—0)a, —9{‘5—
2

H| 1)L
b) per 0=1, fe I Ls gy <
’ Q

1 60 —=<

1
Ppl—1

¢) per 1< 0L || Tl < K,||ull,y, con

La costante K, [K,] & limitata in ogni intervallo chiuso contenuto in
10, [ (|7, 1) ¢ K,, K,, H, M non dipendono da wu.

In questa nota estenderd il teorema [I] a trasformazioni che applicano
L? negli spazi C%2(2) con h=0.

Questa estensione si ottiene apportando modifiche puramente formali
alla dimostrazione che Stampacchia ha dato in [3] del teorema [2.1] e sfrut-
tando in modo essenziale i risultati del lavoro (1].

Da questo risultato e dai risultati di Stampacchia ne verra anche una

semplice generalizzazione del teorema [II].

1. Sia u (x) una funzione appartenente a .Q;ﬁ" &) () (k intero =0; p e
A reali con p =1, 1=>0; Q cubo dello spazio euclideo R"). E stato dimo-
strato in |1] (cfr. n. 3) che per ogni sottocubo £ (x,,)c £ esiste uno ed
un solo polinomio Py (z, %, , o, p, ) € P tale che

1) it f lu@—P@[rde= [ |u@— Py 0p,u)|*a
Pedy
Q(xy, @) Q(zy,0)

Per ogni numero reale ¢ > 0 poniamo ()

) .
Py, p, 1 (4, 0) = sup — is { |4 (@) — Py (x, ZoyQ Py “)I >0 in Q(zy, )
QAzye)€ Q2 e

(®) La misura e lintegrazione si intendono sempre nel senso di Lebesgue.
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Diciamo che una trasformazione lineare T & di tipo forte [L?, .Q,ﬁ” |
se esiste una costante K tale che M f€ L?(Q)

(1.2) ”l Tfl”]"p’)' = K”f”Lq({))’

Diremo invece che 7 & di tipo debole [L?, 2" Y] (cfr. [3] n. 2) se esiste
una costante K tale che M feLI(2) e Mo >0

K “f ”LQ([)))p

(1.3) Dy, 5,2 (Tfy o) < ( 5
Cid posio dimostriamo il seguente teorema di interpolazione

TEOREMA [L.I). Siano ¢, pi, 4 (i =1,2) numeri reali verificanti le re-
lazioni

(1.4) r=q¢=1 (i=1,2)
(1.5) PiF Py, G4F e, 1 =0, =0

Sia T una trasformazione lineare di tipo debole [L%, L% ™) (i =1,2).
Posto

1 1—9. 6 1 1—6, 6
T = T T w T
(1.6)
1 2 A
S =1—0 4022
p ( )Pa+ y 2

T risulta essere di tipo forte [L7, L{P V] 0< 0 < 1.

Questo teorema estende al caso di & intero qualunque il teorema [2.1]
di [3] che & relativo al caso di k¥ =0 e, come si & detto nell’introduzione,
la dimostrazione di questo teorema & la stessa di quella data da Stampacchia
per il teorema [2.1] sopra citato salvo modifiche quasi del tutto formali.

Supponiamo che sia ¢, < ¢, . Fissato 6, 0 < 6 < 1, siano ¢, p, 4 i nu-
meri reali definiti dalle (1.6). Sia f€L?(£2), 2z un numero reale positivo,
[fJ, la funzione che si ottiene troncando f(z) superiormente a z e inferior-
mente a — 2. Poniamo

f1=[f]z_;’ f2=f_f1'

B ovvio che
LLELn(Q), foe L2 (Q), F=fi+f;.
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Poniamo ancora
hy=T/f, hg=Tfy h=Tf="h+h,.

Osserviamo a questo punto che

WAl = sup |~ inf f | (@) — P(w)vdm;—
0 (z,,0)C 2 ¢ Pe&k
0(xy,0)

=

sup {—; f|h(w)—Pk(“””o;g’f’vh)lpdwgg
2(x,,0)c 2 (€
Q(xy, 0)

1.7 = sup g flh(w)_Pk("r‘”o,Q’Puh)—Pk(‘”’“’oyeyl’uhz)|pd”§—(°)
2(x,,0)C 2
2(z,,0)
400

= sup 2‘/’7’—1 mm“h + hg— Pi(w,25, 0, Py by) — Pi(@y %5 0y gy b )|>’7 in Q(xy,0))dy
2(xy,0)c 12 9

<00

2
= sup '21' Zifﬂp—l mis:Ih"‘PE(”’wo’(”pi,hi)l >% in Q(x,,0); d
Q(zy0)¢ 2 @ 1 4

Ora per ipotesi T & di tipo debole [L%, L% %)) (i=1, 2) quindi esiste-
ranno due costanti K,, K, tali che

.K.' »;
”f"w (a,) MfELH(Q) (i=1,2)

[

(1.8) ¢k,p‘.l‘ (T fy0) < (

Da queste relazioni e dalla (1.7) si ha allora

+c0

2
» A=20Pi P p—pi—1
09 Wbl pa<p, o0 SohoE [ A, dn

(%0,0)C 2 1 p

(%) 8i d sfruttata la relazione

400
flf(t)l"dz=pf'l"‘mist |f1>9 in Ijay
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Indichiamo con m(f) la mis { | f| >t in £2}; ne segue che

‘m(t) per 0<t<z
mis{ | f, | >t in Q} =«
(0 per t>=z

mis { | fo | >tin Q}=m(+2) per t>0.

Da queste relazioni e dalla (1.9) si ottiene facilmente che
400 z )

B * N
eIz = pg(xsg)c 0 gez.—l 2nKn (ql)q‘/ﬂ"""l" ('/tqv—l m () dt) dy +
0
H

(1.10)

Ps

400
Ps L
+ Ql,—l 92 K;: (qz)m fo)) P—pr—1 (/tq:—l m (t) dt) dni.
0 z

Supponiamo a questo punto che p, < p, e scegliamo 2 nel seguente modo

1.11) 2= (Zﬂg?)e

dove & & una soluzione positiva del sistema (7)
1 g .
(1.12) —E—(P-—p.-)—pj=(q — ) (t=1,2)

p & soluzione del sistema (8)

(1.13) p(P—p)+h—4=0 (i=1,2)

() Osserviamo che & nullo il determinante

q,
—py I q—
(p—p) , 9

9 -
(p —py) I’ 49— 4q

(8) Osserviamo che & nullo il determinante

»—p A—4y
P—p, A—2

7. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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e A & un numero positivo che fisseremo opportunamente nel seguito. Dalla
(1.10) segue allora (9
()
+o0 Agh n

2 q
Il h|||,1;p',1 Spg( sup 0 o 27 K2 (g0 fnp—m—l(ftq.—x m (t) dt) " an +
Zy,0) € g

+o0 +eo 7
Ps

+ ol 27 Kp (q,) / nP—ri—1 ( '/tq:—l m(t) dt)q’ dﬂ$ =

0 n \¢
(Ae"

+o0 +oo S n

n ? q
<p sup 39"“‘ 20 Kp (g, ( /t‘““m (t)( fn”""" d’?) 1dt> s
Q(zy,0)C 2 ; \
Ael‘[?
1
+o00 AgHt€ P
P3 " D2 qs
+ ol 2m szx (q2)‘1' ( ftq.—l m (t)( / nP—pr—1 d,?) dt) <=
0 0
»;

»; +oo —
2 o 7 o AT %
<p 3i(—1)2 KFi(g)% ( f ta—1m () dt) =
1
0

—_ Pi

2 [543

— 3 ig? o (i) AP 3
-—P%‘.'(—l)?' K; (?) p—_:E"f“Lq(g)'

(*) Qui si applica questo lemma (cfr. [3] lemma (2.1)):

Se f, g, # sono funzioni definite in [0, + o] non negative, z » crescente e k & un
numero =1 allora

+o0 2(2) . 400 +o0 % .
S (@) fg(y)dygdxs(/y(y)(ff(x)dx) dy)
0 0 $W)
+oo +00 . +oo W) }‘ .
/f(x)(/g(y) dy) dzs( 9(y)(ff(x) dx) dy)
0 2(z) 0 0

dove ¢ ® la funzione inversa di 2.
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Poniamo ora A = Ky K, || f llz¢ e scegliamo r, s, z in modo tale che in

entrambi gli addendi dell’ultima sommatoria scritta figurino le stesse potenze
di K, Ky, || f|l,q @" Con facile calcolo si ottiene

(1.14) 2l 5, 2 = MEL= KL || g g
con
IE
2 co: f0:\% 1
(1.15) MP = p 34 (— 1)2" (i) .
P 2i(—1) ) p—pi

Se p, > p, con calcoli analoghi si giunge ancora alla maggiorazione
(1.14) dove la costante M sard ancora definita dalla (1.15) a meno di un
cambiamento di segno.

I1 teorema [1.I] & cosi dimostrato; si & dimostrato di pilt che sussiste
la maggiorazione (1.14) dove la costante M, definita dalla (1.15), & in defini-
tiva una funzione di 0 e come tale & manifestamente limitata in ogni inter-
vallo chiuso contenuto in ]0, 1.

2. 11 risultato di interpolazione che ci siamo prefisso sard una conse-
seguenza del teorema ora dimostrato e di esso ci occuperemo nel successivo
n. 3.

In questo numero premettiamo un risultato concernente gli spazi 2% *(Q)
—n

quando A ¢ un intero non negativo.

Cominciamo con losservare che se k¥ & un intero =0 e p & un numero
reale =1 allora la norma || % ||, «+kp © equivalente alla

(2:.1) Il 122 @) =+l # [l 5. n-io -

Che (2.1) si maggiori con || % ||x, p, n+kp © banale in quanto p = 1; basta
quindi far vedere che || u ||, p, ntkp 8i maggiora con (2.1).

Dai risultati di [1] sappiamo che se w€.2" "t (Q) allora we ¢*~" (@)
M a <1 (cfr. [1] teor. [5.1]) e si ha la maggiorazione

(2.2) || ”Ck—l. (@ < cost. || w “k, 1,n+(k;—1+a) (19 <

(1) Per maggiorare [|[w ||l ; nys con ||| w]llg 5 ntkp DaSta ricordare la definizione di
g, g4 © applicare la disnguaglianza di Holder. Si ha infatti
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<ost. | ull, ; ., (< 008t (%]l g+ N ully , 0ssy )

DJaltra parte

1

1
(2.3) < [mis Q)7 . sup | 4| << [mis Q]7 . |
2

" % “Ll’(g) l w "Ck—L XN

Dalle (2.3), (2.2) segue appunto la maggiorazione cercata

(2'4) ” s ”k,p,n+kp = cost. ‘ " ¥ ”L‘(Q) + “l % |”k,p,n+kp } ¢

Dimostriamo ora il seguente teorema

TEOREMA 2.1. Sia k un intero >1. Gli spazi 2P " (Q) con p =1
sono isomorfi allo spazio L "t (Q).

Fissiamo un valore di p > 1 e dimostriamo che esiste una costaute
positiva ¢, tale che % u€.L0 "* (Q)

(2.5) ” u “k,p, nihp < ¢ || [l 1, n+x

Osserviamo che poichd k=1 le funzioni « sono almeno holderiane in 2
e quindi €L?(Q) Mt p=>1.

<<
9"+k | u(x) — Pk (z, 2, 0,0, 0) | dz <<

£z, o)

|~

1 »
S(m | u(x)— Py (z, %5, 0, p, w) | d-") =|||u ”lk.p, ntkp*
Az, 0)
Quindi
i it [lu@—P@ | a=u]l
u == sap 1% 1n u(x) — X T = U .
k, 1, n+-k Qo 0)C 2 e"""‘ Pefy k, p, n-+-kp
0(%- o)
(1) Se 44 >4y allora ||| ullly, 1 4 S P ||| ull, 5, ,, infatti:

1
u — inf u(@) — P(2) | dz <
il = oop = m%{'

(%o, €)

Uq—h sap inf |u— P|de = lll—il’ u .
Q(zo, @) 9 Pe ﬂ, “' “Ikv L4
(2o, €)
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Sia w28 (Q), Q(x,, 30) un sottocubo di £. Poniamo

(2.6) P, 7y, 0, uy= 35 200

R 2 (® — x,)t.

Dai risultati della nota [1] sappiamo che uw & dotata di derivate fino
all’ordine ¥ — 1 continue, anzi hdlderiane con ogni esponente <1, in 2 e
che per tali derivate sussiste la seguente maggiorazione (12)

(2.7) | D u(x) — an(z, @) | < G ||| ® [|lkc,p, ntip ¥~ 1*15 | B | < b —1.

Cid posto N x€ 2 (x,, o) si ha

Dhy (x,) an (zy, 20)
@) — 3 r — 2 )b — — 0 =
(=) ihlsk—1 k! ( o ai=k !

— DM
| @ (x0,2921 Dhu () | | &—a, |4

(. — ‘To)h =

28 <|u@—a 2|+ 2

|h|Sk—1
+ | Py (x, x, 20, 1, u) — Py (x, x5, 20,1, ) | .
D’altra parte applicando un lemma di De Giorgi (cfr. [1] lemma [2.1))

si ha che
| Py (2, 2, 20, 1, u) — Py (x, %y, 20, 1, u) | <

[4
Se_:f|Pk(t7 z, 29’ 19 ‘ll/)— .Pk(t’ Xy y 29, 1; u) | dt <<

Q(z, 0)
(2.9)
c
ng;[f|Pk(t,x0, 20, l,u)—u(t)|dt+f|Pk(t,w,2g,1,u) —u ()| dt] <
Q (xy, 20) Q (=, 20)

< cost @* ||| w ||lk, 1, nt5 +

Dalla (2.8) tenuto conto delle (2.7) e (2.9) si ha in definitiva che
M x€Q2(xy, 0

h 2
(2_10) u(x) —_ 3 ..‘D_._u_igﬂ)l(m_mo)h_ > .a.l.h_.(%_’_g)(w._wo)h <
k=1 ! =k  h!
< cg [l % lle, 1, n4x 0%

(12) La maggiorazione (2.7) & dimostrata nel lemma [3.IV] di [1]. Qui e nel seguito
del teorema con h si indica una u-pla di interi non unegativi (hy, hy,..,h).
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Ora, posto

Q@) = Dae)

by 9 2
—IhISk—l h! (w_wo)h-'-lhlz‘ ah_(%,_e)(w—wo)h’ Q(x) € P

- h!

e quindi dalla (2.10) segue che

it [ Jue)— Pl do < o 37 llullg, 0t
Ped, Ry
iz, 0)

ossia
(2.11) Il % lllk. o, ntep < €4 2% ||| % |||t 1, nt-se

e quindi la maggiorazione (2.5) per quanto si & osservato all’inizio di questo
numero.

La maggiorazione inversa della (2.5) & immediata (cfr. nota (1!)). I1 teo-
rema & cosl dimostrato.

COROLLARIO [2.I]. Sia h un intero non negativo e p un numero reale =1 ;
allore per ogni intero k = h LF"T)(Q) ¢ igomorfo con LF "M (Q).

Dal lemma [6.I] di [1] segue infatti che N/ intero k==h L7 """ ()
® isomorfo con 2"t (Q). Ma per il teorema [2.I) O "t () & isomorfo
con L™ (Q) e quindi la tesi.

3. Sia « un numero reale positivo e [«] la sua parte intera. Conveniamo
in questo numero di indicare con (¢ () lo spazio Clele—al (Q); questo ci
permetterd di semplificare 1’enunciazione dei teoremi che ora daremo.

TEOREMA [3.1]. Siano hy, hy due interi mon negativi, @, , &y, P, , Py quan-
tita reali tali che

by <hg; 0<oy,ay<1; p,pg=1.

Sia, T una trasformazione lineare di L% (Q) in C*+ % (Q) (i =1, 2) ¢ sia

(3.1) (| Tu Ilchi+¢i @ = K,- [| = ”LP.'(Q) (t=1,2)
Posto
1 1—1¢ t
-1_’- - Py P_z
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h— (o, + b
VeI Il s b <ty tF T hz)(f‘—-(tt. ih,)

si ha che T & una applicazione lineare e continua di L?(Q) in C+(2) dove

dove h="h,+1,h;+ 2,..., by

(3.2) u=1—1) (a; + by) + t(ag + hy).
_ h— (o, + hy) _
Se h, > hy € t_(ag-}-h,)—(a‘—kh‘) con h=h,+1,h +2,..,by, T
& una applicazione lineare e continua di L? (L) in LR (),

Siano ¢,, g, due numeri reali fissati verificanti le relazioni
U FhH; =D (i=1,2)

Per i risultati di [1] si ha che lo spazio C™% % () & isomorfo allo spazio
B’S;ulﬁ(“i"‘hi)'f'") (Q) ('i —_ 1, 2).

Le (3.1) assicurano che T & di tipo forte, e quindi di tipo debole,
(L%, Bg‘ 1%l k) +m) - Applichiamo allora il teorema [1.I]; posto

1 1—1t t 1_1—t+t
q q 42’ ¥4 b, y 73

A—n

=1 —t) (@, + hy) + t (g + by)

M t€]o,1[ T risulta essere di tipo forte (*, .Q,,(f’ "]; in altri termini esiste
una costante positiva K (t) tale che % u € L? (L)

(3.9 I Zull,, o <K@ %] )

D’altra parte dalla (3.1) segue che

(3.4) | Tu < cost,

”Ll'([)) “ w “LP (Q)‘

Dalle (3.3), (3.4), per quanto si & osservato nel numero 2, segue allora che
M u€ Lr(Q).

(8.5) || Tu ||h” o= cost. || u “L,, @

Ora non resta che interpretare la (3.5).
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A— .
Se " non & intero, e cid succede se h, =h, oppure, se h, < h,,

q
h — (2, + hy)
(hy + ag) — (hy 4 «,)
A—n

[1] L2"(Q) & isomorfo a C ¢ (£) equindi si ha

per t ==

dove h=h, + 1,..,hy, per i risultati di

| T g iy < 08t [l g

con u dato proprio dalla (3.2).

h —(a, + hy)
(g + hg) — (g + By)
L) intero ; in tal caso il tecrema [2.I] dimostrato precedentemente

assicura che 2% (Q) &, qualunque sia ¢=1, isomorfo a 2" ™" (Q) e

quindi per questi valori di ¢ dalla (3.5) segue che

Se invece hy < hy & t =

y h=h+1,h 42, ..,k

allora A—

| Tw ”h, 1, nth < cost. ||« ||Lp @

Il teorema & cosl dimostrato.
I1 teorema (I) ricordato nell’introduzione rientra come caso particolare
nel teorema ora dimostrato qualora si supponga h, = hy, = 0.

TEOREMA. [3.II]. Sia h, un intero non negativo «,, gy, Py, Pz, quantitd

realt con
0<<a, <15 p>p,=1; ¢=p,-

Sia T una trasformazione lineare di L (Q) in Chte (Q) ¢ di Lv () in
L1 () tale che

(3.6) I T llghta @) < Eill vl La g,
(3'7) ” Tu ”qu (Q) = K2 ” w ”LPI ([)) ¢

Posto

1 1—1 t o h)—1 .
> =5t t = _(L"'_i_n_ (1 =0, 1,..,h)
! ? a +h + q_z
8t ha che
a) per t,<t<1

(3.8) || Tu ||Lq(a) < cost. || u ”LP([))
dove L =1 1=

q g 1—1t,’



per trasformazioni che applicano L? in (Mo 359
b) per 0 <t <%, con t 1

(3.9) | Tw || u @ = cost.

{u ”LP(Q)

dwey:ﬂ—dﬂq+%0—t%
2

¢y per t=1t; (i=0,1,..,h)
(3.10) | Tu ||i’ 1 neki < cost. || » ”LP(.())'

Fissato un numero reale ¢, tale che g, & ¢, e ¢, = p, sappiamo che
o™= (3) & isomorfo allo spazio L5 #@+tM+M (O) mentre L% (2) & isomorfo
allo spazio .Q,f:’"o)(!)). Le (3.6), (3.7) assicurano che T & di tipo forte, e
quindi di tipo debole, [L?, O Bt tmy o (1,20 pl6.9) pigpettivamente.
Applichiamo allora il teorema |1.I]; posto

_1—t

t
9 +Q2

(3.11)

p =(1——t>(a.+ho—tqi2

3 t€]0,1[ T risulta di tipo forte [{z" , L A)]; in particolare fissato un

- 3y h
t€]0, 1] in modo tale che, detti p, g, A i corrispondenti valori di p, g, 4

dedotti dalle (3.11), risulti
o<tz
q

1

—n
0,

si ha che T & una applicazione lineare di L? () in C ‘ (2) e di pin

(3.12) [E
c 7@

< cost. |

L ”LE(Q)'

In definitiva la trasformazione T per t=1 verifica la (3.7), per ¢t =t
verifica la (3.12), per ¢t = 0 verifica la (3.6).

Allora per ¢t che varia nell’intervallo (7, 1) applichiamo il teorema (II)
richiamato nell’introduzione, mentre per ¢ che varia nell’intervallo (0, t) ap-
plichiamo il teorema [3.I] dimostrato pocanzi.

Si ottengono in tal modo i risultati a) b) ¢) del teorema i quali non
vengono a dipendere dalla scelta di ¢

¢
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