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FRONTIERE DI SILOV NEGLI SPAZI COMPLESSI
E APPLICAZIONI OLOMORFE PROPRIE (*)

di ViNIc1O VILLANI (Pisa)

Introduzione.

Siano X, Y due spazi complessi (nel senso di Serre), =: X — Y un’ap-
plicazione olomorfa propria. Dato un aperto relativamente compatto B C Y,
si ponga A =a"1(B). Se X ed Y sono olomorficamente separati, si puo
definire la frontiera di Silov S(A4) di A, rispettivamente S(B) di B (vedi
n. 2). In questo lavoro ci proponiamo di studiare i legami tra 8 (4) ed S (B).
Precisamente, sotto 1’ulteriore ipotesi che X ed Y siano spazi di Stein, irri-
ducibili in ogni punto, dimostriamo (teorema 4):

SB=a(8(4); a1 (8 (B)=8A)

La dimostrazione consta di due parti: nella prima si confronta la fron-
tiera di Silov di un aperto relativamente compatto B, contenuto in uno
spazio di Stein (non normale), con la frontiera di Silov dell’aperto B*, im-
magine inversa di B nella normalizzazione p: Y* — Y. In proposito sussi-
ste il teorema 1: Se Y & irriducibile in ogni suo punto, si ha

e 1 (8 (B)) = S (B¥).

Un controesempio mostra che questa uguaglianza non & piu vera in gene-
rale, se Y é riducibile in qualche punto.
Nella seconda parte si studia il comportamento della frontiera di Silov

Pervenuto alla Redazione il 27 Agosto 1963.
(*) Lavoro esegnito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi di Ricerca Matematica del
Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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nel caso di un rivestimento analitico #: X — Y di uno spazio normale
olomorficamente separato ¥, mediante uno spazio (non necessariamente nor-
male) olomorficamente separato X (per le definizioni precise, vedi n. 4).
In proposito si dimostrano i teoremi seguenti: §(B) = x (S (4)) (teorema 2);
gse poi anche X & normale, si ha: n—1(8(B)) = S8(4) (teorema 3).

Il teorema 4 & una facile conseguenza dei teoremi 2 e 3, come si vede
passando alle normalizzazioni di X e di Y, e ricorrendo al teorema 1.

Mi sia consentito ringraziare qui il prof. A. Andreotti per i suoi con-
gigli, che mi sono stati assai utili nella preparazione del presente lavoro.

1. Sia K uno spazio topologico compatto; sia poi F un’algebra su C
di funzioni continue a valori complessi, definite su K ; le funzioni di #
separino i punti di K (cioé per ogni coppia di punti distinti », ,x, € K esi-
sta una funzione f€E tale che f(x,) == f(¥,)).

In queste ipotesi, nella famiglia dei sottoinsiemi chiusi F c K, tali che

max | f («) | = max | f () | per ogni f€E,
zel

ve K

esiste un insieme minimo, unico (cfr. [3], pag. 80).

Denoteremo questo insieme con S(K) e lo chiameremo frontiera di
Silov di K (relativa all’algebra di funzioni ).

Nel seguito sara utile la seguente caratterizzazione dell’insieme S (K):

LeEMMA 1. Un punto x € K appartiene ad S(K) se e solo se, comunque
fissato un intorno U 3, esiste una funzione f€H, tale che

sup | f(@)| > sup |f(@)].
ze U ze K—U

DIMOSTRAZIONE: Supponiamo x€ S (K), e fissiamo un intorno U di «.
Se ogni funzione fé€Z soddisfacesse alla disuguaglianza sup |f(z)|<
xe U

< supJ f ()|, S(K) dovrebbe essere contenuto in K — U, assurdo.
ze K—

Proviamo il viceversa: supponiamo dunque x ¢ S(K), e sia U un intor-
no di «, tale che UN S (K)= . Se esistesse f€H, tale che sup|f (x)| >
xe U

> sup |f(»)|, dalle inclusioni K — U DS (K), KD U, seguirebbe a fortio-
x e K—U

ri sup|f(x)|> sup |f(x)|, onde f non assumerebbe massimo modulo su
re K zveS(K)

S (K), assurdo.

OSSERVAZIONE : 1). Ogni funzione f€ #l ¢ completamente determinata
dalla propria restrizione f| S (K) alla frontiera di Silov.,
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Infatti se due funzioni f, g € L coincidono su S (K), si ha

max | (f —g)(#) [ = max |(f—g)@)|=0
ze K zeS(K)

ossia f(x) = ¢ (*) per ogni x € K.

2), Siano dati due spazi topologici compatti K, , K,, con algebre di
funzioni #,, M,. Se ¢: K, — K, & un’applicazione continua surgettiva, e
se ¢* (El,)C El,, allora si ha

P (8 (K}) D 8 (Ky)

(le inclusioni essendo intese in senso debole).
Infatti ogni funzione f€E, assume massimo modulo in almeno un
punto di ¢ (S (K))).

2. Sia ora X uno spazio complesso nel senso di Serre (f-spazio nella
terminologia di [2]). Supponiamo che X sia olomorficamente separato, ossia
le funzioni olomorfe globali su X separino i punti di X.

Dato un aperto relativamente compatto A c X, denotiamo con S(4) la
frontiera di Silov di Z, relativa all’algebra Z di tutte le funzioni conti-
nue su A, che sono olomorfe su A.

OSSERVAZIONE: In virtah del teorema del massimo modulo per le fun-
zioni olomorfe sugli spazi complessi (cfr. ad es. [4], pag. 358) la frontiera
di Silov S(4) e contenuta nella frontiera topologica g4 = A — A.

3. Consideriamo un’applicazione olomorfa propria
a: X—Y

di uno spazio complesso olomorficamente separato X sopra uno spazio com-
plesso olomorficamente separato Y. Sia B un aperto relativamente compatto
di Y e sia A =s"1(B). L’insieme A & aperto relativamente compatto di
X, ed & B=umn(A).

OSSERVAZIONE : Dall’osservazione 2 del n. 1 segue che
7w (8 (4) DS (B).
Tuttavia non & detto in generale che

S (A) D 71 (8 (B)).
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EseMPio: Y = {(2, w)€ C?|2 - w = 0} con la struttura complessa indotta
dalla struttura di C®. Y & riducibile nell’origine. X sia la normalizzazione
di Y (cfr. [2], pag. 283). Lo spazio X consta di due rette complesse disgiun-
te, che indicheremo con X, (immagine inversa della retta w =0) e X,, (im-
magine inversa della retta z — 0). n sia la proiezione canonica di X su Y.

Consideriamo 1’aperto BC Y definito da:

B={w=0;|z—1|<l}Ufe=0;0<|w]|<1}.
Si ha
SB)={w=0;|z—1|=1jUfe=0;|w|=1}.

Posto A = a1 (B), si ha
S(A)={ZEX,; |z—1|=1}U{wEXw |w|=1}

11 punto (0, 0) appartiene dunque ad §(B); ma il punto w =0 di X, , pur
appartenendo a =~ (0, 0), non fa parte di S(4).

Il fatto che X sia sconnesso & inessenziale ai fini dell’esempio. Infatti
basta considerare uno spazio Y’ che su un intorno dell’origine & isomorfo
con Y, ma che globalmente & irriducibile. In tal caso la normalizzazione
viene ad essere uno spazio connesso, e l’esempio dato continua a sussistere.

Invece esempi di questo tipo non sussistono, se Y e irriducibile in
ogni suo punto (cioé f;spazio nella terminologia di [2]). Infatti in tal caso,
detta Y* la normalizzazione di Y, la proiezione canonica ¢: Y*— ¥ & un
omeomorfismo onde, dato un aperto relativamente compatto BC Y, e posto
B* = ¢o—!(B), dall’inclusione o (8 (B*) D8 (B) segue S(B*) Dp~1(8(B)). Di
pit, in queste ipotesi, proviamo il

TEOREMA 1. Sia Y uno spazio di Steim, irriducibile in ogni suo punto ;
Y* ne sia la normalizzazione; o: Y*—> Y denoti la proiezione canonica.
Dato un aperto relativamente compatto BC Y e posto B* = ¢—1(B), si ha

8 (B*) = ¢=1 (8 (B)).

OSSERVAZIONE : Identifichiamo Y ed Y™ in quanto spazi topologici,
mediante ’omeomorfismo g ; allora la tesi del teorema 1 si pud esprimere
dicendo che la frontiera di Silov di B, relativa alle funzioni olomorfe di
Y coincide con la frontiera di Silov di B, relativa alle funzioni olomorfe
di Y*

D 1MOSTRAZIONE : Identifichiamo dunque Y con Y* in quanto spazi
topologici, e denotiamo con il fascio dei germi di funzioni olomorfe su
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Y, e con ®* il fascio dei germi di funzioni olomorfe su Y* Poiché certo
S(B)c 8(B*), si tratta di provare linclusione opposta: S (B*)c 8(B). A
tal fine consideriamo il fascio T di ideali di ®, che in ciascun punto y€Y
ha come spiga

H, = {fye®y|fy‘ 9y € ®y, per ogni g, € Oy}.

LEMMA 2. Il fascio 1 & coerente ; nei punti y in cui Y & normale si

ha by =0,.

DimosTRAZIONE : @* & un @-fascio coerente (cfr. [2], pag. 291); dato
un punto y,€ Y, sia s, ,..,$, un sistema locale di generatori di ®* su un
opportuno intorno U3y,. Indichiamo econ ¢,,..,? le immagini omomorfe
di 8,,..,8 nel fascio quoziente ®*/®, e consideriamo gli r omomorfismi
®-lineari :

kj: @ — ©*/® (J=1,u,7)
definiti nei punti y€ U da

Litfy—>fy -t (Jy€Q®y,yel).

I fasei Ker k;, definiti su U, sono coerenti, e quindi anche la loro inter-
sezione Ker k, N ... N Ker k, & un fascio coerente. D’altra parte si vede su-
bito che sull’aperto U questo fascio coincide col fascio 1. Pertanto la pri-
ma affermazione del lemma & dimostrata. La verifica della seconda afferma-
zione & immediata.

Ritorniamo alla dimostrazione del teorema 1. Consideriamo dunque un
punto y € 8 (B*); si tratterd di far vedere che ne segue y€ 8 (B). In virth
del lemma 1, fissato comunque un intorno U3y in Y, esiste una funzione
feI'(B,®*, continua su B, tale che

sup | f(2)|> sup |f(o)]

ze Un B 2e B—TU

Poiche linsieme dei punti normali di Y e ovunque denso in Y, & possi-
bile scegliere in U N B un punto y,, nel quale lo spazio Y & normale, e
tale che si abbia

S @) | > sup |7 @]

z2e B—U

Sia g€ I'(Y, ) una sezione globale di T, tale che g (y,) &= 0. Almeno una
sezione siffatta esiste, perché per il fascio 1), che & coerente, vale il teo-
rema A di Cartan-Serre, e perche la scelta di y, assicura che la spiga My,
contiene dei germi il cui valore in y, non & nullo.
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Moltiplicando f e g per costanti opportune, possiamo fare in modo che
per le nuove funzioni, che continueremo a denotare con f, g, valga:

JTW)=1;  gy)=1
Poniamo poi per brevita :

sup | f(2)] =12 A <1);

ze B—U

sup | g(2)| = p,
2e B—U

e consideriamo le funzioni f”g(n = 0), che appartengono tutte a I'(B, ®),
e sono continue su B. Si ha:

suap _’]';L (Z) g (2) | = Ij-n (1/0) g (_'/0) l —1 ;

ze Un B

sup [f"(2) g ()| = 2"
ze B— U

Poiche 2 <1, per un valore n, opportunamente grande si ha A" u <1,
onde la funzione f™ g soddisfa alla disuguaglianza

sup | (/™) ()] < sup [(/™9) ()]

zeUn DB ze B—U

In quanto U & un intorno arbitrario di y, e in quanto f™ g€ I'(B,®) ed
¢ continua su B, la caratterizzazione della frontiera di Silov fornita nel
lemma 1 assicura che y € S (B). Cio prova il teorema 1.

4. Siano X, Y due spazi complessi, che per semplicita di notazione
supporremo connessi. Lo spazio Y sia normale.
Un’applicazione n: X — Y si dira un rivestimento analitico diramato,
se z & surgettiva, olomorfa, propria, e tale inoltre che :
(i) Vimmagine inversa n—!(y) di ciascun punto y€ Y & un insieme
finito ;
(ii) esiste un sottoinsieme analitico (chiuso, non denso) SC Y, tale
che #—1(S) non decompone X in alecun suo punto ('), e applicazione

At X — a1 (8)— Y — 8
¢ un omeomorfismo locale.
() Un sottoinsieme chinso X non decompone X in alcun suo punto, se 2 & non

denso in X e se, dati comunque un punto ¢ € X ed un intorno connesso U3a in X, lin-
sieme U — 2 & connesso (non vuoto).
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S costituisce ’insieme dei punti di diramazione del rivestimento con-
siderato. Se § & vuoto, il rivestimento si dice non diramato.

OSSERVAZIONE : La definizione qui data di rivestimento analitico dira-
mato si ispira alla definizione 37 di [2], con una differenza : in [2] non si
suppone a priori l’esistenza di alcuna struttura complessa su X (e di con-
seguenza si sostituisce la condizione che Vapplicazione = sia olomorfa con
la condizione che tale applicazione sia continua) e si fa vedere successiva-
mente che X pud essere sempre dotato di una struttura univocamente de-
terminata di spazio complesso normale, tale che l’applicazione w: X — Y
gsia olomorfa, Nella nostra definizione invece supponiamo in partenza che
X sia dotato di una struttura di spazio complesso, non necessariamente
normale, e che Dapplicazione s sia olomorfa. Il vantaggio della nostra defi-
nizione rispetto a quella di [2] consiste dunque nell’ammettere una maggio-
re generalita per la struttura complessa di X; questa maggiore generalita
non & solo apparente, poiche in effetti esistono spazi complessi non normali
X, ed applicazioni olomorfe x:X — Y su spazi normali, anzi addirittura
su varieta Y, che sono dei rivestimenti nel nostro senso.

EsEmp1o: Sia X = {(«, y) € C* | 2* = y?}; come funzioni olomorfe su X
si considerino le restrizioni delle funzioni olomorfe di C?; sia poi ¥ ={teC(C!}.
L’applicazione = : X — Y sia definita da

t=umn(x, y) = .

Si ha un rivestimento analitico diramato, il cui insieme di diramazione S
& costituito dall’origine ¢ = 0. Lo spazio X, che & una cuspide, non &
normale.

Sara opportuno notare tuttavia che anche in un rivestimento analitico
diramato secondo la nostra definizione, lo spazio X non & il piu generale
spazio complesso. Infatti dalla definizione si deduce la

PROPOSIZIONE 1. Lo spazio X ¢ irriducibile in ogni suo punto.

DIMOSTRAZIONE : Detto A Dinsieme dei punti non normali di X, si ha
Ac a1 (8). Poiché per ipotesi =1 (S) non decompone X in alcun punto,
a fortiori lo stesso & vero per A. Quindi, dato comunque un punto p€ A
ed un intorno connesso U3p in X, anche U — A & connesso. Ora cid im-
plica precisamente che X e irriducibile in p: ragioniamo per assurdo. Esi-
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stano in p due germi di funzioni olomorfe non identicamente nulle f, g,
con fg identicamente nulla; consideriamo un intorno connesso U3p, su cui
queste funzioni sono tutte definite. Poichée U — A & connesso, e poiche nei
punti di U — A vale il principio di annullamento del prodotto di germi di
funzioni olomorfe, una almeno delle funzioni f, g, sia ad es. f, dev’essere
identicamente nulla su U — A. Per continuita allora f e nulla anche sulla
chiusura di U — A, ossia su tutto U, contro lipotesi. Cid prova che X @&
irriducibile in tutti i punti di A. Poiché nei punti normali X & certo irri-
ducibile, la proposizione 1 & dimostrata.

Dalla definizione di rivestimento analitico diramato discendono alcune
facili conseguenze, che sara utile formulare esplicitamente :

Per ogni punto y € Y indichiamo con o (y) il numero di punti che costi-
tuiscono l'immagine inversa z—1 (y).

LeEMMA 3. La funzione o(y) é costante su Y — 8; sia o il valore comu-
ne di o (y), per ye Y — 8.

Nei punti y, €8 si ha o (y,) < o.

Fissato un punto y€ Y, si ponga :

a1l (y) =a, U... U,y

e si consideri per ciascun xj un intorno Uj3a;(j=1,..,0(y)); ecsiste in Y
un imtorno W 3y tale che

a1 (W)C U, U...U Uy .

Omettiamo la dimostrazione, che si trova gia nella letteratura (cfr. ad
es. [6]).
Il numero o dicesi Iordine del rivestimento considerato.

5. Riprendiamo le notazioni introdotte all’inizio del n. 3, e supponia-
mo inoltre che #: X — Y sia un rivestimento analitico diramato (lo spazio
Y si suppone normale).

LEMMA 4. In queste ipotesi si ha
S(4A)c a1 (8 (B)).

DIMOSTRAZIONE : Se questa inclusione non fosse vera, dovrebbero esi-
stere: una funzione g, continua su A ed olomorfa su A4, ed un punto
x, € 9A — a1 (S (B)), con

max | g (@) | <|g ()]
zea1l (8 (B))
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Non & restrittivo supporre che max |g («)| =1, e che z, sia uno dei punti
ved
in cui |g (x)| assume questo valore massimo :

lg (=) | = 1.
Poniamo per brevita
m = max |g()|
zeax—1 (S (B)

Si ha dunque m < 1.
Nei punti y€(¥Y — 8)N B si consideri, in corrispondenza ad ogni in-
tero k > 0, la funzione

) = g (@) o - g @,

ove, come al solito,
aly)=xU..Ux.

Questa funzione & ben definita e continua su (¥ — §8)N B, ed & olomor-
fa su (Y — 8)N B. Proviamo che $;(y) si estende ad una funzione conti-
nua su tutto B. Sia dunque Yo € BNS. Fissato un e > 0 ad arbitrio, si
determinino in corrispondenza ai o(y,) punti di xw—1(y,), degli intorni
U, ,.. Uy, tali che per ogni coppia di punti 2’,2’’ € U; N n—1(B) si abbia

lg @) —g @)k <e (J=1,0.,0);

¢id & possibile perché ¢g* & continua su A=qat (1?). Sia poi W un intorno
di y, in Y, tale che 7~ (W) U, U ... U Uyy, (lemma 3). Dati comunque due
punti y’,y”’ € (¥ — S)N BN W, si ha quindi

sk (@) — s (@) ]| <o

onde, per il criterio di Cauchy, s, si pud estendere per continuita nel
punto y, .

Ripetendo lo stesso ragionamento per ogni y,€ BN S, si viene quindi
ad estendere s; ad una funzione continua su tutto B. Continueremo ad in-
dicare la funzione cosl estesa, con s;.

Si era gia osservato che s; & olomorfa su B — §; inoltre s, & continua
su tutto B (in questo momento basta sapere che s, & limitata su B) ; ricor-
dando che Y & normale, si pud dunque applicare il teorema di estensione
di Riemann (cfr. ad es. [4], pag. 343) da cui segue che s; & olomorfa su B.

Riassumendo, abbiamo provato: la funzione s; é olomorfa su B, & con-
tinua su B.
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Avendo posto m = max |g(x)|, si ha, per ogni k>0 ed
zea—1 (8 (B))

in ogni punto y€ S(B):
| sk (y) | < m¥
e quindi anche

max | s, (y) | << mk.
yeS(B)

D’altra parte sussiste il seguente

LEMMA (cfr. ad es. [1]. nota a pag. 9). Dati ad arbitrio dei numeri

complessi @, 4 ..y @, 8t ha:
1

%
max lim |- a4 ...+ ar* 12 = max |a|
p .

k — oo t=1..,0

DN

Applicando questo lemma ad s (y,), ove 8i & posto y, = m (z,), ne segue
che in corrispondenza ad ogni ¢ > 0 esiste un intero k¥ > 0, per il quale

1

(|8 W) | >1—e.

Fissiamo in particolare ¢ =1 — m. Allora risulta, per un opportuno

E>0:
| s (Yp) | > mk.

Confrontando questa disuguaglianza con la disuguaglianza ottenuta
nei punti di S(B), si ottiene

| sk (o) | > max | s ()|
y €S (B)
Poiche y,¢ S (B), questa disuguaglianza contraddice alla definizione di S (B).

Cid prova il lemma 4.
Dal lemma 4 si trae l’inclusione

n (S (A)c S(B).
Poiche sussiste altresi l'inclusione opposta (cfr. n. 3), abbiamo ottenuto il

TEOREMA 2. Sia n:X—Y un rivestimento analitico diramato (X, Y
spazi complessi ; Y normale). Sia B un aperto relativamente compatto di Y,
e sia A = =1 (B). Tra le frontiere di Silov di A e di B si ha il legame :

8 (B) = n (8 (4)).

I3
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6. Proviamo ora il

TEOREMA 3. Siano wverificate le ipotesi del teorema 2; inolire sia veri-
ficata una almeno delle tre condizioni sequenti :
(@) Il rivestimento n: X — Y ¢é di Galois (*);
(b) X é normale ;
(¢) X e di Stein.
Allora tra le frontiere di Silov di A e di B si ha il legame

a1 (8 (B)) = 8 (4).

DIMOSTRAZIONE : (a). L’insieme S (4) & invariante rispetto al gruppo
degli automorfismi del rivestimento = : X -— Y. Quindi, avendo supposto
che il rivestimento sian di Galois, risulta

S (4) = a1 (n (8 (4)).
D’altra parte dal teorema 1 si trae

a1 (n (S (A)) = a1 (8 (B)),
onde
8 (A) = 71 (8 (B)).

(b). Se il rivestimento #:X-— Y non & di Galois, possiamo ricondurre
laffermazione del teorema 3 al seguente

LueMMa 5. Sia n: X — Y un rivestimento analitico diramato, con X, Y
spazi normali. St possono costruire: uno spazio complesso (connesso) Z ¢ due
rivestimenti analitici diramati w:7Z — Y, o:Z — X, in modo che:

1) Sussiste il diagramma commutativo

14
Z — X
o
Y.

2) w: Z—> Y é un rivestimento di Galois.
Se poi X é olomorficamente separato, tale é Z.

(3) Si dice che un rivestimento analitico diramato =x:X — ¥ & di Galois, se in corri-
spondenza ad ogni coppia di punti «’,x' € X, con 7 (x') = (x"") esiste un automorfismo
analitico 6: X — X, che & compatibile con z (ciod # o 6 ==) ed & tale che o(x') = x"".
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Ammesso per il momento questo lemma, completiamo la dimostrazione
del caso (b) del teorema 3. Si ponga :

¢ = w1 (B).
Da quanto provato nel caso (a) segue
8(0)= o' (§(B) =¢~" o ! (8(B))
e quindi anche
e(8(0) =00 o' on1(8(B)=a""(8(B).

Applicando poi il teorema 2 al rivestimento ¢:Z —> X, relativamente
agli aperti A =a1'(B)c X, C=ploa1(B)C Z, si ha

0 (8(0)) =8 (=1 (B) = S (4).
Confrontando le due uguaglianze cosl ottenute, ne viene
N (4) =¢(8(0) =~ (8(B)),
come appunto volevasi dimostrare.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 5. Sia o 'ordine del rivestimento n: X — Y.
Denotiamo con X° il prodotto topologico di ¢ copie di X (¢ analogamente
per Y) e consideriamo Dapplicazione olomorfa prodotto :

ac: X°— Yo,
che & un rivestimento analitico diramato di ordine o°.

Sia poi 4: ¥ — Y ° I'applicazione diagonale di Y in Y °; indichiamo con
X4 Vimmagine inversa di 4(Y) in X La restrizione dell’applicazione s°:

Ay X4 —Y
¢ un rivestimento analitico diramato, ancora di ordine o°.

Indicando sempre con Sc Y Vinsieme dei punti di diramazione di
7: X — Y, consideriamo il sottoinsieme analitico di X:

8y =%~ (8);
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consideriamo poi i sottoinsiemi analitici (chiusi) di X definiti da

o
Ty={@ 0 ,v)€Xy EASES
e poniamo
T= U T;.
oy
4, j=1,..,0
Definiamo infine

Z,= X5 — (84U T)

La restrizione di sy a Z  definisce un rivestimento analitico non diramato
di ordine o!:

wy:Zy— Y — 8.

Non & detto che Z, sia connesso. Se ne consideri una componente con-
nessa Z, . Restringendo w, a Z, si ottiene un nuovo rivestimento analitico

non diramato
w,:Z, —Y—8.

Questo rivestimento si pud estendere, in modo univoco, ad un rivestimento
analitico diramato
w:Z—Y,

ove Z & uno spazio complesso normale, connesso, contenente Z,; lo spazio
Z & 1a chiusura di Z, in X/; o si ottiene prolungando w, per continuita (%).
Facciamo vedere che w:Z-—Y & un rivestimento di Galois. Siano
(49 w00y 2a)y (%, 50 5%,) due punti di Z, aventi la medesima proiezione su
Y e supponiamo in primo luogo che si abbia ® (2, .. %) = @ (2« 5 %,) €
€ Y — 8. Allora la permutazione
(1 0)
Gy o

¢ univocamente determinata; tale permutazione opera su Z, associando ad
ogni punto (£,,...,{,)€Z il punto (j ,...,{;,): si tratta di verificare che
questo nuovo punto appartiene a Z. Ed infatti basta congiungere (2, , ..., 2,)
con (£,,..,;) mediante un cammino continuo, i cui punti (escluso al pil

(®) Queste affermazioni possono verificarsi direttamente senza difficoltd, e del resto
si trovano gia nella letteratura (cfr. [6], teorema 1).

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa



346 Vinicio VILLANIL: Frontiere di Silov megli spazi

(Cyy+eryCo) stanmo in Z; . I trasformati mediante la permutazione (j ,6 )

oo
dei punti di tale cammino continuo costituiscono nello spazio Z, un cam-
mino continuo che congiunge (2 ,...,2j) con ({; , .., ;). Poiche il punto
(%5, y -+ 4 %j,) appartiene per ipotesi a Z, anche (Cjy y = 5 Gj,) Vi appartiene. Cio

1..
prova appunto che la permutazione ( 6> definisce un automorfismo di
1 o,

Z, compatibile con w, e che trasforma (2, ,.,2;) in (.., 2)

Se poi la proiezione dei due punti considerati appartiene ad S: w(z,,
e 3 %) = @ (2j, 4 e 5 %) € 8, allora la permutazione (;130) non @& pilt uni-
vocamente determinata, perché pud accadere che sia z; = z; gy COLL o =+ B
Tuttavia esiste almeno una permutazione degli indiei (1,...,0) che al primo
punto fa corrispondere il secondo punto. Per ogni permutazione siffatta si
puo ripetere il ragionamento del caso precedente.

Gli automorfismi considerati sono tutti analitici. Da quanto detto ri-
sulta dunque che

w:Z—Y

¢ un rivestimento di Galois, come volevasi dimostrare.

Se si suppone che X sia olomorficamente separato, lo stesso & vero
per X°, e quindi anche per Z, che & un sottoinsieme analitico di X°.

Per completare la dimostrazione del lemma, resta ancora da costruire

un rivestimento analitico
0:Z— X,

tale che n o p = w. Ad ogni punto (2,,...,2,)€Z si faccia corrispondere il
punto z, € X. Si ottiene palesemente un rivestimento analitico, i cui punti
di diramazione sono contenuti in #—!(8); dalla costruzione stessa risulta
che 7 o p = w. Cid dimostra il lemma 5.

Ritorniamo al teorema 3; dobbiamo esaminare ancora il caso (¢). X &
irriducibile in ogni suo punto (proposizione 1); consideriamone la normaliz-
zazione X*, e sia n*: X* — Y Vapplicazione naturalmente indotta da a.

Per quanto provato in (b), si ha
(@)~ (8 (B)) = 8 (4%).

D’altra parte, dal punto di vista topologico X* coincide con X, e si ha
a* = 75 inoltre il teorema 1 assicura che S§(4*) = §(4); si conclude:

a=1(8(B)) = 8 (4),
come volevasi dimostrare.
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7. Nel n. 3 abbiamo impostato il problema: data un’applicazione olo-
morfa surgettiva n: X — Y tra due spazi complessi, si confrontino le fron-
tiere di Silov di due aperti relativamente compatti B€ ¥, 4 =a~! (B)C X;
perche tale problema fosse ben posto, abbiamo imposto le due condizioni
seguenti :

(a) L’applicazione = & propria ;
(b) Gli spazi X ed Y sono olomorficamente separati.

Nei n. 5 e 6 abbiamo dato due teoremi, che rispondono al nostro pro-
blema in una situazione particolare, e precisamente nel caso che:

(¢) Y e normale;

(d) L’applicazione w & un rivestimento analitico diramato. Da queste
due condizioni segue :

(e) X ed Y sono irriducibili in ogni punto.

Infatti ¥ & normale, e quindi certo irriducibile in ogni suo punto;
quanto ad X, Paffermazione & stata provata nella proposizione 1.

Proviamo ora che la tesi dei teoremi 2 e 3 sussiste anche se, in luogo
di (c) e (d), & verificata solo lipotesi (e), purche, ferma restando la condi-
zione (a), si sostituisca la condizione (b) con la:

(b”) Gli spazi X ed Y sono di Stein.

TEOREMA 4. Sia 7: X — Y un’applicazione olomorfa propria dello spa-
zto complesso X sullo spazio complesso Y. Supponiamo che X ed Y siano
spazi di Stein, irriducibili in ogni punto. Allora, dato un aperto relativa-
mente compatto BC X e posto A = a~1(B), si ha:

S(B)=a(8A); a(8(B)=S(4).

DiMosTRAZIONE : L’applicazione sn: X — Y induce in modo naturale
un’applicazione n*: X* — Y* tra le normalizzazioni di X e di Y. n* & un
rivestimento analitico diramato (cfr. [5], pag. 166). Quindi, tenuto conto
dei teoremi 2 e 3, si ha, con notazioni evidenti:

8 (B*) = 7* (8 (4%)); (@*)1 (8 (B¥)) = 8 (4").

Identificando dal punto di vista topologico X* con X ed Y* con Y,
n* coincide con x; pertanto, in virtl del teorema 1, si trae:

S(B)=n(8(4); a1 (8(B)=8(4),

come volevasi dimostrare.
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