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NUOVE FORME PER LE EQUAZIONI
IN OCOORDINATE GENERALI DELLA STATICA
DEI CONTINUI CON CARATTERISTICHE
DI TENSIONE ASIMMETRICHE

Memoria di D10NI1GI GALLETTO (a Padova)(¥)

In una recente memoria(!) ho stabilito, in coordinate generali, varie
espressioni in forma euleriana e in forma lagrangiana delle equazioni gene-
rali della statica dei sistemi continui con caratteristiche di tensione asim-
metriche (?). Nel suddetto lavoro tali espressioni — alcune delle quali, nel
caso in cui il riferimento sia cartesiano trirettangolo, si riducono alle equa-
zioni stabilite in precedenza da GRIOLI(®]) —, sono state presentate in du-
plice forma, rispettivamente mediante P’'uso di densitd tensoriali e di ten-
gori: in quest’ultima forma esse rappresentano le corrispondenti di quelle
gia note nel caso simmetrico (CAUCHY, PIOLA-KIRCHHOFF, BOUSSINESQ, ...),
espresse in coordinate generali da ToNoLO, e da ToLOTTI (%).

Nel presente lavoro assegno alle espressioni in coordinate generali
delle suddette equazioni altre forme che presentano degli indubbi vantaggi
sulle precedenti, quale ad esempio quello, nel caso delle equazioni in forma
lagrangiana, di non presentare alcuna traccia del riferimento cartesiano che

Pervenuto alla Redazione il 10 Marzo 1963.

() Lavoro esegiiito nel’ambito dell’attivita del gruppo di ricerea n. 7 del Comitato
Nazionale per la Matematica del C.N. R. per I’anno acc. 1962-63.

(*) Cfr. [4].

(%) Le caratteristiche di temsione si presentano asimmetriche quando o le forze di
massa agenti su ogni elemento di volume del continuo in studio o le forze agenti su ogni
elemento di superficie siano riducibili, oltre che a un vettore applicato all’elemento, a
una coppia. Cfr. [5], [6], ecc.

(3) Cfr. [5], I, 1, 3.

(%) Cfr. [13], [12].

1. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.



298 Dionict GALLETTO : Nuove forme per le equazioni

compare, tramite le x%, a2, ecc.(’), nelle espressioni da me stabilite nel
mio precedente lavoro e in quelle stabilite, per il caso simmetrico, nei
citati lavori di ToNoLo e di ToLoTTI

Alcune di tali forme sono le corrispondenti di quelle ottenute recente-
mente per il caso simmetrico da TRUESDELL e ToUPIN (), le quali sono
sostanzialmente differenti da quelle di TonNorLo e ToLorTi. Le equazioni
stabilite nel presente lavoro non si presentano tuttavia come una semplice
generalizzazione di queste ultime in quanto, comparendo accanto al tensore
degli sforzi un secondo tensore, quello dei momenti superficiali, le equa-
zioni relative al caso asimmetrico si differenziano nettamente, e per il nu-
mero e per 1’agpetto, da quelle relative al caso simmetrico.

Per pervenire alle suddette espressioni ho fatto ricorso alla nozione di
doppio campo tensoriale (7). Con essa & infatti possibile assegnare alle de-
rivate «f, %, ecc.(®) un ben preciso significato tensoriale. Per rendere inol-
tre agevole la comprensione di quanto esposto ho premesso una deduzione
dell’espressione della derivata covariante di una doppia densita tensoriale,
espressione che in [2] & invece assegnata per via assiomatica (°).

1. Generalita.

Sia € un qualunque sistema continuo tridimensionale, ¢3 una sua ar-
bitraria configurazione di riferimento, '3 la sua configurazione attuale, C'?
e (’% le superficie contorno completo di O3 e (3.

Supporrd lo spazio euclideo E2, nel quale intenderd prefissato un siste-
ma di coordinate cartesiane trirettangole, riferito a un arbitrario sistema di
coordinate generali, coordinate che indichero rispettivamente con «‘ o con z¥
a seconda che debbano essere riferite a punti di €2 o di (’3. Nel caso parti-
colare in cui esse si riducano al prefissato sistema di coordinate cartesiane
trirettangole, le indicherd con %, 2%, Fatte le posizioni

’

o ox* ,
(1.1) ae =8 G =

() Cfr. [4], 10, 11, 13; [18], I, § 3, nn. 6, 8; [12], 4. Per il significato di 27, a%
8i veda il n. 1.

(6) Cfr. [14], 210.

() Cfr. [2], III, e anche, per qualche cenno, [3], pp. 79-80. Nella nota (10) ne & ri-
chiamata la definizione. Inoltre avverto sin d’ora che il termine di doppio campo tensoriale,
giad adoperato in [2], ® da non confondersi con quello di campo di tensori di ordine 2.

(8 Cfr. il n. 1 e, anche, [2], 19.

(9) Cfr. [2], 20.
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segue che la forma quadratica fondamentale & data da

(1.2) ds? = g;; dat dx/,
con
(1.3) 95— 3,21 5,
in 03; da
(1.2%) ds’? = gy da¥ da ¥,
con
(18) goy = 3, 0% x5,
in 073 '

Posto )
(L.4) o =,

& immediato verificare che le nove funzioni x!' costituiscono le componenti
di un doppio campo tensoriale, di ordine contravariante 0,1 e di ordine
covariante 1,0 (1°). Infatti, supposto di passare in EF?® a un nuovo sistema
di coordinate generali, coordinate che indicherd rispettivamente con ' o
con z a seconda che debbano essere riferite a punti di 0% o di €3, si
ha, con il significato dei simboli ormai ovvio,

i’ D 4
Xrx. =2_ 2 .
- Y., Y.

[ )

In? R . g s Lo .
(40) 8™, 8™ due spazi di dimensioni rispettive m e n’ e riferiti ai sistemi di coordi-
. . N o

U oo Uy U] el Yy 3 i

.1 P } ¥ (a', 2*) su essi de-
y eedg d1edg
finite costituiscono le componenti di un doppio campo di densitd tensoriali di pesi s, &

. L
nate &', #* (i=1,2,..,n; i'=1,2,...,n"). Le funzioni T

’
di ordine contravariante p, p’ e di ordine covariante g, ¢’ se, nel passaggio dai riferimenti

" 7
2, ' a due qualsiansi altri «', 2* , dette funzioni si trasformano secondo le

N " . A o ] N

et Ty, J Jg i Ty B eee Gyt

8‘1"._,\8x‘l...x,prl...qux}...x1,” L 4
v

n N .

j gt T e
i i j i, J,x_‘,l Tt ' ;0
1 'p Il Jg 4 Y’ jl jq, jl ...jq J1 ,..jq,

T
X
T

= - [

]
i Aty
J1 - Jgq J1 ...j'/

ove ® da intendersi

] ) ., ,
|m’_|=Det”x°._“, |x1|=Det”x1
i i 14 L4

In particolare, per s = 8’ =0, si ha un doppio campo tensoriale, mentre per p =p' = q =
=¢' =0 si ha un doppio campo di densitd scalari.
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Analogamente, le funzioni «% , con

ot

(1.4’) w:.:, = 5‘{;{;

)
costituiscono le componenti di un doppio campo tensoriale, di ordine con-
travariante 1,0 e di ordine covariante 0,1.

La funzione

w) |af | = Det | af |

costituisce un doppio campo di densitd scalari, di pesi 1, — 1, in quanto
risulta, con ovvio significato dei simboli,

o | = ||a” || & |.

| | = |t |7 || o |
Analogamente, la funzione | | costituisce un doppio campo di densitd
scalari, di pesi —1,1.

Da quanto sino ad ora osservato segue che i complementi algebrici
delle #¥ nella matrice | a7 ||, dati da | x;’ | «%,, sono le componenti di un
doppio campo di densita tensoriali, di pesi 1, — 1, di ordine contravariante
1,0 e di ordine covariante 0, 1. Analoga osservazione vale per i complementi
algebrici delle #}, nella matrice ||« ||, dati da | «J | 2] .

2. Derivazione covariante dei doppi campi di denmsitd temsoriali.

Siano ¢ le componenti di un doppio campo tensoriale, definito in €3, (3.
Posto per brevita,

(2.1)
si ha (11)
3}7 ti{ = 8].— (./Dz— w:, y t:l) =

o a v CAR AU e 0 LN N B i’
= ;5 0t A @y, vp G @5 A &y x, 0;t,

(1) Si ricordi la nota (10).
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e, sostituendo in queste le (1%)

i T U j il
(2.2) wrym =I5 —w a; a; I'yy,
(2.2) o, abal = — I 4o ol oL T
. 1 T j/ - jl v i "'7 * Y4 I

ove con I’,-i; ho indicato i simboli di CHRISTOFFEL di 2* specie costruiti con
i coefficienti della forma quadratica (1.2) e con Ijy quelli costruiti con i
coefficienti della forma quadratica (1.2”), si ottengono le

% 1 i v
I B4 i 1 v §
=x; 05 @, (8jti — T A +F,z @ t ),

le quali esprimono che le quantita entro parentesi sono le componenti di
un doppio campo tensoriale, di ordine contravariante 0,1 e di ordine cova-
riante 2, 0, la derivata covariante del doppio campo tensoriale ¢ fatta rispetto
alle coordinate #°. Indicate tali componenti con ¢ . (*%), si ha quindi

(2.3) =8, 8 — T}l + T af &

il

e, nell’ipotesi in cui il riferimento in E3 sia cartesiano, tali derivate si ri-
ducono alle ordinarie derivate parziali.
Ad esempio, per il doppio campo tensoriale 2% si ha

R N i d ol
xy =y I}« +Fj’l’ @l @)

Con procedimento analogo a quello seguito per ottenere le (2.3) si ot-
tengono le

(2.3") tf =6, t — Tlad tf 4 It

(*?) Si veda, ad es., [3], pp. 197-198 e si tengano presenti le

immediatamente deducibili dalle
d- (@t ab)=0.
joi 9

(13) In [4] ho indicato il simbolo di derivazione covariante, invece che con; j, con V-
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da cui si constata che fra queste e le precedenti sussistono le

— i/ i i! j— i’ jl
, =1t . xl,, ti;i tm.,wj .

(2.4) t =1

* * *

Sia ora D (#', ") un doppio campo di densita scalari, di pesi s,s’, de-
finito in 0%, 0”3. Posto

D=D@,s"), D=D(@,a"),
si ha, con ovvio significato dei simboli,
;D= 5; (|| ok | D)=
= | [*| el | (s Dwi—; wf + s Dw:—:j—, wf, mz/w;’ + ¢; D),

da cui, tenendo presenti le (2.2), (2.3), si ottengono le

[
13y
[l

a;D—sDI“ji—s’Dl"’j §or =

X

<.

’ i

his, hog j l v
=|a; [ |2, | w}l (6]-D—8D['ﬂ—s’DI‘j,l,w’j)

le quali esprimono che le quantitd entro parentesi costituiscono le compo-
nenti di an doppio campo di densitd tensoriali, la derivata covariante del
doppio campo di densita scalari D. Indicatele con D, si ha quindi

(2.5) Dj=06;D—sDIl—s DIjyai.
Ad esempio, per il doppio campo di densitd | «* | si ha

(o} =} | (@ 2} — T+ I} ).

Infine, analogamente alle (2.4), sussistono le
D;J”":D;fwj:'? -D;i=D;j’w§'-
* % Kk

Dalle (2.3), (2.3”), (2.5) appare ormai evidente quale & l’espressione
della derivata covariante di un qualsiasi doppio campo di densita. Dato ad
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esempio il doppio campo di densitd tensoriali Dy, di pesi s,s’, risulta (%)
(2.6) Di;;=8; Di + I'ji Dy — s I} Dy —

— (Tfv Di + & Tjw Di)a}
ed anche ora si ha

(2.7) Di.y =D}, ;al, Di;j=D; .

3. Alcune identitd mnotevoli.
Per il doppio campo di densita | x} | %, definito al n. 1, si ha
(|o¥ | &), =0,(|a) | o)+ | o) | ([, — Iy o, — I}, i @, +
+ I}Z:l' ' @),
ossia ] .
(‘xz | x:,);iz 8@'(["”'2 I '7":')
e, essendo

0, (| ok | al)= | o} | (wi; @i, &, + x‘,,wf)— [k | o, (v}, ]) =0,

risulta in definitiva
(3.1) (|} | 7)., = 0.

Analogamente, risulta
(3.1%) (o | @),0 =8, (| @} | @) =0,

* ok *
Ricordate le posizioni (1.1), le quantita
| # | = Det || 2 ||

costituiscono le componenti di un campo di densita scalari di peso 1 e
risulta (%) .
|y |, o= | (@50l — T7 ),

() E ovvio che le (2.6) si possono ottenere con procedimento analogo a quello se-
guito per dedurre le (2.2), (2.5).

(45) La legge di derivazione dei campi di densitd si deduce come caso particolare
dalla legge di derivazione dei doppi campi di densita.
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ossia

(3-2) EANELY

in quanto &

(3.3) I'j, =3 = — ), g wf.

Analogamente, le qaantitd |2/ |(*6) costituiscono le componenti di un
campo di densitd scalari di peso — 1 e risulta

(ol aff a5 + T ) o,

| ), 4

;i=|w:’,

V|
= 1“7'

ossia ricordando le analoghe delle (3.3),

(3.2%) B

= 0.

)
Cio premesso, le (3.1) si possono scrivere
(lag || ||y | 25) =0

e da queste, tenendo presente che la derivazione covariante segue le rego-
le della derivazione ordinaria e ricordando le (3.2), (3.2’), seguono le

(3.4) (|27 | &), = 0.
In modo analogo si ottengono le

(3.4) (i

)., =0.

4. Le ipotesi sulle forze di massa e sulle forze esterne.

Convenendo di rappresentare i momenti tramite tensori emisimmetrici
del secondo ordine (prodotti esterni di vettori)(!”) e indicata con u’ la den-

(48) Il significato dei simboli & ormai ovvio.

(!7) In [4] ho rappresentato i momenti sia tramite densitd vettoriali che tramite
vettori (prodotti vettoriali).

Una rappresentazione dei momenti tramite vettori viene inoltre fatta nel successivo
n. 7, deducendola dall’attuale rappresentazione tramite tensori emisimmetrici. Viceversa,
dalla rappresentazione tramite vettori si pud dedurre la rappresentazione tramite tensori
emisimmetrici e risulta quindi evidente il significato da attribuire a Mi"v, g"'lj',...(ll/li/“‘1 2
= | o, \ My, ... Cfr. (1.2),..).
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sita in C’3, si supponga che le forze di massa agenti sull’elemento di vo-
lume dv’ di ¢’® siano riducibili a una forza p’ ¢*" dv’ applicata a dv’ e a
una coppia di momento u’ M* dv’ (M7 = — M7¥), Analogamente, si sup-
ponga che le forze esterne agenti sull’elemento di superficie do’ di 0’* sia-
no riducibili alla forza f’¥do’ applicata a do’ e alla coppia di momento
Q"7 do’ (¢ = — q'7).

Considerato un qualsiasi elemento di superficie orientato (!8) do” interno
a C’% e indicato con »’¥ il versore della normale alla sua faccia positiva,
si deve ritenere, in base alle suesposte ipotesi, che le forze di contatto
esercitate dagli elementi del continuo aderenti alla sua faccia negativa su
quelli aderenti alla sua faccia positiva siano ridueibili a una forza T(i'f) do’
applicata a do’ e a una coppia di momento Lf,,’/; do’ (sz’; = — L{,’,'/)) Inoltre,
per evidenti motivi di continuitd, segue che, su C’?, sussistono le

(£1) 1) =5, L= q",

qualora si ritenga positiva la faccia interna di €’2.

5. Tensore degli sforzi e tensore dei momenti superficiali.

Supposto che il riferimento coincida con il prefissato riferimento car-
tesiano trirettangolo, le equazioni cardinali della statica applicate a una
qualsiasi porzione ¢’3 di C’3 si scrivono, ritenendo positiva la faccia interna
di ¢’2, contorno di ¢’3, e tenendo presenti le (4.1),

(5.1) [/// g*“' av’ + f T((://) do’ = 0,
o8 o
(52) [ a4 ey g — ey a4

+[ \Leh 4+ 1@y 18y — (1@ Tgh) o = o,

ove T & un arbitrario punto fisso di B3, P’ un punto variabile in ¢’3, @’
un punto variabile su ¢’? (19).

(48) Nel senso che su esso sia stata scelta una faccia come positiva.
(19) I1 significato di (TP')*,..., & ovvio.
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Col procedimento del tetraedro di CAUCHY(*”) applicato alla (5.2) si
deduce che in ogni punto P’ di €’® devono sussistere le

(5.3) Ll + (zP) 18 — (TP T =
= LB )y - (TP’ TAY — (TP Ty,

ove ho posto

(5.4) Ty =T Ll =1,

(ny7)
n, essendo i tre versori, uscenti da P’, paralleli e concordi ai versori della

prefissata terna cartesiana trirettangola.
Dalle (5.3) seguono immediatamente le

1 = 1 o,
(5.5)
L‘(IV’I? = L7 Yy

e da queste, in base a un noto criterio di tensorialitd, segue che le T¥#,
L¥FY sono componenti di due tensori, il tensore degli sforzi e il temsore
dei momenti superficiali.

Qualora il riferimento sia arbitrario, le (5.5) si serivono

.0 Toy=T" vj,
= 2,

e da queste e le (4.1) seguono le

f

v T’L'] ’V}",
(5.7)

fi’j, ,.‘Ijlll ]
q = Yy

esprimenti le condizioni al contorno.
6. Equazioni generali.

Dalle (5.1), ricordando le (5.7) e applicando il lemma di GREEN al
secondo integrale, si deducono, per l’arbitrarieta di ¢’3, le

(6.1) ILL, g*“/ = algl TF,

(?°) Cfr., ad es., [10], pp 373-375.
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Analogamente, dalle (5.2), nelle quali si sostituiscano le (5.7) e si ap-
plichi il lemma di GREEN al secondo integrale, tenute presenti le (6.1) e
osservato che risulta (*!)

o (TP’)a, = 621’ ’
si ottengono, per l’arbitrarieta di ¢’3, le
WMEF L TF — THE — o, LB
e queste, posto (*2)

(6.2) B = L (T<% — T5%),

8i posssono in definitiva scrivere (*3)
(6.3) WMF + 2R = 9, L<F7,

Le (6.1), (6.3) rappresentano, nelle attuali ipotesi, le equazioni generali
in forma euleriana e in coordinate cartesiane (**). Le condizioni al contorno
sono espresse dalle (5.7), nelle quali si sostituiscono agli indici latini gli
indici greci.

(®) Ho indicato con 6;: il simbolo di KRONECKER.

(%) RYF & quindi la parte emisimmetrica del tensore T%F,

(*) La dedunzione delle (6.3) non differisce sostanzialmente da quella svolta in [4],
9 e qua viene riportata unicamente per comoditd di lettura.

(*4) Nell’ipotesi in cui risulti

M¥F =0, ¢*F =0,
le quali implicano necessariamente le
LY — o,
le (6.2) si riducono alle

Ralﬂl =0

)

esprimenti la simmetria del tensore degli sforzi, mentre le (6.1), (5.7) si riducono alle note
equazioni di Caucny.
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* K ¥

Stante il carattere tensoriale delle (6.1), (6.3), le equazioni in forma eule-
riana e in coordinate genmerali sono di deduzione immediata e sono date dalle

Wyt =T
(6.4) ’ rar ,.;77 il
| WM + 2R = LY,

con le condizioni al contorno espresse dalle (5.7).
"
Le (6.4), ricordando le (2.7), si possono scrivere (%5)
| | wo™ = o |0 T,
o0 o | (7 - 3R9) = | af T

e da queste, ricordando le (3.4) e posto (*°)

(6.6) | | wf T¢ = T4, ||}, T¥% =TV,
1, » T
(6.7) R”=—2—(T”—Tf)=\wa|wjf,RJ,

(6.8) | a2’ | &l, LYV = L¥9"
si ottengono le
pg* =T

)

(6'9) 5 i’ RV a§’l
u M 4 2f B = L

(%) Nell’ipotesi in oni il riferimento sia oartesiano trirettangolo, le (6.5) si possono
serivere
po* =xfref

B’
(81) -rﬂ/ ’ ’ﬂ/ 'ﬂ' ’
& ¥ B xv oBY
pu +2|xr‘R =Xy LT
con p densitd della configurazione di riferimento e X = , acgll xg, complemento algebrico

di wgl nella matrice ” xz' || .
Le (a), nell’ipotesi della nota (24), si riducono alle equazioni di BoussiNEsq. Cfr.

[1]; [9], 11, 3.
(26) Nel oaso simmetrico risulta T'/= T/* e detto tensore si identifica col tensore
di Prona-KircHHOFF. Cfr. [14], 210; [11], p. 74.
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con

(6.10) p= o |,

densitd della configurazione di riferimento.
Analogamente, indicato con d, il coefficiente di dilatazione areale nella
corrispondenza tra la configurazione €3 e la configurazione ('3 e posto (37)

$f"'=(6a+1)f'*".

(6.11) . 3
( 97 = (8, + 1) ¢*7,

le (5.7), con le posizioni (6.6), (6.8), si scrivono

fi =Ty,
(6.12)
qiljl — Li'j’l v,
con (*8)
(6.13) ;= (0, + 1)| 2% | &/’ vy

Le (6.9), con le condizioni al contorno (6.12), rappresentano una prima

forma per le equazioni generali in forma lagrangiana e in coordinate gene-
rali (*9).

* ¥ *
Posto (3°)
(6.14) T4 = o, TV,
(6.15) Ri = %(’[’i;‘ — Ti) = af, R
(6.16) Lit = af, w; Leit,

(*7) Risulta pertanto
fil da =f /il dal , qi/jl da — qliljl dol ,
ove con do ho indicato 'immagine di do’ su C2,

(®8) Il versore di componenti covarianti ¥; ® il vettore della normale interna a C2.
Cfr. [4], 5.

(*9) Nellipotesi della nota (24), le (6.9), (6.12) si riducono alle equazioni di Prora-
KIRCHHOFF in coordinate generali, nella forma ad esse assegnata da TRUESDELL e TOUPIN.
Cfr. [14], 210. Per le equazioni di ProLA-KIRCHHOFF in coordinate oartesiane, cfr. [8];
[71; [9], 11, 8.

(3") Stanti le seconde delle (6.6), risulta pure

T‘f=mj£ TY .
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sicche, ricordando le (6.6), (6.7), (6.8), risulta

(6.14") Ti=|a |, T%,
(6.157%) Ri = | a2 | o}, »i, BT,
(6.167) Lit= | 2% | &} ad, at, L1V,

le (6.9) si possono scrivere

pg = (@t ),

(6.17 ) Ny
uMY  20f of B = (@ of 1), ,
o anche
u" = 1Y),
(6.17")

pMET A (@ @i — @) T = (o] @) LY) .
Analogamente, le (6.12) si scrivono

fU = Ty,
i j?

(6.18) o
97 = af x] Lidty, .

Le (6.17), o le (6.17”), con le condizioni al contorno (6.18), rappresen-
tano una seconda forma per le equazioni generali in forma lagrangiana e in
coordinate generali (3).

7. Intervento del tensore % .

Introdotti i simboli 6y con la convenzione che essi, in ogni riferimento,
valgano zero quando i tre indiei i’,j’, ! non siano tutti distinti, =1 nel
caso restante, valendo il segno positivo o negativo a seconda che la dispo-
gizione ¢’,j”, 1" & di classe pari o dispari rispetto alla fondamentale 1, 2, 3,
¢ immediato verificare che essi costituiscono le componenti di una densita
emisimmetrica di peso — 1 e di ordine 3. Di conseguenza, risultando | 2 |

(31) Nell’ipotesi della nota (24), le (6.17), (6.18) si riducono alle equazioni di Piora
in coordinate generali, nella forma ad esse assegnata da TRUESDELL e TouriN. Cfr. [14],
210. Per le equazioni di Prora in coordinate cartesiane, cfr. [8]; [9], II, 4.
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una densitd scalare di peso 1, segue che le quantita (3%)
(7.1) Ny = | wZ: | 6,1112;13/

gono le componenti di un tensore emisimmetrico del terzo ordine.
Cid premesso, fatte le posizioni (3%)

1 - 1 s
(7.2) Mir = —2— Ni'jv Mit , q,llr == 7 Ny qJ l,
1 1 1 ’ :r . o o
(7.3) Ri’"—:?"?i’j’l'R]l—?laf'zl | (Te+1¢+2 _ Té+2¢41)
i’ 1 et
(7.4) L/ =7’7¢"h’k’ LK ,

le seconde delle (6.4), (5.7) si possono scrivere (3)

(7.5) /.L, [Wi! + 2R‘i’ = Lt/j:]r ,

(7.6) G =L,

(%) Ricordando le (1.3’), segue che |x2¢

differisce al pit per il segno da
V] 957 | (| 95 | = Det || gyj || ). Supposto il riferimento curvilineo congruente al prefissato

sistema di coordinate cartesiane trirettangole, ossia tale che risulti Ix;: > 0, alle (7.1)

si possono sostituire le

e =V 955 | 8 3%

nelle quali non v’& pid traccia del prefissato riferimento cartesiano. In altri termini, il
tensore definito dalle (7.1) si identifica con il cosiddetto tensore di Riccl in quei riferi-
menti congruenti al prefissato riferimento cartesiano trirettangolo. Esso, a differenza di
quest’ultimo che ha carattere tensoriale soltanto rispetto a sistemi di riferimento tra loro
congruenti, & un effettivo tensore rispetto a ogni riferimento.

(®3) Naturalmente, se l’indice i’ 4+ ! supera 3 esso va diminuito di 3.

(3%) Alle (7.5), (7.6) si pud anche assegnare la forma

irir

‘," MY 4 orY = V7

3
? q!,y _ Li/jr v],.,
con

” s

MY =gy, R =g"r,
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Analogamente, posto

. o s . 1 Jors

(7.7) I/,/’ = I Lo ' .’tjz L,'j = 7 Ni'w'k Lh k],
1 -
(7_8) Qv = (50. + ])q{/ = ? Ny q}l

e ricordate le (7.3), (6.7), le seconde delle (6.9), (6.12) si possono scrivere

(7.9) M, + | @ | @i+ (V0 — TivH) =17

(7.10) qr = L v .
Infine, ricordate le (6.14) e posto

(7.11) Li=af L7,

alle (7.9), (7.10) si pud assegnare la forma (3°)

(7.12) P, | | (@41 a4 — 2 ) T8 = (i, L),

(7.13) Qv :x::/ Lij Vi

g7 essendo Velemento inverso di gy nella matrice “gi'j’“ . Seguendo dalle (7.3) le

2’ 1 NS
b Vil
R = 5 7*? Rj’l’

oon
i/'ll’ i’h/ Ik’ ll ’ il i’ l'
gV = W g I P sl

hl
R P
Vespressione esplicita di BY & data da

. 1 ’
v "5 v m
=5 l Tor ’ Tty ia — Tig irg).

Dalle (a), con posizioni analoghe alle (6.6), (7.7),..., si possono dedurre altre forme
per le equazioni generali.
(35) Le (7.12), (7.13) vanno assoociate alle prime delle (6.17), (6.18).
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* % ¥
Posto (36)
3
(1.14) Go =20 5
(7.15) L= g™ 1
si hanno le (%7)
(7.16) gi’j’ ac; L] =af LY

e pertanto le (7.12), (7.13) si possono anche scrivere (%)
3 " " " o i 45
(117) M (o] 3,0 (@7 0T — 2T T = (of 1),

(7.18) q" = L',.
Intendendo
¥ = gi’h’ v

e ricordate le (7.11), (7.7), dalle (7.15) segue che il legame fra L7 e L'V &
espresso dalle

(7.19) L'V = | a2 | &, @) L,

analoghe alle (6.14").

(36) Le posizioni (7.15), (7.16),.. corrispondono ad interpretare le coordinate della
confignrazione di riferimento C3 come particolari coordinate della configurazione attuale
C’3. Cfr., ad es., [4], 4.

(37) Risulta, ricordando le (1.3"), (7.14),

R S i
g =%’a,xa,wa,, ] =Zl'a,ma,xa,.

Naturalmente, nelle (7.17) risulta aneora sottinteso il simbolo di sommatoria rispetto
agli indiei ripetuti in alto e in basso. E cosl nelle seconde delle (7.23), (7.27).
(38) Ovviamente, & da intendersi
" - " i
MY =g" My, ¢ =97 q.

Le (7.17), (7.18) vanno associate alle prime delle (6.17), (6.18). Nell’ipotesi in oui il
riferimento coincida con il prefissato riferimento cartesiano trirettangolo, esse si riducono
alle equazioni stabilite in [5], I, 3.

2. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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—
Posto (3%)

(7.20) gr=0d", M =0LM",

(7.21) =g, M =g MY

con (40)

(7.22) gv = x) 0% wh ,

le prime delle (6.17) e le (7.17) si possono scrivere

po =g 2 TY),;
(7.23)

pM A |

)

3
T Vi (i1 42 i’+2 7’41 (— ot Tl
%‘j’gi’g f] (1}.94‘ x.??’ x]]j*' w]l-l' )T.? __._(.(]z, X L .7)

in quanto, ricordando le (2.6), (7.22), (3.3), risulta
(7.24) g, ;= 0.
Introdotto il vettore spostamento (4!)
sS=P —P
con P corrispondente in C% del punto P’ di ('3, si ha

gh ol TU = 194 TVat (3%, 25" — af) = T Tz o, s,

(39) Tali posizioni corrispondono a supporre g*i’, MY applicati, invece che nei punti
P’ della configurazione attuale ('3, nei corrispondenti punti P della configurazione di ri-
ferimento C3.

(4% Ottenendosi dalle (7.22)

a a
9o =05,

dalle stesse segue che le funzioni yz, costituiscono le componenti di un tensore doppio.
(41) Risulta pertanto, con ovvio significato dei simboli,

a__ sa af a a __ o a’ a
8 =0, 2" —a%, " =a% —0d, 2.

Cfr. anche la nota (39).
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da cui segue, ricordando le (3.3),
(7.25) g al Th= T4 T‘fsi;l.
In modo analogo si ottiene
(7.26) g af LY = L4 LY si; .
e pertanto le (7.23) si possono scrivere
Sﬂg*i=(Tij+ TV 5,

(7.27)

3
O 135 0 (o 42— af ) T8 = (194 104

Infine, posto, analogamente alle (7.21),
(7.28) fr=9.r" ¢=9.¢

e ricordate le (7.25), (7.26), dalle prime delle (6.18) e dalle (7.18) si otten-
gono, come condizioni al contorno per le (7.27), le (*?)

f":(T”—}— leSi; 1)1’]-,
(1.29)
¢ = (L4 LVsi ).

8. Lavori specifici delle forze interne di contatto.

Il lavoro specifico delle forze interne di contatto relativo alla configu-
razione C’3, nel passaggio da detta configurazione a un’altra infinitamente
prossima (’’3, risulta espresso dalla

(8.1) OV = S ey + LTV (Ory), v,

con S% parte simmetrica del tensore 7%/, dey; caratteristiche di deforma-
zione, Oryy tensore emisimmetrico rappresentante la rotazione locale che gli
elementi del sistema continuo subiscono nel passaggio da C’3 a €’’3(*3).

(4?) Nell’ipotesi della nota (24), le (7.27), (7.29) si riducono alle equazioni di To-
rorrr. Cfr. [12]; [13], II, § 3, n. 3.
(*3) La deduzione di (8.1) ® in tutto apaloga a quella contenuta in [4], 16.
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11 lavoro specifico delle forze interne di contatto relativo alla configu-
razione €3, nel passaggio da C’® a (’’3, risulta espresso dalla (**)

. 1 . 9
(8.2) 01 = - 89 o3 + LV (9ry)'1,
con ()
(8.3) ory = a; x] or,,

e S¥ parte simmetrica di T¥. La (8.2) segue dalla (%6)

0l = | &2’ | 81'0)
e dalla (*7)

1.,
(8.4) 665} = ? 6gij .

Qualora si faccia ricorso al tensore L;/, la (8.1) si scrive
(8.5) 'O = 8% deyy 4 L (0r%'). jv

ove ¢ da intendersi (48)

(8.6) ot = ¥V drjp .

Analogamente, alla (8.2) si puo assegnare la forma

. ) e
(8.7) Ol = 5 89 dgi; + L (61,5,
con
(3.8) i =g or,, (P=|al|6]]).

(44) L’apice che compare in w"ij)-ll sta ad indicare che i simboli di CHRISTOFFEL
vanno costruiti con i coefficienti g;, , definiti dalle (7.14).

Accanto alla (8.2) si pud ottenere un’altra espressione di 6l(i), nella quale compaiono
Ti’j, Tji,, Li'j’l, espressione che, per brevita, tralascio di riportare.

(45) Per le (8.3) vale la stessa osservazione contenuta nella nota (36).

(46) Cfr. ad es., [4], 17.

(*7) Cfr. [4], 15.

(48) Per la definizione di ni,j'l' si veda la nota (34).
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