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GENERAZIONE DI RETICOLI NORMALL
APPLICAZIONI

Nota di G. LETTA (a Napoli).

Sia F un insieme, X un reticolo di sottoinsiemi di F, di elemento
massimo M, U il reticolo complementare di 9 (ossia il reticolo costituito
dai complementi, rispetto ad M, degli insiemi di %X). Il reticolo X si dice
o-normale (visp. d-normale) se

(i) Pinsieme vuoto ¢ appartiene ad X ;
(i) per ogni X € X, esistono una successione (X,) di insiemi di X ed
una successione (Y,) di insiemi di Y tali che sia

X, €Y, CcX,q41 per n€N(!) (visp. X DY, DX,y per n€N)
lim X, = X,

”

Un reticolo X di sottoinsiemi di FE si dice relativamente o-normale
(visp. relativamente 6-normale) se, per ogni X € X, la traccia di X su X &
o-normale (risp. d-normale).

Sul concetto di reticolo relativamente o-(risp. d-)normale & basato il
seguente teorema di prolungamento, dovuto a F. CAFIERO [4]:

Sia X un reticolo relativamente o-(risp. §-) normale di sottoinsiemi di E,
e sia L una funzione numerica finita, definita in X, ivi monotona, modulare (%)
e o-(risp. d-)continua (3), con i()=0. Detto L il pin piccolo o-reticolo boo-
leano di sottoinsiemi di H contenente X, esiste una ed una sola misure
ofinita u in L2, avente restrizione ad X eguale a A

(1) Qui e nel seguito, N denota l’insieme dei numeri interi positivi.
(3) Ciod soddisfacente alla condizione: 4 (X, U X,) + 4(X, N Xp) = 1 (X,) + 1(Xy)
per X, , X,¢€ 0.
() Ciod soddisfacente alla condizione: i (lim X,)=1im 4(X,) per ogni successione
n n

ciesceute (risp. decrescente) (X)) di insiemi di ¢C tale che Lim X, € .
"
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Nella presente nota si espone un semplice metodo di generazione di
reticoli relativamente ¢-(risp. §-) normali, a partire da speciali classi di fun-
zioni numeriche. Precisamente, si dimostra che, se 2 & una classe di fun-
zioni numeriche finite, definite in un ingieme E, soddisfacente alle condizioni

(1) af 4+ bg € R per f,g€R ed a,be R (%) ;
(2) |f|€R per fER;
(3) SN1ER per feR;

allora la famiglia dei wsottoinsiemi di E della forma (x:f(x)>=1) [risp.
(@:f(x) >1)], dove f & una funzione di %, & un reticolo relativamente
O-(risp. o-)normale.

Si applica poi tale risultato, ed il citato teorema di prolungamento di
CAFIERO, per dare una nuova dimostrazione del notissimo teorema (cfr. [6],
p. 454), secondo il quale ogni funzionale lineare positivo e continuo su ¥
puo essere rappresentato mediante un integrale.

Sia EF un insieme, ‘¥ una classe di funzioni numeriche finite, definite
in H, soddisfacente alle condizioni (1), (2), (3) [vedi sopra].

Le condizioni (1), (2) esprimono che ‘¥ & un sottoreticolo vettoriale
del 1eticolo vettoriale RZ di tutte le funzioni numeriche finite definite in
E (cfr. [3], p. 18). Le condizioni (1), (2), (3) sono in particolare verificate
qualora ® sia la classe delle funzioni continue a supporto compatto in
uno spazio topologico di HAUSDORFF localmente compatto.

Designeremo con R+ Vinsieme degli elementi > 0 di K.

Per ogni IC F, designeremo con y; la funzione ecaratteristica di I
rispetto ad Z. Porremo, infine :

F=(a:f@)=1):f€R), Q= (w:f(@)>1):fER).

1. F (risp. Q) & un reticolo relativamente O-(risp. o-)normale di sottoin-
siemi di H, e si ha

(4) F—GeF, G—FeQ@ per FeF, GG

(*) Qui e nel seguito, B denota il corpo dei numeri reali.
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Dim. B evidente che 7 e G sono reticoli di sottoinsiemi di E e che
DEF, 0€Q Be F=(:f@®)=1), G=(x:9(x)>1), f,g€R, allora

F—G=FN@:2[f@N1]—g@=1)¢F
G—F=GN@:2[g@)N1]—f@)>1EG
Se Fe (@i (@)= 1), f€R, allora, posto
P,=@:f@=n/n+1), G.=@:f@)>n/n+1) per nel,
si ha

F,2G,D Fuyq per n€N, lim F, = F.
n

Cid, in virtu di (4), dimostra che & & relativamente J-normale. Analo-
gamente si prova che @ & relutivamente ¢-normale,

2. Se feR, a,beER, a > b, F=(x:f(x) =a), @ =\x:f (@) >b), allora
esiste g € R tale che yr<< g < yg (¢fr. [2], 1.2).
Dim. Posto g =[(fNa)— (fNDb)/(a — b), si ha, per ogni x¢€ H,

x¢ @ => (f@)<b < a)=> (g9 (x) =0),
TEG@—F=>0<flr)<a)=>0<g@ 1),

ceF = b<a<< fx)=>(¢ @ =1)

3. Se feR, F=fz(}'), G =f2A), dove C (risp. A) ¢ un intervallo chiuso
(risp. aperto) della retta numerica, con CC A, allora esiste g€ R tale che
IF=9=1%6-

Dim. Se si pone C=|c,,c,), 4 =(a,,a,), F,=@:flx)=c¢), G =
=(@:f (@) > a), V,@:[f@x)=a,), G = (x:[f(x) > c,), esistono (prop. 2) g,,
g5 € ‘R tali che yp << ¢i << xe,; per i =1,2. Posto g =g, — g, , riesce

F=F —a,, G=G, —F,, AP = AF— X6 < 9 < %G, — XF, = X&

4. Se fER e (Ciier & una successione finita d’intervalli chiusi della retta
numerica, a due a due disgiunti, allora esiste una successione finita (g:)ie; di
Junziont di R, tale che

—1
(5) 0<<¢g;i<<1, ¢giNgj=0 per i3=j, gi@)=1 per z€f(C).
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Dim. Sia (Ai)ie; una successione finita di intervalli aperti, a due a due
-1

—1
disgiunti, tali che C;C A; per i€ I. Posto F; = f(C,), G;= f(4;) per i€l
esiste (prop. 3), per ogni i€I, g;€ ‘R tale che yr, << g:<< ye,. La succes-
sione finita (g;); verifica le (B).

5. Se Fe T, allora esiste (¢,) tale che g, € R, mfg,, = yr.

Dim. Se F= (z:f(z)=1), f€ R, allora, posto G,,:( $f(x) > nf(n -4 1))
per n € N, esiste (prop. 2) (g,) tale che ¢,€R e 1F < 9gn < X6, ber neEN.
Risulta F=N G, e quindi yp=infye, = infgn.

n n

6. Sia FC E. Se esiste (g,) tale che g, € R, infg, = yp, allora Fe Fs().
Dim. Si ha F=(@2:yr@)=1)=(2:infg,(@)=1)=N@: ¢g.(x) =1)€F;s.

n

7. Riesce Fs=(F: yr€ Rs) ().

DiM. Si ba (prop. 5 e 6) FC(F:yr€Rs) S Fs. Poichd (F: yp€Ry) &
un d-reticolo, ne segue la tesi.

Designeremo con ‘R, (cfr. [2], 1.2) Dinsieme delle funzioni di R limi-
tate ¢ nulle fuori di un iusieme di &, ciod Pinsieme delle funzioni f di ‘¥
limitate e godenti della seguente proprieta: esiste g € R tale che, per ogni
R€ B, (g(2) < 1)=>(f(x) = 0).

Designeremo con Ry Dinsieme degli elementi = 0 di K -

R, & un sottoreticolo vettoriale di %, tale che fN 1€R, per f€R,.

Inoltre (cfr. [2], 1.2):

8. Se [feR*, esiste (g,) tale che g, € Ry, g, tf.
Dim. Posto

F.=f 7’"17 G, =f ( n—I—-l) per n€ N,

1
n1’
esiste (prop. 3), per ogni n€N, h,€R tale che yr << h, < ye, . Essendo
G, F,,, risulta h, << h,q,. Posto g, = (nh,) Nf, si ha

gne%o, Osgngf’ gn£9n+1, gn(x) =f(a') per wEF".
Poich® lim F, = (z: f(z) > 0), ne segue lim g, =f.
n n

(3) Donotiamo con &;s il pit piccolo d-reticolo di sottoinsiemi di E contenente &:
notoriamente, &s ® costituito dalle intersezioni numerabili di insiemi di &

(8) Denotiamo con &5 il pitt piceolo sottoreticolo condizionatamente d-completo di
RE contenente #: RAs & costituito dagli inviluppi inferiori di successioni di funzioni di
& tutte minorate da una medesima funzione di .
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Sia ora 4 una forma lineare positiva su R, soddisfacente ad una delle
seguenti condizioni equivalenti di continuita (7):

(6) (furdy o€y fER)=>U(f)t A(S);
(M (fudly Su€R, fER)=>(U(fu)} 4(f)

Vogliamo dimostrare che, nelle ipotesi poste, si possono costruire un
o-reticolo booleano .2 di sottoinsiemi di E ed una o-misura o-finita p in 2,
in modo tale che ogni funzione di ¥ risulti sommabile in (¥, 2, u) e che
si abbia

(8) A(f)=ffd/t per fe€R.
E

Posto :
As(hy=1inf(A(f): h<fE€R) per h€Rs, A(F)= As(xr) per FeFs,

As & (cfr. [5], prop. 1.1 e 1.2) monotona, modulare e J-continua in K, e,
conseguentemente, 1 & monotona, modulare e §-continua in %;. Riesce, inoltre,
A(@)=0. Poiche (prop. 1) & & un reticolo relativamente é-normale, tale &
anche (cfr. [4], p. 288) F;; pertanto, detto .2 il pit piceolo o-reticolo booleano
di sottoinsiemi di E contenente s, esiste, in virtu del teorema di prolun-
gamento di CAF1ERO, citato in principio, una (ed una sola) o-misura o-finita
w in £, avente restrizione ad F; eguale a 4.

Ogni funzione di ‘R & misurabile in (H, 2); ogni funzione di ¥, in
quanto limitata e nulla fuori di un insieme di misura finita, & anche som-
mabile in (#, 2, u). Per dimostrare la (8), basta, in virtd della prop. 8 e
della condizione (6), dimostrare che &

A(f)=ffdu per FER,.

E

Per questo, avendosi

A(—=f)=—4(f) f(—f)dﬁt:—ffdu per fER,,
E E

(") Tali condizioni sono automaticamente soddisfatte nel caso particolare (vedi sopra)
in cui & sia la classe delle funzioni continue a supporto compatto in uno spazio localmente
compatto.
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¢ sufficiente far vedere che riesce :
A(f)2ffd,u per FER, .
E

Si supponga dapprima f€ C)Qd' Posto | = sup f(#), basta allora dimo-
strare che, se (T));c; & una partizione finita dell’intervallo (0, 1], costituita
di intervalli inferiormente semiaperti, ed & a; = inf T; per ¢ € I, allora si ha

-1

A(f) = 2 a; p (f (T0).

o, ¢io che & lo stesso,

—1
A(f) =2 aspu (f(C))

per ogni successione finita (C;);c; d’intervalli chiusi, con C;C T; per i€ 1.
Esiste invero (prop. 4) una successione finita (¢;)};c; di funzioni di ¥,
verificante le (5). Posto

h,=g,0(a71f) per i€l

-1
riesce f= 2 a; h; e quindi, essendo f(C;) € F per i€ I,
i .

AN =Z ad()= 3 ap(f (0.

Sia ora f€R,. Sia Fe F tale che (w: f(x) = 0)C F e sia (prop. 5) (g)
tale che ¢, € ®,, ¢, } yr. Detta ¢ una costante positiva tale che sia f4-¢=0,
risulta anche f -~ cg, =0 per n€ N, e quindi (per quanto gid dimostrato)

A(f)Fca(g90) = A+ 091.)2f(f+ an)d,u2ffd/t+c/4(1?’) per mEN.
i E

Ne segue, passando al limite, la relazione da dimostrare.
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