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SU UNA CLASSE DI DOMINI DI OLOMORFIA
APPROSSIMABILI DALL’ESTERNO

VINIcIO VILLAN1 (Pisa)

" Introduzione.

E noto che ogni dominio di olomorfia D, contenuto in C”, pud essere
approssimato dall’interno mediante poliedri analitici, contenunti come insiemi
relativamente compatti in D. Viceversa esistono in €C” dei domini di olo-
morfia (anche limitati), che non possono essere approssimati dall’esterno me-
diante poliedri analitici () contenenti D come sottoinsieme relativamente com-
patto. Proveremo tuttavia che in proposito sussiste il

TEOREMA 1. — Se D é un dominio di olomorfia limitato, contenuto in
C*, il quale gode delle due proprietd sequenti:

(@) la frontiera oD di D é differenziabile di classe almeno C3;

(b) D € fortemente pseudoconvesso ;
allora D pud essere approssimato dall’esterno mediante una successione {Pj}cy
di poliedri analitici definiti relativamente ad uno stesso dominio A, non dipen-
dente da j.

La dimostrazione che di questo teorema noi daremo nel § 1 consiste
sostanzialmente nel far vedere che nelle dette ipotesi si pud prendere come
dominio A Pinsieme I, (D) dei punti di C* la cui distanza reale da D & in-
feriore a g, ¢ essendo un numero positivo opportunamente picecolo. Nel cor-
so della dimostrazione proveremo che per ogni valore di ¢ non superiore ad
un certo g, > 0, Pingieme I,(D) & un dominio di olomorfia, di cui DU D
¢ sottoinsieme compatto, olomorficamente convesso. Questo risultato & utile,
oltre che nella dimostrazione del teorema 1, anche per provare che D ed
I, (D) costituiscono una coppia di Runge; in altre parole, ne dedurremo il

TEOREMA 2. — Se D é un dominio di olomorfia limitato, contenuto in

n soddisfacente alle ipotesi (a) e (b) del teorema 1, allora ogni funzione olo-

(*) Anzi, neppure mediante domini di olomorfia qualunque.
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morfa sw.D é limite uniforme su ciascun sottoinsieme compatto di D, di una
successione di fumzioni olomorfe su tutto I, (D), o essendo un numero positivo,
opportunamente piccolo.

Il teorema 1 s’inquadra nel seguente pitt generale problema: sia dato
un dominio limitato A € C"; si supponga che il suo inviluppo di olomorfia
H (A) sia ancl’esso contenuto in C"; dato un dominio di olomorfia A, di cui
A & sottoinsieme relativamente compatto, si confronti Pinviluppo olomorfi-
camente convesso :4\A di A, relativamente a 4, con Pinviluppo H (4).

Si ha sempre

A4 DH(A),
pero non € detto che esista qualche A, per cui si ha la coincidenza
1) 24 = H(4) (4 opportuno).

Questa osservazione fa vedere lopportunita di introdurre, in corrispon-
denza ad A e a 4, una nuova nozione di inviluppo, che diremo inviluppo
geometrico di A relativamente a A, e che denoteremo con @G (4, 4), in modo
che sia

(2) G (A, 4)=H (4) (4 opportuno),

per una classe di domini A, la quale & pitt ampia della classe dei domini
per i quali vale la (1).

Daremo di G (4, 4) la definizione seguente : G (A, A) é il pin grande dei
domini G di C", che contengono A, e che godono della proprieté che ogni in-
steme amalitico di dimensione n — 1, definito in 4, che ha intersezione non
vuota con @G, ha intersezione non wvuota anche con A.

Il § 2 & dedicato alla dimostrazione di alcune proprieta degli inviluppi
geometrici, riassunte brevemente nel

TEOREMA 3. — Sia A un dominio limitato di C"; fissato un dominio
di olomorfia A, di cui A é sottoinsieme relativamente compatto, si considert
Vinviluppo geometrico G (A, 4); risulta:

D (4, A)chy;
II) G (4, 4) é un dominio di olomorfia.

Se Vinviluppo di olomorfia H (A) & anch’esso contenuto in C", come
immediato corollario del teorema 3 si ottiene la doppia inclusione

HA)C G A, dcAy.
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I’introduzione di G (4, 4) apporta quindi un miglioramento rispetto alla
nozione di inviluppo olomorficamente convesso per cid che concerne 'appros-
simabilitd dall’esterno, e questo miglioramento & effettivo, in quanto si dan-
no esempi di domini A, in corrispondenza ai quali esiste unAdominio di
olomorfia A, tale che G (4, 4) = H (A), pur essendo, per ogni 4, A, &= H (A).

Altri semplici esempi fanno tuttavia vedere che esistono anche dei do-
mini A4, per i quali non & possibile trovare alecun dominio di olomorfia A4,
soddisfacente a G (4, 4) = H (4).

Il § 3 & dedicato all’esame di tali esempi.

Durante la preparazione del lavoro mi sono state di aiuto le discus-
sioni avute con i partecipanti al seminario sulla teoria delle funzioni anali-
tiche, tenuto a Pisa nell’anno 1959-60.

§ 1. — Nello spazio C*, di coordinate complesse z, , ..., 2,, si conside-
rino le due metriche, definite rispettivamente dalla distanza complessa (vale
a dire del massimo modulo) :

deo(py q) = max
k=1,...

| 2 (P) — 21(q) |
e dalla distanza reale :
1

—_ ]2
dp (p, @) = | 2 (2 (P) — 2k (@) (7 (P) — 21 (@) | -

B immediato verificare che si ha sempre

1
3) do(pyg)=n *dg(p,9)
e che si ha P'uguaglianza

_1
4) de(py @) =n 2 dg (D, 9

allora e solo che tutte le differenze |2y (p) — 2k (¢)|(k=1,...,n) sono tra
loro uguali.

Dato un dominio D (= insieme aperto e connesso) di C™, denotiamo
con Q la totalita delle funzioni olomorfe su tutto D. Per ogni sottoinsieme
relativamente compatto K di D, si definisce Pinviluppo olomorficamente con-
vesso di K, rispetto a D :

kp = e D[ f@]=sup|f(p)|, ver ogni f€ Q).
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Si ha sempre K cC f(D: se K =la), K si dice olomorficamente convesso ri-
spetto a D.
B ben nota la seguente caratterizzazione dei domini di olomorfla :
PROPOSIZIONE 1. — Un dominio D, contenuto in C, é dominio di olo-
morfie (di una opportuna funzione) se e¢ solo se per ogni sottoinsieme compatto
K di D st ha

(5) Ay (K, D) = dgy (K , 6D).

Per la dimostrazione, cfr. ad es. [1], exp. 8.

OSSERVAZIONE 1. — Per essere certi che D sia dominio di olomorfia,
non occorre verificare (5), ma basta verificare che per ogni sottoinsieme com-
patto K di D, anche I/I\D é sottoinsieme compatto di D.

Ora faremo vedere che l’enunciato della proposizione 1 resta vero an-
che ove la distanza che compare in (5) sia dp invece che dg, cioé provere-
mo la

PROPOSIZIONE 2. — Un dominio D, contenuto in C", é dominio di olo-
morfia (di una opportuna funzione) se e solo se per ogni sottoinsieme compatto

K di D si ha
(6) dyp (K, D) = dg (Kp , oD).

DIMOSTRAZIONE : Facciamo vedere in primo luogo che se D & un do-
minio di olomorfia, allora la (6) & necessariamente verificata per ogni sotto-
insieme compatto K di D.

Ragioniamo per assurdo: esista dunque nn sottoinsieme compatto I di
D, per cui non sia verificata la (6). Cio significa che esistono almeno un
punto pOEED ed un punto ¢,€ gD, tali che

(7) A (K, 9D) > dg (o, 90),

Con un cambiamento di coordinate complesse, il quale lasci invariata la fun-
zione distanza dp (ad es. mediante una opportuna rotazione intorno al pun-
to p,) si pud fare in modo che tutte le differenze |z (q,) — 2x {P,) | (k = 1,...,n)
giano tra loro uguali.

Poicheé la nozione di dominio di olomorfia & indipendente dal sistema
di coordinate complesse scelto, anche nel nuovo sistema di coordinate si
puod applicare al dominio di olomorfia D la proposizione 1, e quindi sara
certo

deo (K, 8D) < dg (py 5 90)-
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La (3), applicata a tutte le coppie di punti p€ K, q€ oD, assicura che

1
n 2 dg (K, 9D) < dg (K, §D).

Infine si osservi che la trasformazione di coordinate & stata scelta
proprio in modo che per la coppia di punti p,, q, valga la (4).
Da quanto si & detto risulta dunque:
1 1
n ?dp(K, 0D)<<dg(K, D) << dg(Po, q) =1 % dg (P, 9
cioe
dp (K, 0D) < dg (P 5 %),

che contraddice all’ipotesi (7).

Per provare che, viceversa, se la (6) & verificata per ogni sottoinsieme
compatto K di D, allora D & dominio di olomorfia, basta applicare ’osser-
vazione 1. Con c¢id la proposizione 2 & completamente dimostrata.

Ricordiamo ancora alcune definizioni:

Per poliedro analitico relativo al dominio 4 (che non & supposto neces-
gariamente dominio di olomorfia) intendiamo un sottoinsieme relativamente
compatto P di 4, che possa essere definito come I'insieme dei punti z € 4,
soddisfacenti a

'fl (z)|<1, ---§|f8 (z)l <1,

dove f,,...,fs; sono un numero finito di funzioni, olomorfe su tutto 4.
La nozione di pseudoconvessita alla quale ci riferiremo, generalizzazione

a C" della pseudoconvessitd introdotta da E. E. Levi per i domini di C?
(efr. [3], rispettivamente [4]) & la seguente: un dominio D, contenuto come
sottoinsieme relativamente compatto in C%, si dird pseudoconvesso se in cor-
rispondenza ad ogni punto x,€ gD esiste un intorno U (x,) ed una funzione
@, a valori reali, differenziabile di classe almeno (2, definita su U (), tale
che

1) dg = 0;

2) DN U (xg) = {w € U(wp); () < 0};

n 0%

3) Lig)= 3 ——2 a; ;=0 su sDNU(x,), per ogni vettore (ay,... @)
jk=1 0%j 0%

n
soddisfacente alla relazione X é(Eouj=0. Il dominio D si dird fortemente

j—=1 0%j
pseudoconvesso se nella condizione 3) si pud sostitnire L (p) =0 con L (p) > 0
per ogni vettore non nullo soddisfacente alla relazione X O(pajz 0.

j=1 0%;j
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Se la frontiera 9D di D & differenziabile di classe C3, anche le funzioni
@ si possono scegliere differenziabili di classe C3.
Poniamo

I, (D)= {x€ C"; dg (%, D) <o} (@ > 0).

Sussiste il )

LeEMMA 1. — Se D ¢ un dominio di olomorfia, soddisfacente alle ipotest
del teorema 1, I,(D) é fortemente pseudoconvesso per tutti i valori di o, op-
portunamente piccoli.

DiMOSTRAZIONE : La distanza dg (p,p’\), tra due punti p € §.D, I)'E o1, (D)
& sempre maggiore o uguale a o e, purche g sia abbastanza piccolo, dR(p,l;j_—_Q
allora e solo che }' si trova sulla normale esterna, condotta a gD per p.
Pertanto, se in un intorno U di p i punti che appartengono a I sono ca-

ratterizzati localmente da

DOU={zeU; @) <0},

in un intorno & di Io’i punti che appartengono ad I, (D) saranno caratte-
rizzati localmente da

LN T=(xel; ¢ @ <0},
dove

~ ~

@ @)=0 @ — 0 - N,

n, essendo la normale esterna, condotta a 6D per x, ed x essendo il punto
avente da x distanza g, pella direzione di n,.

A questo punto sara utile fare la segueunte

OSSERVAZIONE 2. — Se ¢ (x,0) é una funzione a valori reali, differen-
ziabile di classe almeno C? nel complesso delle coordinate del punto x€ C" e
nel parametro reale o, € se per o9 =0 st ha, nel punto x:

L(p (2, 0) > 0,

esistono un intorno M di x, ed un intorno N di o =0, tali che per ogni fis-
sato QNE N sia L(p (x, é\)’) > 0 in tutti © punti x € M.

Ritornando alla dimostrazione del lemma 1, si noti che, in quanto
6D & compatto, si pud scegliere un valore ¢ > 0, in modo tale che J’osser-
vazione 2 sia applicabile ad ogni punto p € d.D, relativamente al fissato va-
lore di ¢ (indipendente dal punto p). Cid prova il lemma 1.
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Poich® i domini (fortemente) pseudoconvessi di C™ sono tutti domini
di olomorfia, dal lemma 1 segue il

LEMMA 2. — Se D é un dominio di olomorfia soddisfacente alle ipotesi
del teorema-1, I, (D) é un dominio di olomorfia per tutti i valori di o, op-
portunawmente piccoli.

Proviamo ulteriormente il

LeEMMA 3. — Dy dD ¢, nelle dette ipotesi, un sottoinsieme compatto, olo-
morficamente convesso di I, (D).

DIMOSTRAZIONE : Per costruzione i punti di 0D hanno tutti la stessa
distanza reale ¢ dalla frontiera di I,(D); percio, se esistesse un punto del-
Pinviluppo convesso di Dy oD, fuori di Dy dD, tale punto verrebbe ad
avere da 01, (D) distanza reale inferiore a o; ora ¢id non puo accadere, in
quanto I, (D) & dominio di olomorfia (cfr. lemma 2) e quindi per DyédD e
I, (D) deve valere la proposizione 2.

Passiamo ora a dare la dimostrazione del teorema 1.

Sia g, 'estremo superiore dei valori di o, per i quali vale il lemma 3.
Faremo vedere che & possibile scegliere come dominio 4 uno qualunque dei
domini I, (D), purché sia ¢ < g,. Costruiamo infatti nna successione (non
crescente) di poliedri analitici { Pjly,, definiti relativamente ad I,(D), i
quali approssimano D dallesterno, vale a dire sono tali che

1) D & un sottoinsieme relativamente compatto di ciascun P;;
2) ]g P;=DUoD;

3) Per ogni punto x € 4D si ha inf dgp (x, §) = 0.
jez
A tal fine consideriamo un numero o’ compreso tra g e g,:

0o <o <op-

Fissiamo poi una successione di numeri positivi, decrescenti e tendenti a O:

@y = @y Q25 039,

indichiamo con 8 (g, ;) I'insieme (chinso)

(Io (D) u 01, (D)) — Iej (D).

Il lemma 3 assicura che DU dD ¢& sottoinsieme olomorficamente con-
vesso di I, (D) e quindi, fissato comunque un punto x, € S (g, o,), deve esi-
stere una funzione f, olomorfa su tutto I, (D), tale che sia

sup | f(@) | <|Sf@®)].

xeDUOD
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Esistera dunque anche tutto un intorno U, 3 x,, tale che

sap | f(@) | < inf | f(p)].

2eDUOD pelp

Moltiplicando, se necessario, la funzione f per un’opportuna costante, si pud
supporre che sia

sup | f(@)| <1<inf | f(p)].

2eDUOD pel

Poiché questo ragionamento si puo fare relativamente a ciascun punto
di 8 (g, 0j), si viene a definire cosl un ricoprimento aperto {Ut(’)} di 8 (o, gj).
In quanto 8 (g, ¢;) & compatto, si pud ricoprire S (g, o,) mediante un numero
finito di aperti
)
Uy ey U

di tale ricoprimento. Si considerino le corrispondenti funzioni

v

fl(]) y or ,f’(.J)

§
e 8i definisca

Py= {2z eI, (D); |/ @) <1y | [ (@) | < 1)

B chiaro che ciascun P; & sottoinsieme relativamente compatto di I, (D), e
quindi & un poliedro analitico, definito relativamente ad I, (D); inoltre, per
costruzione, /’; & tutto countenuto in I, (D) e contiene DydD. Poiche
lim gj = 0, la successione {P;] soddisfa a tutte le condizioni richieste, e

o0
i}uindi il teorema 1 & dimostrato.

Si osservi che lunica proprietd a cui non & detto che la successione
{ Pj} soddisfi, & quella di essere una successione non crescente. Ma ove in-
teressi anche quest’ultima proprietd, basta evidentemente sostituire la suc-
cessione di poliedri analitici

)
Py PyyuuylPpy...
con la successione

P,P N Py,yu,P,N PN .l Py, .

Dimostriamo il teorema 2. Il lemma 3 assicura che DU 4D & olomorfi-
camente convesso rispetto ad I, (D), e quindi, preso un qualunque insieme

.
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compatto K di D, ’inviluppo olomorficamente convesso di K relativamente
ad I, (D) & ancora un sottoinsieme compatto di D. Questa proprietd garan-
tisce che D e I, (D) costituiscono una coppia di Runge (teorema di Behnke-
Stein, cfr. [5], pag. 39) e quindi il teorema 2 resta dimostrato.

OSSERVAZIONE 3. — Il teorema 2 pud essere dedotto anche dal lemma
2, senza bisogno di ricorrere al lemma 3. Infatti i domini I, (D) costitui-
scono, per g variabile tra O e g, una schiera continua di domini di olomor-
fia (cfr. [2], def. 20) e quindi a D e a I, (D) & applicabile il teorema 17 di
|2], che assicura precisamente la validita del nostro teorema 2.

§ 2. — Siano dati un dominio limitato A C™ ed un dominio di olo-
morfia 4 c C, contenente A come sottoinsieme relativamente compatto. Con
@ indichiamo la totalitd dei domini @, contenuti in 4 e godenti delle due
proprieta :

(@ DA
(b) Se f & una funzione olomorfa su tutto 4 e se

ANnjzed; flo) =0} = O,
si ha anche
GnthA; f(w)=0}=@

Nella totalita Q esiste wun elemento massimo: esso & il dominio che s1
ottiene come riunione di tutti i domini appartenenti a §. Come si & gia
detto mnelPintroduzione, tale elemento massimo si denotera con il simbolo
G (A, 4) é si chiamera I inviluppo geometrico di A relativamente a A4 .

Diamo ora la dimostrazione del teorema 3:

I) G4, 4 c ay. Infatti, se esistesse un punto x,€ G (4, 4) — A4 y
in corrispondenza ad x, dovrebbe esistere una funzione f, olomorfa su totto
4, e tale che

| f (o) | > sup | f(x)]| .
weed

Ma allora la funzione F (x) = f(x) — f(«,), olomorfa su tutto 4, si annul-
lerebbe nel punto x, € G (4, 4); d’altra parte F(x) non si annullerebbe in
alcun punto di A. Cio & incompatibile con la definizione di inviluppo geo-
metrico. Ne segue appunto

8) G A, H)cAy.
OSSERVAZIONE 4. — Poiche 24 & sottoinsieme relativamente compatto
di 4, come immediata conseguenza di (8) risulta che anche inviluppo geo-

metrico G (A, A) é sempre contenuto in A come sottoinsieme relativamente
compatto.

4, Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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IT) G (4, 4) é un dominio di olomorfia. Per provarlo, basta far vedere
che in corrispondenza ad ogni punto x, della frontiera di G (A4, 4) esiste
una funzione olomorfa su tutto G (4, 4) la quale ha una singolarita essen-
ziale in x,. Si osservi che in corrispondenza ad x, esiste certo almeno una
successione {IL;} di ipersuperficie, definite in 4 (L; = luogo di zeri di una
opportuna funzione f; olomorfa su tutto 4), per cui sono verificate le due
proprieta :

1) lim dg (z,, Lj) = 0,
Jj—o0
2) LiN G (4, 4)= @&  per ogni j.
Pertanto la dimostrazione e ricondotta a far vedere che vale il

LeMMA 4. — Siano H, A due domini di C", con H sottoinsieme relati-
vamentc compatto di A. Sia ®, un punto di §H, in corrispondenza al quale
esiste una successione {L,} di ipersuperficie di A:

Li={x€d; fj(x)=0, f; funz. olom. su 4},

godente delle due proprieta seguenti :
1) lim dg (5, L) =0,
j—o0
2) LLNH= @ per ognij.
In queste ipotesi esiste una funzione, olomorfa su tutto H, la quale ha
una singolarita essenziale in x,.
DIMOSTRAZIONE : Sia K, C K,C K; .. una successione di insiemi com-
patti, contenuti in H, tale che , K; = H. Per ogni j sia m = m (j) il pit
piccolo indice per cui

1
dg @ L) < dg (Kj, 0H).
Su ogni ipersuperficie L, si fissi poi un punto z, tale che sia

dp @)y 2m) < 2dg (%), L)

A partire dalle funzioni f, che definiscono le ipersuperficie L,, definiamo
una nuova successione di funzioni g;, ponendo

9i (2) = fm(j) (2 — Ty + 2m(y)-

Esiste un dominio 4 € 4, di cui H & sottoinsieme relativamente com-
patto, tale che da un certo j, in poi tutte le funzioni g;(2) sono definite su
4. Eventualmente sostituendo j con j — j,, possiamo supporre che per ogni
J > 0 le funzioni g; siano definite su tutto 4.
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Sia M; il 1nogo degli zeri di g;:

\ Mj=/{x€4; g;@) =0}
1 ovvio verificare che
x, € Mj .
Proviamo che si ha
Mj n Kj = .

Infatti, se esistesse un punto y € M;N K;, da y € K; si dedurrebbe 2z =1y —
— (g — 2m(j) € H; da y€ M; si dedurrebbe f,, (2) =g;(y) = 0; cid rappre-
senta una contraddizione, poiché per ipotesi f,, non si annulla in alecun

punto di H.
Si ponga

pj = min | g; @)];
zE Kj
da quanto si & visto, risulta u; == 0. Per ogni j si definisca su 4 la funzione
Tj (z) = M .
Hi

Si ottiene cosi una successione di funzioni {¥,}, tutte definile su 4, tale che:
i) W (wg) =03
ii) min | P (#) | = 1.
ze K
In virtd di i) & possibile scegliere una successione {z;} di punti di H,
con lim z; =, , in modo che sia

1
|T,-(z,~)|<-—27.

Poniamo ¢ = ¥;(2;) e consideriamo il prodotto infinito

m—-% ) )
=1 (1 P; (x)

Questo prodotto infinito converge uuiformemente su ciascun K;, e quindi
rappresenta una funzione olomorfa f su tutto H; la funzione f non & iden-
ticamente nulla. Nei punti 2; la funzione f si annulla di ordine =j. Cid
assicura che x, & un punto singolare essenziale per f. Con questo il lemma
4 risnlta dimostrato.
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§ 3. — Esempi:
I). Si consideri in €2 il dominio

D= |z, w)eC?; |z|<|w]|,|w|<T1}.

Per ogni dominio di olomorfia 4 di C?, che contiene D come sottoinsie-
me relativamente compatto, si ba

Dy= e, w)e €5 ]2| <1, [w] <1,
e quindi
DysD D,

mentre &
G (D, 4)=D.

Si osservi che in questo caso si ha proprio
G (D, )= H (D).

IT). Si considerino in corrispondenza ad un parametro 1 (0 <<i<C1)
i domini D; di C? definiti come prodotti cartesiani D; = Dj; >< D] dei due
domini di C!

Di={z=a+iye C'; 0 <2<, 0<y<2 oppure i<<ar<2 2—A<y<2
Di'=fw=u-+tiveCl; 0 <u<2 0<v<1 oppure 2 — 1A <u<2, A<<v< 2}

Poniamo poi
Ay =D N |z, w)e C?; 2= w}.

A; & un ingieme analitico di D;, che per ogni valore 0 <A<Z1 & riduci-
bile, in quanto risulta costituito dai due insiemi, chiusi in D;:

Ay =, wEA;; |2| <2},
A7 = (2, w) € A;; |z|>V§}

Quindi ad es. il dominio D; — 4}, in quanto & ottenuto togliendo I’ipersu-
perficie 4; al dominio di olomorfia I);, & esso stesso un dominio di olo-
morfia (per ogni valore di 4, 0 < 1<C1).

Se 4 < 1, pur di scegliere 4 opportunamente piccolo, 'insieme analitico
AN {(z, w)€ C?; 2= w)} & ancora riducibile, e quindi si verifica che

G (Dy— Ay, A= Dy — Ay = H(Dy — A));
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per il valore 1 =1, si & gid visto che D; — A; ¢ sempre un dominio di
olomorfia, e quindi si ha

D, — A} = H (D, — Ay),

ma ora, comunque si scelga A, Vinsieme analitico 4N {(z, w)€ C*; z2 = w} &
connesso, e poiché cid basta ad assicurarne lirriducibilita, risulta

G (D, — A}, A)= D, =& H (D, — A}).

Si noti che per ogni 0 << A<< I, Pinviluppo olomorficamente convesso
di D; — Aj, vispetto ad un qualunque dominio 4, & sempre tutto D;.

Il caso A=1 di questo esempio fa dunqne vedere che esistono dei
domini per i quali Pinviluppo di olomorfia non pud coincidere con Yinvi-
luppo geometrico, bensl vi & sempre contenute propriamente.
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