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ULTERIORI RICERCHE INTORNO AI SISTEMI
DI EQUAZIONI A DERIVATE PARZIALI
IN PIU VARIABILI INDIPENDENTI

di MARIA CINQUINI-CIBRARIO (a Pavia)

In una Memoria (!), dedicata ai sistemi di tipo iperbolico di equazioni a
derivate parziali del primo ordine in piu di due variabili indipendenti, ab-
biamo dimostrato, sotto ampie ipotesi, teoremi di esistenza, di unicitd e di
dipendenza continua dai valori iniziali della soluzione del problema di CAU-
OHY (in senso generalizzato) per il sistema quasi-lineare

02 X,Y geeesYh) ke 022,41 ye.e
(I %ﬁh— + i@ir[wy?/u"-ﬂ/hi 24(®yY 1yeresYn)yeersZim(®yY 1500esY)] ___S,_a?/?%_’?/ﬂ =

=fil®% Yiy e s Yn5 &y (@ Ypy ooy Yn)y oo s 2 (@ Yyy ooy Yn))y (0 =1, 2,00y m),

nelle b+ 1 variabili indipendenti @,y,,...,y» e nelle m funzioni incognite
2y (By Yy een sy YRy voe g m (B Yyy oo, Yp) 3 1 coefficienti sono definiti per 0 << x << a,
e per tutti i valori reali di ¥, ..., ¥s; 24y .. ,%m; la soluzione & costruita in
un campo

Do l<<rx<a, —co <y, <+ 00,u.,—o0c0 <Y<+ o0,

con 0 <a<<a,. |
In una successiva Memoria (?) abbiamo dimostrato teoremi di unicitd e
di dipendenza continua dai valori iniziali della soluzione del problema di

(!) M. CiNnQuUINI-CIBRARIO, Sistemi di equazioni a derivate parziali in piw variabili indi-
pendenti, Ann. di Mat. (IV), XLIV (1957), pp. 357-418. Nel seguito tale memoria sard in-
dicata con (M,).

() M. CINQUINI-CIBRARIO, Teoremi di wnicitd per sistemi di equazioni a derivate parziali
in pia variabili indipendenti, Ann. di Mat. (IV), XLVI (1959), p. 103-134. Nel seguito tale
memoria sara indicata con (M,).
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CAUCHY (in senso generalizzato) per un sistema di tipo iperbolico di equa-
zioni quasi-lineari dal primo ordine del tipo

m 07 (97 Yy oo yh)
(@) ZlAi] [ Y1y wen s Yns 24 (@) Yag ooy Yy ey Zm (B3 Yy oov 5 Y1) ’ aiw’ =+
]=

; 02 (X Y,y eee y Yn)
T Z]Qir (@, Yyy o s Y5 2y (Ty Yys eoe s Yy ooe 5 Bm (B Yygeee s )] _]—,5?]’7—’ _—
r—

=fi[y Yyy oo s Yn5 2y (®y Yas oo s Yy oo y Bm (B Yyy ooy i)y (1 =1,2, ..y m),

sotto ipotesi anche pilt ampie; in tale lavoro abbiamo considerato sia il caso,
in cui la soluzione & definita in un campo D, sia quello, in cui essa & de-
finita in un opportuno campo limitato 7T (dello spazio delle variabili ,¥,,..., ¥n)s
appartenente al semispazio # =0 e avente come intersezione con l’iperpiano
=0 il campo

— b <y <b,.., — b=y <1ln,

dove b,,...,b, sono costanti positive. Anche i coefficienti A;(2,Y, .\ Yn 5 2y500092m),
0ir (By Yy eoe yYn3 Zgyenn sy [ @y Yy eoes Yns 23y ey 2mdy (] =1, 2, 00 ym5 ¥ =1, 2,..., h),
possono essere supposti definiti in un campo limitato.

Il campo funzionale, nel quale sono dimostrati i teoremi contenuti nelle
memorie (M,) e (M) é costituito dai sistemi di funzioni

(IT) 2y =2 (X Yyy e y Yh)y v s B = 2 (Ty Yy oee s Ya)y

le quali sono definite in un campo illimitato Do, (oppure in un campo limitato
T), su ogni intersezione di Do, (0 di T) con una retta y, = cost., ..., y, = cost.
sono funziont assolutamente continue di x, e su ogni intersezione di Dy (0 di T)
con un diperpiano x = cost. sono lipschitziane nel complesso delle variabili
Yiy vee y Yoy CON costante di LIPSCHITZ indipendente da .

Un tale sistema (II) di funzioni costituisce in Dy (0 in T) wna soluzione
del problema di CAUCHY in senso generalizzato per il sistema (I) o per il
sistema (a), se le funzioni stesse soddisfano quasi sempre nel campo Dy (0 nel
campo T') rispettivamente il sistema (I) o il sistema (a), e inoltre soddisfano,
in tutti i punti della intersezione del campo Do, (0 del campo T) con Uiper-
piano x =0, le

(I11) 2 (03 Yyy ooy Yn) = Di (Yyy ooe 5 Yn)y (i=1,2,..,m),

dove le D;(y,, ... ,yn) s0no funzioni assegnate, lipschitziane nel complesso delle
variabili.
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Il presente lavoro, utilizzando anche i risultati di (M,), porta alcuni
complementi alle ricerche fatte in (M,). In primo luogo, mentre in (M,) si
era dimostrata D’esistenza e l'unicita della soluzione del problema di CAUCHY
(in senso generalizzato) per il sistema (I), definita nel campo illimitato D,
nel presente lavoro si dimostra (cfr. § 1, n. 2, TEOREMA I) Desistenza e
Punicitd della soluzione di tale problema, definita in un campo limitato T
(del tipo considerato nella memoria (M,)). Nel § 1 sono inoltre date condi-

zioni (cfr. n. 4, TEOREMA 1I) per Vesistenza delle derivate éﬁﬁ%—;——’y—h),
r
(t=1,2,...,m; r=1,2,..,h) in ogni punto del campo T, e anche (n. 5, ¢)),
perché la soluzione (II) risolva il problema di CAUCHY per il sistema (I)
anche in senso classico.
In secondo luogo, nel § 2, si mostra come la trattazione relativa al si-
stema (I), fatta sia nella memoria (M,), sia nel precedente § 1, si semplifichi,

\

quando, in particolare, il sistema é semilineare, cioé ha la forma

02; (@ Yy, -

<y Yn) h 0z; (x vey Y1)
ax Y ﬁ'/h _|_ E‘lQir (w’ y“ ey yh) _.__.’_?!_“__’_yi =

I’ 3"

= fi[y Yyy oo s Yn3 24 (@ Yyy voo s YnYy ooe sy Zon (@ Yyy oo, Yi)]y (=1, 2, ..., M),

Se i coefficienti @i (®, Yyeery Yn)y Ji (T Yygeres Yn 5 Zyyenny Zm)y (r=1,2,..0,h 5 i=1,2,...,m),
sono definiti per 0<<x<<a, e per tutti i valori reali di y,, ..., ys, o, rispetti-
vamente, di Y, ... ,Yn; Zy .., Zmy la soluzione (II) del problema di CAUCHY
in senso generalizzato, relativa al sistema (I”), quando la varietd portante i
dati sia Dintiero iperpiano x = 0, & costruita (cfr. § 2, n. 6, TEOREMA 1II)
in tutto il campo

DY 0w <<ay,, —oo <Ly <4 0., —oco Y+ 00,
mentre per il sistema generale (I) la soluzione dello stesso problema & co-
struita nel campo D, (con a << a,) (3).

Anche nel caso, in cui le condizioni iniziali (IIT) devono essere soddi-
sfatte soltanto nel campo limitato

_bisy1£b1,..., —bhgyhébh,

si trova (cfr. n. 8, TEOREMA IV) che il campo T limitato, nel quale & co-

(3) Cfr. (M,), § 2, n. 3, TeorEMA II, p. 380-395.
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struita la soluzione del problema di CAUOHY in senso generalizzato per il
sistema (I’) &, in generale, pit ampio del campo limitato nel quale & co-
struita la soluzione dello stesso problema per il sistema generale (I).

§ 1.

RISOLUZIONE DEL PROBLEMA DI CAUCHY IN UN OAMPO LIMITATO.

1. Alcune definizioni.

Sia ¢* un numero reale positivo qualunque, siano M (x), (r=1,2, ..., h),
funzioni definite nell’intervallo 0 << x << a*, ivi quasi continue, non negative
e integrabili (%), e siano b, (r =1, 2,..., h), costanti positive, tali che

*

[
fM;’(t)dtgbf, r=1,2..,h).
0

Introduciamo alcone definizioni, utili per semplificare gli enunciati dei
teoremi, che dimostreremo.
DEFINIZIONE 1. « Una funzione 2 (t, Y, ... , Yn), definita nel campo

x @
T*: 0<z<a* ——bi‘—|—/M:“ (t)dtgyrgbf—/lnf(t)dt, r=1,2,..,hk),
0 . 0

si dice di classe @ in T*, se essa é funzione assolutamente continua di x su
ogni segmento Y, = coSt., ... , Yp = cost. tutto appartenente al campo T*, e se
inoltre esiste una costante H*, tale che sia

— — h —
| 2 (@ Yyyooe y Yn) — 2 (X3 Yy y oo s Yn) | SH*Z;I?/,.—?/,| y

comunque $iano i Punti (X, Y,ye.., Ya), (&, y,,...,gjh) appartenenti al campo T* » (5).

(4) Iu tutto il lavoro I’integrabilitd & intesa nel senso di LEBESGUE.
(3) In particolare, se 8 M* (x)=0, (r=1,2,..., 1), identicamente in (0, a*), il campo
T* & definito dalle
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La funzione 2z (#, ¥,y .., Yr) €, evidentemente, continua nel campo chiuso T*, ¢
su ogni intersezione di T* con un iperpiano x = cost. & lipschitziana nel com-
plesso delle variabili y,, ... ,yn (con costante di LIPSOHITZ indipendente da x),
e quindi in quasi tutti ¢ punti del campo T* é differenziabile nel complesso
delle variabili y,, ..., yn (®).

DEFINIZIONE II « Una funzione g (X ; @,9,, ...,Ys), definita nel campo

z X
0<<X<a* 0<<.c<a* —b:*+fM:*(t)dtgy,gb;‘—/M:*(t) at, (r=1,2,...,h),
0 0

st dice ivi di classe QU, se, per ogni pumto fissato (X, Yy .., yn) At T*, & fun-
zione assolutamente continua di X in (0, a*), e se, per ogni X fissato di (0, a*),
é di classe G in T*» (7).

2. Teorema di esistenza e di unicita.

TEOREMA I « Siano MY @), (r=1,2,..,k), funzioni definite in un
intervallo (0, a,), ivi quasi-continue, non negative e integrabili; siano b ,
(r=1,2,..,h), 2, ({=1,2,..,m) costanti positive, ¢ sia

Qg
1) b = j MO @y at, (r=1,2,..,h).
0

0=r=a* —b0¥<y, b} (r=1,2,..,h).
Se inoltre tutte le b*, (r=1, 2, ..., ), tendono a + oo, il campo T* tende al campo
I=zr=d, —oo0L ¥, < +oo, r=12,..,h),

considerato in (M,), § 1, n. 1, DEFINIZIONE I, p. 370-371; tale definizione & dunque un caso
particolare della presente.

(8) Infatti in quasi tutti i punti di tutte le intersezioni del campo 7* con un iper-
piano ¥ = cost. la funzione z(x,y;,...,y;,) @ differenziabile nel complesso delle variabili
Yy > Yy, (cfr. H. RADEMACHER, Uber partielle und totale Differenzierberkeit von Funktionen
mehrerer Variabeln und iiber die Transformation der Doppelintegrale, Math. Ann. 79 (1919),
340-359 ; cfr. ivi in particolare Parte I, n. 3, TEOREMA I, p. 347).

() Vale nuna osservazione analoga a quella della precedente nota (5).

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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Sitano
Qir(Xy Yy yere sYn3 Byyoee s Bm)s Ji(@y Yy ouey Yn5 Zyyeeey2m)y (r=1,2,.00,b; i=1,2,...,m)

JSunzioni definite nel campo (8)

x x
0<x<a, —b —|-fM£°’(t) at < y, < b -—fm"’ ), r=1,2,..,h,
C:
0 0

—Q,;SZ;SQ,,, (t= 1, 2,...,m).

Esistano h 4+ m -+ 1 funzioni M, (x), (r =1, 2,...,hk), Ni(x), (i=1, 2,...,m),
L (z), definite in (0, a,), ivi quasi-continue, non negative e integrabili, tali che
per quasi tutti gli x© di (0, a,) sia

(@) Y@ <M @), r=1,2,..,k),
e inoltre
B) | Qi (@ Yyyoer yYns 2yyeeeym) | < My (@), (r=1,2,0,h; i=1,2,..,m),
4) | fi @y Yyy oor s Yn5 Byyoney2m) | < Ni(2), (1 =1, 2, ..., m),
per tutte le (h--m)-ple reali (Yiy...,Yn; 24y y2m)y tali che il punto
(y YyyeoesYh; Zqy eee y 2m) appartenga al campo C,
— —_ — h _ m _
(B) | Qirl®YyyeersYh; Zpyeres¥m)—Qir(TyYyyoresls Zyyerey2m) | < L) 82‘1| Ys—1s| -|—2,‘1 |2i—2]t
— =

(r=1,2,..,h; i=1,2,..,m),

(8) In particolare se in (0, ay) @ identicamente Mg)) (r)y=0, (r=1,2,..., k), i1 campo C
& definito dalle

0=ss<a,, =<y, <Y, r=1,3,..,h), —,=5<9;, (1=1,3,...,m).

D’altra parte il TEOREMA I & valido anche se, per un particolare indice s fissato (o
per pit indici s fissati) fra i numeri 1,2,..,% & M) (@) =0 identicamente in (0, a)) e
b£0)=oo, oppure se, per un indice j fissato (o per pil indici j fissati) tra i numeri 1, 2,...,m,
® .Qj = 0o, ciod se al campo C appartengono punti per i quali | y, | oppure | 2 | & grande
a piacere. In particolare il TEOREMA I & valido anche quando il campo C & definito dalle

0<r=<a,, —0<y, < + o, r=12 .,k —o <z <+ o0, (i=12..,m).
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— —_— — — h _ m _

(6) | fl@Y1yeees¥n 5 Zyyeres@im) — Jil®y Yyyoras¥ns B1yeens?m)| < L) 82‘1|y8—y,,} —|—j§l}zj——zj| ,

(t=1,2,..,m),
per tutte le coppie di (h—+m)ple reali (Y, vy Yns 24y oo ,z_,_n), (E/-i,_... ,—g;h;;,, ...,;m),
tali che i Punti (@, Yyy ey Y Zyyeee y Zm)y (@ Yyyeoe y Ynj Zyy oo y #m) APPaTtENRgANO
al campo C.

Siano by, (r =1, 2,..., h), costanti positive, con

) by < by, (r=1,2,..,h);
le funzioni D; (Y, ey Yn)y (€ =1, 2,...,m), siano definite nel campo

R: — b <y <<b., (r=1,2 ..,h), )

e siano ivi lipschitziane nel.complesso delle variabili ; esistano cioé m costanti
Ay Agy ven y Ay tali che sia .

— — h —
(8) | Di(Wyy ey Yn) — iy ey yn) | < N 2}' Yr —Yr|, (1 =1,2,...,m)

per tutte le coppie di h-ple reali (y,,..., Yn), (171, ey Un) appartenenti al campo
R ; sia inoltre in tutto R

9) | Di(Yyyeeeyyn) | < i < 25 (i =1, 2,...,m).
Posto
(10) , K =21,
i=1

sia a’ un numero positivo (<< a,), soddisfacente la disequaglianza (°)

[ al

h K 4 m:
YN E 1)

L(t)dt<mi se m =% h;

0
a

/L(t) at <

0

’

1

m y sem:h.

(%) La scelta del numero a’ & precisata maggiormente nel corso della dimostrazione
(cfr. il capoverso b)); si vedano anche le osservazioni fatte pilt avanti nella nota (41). Per
le (11,) efr. (M,), § 1, n. 3, LEmMmMA IV, p. 364-368; cfr. ivi, in particolare, le formule (III)
di p. 365; il nuwmero, la indicato con a, 8 al presente, indicato con a'.
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e sia a il massimo numero (<< a’), soddisfacente tutte le disuguaglianze (1°)

(11,) ]M(t) at << & — py (I=1,2,..,m),

0

x

a
(11y) er(t)dtgbr, (r=1,2,...,h), mentre/M,.(t)dt<br, (r==1,2,...,h), se 0<=x<a.
0

0

Esiste allora uno e un solo sistema di funzioni

(11) Ry = 21 (@ Yyy vee y Yn)y eee y Zm == Zm (&5 Yyy oee y Yn),

definite mel campo
x @z
T: 0<<xr<a, —b,,—|-/M,(t)dtgyrgb,—fM,(t)dt, (r=1,2,.., 1),
0 0

le quali sono di classe G in T, in quasi tutto T soddisfano il sistema

0Z{®,y Y 1y oee s Y1) _

O2Z{Ly Yyqeeey Yn
Y

) |k ,
(I o i %Qir[wy?/umy?/h; zi("’;y?/u'“a?/h)y"',zm(ma?h7-"yyh)]
: r—

=Lil®y Ygy oy Yni 2 (@) Yy ooy Yty ooy B (By Yy oy Y1)y, (6 =1, 2, ..., m),
e inoltre soddisfano le
(111) 2; (0, Yiy eee 7f‘/h) = &; (?/n ey ?/h)a (i=1, 27 oo 7m)7

per tutte le h-ple reali appartenenti al campo R ».
a) Nel campo

Uo: 0=s2<ayp—ocoly <+ oo, (r=12.,k) —oco <2<+ oo,

(=1, 2, . ,mn),

(4% Circa la condizione (11p), si confronti anche quanto & detto pid avanti nella
nota (15).
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definiamo le funzioni Ri (@, Ygy eee s Y} 2y eor s Zm)y Fi (@ Ygy oo s Yr5 Zgy eon s Zm)y
(r=1,2,..,h; i =1,2, .., m), come segue:

Rir (B, Yyy wee s Ynj 233 wee y Zm) == Qir (L Ygy wee 9 Yn3 Ryy ooe 5 Zm)y

Fi (@ Ygy ooy Y5 By ooy 2m) = Ji (€5 Yy oo s Y5 2y ooy Zm),
quando il punto (L, ¥,, ... y Yn; 2y e 5 #m) appartiene al campo o (*;

z

Rir (@3 Yyy oo y Y3 By oee y #m) = Bir (w, bgo)—fMio) (8) Aty Yoy ooy Yn5 By oo s ?/m) ’
0

T
( Fi (@, Yyy v y Yn3 Byy one y 2m) = Fi (x, bﬁo)—fMﬁo) () Aty Yoy eeey Yn3 By oo zm> ,
0

per

z
0 << @ << ay b(IO)—fMS))(t) at << y,,
0

x X
— o + f MO @ at <y < — f MY (#) dt, (r = 2,3, ..., b,
0 0

—.QjSng.Qj, (j'—-——‘ 1,2, ...,m);

@

Rir (%) Yyy oo y Y5 21y wor s 2m) = Bir (.7;, — +]M$°)(t)dt, Yoy eer s Yn5 By vony zm) ,
0

z
Fi (B Yyy ooy Yn3 Byyoee y 2m) = Fi (w, — —l—fM(To)(t) Aty Yoy e s Y3 Zygs oo zm) s
) 0

(41) ¥ evidente che, se il campo C & definito dalle
OS“;Sa,O’ —_ 00 <y7'< + oo, (1‘=1,2,...,h), — 0 <Z1,< + oo, (i=1;2)"'7m)7

non occorre Vintroduzione delle funzioni R, (%, ¥y, ey Yp5 Zpr ey 2,)5 Fy (@ Yypeey Yp 5 Z150ees B
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per
Z
0<2<a,, —b§°)+[M§°>(t)dt>y1,
0
@ x
— O +fM£°) t) dt < y, < b —fMﬁf’) @) dt, (r = 2,3,..,h;
0
— ngzj <Q, (=12 .,m;
/ x
Biy (@yYyy ee s Yns Z1y eoe y 2m) = Ry (-7"7 Yoy eoey Y1y bg?)_‘ Mg‘?) (t) dt; 2y o, zM) ’

0

@
By Yy ey Y5 2y ooy 2) = Fi (w, Yiyeee y Yn—1, b — | MY (B dt; 2,y o, zm) ,
0

per

x
0<<r<a, — o<y <+oo (r=1,2.,h—1) bg‘”—/mg"’(t)dt<y,,;
0
—9=<5<0,(=12..,m;

x
R, (2, Yy ooy Yn3 By eeey Bm) = Ry (‘t’ Yoy oo s Y1y —bﬁ”-}-—/Mﬁ,") (t) dt; By ey zm) ’
) 0

x
Fi (@) Yy ooy Y5 24y eeny 2m) = By (“‘7 Yiy vee 9 Yr—1y _bgt0)+fM§?)(t) at; 2y, .. )zM) ’
0
per

< <ay—oco<y<—+oo,(r=1,2.,h—1), —b§:’>+fM§:’>(t)dt>y,,;

0

—QJSZISQ” (j=1,2,...,m);
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Ry () Yyy oo s Y5 24y ooy Bm) = Bip (B Yyy oo y Yn5 L4y Zgy ooy Zn) 5

Fi@y Yyy ey Uni 2y ooy Zm) = Fi(@, Yyy ooy Yns Dy 235 eor s 2m)

-

per
l<r<<ay, —co<y<+oo,r=12.,0 2 <z,
— Qi< <8, (=23, ..,m;
RBir () Y1y ve s Yn5 24y eee s 2m) = Rir (By Yy ooy Yn 5 — 2y 2y vov s 2m)
Fi (@) Yyy eoo s Y5 Yuy ooe s 2m) = Fi (@ Ygy ooy Yn5 — 8245 2y oo y Zm)
per .
l=o<a, —co <y < 4o, r=12.,h1; —Q >¢,
— Qi<z<9,(=23..,m;
Rir (®y Yyy oo s Y5 2y oee s Zm) = Big (@ Yy ve y Yn3 24y oo y a1y ),
Fi@y 41y ey Yns 20y ooy 2m) = Fi (@, Ypy oy Yo5 24y vee s 2ty Q) s
per

0=r<a;, —oo <y < 4oo,(r=12 ..,h);
—oo LG < oo (j=1,2,..,m—1), Qn < 2,
‘ B () Yyy vee s Yn5 By ooe y ) = Rip (&, Yy ooy Yns 24y ooy Zm—1y — i),
? B (@) Yyyoee g Yn By ooy Bm) = Fi (@) Ypy vee s Yn5 Zyy ooe 5 Bin—1y, — ),

per

l=r<<ay —oo <y <+oo,(r=12..,h;

__Oo<zj<+oo’(j=1’2,...,7n—-1),_Qm<zm (12)’

(1?) Se, per un particolare indice s fissato fra i numeri 1, 2,..., 2 (0 per pid indici s fis-
sati tra tali numeri) @ Mgo) (x) = 0 identicamente in (0,a,) e bgo) = 00, oppure se, per un
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Definiamo infine le funzioni ¥;(y,, ... yYn)y (0 =1,2, ..., m), in tutto
il campo

Be: —°°<?/1<+°0,—°°<?/2<+0°,--',—00<?/h<+00,
mediante le

iy oo s Y0) = Pi(yyy oe , Yn),

per
Iyr|gbr, (’r=1,2,...,h);
T@' (?/1, sy y;.) = T@' (bU Yoy oeey yh),
per
by <y | ¥ | <0,y (r=2,3,..,h);
P, 1y ooy 1) = W, (— by Yay +oe 5 Yn)y
per
—b1>3/17 [ 9| b, ("'=2’3""7h)§
P, gy v s yn) = ¥ (Ygy ooe y Yr—1, bp),
per
— oo Yy < 4 o, (7'=1721"'7h_1)’ b < yn;
iy oo s 0n) = W @3y woe » Ypm1, — bs),
per
— oo ]y <+ o, (7'=1’27°"7h_1)’ — b > .
Allora per quasi tutti gli # di 0, ay) &
(12 I Bir (@ Y4y oo y Yn5 24y one y 2m) | < M, @), (r =1,2,.. yhy i=1,2,.., m),

| Bi (@ Yayooe s Yn5 24y 0oy 2m) | < Vi (@), (5 = 1,2, ..,m),

indice j fissato (o per pid indici j fissati) tra i numeri 1,2,..,m, & Q. = oo, ciod se al
campo C appartengono punti per i quali | ¥, | oppure |zj | & grande a piacere, la defini-
zione delle funzioni R, (x, Yir s Yns 20w Z)y Fp(@ Yy oo, 45 Zyy ey 2,,) si pud semplifi-
care in modo evidente.
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per tutte le (h-+-m)-ple reali (Yyy oo 5 Yns Bgy o0 s Zm)y ©

— — — h — m —
| Rirl®yY 190115 Zyyeresm)—Rir @y Y 1300 Y15 Zyyeey?m) | < I(w) %szll?/s— s| _|_,le21'_21|§ ’
— j—

(r=1,u,h; i=1,2,..,m),
(13)

— _ — — h _ m —_
| B,y 3005905 Zyyeees@m)—Fi (@, Y1500 Y Zyyeeer¥m) | <L) z leys——ysl —l—jlez,—— ,[} ,
o —

(i = 1, 2y v0e y M),
per tutte le coppie di (h4m)-ple reali (Yyyeee s Yn 5 Zgy oe + Zm)s @1,..., Yn; —z_i, ,z—m),
Inoltre

(14) | Wi @y e s Y0) | = piy (t =1, 2y ., m),

per tutte le h-ple reali (yy, - 5 Yn)
- - h - .
(15) I 5pi (:'/u eee y ?/h) - Ti (?/, oo ,?/h) | = li §1| Ys— Ys | ’ (@ = 17 27 eor gy m)7

per tutte le coppie di h-ple reali (¥, .., Yn) (1714’ ...,g;,).

b) Indicato per brevita con A il secondo membro delle disuguaglianze
(11,), ciod posto

1 K+ m

A= GYvET

se m &+ h, A = se m = h,

_r
m(K+1)’

si scelga un numero a’ come segue; se e

(16) fL (t)ydt < A4,
0
si ponga
o = ay;
ge invece
(17) jL(t)dtzA,

0
e se a © il pitt piccolo numero positivo (<< a,) tale che

o

(18) fL@ﬁ:A,

0
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si pud prendere come valore ¢’ un qualsiasi numero positivo minore di «, e
prossimo quanto si vuole ad «. B dunque, in ogni caso

’

a

(19) /‘L(t) at < A.
b

Per i risultati conseguiti in (M,), esiste uno e un solo sistema (!3) (II)
di funzioni, le quali sono definite nel campo

Deo: V=<wr<a, —oo <y <+ 0., —o00<yp<+ o,
sono ivi di classe @G, soddisfano in quasi tutto D il sistema

02Xy Yygoees) | 2 02Xy yyeresYn)
(20) % +T£1Rir[wyyn'"7?/h§ 24(25Y g yooesY ) ye - y2un(TsY gyoeenyY) | —‘“‘%3;‘1“‘,_”!“ =

= F. @ Yyy oee s Yr5 20 (B Yy oo s Yndy oo s Zin (B Yy ooy Y|y (0 =1, 2, 00y ),
e inoltre soddisfano identicamente in y,, .. , y» le

(21) 2i (0, Yyy ooy Y1) = iy ooy ya)y (i = 1, 2, ..., m).

(#3) Cfr., per quanto riguarda Vesistenza delle funzioni (II), (M,), § 2, n. 3, TEorEMA II,
pp. 380-395, e, per quanto riguarda Vunicitd, (M,), § 3, n. 2, TEorEMA IV, pp. 402-403. Se
vale la (16), e quindi a’ = a,, il numero a’ & determinato; se invece vale la (17), poiche
si pud scegliere a’ prossimo quanto si vuole ad a, le funzioni (II) sono definite nel campo

I=2<a —o Yy < + 00, —00 <Y< + 00,
e sono di classe G' in ogni campo

I=2=d, —coy < +00.., —0 ¥ < + o0,
con 0 < a’' < a Pud darsi che si sappia determinare direttamente (cfr. 'osservazione fatta
in (M,), § 2, n. 4, ¢), p. 397), un numero positivo a* (<< a;) in modo da assicurare la vali-

dita del procedimento tenuto nella dimostrazione del citato TEORrRMA II di (M) in tutto
il campo

I<e<<a®, —0 <Ly < + 0,5, -0 <Yy, < +oo.

Si pud allora prendere a’ = a*, senza preoccuparci della condizione (19).
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¢) Dalle (12) e (14) segue che in tutto Do & (14)

(22) 50 e ) | < [N =1, 2
0

Sia a” il massimo numero (<< a’) soddisfacente tutte le disuguaglianze

a'l

(23) fNi O at < & — py (6 =1,2,..,m)

Allora nel campo

Dy : 0<<x<<a"y — oo <y, <+ 00y..,— 00 <<y <<+ o0,
o (19)

(24) | 2@ Yyy ooy ) | < iy (1 =1, 2, ., m).

d) Sia ¢ il massimo numero positivo (<< a”), soddisfacente tutte le
disuguaglianze s

a

(11y) fM, @) dt < b, (r=1,2..,h),

0

(4%) Le (22) seguono dalle formule (IV) e (V) di (M,), § 2, n. 2, p. 372 (nelle quali si
ponga B (%,¥5, s Y5 2150y 2y)y Fi(@, Y1, 005 Yp5 215000 ,2,) al posto di
Cir (@ Yyy ey Y5 21y v s Z)s Jil@ Ypy oo s Yp5 21y ooe ) ) © inoltre ¥ (yy, ..., y,) al posto di
D, (Y3, -+ » Yp)), quando si tenga conto delle (12) e (14).

(*3) Se si riesce a determinare direttamente un valore &'/ (< a'), tale che in tutto il
campo D/ siano soddisfatte le (24), non & necessario di preoccuparsi che il numero a’”
soddisfi le (23). Cosl pure & evidente che, se le funziomi g, (%, Yy, s Yp; 2y s %)
Ji (% Y15 .52 ey 2,) sono definite nel campo

x

x
I<r<aq,, —bY +'fM£°) War<y, <l — /MS’) ydt, r=1,2,..,h),

—oL < 400, (=12 ..,m),

le costanti u; possono essere grandi a piacere, non occorre introdurre le (23), ed & o'’ =a/'.
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e inoltre le condizioni che sia
z

(25) ]Mr(t)dt<br, r=1,2 . ,h), per 0<2z<a.
0

Il campo T (dello spazio delle variabili =, y,, ... , ¥»), definito nell’enun-
ciato del teorema, appartiene ai campo Dy, e quindi, se il punto (x, y,, ... , ¥z)
appartiene al campo 7', il punto (19)

() Yyy voe s Yns 2y (@) Yyy ooy Yn)y voe s B (X Yyy ooe 5 Yn)

(nello spazio delle variabili @, ¥,y ... , Yn; %y «.. , 2m) appartiene al campo O,

PN

nel quale & identicamente

R (Ty Yygerestht; Zyseens@m) = Qir (B Yyyores¥nj Zggeees?m)y (¥ =1, 2peesy b5 0 =1, 2>'°'7m)>
[ B (%) Yigeey Yn3 Zpyeons@m) = fi (@) Ygyores¥nj Zpgeenim)y (8 =1, 2y..., m).

Se dunque il punto (x, v, ... , ¥s) appartiene al campo 7, il sistema (20)
e le condizioni (21) coincidono con il sistema (I) e le condizioni (IIT) (17).
Le funzioni (IT) soddisfano dunque quasi ovunque in 7 il sistema (I) e sod-
disfano le (III) per tutte le h-ple (y,, ..., ys) tali che sia

| o | < by (r=1,2,..,h).

¢) B cosi provata Dlesistenza di almeno un sistema (II) di funzioni,
definite nel campo 7' e soddisfacenti le condizioni del TEOREMA I. In quanto
all’unicitd di un tale sistema di funzioni, essa segue come caso molto par-
ticolare dei risultati contenuti in (M,) (18).

(48) Si tenga presente che il campo T appartiene al campo

X x
T0: o=r<a, —d +fM<,°) Wa<y, <t — (MO @a, (r=1,2,.., .

0

(17) Si tenga presente che per |y, |=<<b, (r=1,2,..,k) &

lp,; Yy s Yp) = ¢i (3/1) v Yp)y (1=1,2,..,m).

(18) Cfr. (My), § 1, n. 2, TEOREMA I, pp. 106-118; cfr. pure ¢ 3, n. 11, TrOREMA V,
pp. 128131, e n. 13, a), pp. 131-132; Vunicith della soluzione & provata sotto ipotesi al-
quanto pilt ampie delle attunali.
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3. Osservazionj.

a) Nel campo T la soluzione (II) del problema di CAUCHY (im senso
generalizzato) relativo al sistema (I) dipende con continuitd dai dati ; cid segue
come caso particolare dei risultati ottenuti in (M,) (*9).

b) Il sistema di funzioni (I1) soddisfa in tutti © punti di quasi tutte
le intersezioni del campo T con una retta y, = cost., ... , y, = cost. il sistema
di equazioni integrali (2°)

(VI) Zi (®y Ygy ooe s Yn) = Di (Yyy ooe » Y2) +

(92,; X .o
+f{ 2 Qw X, Yygoeos Yis Zo( Xy YugooesYn)yersy B Xy Yygonestn)] (“,(;;“,—yl) +
r

A Sil Xy Yus ooy Yn5 20 (X, Yiy ey Yy oon s B (X, Yyy oo, ya)]p 4K, (0= 1, 2, ..., m).

¢) Siano M® (x), (r =1, 2,...,k), NO(x), (i=1,2, .., m), LO(x)
funzioni definite in (0, a,), ivi quasi-continue, non negative e integrabili,
soddisfacenti in quasi tutto (0, a,) le

‘ MO (@) < MO (@) < M, (2), (r = 1,2, ..,h)
(26) NO @) < Ni(m), (i=1,2..,m),

( L0 (2) < L(w);
e inoltre tali che per quasi tutti gli « di (0, a,) sia

@ | Qir (®y Yy eoe sy Yn5 2y ven y 2m) | < My (@), (r=1,2,.,hi=1,2,...,m),

| Ji(® Yyy ooy Yns 2y 5 ey 2m) | << Ngl) (@), (1 =1, 2,..,m),

per tutte le (kh 4 m)ple reali (Y, ,..,¥Yn; 21, .. ,2n) tali che il punto

(19) Cfr. (My), § 2, n. 6, TEOREMA 1II, pp. 122-124; § 3, n. 12, TrorREMA III, p. 131,
e n. 13, a), pp. 131-132. I risultati di (M,) valgono sotto ipotesi alquanto pid ampie delle
attuali.

(20 Cfr. (M), § 2, n. 2, I), a), form. (VI), p. 373.
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(@y Yyy ooe 5 Yn 3 24y - 2m) appartenga al campo C;

I 0ir(®sY 1y0e3Yhs zir"9zM)—9ir(-’”a§u"-’?7h§ ;v"vzm) |SL(1)(5';)

h N
> |ys~ys|+2 lzj_zjlg ’
8=1 Jj=1

(r=1,2,u.,b; i=12,..,m)
27/

— — — — h _ m .
l JLEY yeuestns BayooeyPi)— Jil®y Yygeens¥ns zn‘",zm) | SLU)(w) 8§1|?/s—?/s|‘|_j£lzj—zjl§ y

(¢ =1, .., m),

per tutte le coppie di (b 4 m)-ple reali (y,, ... yYnj Zgyeee ,_zm),__(yi, ey Yns By cery Zm)y
tali che i punti (@ ¥, «oy Ynj 24y oo y Zm)y (X Yygy e y Ynj 24y oo » #m) apparten-
gano al campo C.

Allora nell’enunciato del TEOREMA I si possono sostituire le funzioni
MO (@), (r=1,2,..,b, NO(@), (i=1,2,..,m), LV (z) alle funzioni
M,(x), (r=1,2,..,h), Ny(), ¢ =1,2,..,m), L(x). Si giunge cosl a de-
terminare un campo 7™ (al quale appartengono certamente tutti i punti del
campo T')

x @
TO: 0<r<a®, —b + [MPt)dt <y, <b, — [ MYy at, (r =1,2, ..., h).
0

Il campo T® puod riuscire pit ampio del campo T.

11 TEOREMA I prova lesistenza e Dunicitd delle funzioni (II), definite
nel campo T'W, soddisfacenti le (I) in quasi tutto T(" e soddisfacenti le (IIT)
per tutte le h-ple (y,, ..., ys) tali che |y, | <<, (r =1, 2,..,08)

Quindi, supposto fissato il campo C e dati il sistema (I) e le condizioni
iniziali (ITI), una scelta opportuna del sistema di funzioni M M(x), (r=1,2,...,h),
N®(x), (i =1, 2,..,m), LV(x) pud permettere di provare il teorema di
esistenza e di unicita in un campo pil ampio.

4. Condizioni sufficienti per I’esistenza e la continuitd in ogni punto del

2 (®y Yyy or s Y1)

campo 7 delle derivate 9 2 y (r=1,2,..,k1=1,2,..,m).

TEOREMA II « Valgano tutte le ipotesi del TEOREMA I; inoltre in tutti
i punti di quasi tutte le intersezioni del campo C con gli iperpiant x = cost.
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le derivate

aQir 8Qir ?_Ji a_ﬁ,
oy’ 827 dy’ 9z

y (i l=1,2, .., h; i,j=1,2,..,m)

esistano finite ; in tuttt v puntt di quasi tutte le intersezioni del campo C con
gli iperpiani x = cost. sia (*1)

00ir (Xy Yyy eee y Yns 24y ooy Zm) ] dew(-.) .
’ ay; < L(x); oy ‘ < L(x);
(28) ofi (.. 2) afi(-- )
N—é)@—\éfl(w); } ‘ng),

(r,l=1,2,...,h;z,]=1,2,...,m).

Hsista una funzione A (x), definita in (0, ay), i quast continua, non ne-
gativa e integrabile, tale che per quasi tutti gli x di (0, ay) sia (*?)

l % 85" ) h _ m —
oy oy gA(M%:il“% %|+}§1|zj il
8@,- aair .
ﬁz_;'a_z{ <A(x)§821|ys~—ysl+2|Zf—zf|§v
(29) of; 8? h m
| =am| e B 5|
aﬁ Bﬁ h m f—
: azj—azj gzlys_Js‘+lez]—z]|§,
\ =1,2 ., h; i,j=1,2 .. ,m),

per tutte le coppie di (h-+m)-ple reali (y,, ... s Yns 2y ey Zm),y (g;_;,..., _;/_h; z_“..., Zn),
tali che © punti (B, Y,y oo s Yns Zyy eon 3 2m)y (By Yyy oo y Yn3 2y ooe y Zm) APPartengano
al campo C.

(®!) Le (28) sono conseguenza delle (5) e (6).

004 00y (% Yy e s Y5 21 e s 2yy,) 004y 003 (% Yy5esYps Z150eesZiy)
(**) Scriviamo — per , € per ,
0y, 0Y; oY,
. ey 0f, i
e analogamente per le altre derivate R .
0%, b bz

/
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Le funziont D; (Y, ...y Ya)y (1 =1, 2, ... , m) in ogni punto del campo E
ammettano derivate parziali prime finite, le quali nel campo R siano lipschit-
ziane nel complesso delle variabili. In queste ipotesi le funzioni

(IT) 2y =2 (By Yy ooy Yi)y woo s P = 2 (¥ Yy wee 5 Yn)y

definite nel campo T (indicato nel TEOREMA I), ivi di classe G, soddisfacenti
le (1) in quasi tutto il campo T e le (III) per tutte le h-ple (Y, «e 5 Yn), tali
che |y, | <b, (r =1,2, .., k), funzioni delle quali il TEOREMA I assicura
Vesistenza e Vunicita, ammettono in ogni punto del campo T derivate parziali
prime finite (*3)

02 (%, Yiy ooy Yn)
o

s (1=1,2 , h;i=12 ., h6m),

le quali sono di classe G mel campo T ; inoltre le funzioni (III) soddisfano
le (VI) identicamente in T, e soddisfano le (I) in quast tutti © punti di tutte
le intersezioni del campo T con le rette y, = cost., ... , yp = cost. ».

a) Nella dimostrazione del TEOREMA I & stato costruito il sistema /II)
di funzioni, definite nel campo D¢ e ivi di classe @, soddisfacenti in quasi
tutto D¢, il sistema (20) e soddisfacenti identicamente le (21); a tale sistema
(IT) di funzioni si possono associare (3¢) m sistemi di funzioni

(30) i1 (X5 @y Yyy eoe s Yn)y ooy Gin (X5 @y Yyy vy Yn)y (8 =1, 2, ... , m),

(*3) Nei punti del contorno del campo 7, non appartenenti all’iperpiano x =a, & sen-
z’altro possibile definire le derivate TZ Se inoltre, per tutti gli indici r=1,2,..,1, &
l

a

0%,

f M, (t)at <b,, le derivate a_° hanno significato anche nei punti della intersezione del
Y

0

campo 7T con Viperpiano & =a; altrimenti si intende come valore di

a0 ¥ g
i’_z_'_(“’_yg’_’y.’il (con —b, + [MT ar<y" <o, —er W dt, r=1,2, ...,h)),
Y .
0 0

02; (Ty Yy 5 eee sy Yp)
il limite a cui tende J;%—’L quando il punto (x,9;,..,y;) tende al punto
i
(a, y(IO)’ vy ?/;LO))-
(®4) Cfr. M,) ¢ 2, n. 2, TEorEMA I, pp. 371-380.
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definite nel campo
d: 0= X<, 0==2x<0a, —o0o <y <+ 00.u,—o00y,< -+ oo,

ivi di classe G, tali che in tutto D¢, siano soddisfatte le (*®)

x

(31) 9l X5 2, Yyyeees i =0yr— Rir[ty Gis(t5 Ty Yyyeens¥n) 5 28 Gis(l5 ?/u---,?/h))] dai,
X
r=12..,h;i=1,2 ..., m),

identicamente in Ay ; e

(32) zi(xy Yyigeeny Yn) = ¥; (gw (05 Ly Yyy oo 7.7/h)) +

X
-+ [Fi (X, Gis (X5 @ Yy5 oo 5 90) 5 2K, Gis (X5 @, 4y ey w))] A, (i = 1, 2, .0, m),
0

identicamente in D.
In (M,) le funzioni (II) e (30) sono state costruite a partire da succes-

sioni di funzioni (?9)
(33) gg” 0.6 xy?/i’"vyh):?/r"/RW[t’ gg‘)(t; ZsYyyeesYn); z;")(t——é, !/Ef:’(t; Ty YyyeesYn))] A,
0

r=1,2,..,h; i=1,2, ..,m),
(34) zé“’ @y Yy ooy Yn) = ¥ (!Jﬁ?)(o; Ty Yy ooy Yn)) +-

2
-*—fF,-[X, gg‘) (X552, Ygy ees Yn) 5 z](")(X——é, ggg)(X; Zy Yy, Yl X, (1=1,2,...,m),
0

(%) Scriviamo, qui e in seguito, Ry (x,y,; 2;), F; (%, Y55 2 €5 (5 Yg5 %), J5 (%, Y55 2))
al posto di Ry, (%, ¥y, ., Yp5 21y Zp)y OCC. Scriviamo inoltre spesso, per brevita, ¥; (¥y),
dii ¥y 2, (%, y,) al posto di gf@ (Y o s Yp)y P, (Yps eee 2 Up), 2, (% Yqy ooe 5 Yp)-

(26) Cfr. (M,), § 2, n. 3, TkorEMA II, pp. 380-395; cfr. ivi in particolare capoverso
b), pp. 381-385, form. (33) e (34); vi @ qui qualche differenza di notazioni.

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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a’ . . .
——, e si & posto, inoltre, per definizione
n? P y 3 :

dove & n=2,3,..., 81 & posto 6 =

’

a ,
2 (@) Yyy vee y Yp) = P, (Yyy oY)y pET — 5 <2<0, (i=1,2 ..,m).

b) Sia ora (®, Y, «. oY) un punto fissato, appartenente al campo T ;
per 0 << X <<z & (%)

85  — b+ [ M, () @ < gor (X5 @, Yy ooy Y1) < by — / M, (1),
0 0

r=1,2,..,h; i=1,2..,m),

X
(36) —0, +/ dtgg(”)(X z, y,, ..,yh)gb—fM () dt,
0

r=1,2 0, b;i=12,..,m).

(27) Infatti dalle (3), (31), (33) segue per 0 =X <<z

Igw(X Ly Yqy o ,yh)-—@l7|<fM () dt; |gw)(X Ly Yy o :yh)_yr|<fM @) dat,

(r=1.12..,h; i=12,..,m),
cioe

x x

(@) Y, — MT(t)dthir(X§ wryp"')yh)syr'*' [Mr(t)dt; (r=1,2..,h;i=12,..,m),

X X
3

x
B v, f M, (=g (X; 2,9y, ¥) =¥, + fM, O dt, (r=1,2, .., h; i=1,2,...,m).
X

Per ipotesi il punto (x,9y,...,¥,) appartiene al campo T, e quindi &

z X

I<z<ua, —-br+fM Hat<y,<b, —fM,,(t)dt, (r=1,3.., k).

0

Da queste ultime disngunaglianze e dalle (a) e (B) seguono le (35) e (36) (cfr. anche
M), § 1, n. 2, ¢), pp. 111-112).
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\

Allora se ¢ é uno fissato tra © numeri 1, 2, ... m, e se dalle curve defi-
nite (nello spazio delle variabili (X, Y, ..., ¥}3)) dalle

(37) Y, = 9u(X; 2,9y ooy p), (r =1, 2, ..., h),
(38) Y, = g0(X;5 2,9y ey Yn)y (r = 1,2, 00, ),

8i considerano gli archi corrispondenti a 0 << X <<, si vede che tutti i
punti di tali archi appartengono al campo

X X
0< X < a, —b,+/M,(t)dtgngbr—/zm(t)dt, r=1,2,h),

0 0

cioé appartengono al campo T consideratd nello spazio delle variabili
(X, Y}, ... Y3). In particolare &

5 [ 9ir 0y @ Yyy ooy Y | < bry (r=1,2,...,h)
(39)
{ | 9&:)(05 By Ypy oo s Y0) | < bpy (r=1,2, ey h).
Inoltre se & 0 << x << a, dalle (32) e (34), tenuto conto delle (11,), (12),

(14), (15), segue, come nel n. 2, c)

T
(40) |z (@, Yy, ey yn) | < ,u{-i—j [li iMr )+ N; (t)] At << Oy, (1 =1,2,...,m),
) .

x
* h
(41) | 2@, Yy, ey Yn) | < i —|—J [li ZIM,. ) + N; (t)] dt<< O, (i=1,2,..,m)
0 =
Dalle considerazioni fatte segue che, se il punto (z, y,, ... , y») appar-
tiene al campo T, é per 0=t=x, 0 =X =u.
Rir [ty gis By @y Yyy oo s Yn)5 25 (b Gis (65 X5 Yyy ooy yn)l = our [ ..
Fi [ X, 9is(X 5 @ Yy ooy Yn) 5 25 (X, 9is X5 % Yy ooy g = fi [+ -]
Rir [t7 gg:) (t§ Ly Yy ey yh) ’ z](n)(t - 67 gg.l) (t; Ly Yy ooy yh))] = Qir [ . ]

Fi [ X, g0(X 5 2 Yyy eoe s Y) 5 z;")(X— 0, g (X5 2,9, o s y) =Sl - - ]

\ r=12..,h; i=1,2,..,m),
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e inoltre

) Pi(gis (0; Ty Yiy ooy Y1) = Di (i (05 a, Yiy oo 5 Yn))y

( ?; (ggb)("i Ty Ygy voe s Yn) = Di (900 5 @, y,, ... , ya)y (i=1,2,..,m)

Se dunque il punto (z, y,, ..., ys) appartiene al campo T, le (31), (32),
(33), (34) diventano rispettivamente (%)

x
IV)  gir (X Xy Yygoe s Yu) = Y —‘fgir[ty 9is(t; Xy 1yeeesn) 5 2ty 9is(t; @, Yygernsn))] dt,
4 )
(r=1,2..,h; i=1,2,..,m),
(V) A (ﬁ, y“ wes y ?/h) == Qi ((/18 (0 y &, yi) sesy yh)) +

x
‘I‘fft [Xy 9 (X5 2, Yyy oo s Y1) 5 2 (X, gis (X5 Ly Yyy ooy Y] dX, (1= 1,2.. y M),
0

(42) 93') (X; “',yp---,?/h)=yh—/ "[t7 g,(;::) (t; x, Yyseesln); z](")(t—é’ ggl)(t; Xy Yyyeresyn)] At
X
(r=1,2..,k;i=1,2, .., m),
(43) z§~n) @y Yiy ooy Y1) = D; (95,’}) 05 2, 94, oy y) +

+f'fi[X’ gf;‘) (X5 2,94, ey Un) 5 z;”)(X—é,gg})(X; Ly Yooy Yn) dX, (i = 1,2, ...,m).
0

Y

¢) Se per tutti i valori di r, con r — L2 ...,h ¢

f M, (8) at < by,
0

(%8) Per le formule (IV) e (V) cfr. anche (My), § 2, n. 2, TEOREMA ], p. 372, e perle
(42) e (48), (M,), § 2, n. 3, TEOREMA II, b), form. (33), (34), p. 382.
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nel campo T dello spazio (¥, ¥,, ... , ¥») € nel campo

@ @x
0<<X<uw 0<2»<a, -—b,-}—fM,(t)dtgy,gb,.—-/Mr(t)dt,
0 0

r=1,2.,hk),

dello spazio (X, @, y,, ... , ¥») si possono ripetere con poche modificazioni le
considerazioni mediante le quali & stato dimostrato il Teorema V di (M,) (*%);
si prova cosi che in tutto il campo T esistono le derivate

02; (Ty Yyy ooe s Yn)

(44) ov;

, (I=1,2 .,k i=1,2 . ,m)

e che esse sono di classe G nel campo T.
Se invece tra i mumeri 1, 2, ..., h esiste almeno un indice r,, per il quale

(45) f M, (t) dt = by,

0

sia & un numero positivo (< a), arbitrariamente piccolo, e si consideri il
campo

@ x
T,: 0<ox<<a—¢ —b, +fM,(t)dtgyrgh,.—fM,.(t)dt, (r=1,2....,h),
0 0
dello spazio (@, ¥y, ... , ¥») € il campo

x @x
N<X<z or<a—z¢g, —br—{—fM,(t)dtgyrgbr—[M¢(t)dt,
0

0

(r=1,2 . ,h),

)

dello spazio (X; &, y,, .. , y»). In tali campi si possono ripetere le conside-
razioni, alle quali abbiamo accennato or ora; si prova cosi che in tutto T,
le derivate (44) esistono finite e sono di classe G.

@9, Cfr. (M,), § 4, n. 1, TEOrREMA V, pp. 403-415.
1/ ]
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Poich® ¢ & positivo arbitrario, riesce provata D’esistenza delle derivate
(44) in ogni punto del campo T, per il quale sia ¢ < «# < a. Tenendo poi
conto di alcune disuguaglianze dimostrate in (M) (*°), si prova che quando
il punto (x,y,,..,ys) appartiene al campo 7T e tende ad un punto
(a, ¥, ..., y{) pure appartenente al campo T (3!), ognuna delle derivate (44)
tende ad un limite determinato e finito. Tali derivate possono dunque essere
definite anche nel punto (a, y), ..., y{); utilizzando di nuovo le disugua-
glianze citate in (3°), si pud dimostrare che le derivate (44) sono di classe
@ in tutto il campo 7.

d) Poiché le derivate (44) esistono e sono continue e anzi di classe G
in tutto T, si verifica facilmente che il secondo membro di ognuna delle
(VI) & funzione continua nel complesso delle variabili in ogni punto del
campo 7, e poiché tale & anche il primo membro, segue che le (VI) valgono
identicamente in T, e le (1) valgono in quasi tutti i punti di tutte le inter-
sezioni del campo T con una retta y, = cost., ... , ¥, = cost.

5. Osservazioni.
a) Valgano le ipotesi dei TEOREMI I e II circa le funzioni
Qir (By Yypeeos¥h s Zipeens@m)y Ji (By Yiyerny Y5 Zyeeny@m)y (¥ =1, 2yush 5 1 =1, 2,...0m) ;
siano a*, b¥, (r = 1, 2, ... , h), costanti soddisfacenti le

*

a’
0 < a*<ay; 0<<b < /M,(t)dt_gbr, (r=1,2,..,h.
0

Si consideri il campo

X X
™. 0<a<d —b:*+fM<t)dt5y,‘sw—fMut)dt, r=1,2 ., 1),
0 0

(3% Cfr. (M), § 4, n. 1, d), form. (35) p. 413, g) form. (40), p. 414, nelle quali (cfr
anche ivi le osservazioni fatte nel capoverso h) pp. 414-415) si sopprima l'indice n.
(3t) E’ ciod

a

a
~br+fM,(t)dt5yf”sbr_er(t)dt, (r=1,9,..,h).
0

Per 'ipotesi fatta (45) esiste almeno un indice r,, per il quale & yro=0.
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e sia noto il sistema di funzioni
— % P
2 =20 (%) Yyy ey Yn)y (i =1, 2, ..., M),

definite in T*, ivi di classe G e soddisfacenti quasi ovunque in T* il si-
stema (1); allora se in tutto il campo

E*: — <y <V, r=1,2.,h)
le funzioni
2F0, Yy ooy Yn) = DYy oo YRy (0 =1, 2, ..., M),

oF .
ammettono derivate 683/ y (=12, ..,h; i=1, 2,...,m) le quali sono
1

lipschitziane nel complesso delle variabili y,, ..., y» in tutto R*, le funzioni
2 =27 (@, Yy . Yn)y (i = 1, 2, ... , m), ammettono in ogni punto di 7™ finite
le derivate

02F(®y Yyy oee 5 Yn)
ayz

, I=1,2 u,h;i=1,2, ..,m),

le quali sono di classe G in T*, e le funzioni stesse soddisfano le (VI)
identicamente in T* (32),
b) Se valgono le ipotesi dei TEOREMI I e II e se inoltre le funzioni

Qir (®y Yyy eov y Yns Byy ooy Bm)y Ji(®y Ypy ooy Y Byyenny Bm)y (r = 1,2, o, b
i=1,2,..,m) sono continue nel complesso delle variabili nel campo C,
allora, analogamente a quanto si & osservato in (M,) (33), in ogni punto del
924 (& Yur ey 1) ?(’;; W) =19, m),
e tali derivate sono continue in 7'; le funzioni (II) soddisfano allora il si-
stema (I) identicamente in 7, e risolvono il problema di CAUOHY anche nel
senso classico.

Anche in questo caso vale, in particolare, 1’osservazione fatta or ora
in a)

canipo T esistono finite anche le derivate

(%?) La dimostrazione di questo risultato & simile a quella sviluppata in (M,), § 4,
n. 2, b, pp. 415-416 (cfr. ivi la nota (49)).
(33) Cfr. (M,), § 4, n. 3, TEorREMA VI, pp. 416-417.
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§ 2.

SISTEMI SEMILINEARI

6. Teorema di esistenza e di unicita.

TEOREMA IIT « Le funzioni Qi (%, Yy we y Yn), Ji (@) Yiy oo y Ynj By eee y Zm)y
(r=1,2,..,h; it =1, 2,..,m) siano definite per ogni x dell’intervallo (0, a,)
e, rispettivamente, per tutti i valori reals di Y, .. yYn € A Yyy e y Yn i 2y voe s 2o
EBsistano m(h 4 1) 4 2 funzioni M (x), N; (@), r =1,2,..,h; i=1,2,...,m),
L (®), L, (%), definite in (0, a,), ivi quasi-continue, mon mnegative e integrabili,
tali che per quasi tutti gli & di (0, ay) valgano le

(46) | Qir @y Yy ooy Un) | K Mgy (), (r = 1,2, .00, b3 i =1,2,..,m)
per tutte le h-ple reali (y,, ... , Yn),
— — h —
(47) | €ir @ Y1y woe s y) — Qir @ Yiy ooy ¥ | S L@) 2 | 95 — 9 |
r=1,2u.,bh;i=1,2 ..,m),
per tutte le coppie di h-ple reali (y,, ... , Yn), (51, ,Zh),
(48) | fi(@y Yyy oo y Yns Zyy ooy 2m) | < No(w), (i =1, 2, ..., m),
per tutte (b 4 m)-ple reali (Yiy v y Yni 24y voe 5 ¥m)y
(49) 1 Sil@ Yoy e s Yns 2y vy Bm) — Loy Yy oo s Y5 gy oy 2) | <

h p— m J—
< L(») leya—?/s|+.2;|zj—zj| y ((=1,2..,m),
8= j=

per tutte le coppie di (h -+ m)ple veali (YyyeeeyYns ZiyeeeyZmly Upyoee yYnj gy eee s Zm)e
Le funzioni ;Y ey Yr)y (6 = 1, 2, ..., m), siano definite per tutti i valori
reali delle variabili e siano lipschitziane nel complesso delle variabili. In que-
ste ipotesi esiste uno e un solo sistema di funzioni

(IT) 2y =21 (By Yyy o y Y)y eoo g Bm = Zm (Ty Yy eoe 5 Yn)y
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definite in tutto il campo
Pl: 0<a<ay —o<y < o, 0y < +

le quali sono di classe G in DY , soddisfano in quasi tutto DY il sistema
semilineare

02 (@) Yyy ven s Yp) L 352, 4o om s 40
*—i#‘. +T£Qir (@) Yiy eor y Yn) _—éiy’r—’— _

1)
= fil®y Yyy v s Yn3 20 (Ty Ypy ooy Yn)y vee s @ (X Yyy oo 5 Ya)y (P =1, 2, ..o, m),
e soddisfano identicamente le
(111 2i(0y Yyy ooy Yn) = DPi(Wyy ooy yn)y (E =1, 2, ooy m)».
a) L’unicita della soluzione (II) del problema di CAUCHY (in senso
generalizzato) relativo al sistema (I’) segue come caso particolare del teorema

di unicitd dimostrato in (M,) (34). L’esistenza di tale soluzione & provata (*°),
quando si siano costruiti m sistemi di funzioni

(50) Git (X5 @y Yy goe s Ynly woe y Gin (X5 2y Yyy vee y Yn)y (=1, 2, 0o, M),
definite nel campo

AR: 0< X <ap 0< 0<ay —o <y < + o, —o00 < gn < +
e ivi di classe G, e un sistema (II) di funzioni definite nel campo DY e

ivi di classe @, in modo che le equazioni

@
(v’) w@mww”w=%—fwM%m%%mwmw
X

(34 Cfr. (M), § 3, n. 2, TEOREMA IV, pp. 402-403.
(35) Cfr. (M,), § 2, n. 2, TEOREMA I, pp. 371-380, e ineltre § 2, n. 3, TroreEmA II,
pp. 380-395, e in particolare capoverso a), p. 381.
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siano soddisfatte identicamenta in A‘(,(Z,) , e le

(V) 2 (.L’, Yyy oo ,;yh) = ¢@ (g,;,g (0; Ly Yyy oee ?/h) —I—
x
+/ft (X, 9is (X5 @ Yys ey Un) 5 2 (X5 (X5 0,9 syl dX, (i = 1, 2,..,m),
0

identicamente in DS .

b) Per ogni indice i fissato tra ¢ numeri 1, 2, ..., m le (IV’) costitui-
scono un sistema di h equazioni differenziali ordinarie (scritte in forma inte-
grale) nelle funzioni incognite (50); le (46) e (47) assicurano che a tale si-
stema si possono applicare i teoremi di esistenza e di unicitd di CARATHEO-
DORY (%¢). Risultano cosi determinati gli m sistemi di funzioni (50), soddi-
sfacenti le (IV’) nel campo 49,

¢) Per costruire le funzioni (II), definite in D.(f,), ivi di classe G e
soddisfacenti le (V), si segue un procedimento simile a quello tenuto in (M)
§ 2, n. 3, nella dimostrazione del TEOREMA 1I (37).

Sia n un intiero =2, e si ponga

Per x appartenente all’intervallo (—0;—0, 0) e per ogni h-pla reale

(¥yy +v » Ya) 8i definiscano le funzioni 2™ (x, y,, ... , yn), (i = 1, 2, ..., m), me-
diante le

(61) 2 (X5 Yy ooy Yn) = D (Yyy oo s Yn)y (=14 2 ..., m),

e in tutto DO si definiscano le funzioni 2™ (%, y,y ... , Ya)y (i = 1, 2, ..., m),
mediante le

(52) zin) (@) Yuy o s Yn) = Di(9is (05 2, Yyy oo, i) +

x
—I-ffi (X, gis (X5 20 Yoy Yn); 20 (X =0, 9l X530, yyy ooy )| A, (8 =1, 2, .00\ m).
0

(38) C. CARATHXODORY, Forlesungen iiber reelle Fiinktionen, Teubner, Leipzig, 1918,
cfr. Kap. XI, pp. 665-688, e in particolare ivi n. 582, p. 672, n. 583, p. 674.

(37) Cfr. ivi in particolare capoverso b), pp. 381-385. Nel caso attuale il procedimento
riesce notevolmente pitt semplice, perchd le funzioni (50) sono gia note.
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d) Le funzioni delle m successioni (ottenute per ¢ = 1, 2, ... , m)
(53) B @y Yy e s Yn) — DiGgy e i)y (0 =2, 3, ...),

sono equilimitate nel campo DY .
Infatti per ipotesi esistono m costanti 2, Ay ..., Am, tali che

— — h —
(54) | Pilyyy ey Yn) — PiYys oee y Yn) | Slizll Yo— s |5 (i =1, 2, ..., m),
8=

per tutte le coppie di h-ple reali (y,, ... . ¥n), (171, ey Yn); dalle (46), (48), (52),
(b4), tenuto conto anche delle (IV’), segue

x

h
(65) |z£n) (@, Yyy oo s Yn) — DPillYys voe s Yn) IS[[)E'ZIIMW t) + N; (t)] at <
0
o
Sf[liZMir ) + N; (t)} dt, (i=1,2,..,m),
r=1
0

in tutto DY e per qualsiasi intiero n > 2.

¢) Per ogni n fissato, le funzioni 2{" (@, ¥y v , Yn)y (6 = 1, 2, ..., M),
sono lipschitziane in y,, ..., y» con costante di LiPsoHITZ indipendente da .
Infatti se (y,, ... , ¥n) (?/U ey Jh) sono due distinte h-ple reali, dalle (49), (52),

(54) segue che per ogni x di (0, ap) @

(56) |2 @ gy ey 1) — A @ 9y ey )|
h — =~
2 Ys — s |
8=1
3 — —
le Gis (05 &y Yy oo s Yn) — Gis (05 2y Yy oo 5 Y1) |
8=
<A —— +
S| ys— ¥s |
8=1
x
A —

h —_
2| gis (X5 o, Yiy oo s Yn) — Gus (X5 @ Yy oee y Yn) |

+ | L, (0= 1+

h —
2| Y — s |
8=1
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5" (X — 0, 9 (X5 2, 4y ey y) — 2™ P

z — 5" (X — 0,00 (X5 2,9, ., 1) |
_|_ J= = — — dX,
leyis (X5 @, Yty ooy U0} — 9is (X5 20y wen s ) |
_
(=12 ..,m).
Ma (38)
h — —
2| Gis (X5 25 yyy ey ya) — 9 (X5 2, 9,y oy y2) |
(57) p—

- <

h —
%‘ll%"‘ysl

z ay
h,fL(t)dt, 1L a
<e X <e!

< y (E=1,2,...,m).

Sostituendo nelle (56) si ottengono le

() my, — _ 3 f L) dt
(58) | 2" (x, Y “.h, Yn) — 2 (@ Yy o y ¥) | <le 0 +
=19 — |
d x m — —
1 f L at 5 [ (X0, X; 2 yore sy} X0 5 By, yeeesy))|
+ ] L(x)e X 142 dX,
2 [ 9 (X5 2, Y15 o5 Y) — ia (X5 2, 915 00, 90) |
. 8=
0
(i=1,2,..,m)
Per 0 < 2 < 4, tenendo conto delle (61) e (54), e posto
(59) K= 3,
=1

(38) Cfr. (M), § 1, n. 1, a) LEMMA I, pp. 360-362 form. (4); nel caso attuale si tenga
conto delle (IV'), (46), (47).
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le (58) divengono

x
) P — 3 /‘ L) dt
|1 (@) Yy, h’?/h) 1(7?/1’ ’thS}nGO +
2y — ys |
s=1
x 3
w nf L at 3 / L() at

)
+am[pae® axge®  |utatm[rmax],

(t=1,2,..,m).

Dimostrato cosi che le funzioni 2" (z, y,, o, ¥a), (i = 1, .. , m), Sono
lipschitziane rispetto alle variabili y,, ..., y» nel campo

0< <8 —ol Yy <4 oo, ol yp<+ o

con ragionamento analogo si prova successivamente che tali funzioni sono
lipschitziane rispetto alle variabili y,, ... , y» nel campo

0 <2< 28 —oo<y <4 oo.,—ooy< -+ ox,

e infine nel campo
m—18<w<ap —oo LY <+ 0y — o0 Y < + oo
Si possono dunque determinare m costanti 1&’”, (t=1,2,..,m), tali
che per ogni « di (0,a,) e per tutte le coppie di h-ple reali (y,, ..., ¥n),

(371, we o Yp) sia

_ _ h _
(58") ]zﬁ") (@ Yyy ooy Yn) — M @ Ypo e ) | < l,(")agl |Ys — ys|, 6 =1, 2,...,m).

f) Le funzioni delle m successioni (53) per ogni x fissato di (0, a,)
sono equilipschitziane in y,, ... , y» (con costante di LIPSCHITZ indipendente
da x).



?
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Si indichi infatti con U® (x) il limite superiore (che, per le (587), &
certo finito) dell’espressione

3 & (X, gy ey y) — A (X, Yy ey 90|
(60) =t

h —
ZHys— s |
8=1
nel campo (3%

0< X< 2 —oly <400, —0] Y <+ oo

La funzione U®™ (x) ¢ in (0, @,) limitata, non negativa e non decre-
scente; dalle (58) seguono le

x
" - _ hfL(t) dt
(61) ‘ 'zi ) (Ly Yyy eoe s Yn) — zi ) (Ty Yy eoe y Yn) l <ie 0 +

h —
Sy — ¥ |
s=1

x

z hfL(t)dt
4+ / L(X)eX (14 U™ X)ax, (i=1,2, ..,

0
Sommando le m relazioni (61) e tenendo conto della (59), si ottiene la

2| A (@ Yoy oy ) — 2 (@, Yay o U0 | nf Lot at
=1 S Ke 0 +

h —
le?/b‘—?/sl

z hfL(t) dt
tn [B0e™ a4 o0 ax,

0

dalla quale, tenendo conto del modo, in cui & stata definita la funzione

(3%) Non ha importanza il fatto che l’espressione (60) sia indeterminata per
Y1=Yp Y, = ¥Yp-
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U™ (x), segue la
@z x
h f L at z nf L) at
X

Unz)< Ke ° + me1 (X)e

0

1+ U™ (X)) X,

che si puo anche scrivere
T X
—hfL(t) at z —hfL(t) a
e U@ < K 4+ m JLi Xye ' (1 4+ U®(X))dX.

0

Posto
x
—1 f L) dt
(62) V@ =c ' U®@),
si ottiene la disuguaglianza
X
z —h /‘ L(t) dt 4
0< V()< K+ m /L1 (X)e ° dX-|—m]L1 (X} Vi (X)dX.

0

Da questa, per una nota estensione del LEMMA di GRONWALL (*°), segue

X x X
m f L) dt z m f L) dt —h _/' L(t) dt
0< Vi) <Ke ° + mfe X L, (X)e ° ax,

0

Tenuto conto della (62) e posto

x x
f [mIy(t) + k L(t)] dt z j' [mIn(t) + h L) dt
U@=Ke" —l—m/L,(X)eX ax,

0

(49) Cfr. G. SansoNE e R. Conti, Equazioni differenziali non lineari, Monografie mate-
matiche del C.N.R., Ediz. Cremonese, Roma 1956, Cap. I, § 2, n. 1, pp. 15-16. Nel caso
presente il LEMMA di GRONWALL si pud applicare, senza preoccuparsi se la funzione 4% (x)
sia o no continua in (0, ay).
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si trova che in tutto (0, a,) &
0< UM @) < Ua)

Dalle (61) seguono allora le

@
o) m = - 3 f L{t) at
(63) Iz@ (x’ yi? see ;L yh) zt_ (.E, yi’ eoe ,?/h) I S ll e 0 ___I_
S| Ys — s |
s=1
z ay
z nf L@at ) /' Lt at a

+|LX)e* A+ U@E)ax<e [zi+fLi(X><1+ U(X) dX | =1,
0
(i=1,2,..,m)

Le (63) provano quanto abbiamo asserito al principio del presente
capoverso.
9) Le funzioni delle m successioni (53), per ogni h-pla reale fissata
(Yyy - 5 Yn)y SONO equiassolutamente continue in x nell’intervallo (0, a,). Se x', x”
sono due punti di (0, ay) ed & p. es., ' < x”, dalle (48), (49), (52), (54) con
calcoli evidenti seguono le

R
| zgn)(x:, yi,...,yh)—z£")(w”, Yygornsi) | <Ai le 9is (05 &'y Yyyeensyn)—9is 05 2"y Yypeensyn) | +

r a

x 0 "
“l‘]Ni (t) di +[L1(X) : [le gis (X5 2, Yyy ooy Yn) — Yis (X ; x”, Yygeee s :‘/h)l >
-
@' 0

3| 2" (X—0, gis (X5 2, Y1y eor s Y1) — 2 (X—8, Gis X3 2" Ygreensy) |
<14 2= = aX,
2 | Gis (X5 X'y Yy vy Un) — gis (X5 x”, Yiy oeey yh)l

8=1

(i=1, 2, ..,m),
cioe, tenuto conto delle (63),

(64) |28 (&) Yy ey Y1) — A @ Yy e YR | <
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.

z'

h
<k le 9is (05 &'y Yys ooy Yn) — Gis (05 27, yyy ooy Ya) | +-[M(t) dt +
8=
x’

Qo
m h
4+ (1 + ZIHj) .fL, (X) - [le Gis (X5 5 Yyy ey Yn) — G (X5 27, Yy ooy Yn) | ] dX,
= 8=

0

(t=1,2, .., m).

Tenuto conto delle (46) e (47) & ()

h
211 9is (X5 2y Yyy ove s Yn) — Gis (X5 2", Yy ooy 00 [ <€ ° z f M;, (¢) at,
=

Da queste e dalle (64) seguono le

2!

| zf;n) @'y Yyg ooe 5 Yn) — zgn) ("5 Yy ey Yn) I S[‘N’ () dt +

z!

" a'l hfoL(t) a !
tat (1 3m) [noade 5 [0 =1z, m
J=1 . =1
0

§=1,
z'

Da queste ultime disuguaglianze e dalla definizione di assoluta conti-
nuitd segue quanto e asserito al principio del presente capoverso.

1) Dai risultati dei capoversi d), f), g) segue che le m successioni (53)
sono costituite di fumzioni equilimitate ed equicontinue nel campo DY, In modo
noto (*?) si prova Desistenza delle funzioni (II), che sono definite nel campo
pY , sono ivi di classe G, e soddisfano identicamente le (V) nel campo
DY. Ne segue che le funzioni (II) soddisfano il sistema (I') in quasi tutto

DY) e le (III) identicamente in ¥, .. , yu (43).

#4) Cfr. M,), § 1, n. 1, b), Lemma II, pp. 362-363, form. (9).
(4?) Cfr. anche (M,), § 2, n. 3, h), pp. 393-395.
#3) Cfr. (M,), § 2, n. 2, TeorEMA I, parte II), p. 378 e pp. 377-380.

L]
7. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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7. Osservazioni.

@) La soluzione (IT) del problema di CAUoRY (inteso in senso genera-
lizzato) relativo al sistema (I'), della quale nel TEOREMA III sono state di-
mostrate l’esistenza e 'unicita, dipende con continuita dai valori iniziali in
tutto DY (44),

b) Le funzioni (II), per quasi tutte le h-ple reali (y,, ... , 1), soddisfano
per ogni x di (0, a,) il sistema

@

/ h "Z,; X, con
(VI')  2i(@, Ygy ooy Yn) = DY yy ey Yn) +/[— 219%'7(X9 Yuy oo s Y1) 9—(—%‘”_—,@ +
.0 r== r

F i (X, Yy eoe s Un5 20 (X Uys eee sy UB)y oon y Zm (X, Yyy e, )| X, (6 =1,2,...,m).

8. Un ulteriore teorema.

TEOREMA IV « Le costanti ag, b, b,, (r =1,2, ..., h), @ (i=1,2,...,m),
e le funzioni M (x), M, (%), (* =1, 2, .., h)y Ni(2), (i =1,2,..,m), L@
stano quelle stesse introdotte nel TEOREMA I, e soddisfino le condizioni (1),
(2), (7); sia inoltre L, (r) una ulteriore funzione, definita in (0, a,), ivi quasi-

continua, non negative e integrabile. Le funzioni gy (@, Y,y e yYn)y (r =1, 2, .., b3
t =1, 2, .., m) sono definite nel campo

x x
TO: 0<r<a, —b+ /M&") (t) at <y, < b —fMi‘” )ds, (r=1,2,...,k),
0 0
e le funzioni fi(Xy Yiy eo y Yr3 Zyy e y 2m) Stamo definite nel campo C, indicato
nel TEOREMA 1. Per quasi tutti gli x di (0, a;) sia
(3 | Qir (@3 Ygy oo s Yn) | S My (0)y (r =1, 2y 000y b5 1 =1, 2, .., m),

per tutte le h-ple reali (y,, ... , yn), tali che il punto (x, y,, ... , Y1) appartenga

(44) Cfr. (M)), § 8, n. 1, TEorEMA III, pp. 397-402.
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al campo T 0O,

—_ — h —
(6" | @ir (@) Yyy ooy Y1) — Qir (®y Y4y we y Y1) | < L () le Ys — Ys |
§==
(r=12..,h;i=1,2,..,m).

per tutte le coppi'e di h-ple reali (yy, ..., yn) (371, ...,17;,), tali che i@ punti
(®y Yy e s Yn)y (@) Yy ey Yn) appartengano al campo T0O),

(4) | fi @y Y1y voey Yn5 2gy ooy 2m) | < Ni@), (1 =1, 2,..,m),

per tutte le (b -+ m)-ple reali, tali che il punto (T, Y,y e y Yns 24y oo y Zm) OP-
partenga al campo C,

(6") Ifz (@ Yyy ooy Yns 2y ey 2m) — fi(, f’/_n ey ?;zi z_v ey Zm) | <

h _ m —
S L@ 21y — ol A AR
= ]=

per tutte le coppie di (h—+m)-ple reali (Y,y ..., Yn 3 Zyyeeey Zm)y Uay v y Y5 Zye ooe y 2m)y
tali che © punti (I, Yyy oo s Yo 2y ooy Bm)y (L5 Yy eoe s Yo5 gy oor y Zm) aPPATtON-
gano al campo C.

Le funzioni D;(y,, ..., y») siano definite nel campo

R: — b0 Ly <b, (r=1,2,..,h),

stano ivi lipschitziane nel complesso delle variabili e soddisfino le (8) e (9).
Sia allora a il massimo numero (< a,) soddisfacente tutte le disugua-
glianze (%)

a
(11,) fNi tydt < & — iy, (t=1,2,..,m),
0
a
(11,) er @Wdat<b, (r=1,2,..,h),
0
—_—N

(45) Confrontando I'enunciato del presente TEOREMA IV con quello del TEOrREMA I si
vede che nel caso attuale, in cui il sistema & semilineare, non interviene la condizione
(11,) e cid perch® dal TeorREMA III segue che per il sistema semilineare (I') & a' =aq, . Si
tengano presenti anche le osservazioni fatte nella nota (15).
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mentre
/Mr(t)dt <b, (r=1,2..,h), per 0 <z <a.
0 4
Hsiste allora uno e un solo sistema di funzioni (II), definite nel campo
x 2
T: 0<zr<a, -——b,—{—/Mr(t)dtSyTSbr —fM(t)dt, (r=1,2,..,h),
0 0

i di classe G, soddisfacenti il sistema (I') in quasi tutto T, e soddisfacenti
le (IITI) per tutte le h-ple reali (y,, ... , Yr), appartenenti al campo R ».

La dimostrazione del presente TEOREMA IV & simile a quello del TEo-
REMA I; nel caso attuale si utilizza il risultato del precedente TEOREMA III,
mentre nella dimostrazione del TEOREMA I si erano utilizzati i risultati
conseguiti in (M,). Anche nel caso attuale valgono, in particolare, le osser-
vazioni fatte nel n. 3, a), b); in tutti i punti di quasi tutte le intersezioni
del campo T con una retta y, = cost., ... , y» = cost. le funzioni (II) soddi-
sfano il sistema (VI'). Si possono pure sviluppare considerazioni del tipo di
quelle fatte nel n. 3, c).



