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THEOREMES DE TRACE ET D’INTERPOLATION (I).

J. L. Lions (Nancy)

Introduction.

Soient D et E deux espaces de Banach, avec D c F algébriquement
et topologiquement, D étant dense dans F, et soient of (D) et 93 (H) deux
espaces de «fonctions» ou de distributions d’une variable réelle ¢ > 0 a
valeurs dans D et E respectivement. On considére l’espace des u € of (D) et
dont la dérivée du/dt (prise au sens des distributions vectorielles) cf. L.
Schwartz [1]) appartient a ’espace 9B (E). On peut alors, sous certaines
conditions, définir la «trace» u(0) de w & lorigine, et lorsque u varie —
en étant assujetti aux conditions ¢i dessus —, u(0) parcourt un « espace
intermédiaire » entre D et E. On appelle « théoréme de trace » tout résultat
caractérisant directement I’espace des traces, soit 7, ¢. e. l’espace engendré
par les « (0). Des problémes de ce type interviennent constamment dans la
théorie des problémes aux limites pour les équations aux dérivées partielles.
Et en outre, selon une remarque dégagée dans toute sa généralité par N.
Aronszajn, & tout théoréme de trace correspond un théoréme d’interpolation:
si D, C E, est un deuxiéme couple d’espaces de Banach, et si I’on construit
lespace des traces — disons 7T, — correspondant aux fonctions v € of (D,)
avec dv/dt€ 3 (E,), alors, si m est une application linéaire continue de D
dans D, et de F dans E,, elle est aussi une application linéaire continue
de T dans T,. (Il faut que 1(x)z applique continiment o (D) dans A (D,)
et B (E) dans P (H,).

On suppose essentiellement dans ce travail que le sous-espace D de F
est le domaine d’un générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement
continu et borné (cf. Hille Phillipe [1]), ou bien le domaine commun & une
famille finie de générateurs infinitésimaux commutatifs,

Des résultats d’interpolation trés généraux ont été obtenus tout récem-
ment par E. Gagliardo [3], [4], & l’aide de sa construction d’espaces inter-
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médiaires entre deux espaces de Banach. Les résultats de M. Gagliardo ne
supposent pas que D est domaine d’un générateur infinitésimal de semi
groupe (ni méme que D est contenu dans FE), et permettent de considérer
des opérateurs non linéaires. Par contre les espaces construits ici sont, dans
un certain nombre d’applications tout au moins, d’utilisation plus commode.
Il serait donc intéressant de savoir si tous les espaces que nous construi-
sons ici peuvent, ou non, entrer dans la théorie de M. Gagliardo.
D’autres problémes sont signalés dans le texte. Ajoutons ici le suivant:
D et B étant donnés comme ¢i dessus, quand D estil le domaine d’un
générateur infinitésimal d’un semi groupe (fortement continu, ou appartenant
a d’autres classes; cf. Hille Phillips [1])? Variante: quand D est-il le do-
maine d’un générateur infinitésimal d’une distribution semi groupe (cf. Lions
[2])? (La réponse est toujours affirmative — et facile — si D et K sont
deux espaces de Hilbert).
Voici le plan de cet article :
— nous donnons aux n° 1 et 2 les théorémes de trace ;
— le n° 3 donne les théorémes d’interpolation correspondants ;
— les n® 4, 5 et 6 donnent quelques applications; d’autres sont données
dans Lions [3] et des variantes seront données dans un article prochoin.

1. — Théordme de trace (I).

On considére un espace de Banach complexe E; sie€ F, || e| désignera
sa norme dans E. On désigne par .2(E , E) Vespace des applications linéaires
continues de F dans E; si n€ 2(H, E), ||« | désignera la norme de a.

On donne dans FE opérateur 4 non borné, fermé, de domaine D (A)
dense dans F; on munit D (4) de la norme

el +14el

qui en fait un espace de Banach.
On fera dans la suite I’hypotheése

’ DPopérateur A est générateur infinitésimal d’un semi groupe
8G
5 ( t— @ (t) fortement continu et borné,
i. e.:
quel que soit ¢ € H, la fonction ¢ — @G () e est continue de ¢ = 0 dans ¥ (fort),
avec G (0)e=¢, et en outre: |G (¢)||<M < oo.
Lorsque (SG) a lieu on peut construire des espaces intermédiaires entre
D (A) et F de la facon suivante:
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DEFINITION 1.1. — On donne p avec 1 < p< oo, et « avee — 1/p <

<a<1-—1/p.
On désigne par F(p,a,A) espace des ¢ € E tels que

(1.1) t=—1 (G (t) e — e) € L2 (0 , 0o , B) (1).

On munit cet espace de la norme

o0

1/p
1.2) el + (ft("-l)l’ 16 @) e—el? dt) ,

0

qui en fait un espace de Banach. (Modification évidente si p = oco)
Vérifions que

(1.3) DACE(p,a,d)CE,

les inclusions étant algébriques et topologiques.
I1 y a seulement & vérifier la premiére inclusion. Soit done e€ D (A);
alors t— G (t) e est continiment dérivable, de dérivée G (t) 4 e, donc

et par conséquent
lG@We—cll<M|aecl.

On en déduit, puisque a« > —1/p, que t*~1||G(t)e —el||€LP(0,1).
Comme on a également

|| G(t)e—e|| < (M4 1) el t+1,
et comme o <1 —1/p,
t-1]| @G (t)e—e| € L?(1,00),
ce qui démontre la premiére inclusion (1.3) algébriquement et topologique-

ment, la norme (1.2) étant majorée par K (||e| -+ || 4 e]).
Posons tout de suite de fagon précise un probléme auquel il est fait

allusion dans l’introduction :

(1) L? (a,b, E) désigne lespace des (classes de) fonctions de puissance p dme som-
mable sur (a,b) & valeurs dans FE.
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PROBLEME 1.1. — I’espace F (p,«, A) estil un espace d’interpolation
entre D (A) et E au sens de Gagliardo [3], [4], et pour quelle fonctionnelle
(en cas de réponse affirmative)? C’est vrai si « = 0; cf. Remarque 1.2 ¢i
dessous.

Posons maintenant la

DEFINITION 1.2. — On donne p avee 1 < p< oo et o avee — 1/p <
<a<1—1/p. On désigne par W(p,a, 4) 'espace des fonctions ¢ u(t)
telles que

(1.4) taueLr (0, 00, D (4)),
avec
(1.5) t« dujdte L2 (0, 00 5 B) (%).

On munit cet espace de la norme

0o

1/
( f 1o (|| w (8) ||? - || du (¢)/dt ||? dt) g

0

qui en fait un espace de Banach.

D’apres (%), si w€ W(p,a, ), alors ue L!'(0,T; D(A)) et du/dte L*(0,T; E),
quel que soit T fini; dans ces conditions »(0) a un sens, et € . On peut
done considérer ’application w—~u (0) de W{p,a, d) dans E.

Le premier théoréme de trace est le

THEOREME 1.1. — On suppose que Uhypothése (SG) a liew. On donne p
avee 1l < p<oo, et aavec — 1/p <o <<1—1/p. Alors Papplication linéaire
u—u (0) est continue de W(p,a,A) SUR B(p,a,Ad) ).

DEMONSTRATION.

1) L’application est continue dans E (p, o, A).

Posons, pour  donnée dans W(p,a,A):

dufdt — A w=Ff;
d’apres (1.4) et (1.5), on a:

(1.6) t*feL? (0,00, H).

(®) Si (1.4) a lieu u est localement sommable sur ]0,co[ & valeurs dans D (4) done
dans E, donc définit une distribution sur Vouvert ]0,co[ a valeurs dans E, on peut alors
(cf. L. Schwartz [1]) définir du/dt comme distribution sur ]0,co[ & valeurs dans E. En
fait de (1.4), de ’hypotheése — 1/p < a <1—1/p et de I'inégalité de Holder, résulte que
u€ Lt (0,7T;D(A4)) pour tout T fini.

(®) Le cas p=1, =0, est résolu par Gagliardo [2].
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Alors

t
w(t) = G(t)u(0)+fa<t—o)f(o>do;

si done lon pose u (0) =e¢, il vient

t t
Gt)e—e =fu’ (0) do ——[G(t—o)f(o) do (' = du/dt).
9 0

Par conséquent
L G (t) e —e|| < Fy(t) 4+ Fy(t),

t
7, ) = =1 [ || (o)) as,
0

t
7, (t)=t°"'1f|] Gt —o)| £ | do.
0

Mais si 'on pose:
trw =v,t0f=yg,

v et g sont dans L? (0, co; F) et

r

F, (t) = to—1 '/ o= v (o) || do,

0

t

F,(t) < Mt“‘lfo—“ | 9 (o) || do.
0

Alors, d’aprés une variante d’une inégalité de Hardy (cf. Hardy-Littlewood-
Polya [1], inégalité (9.9.8), p. 245):

fF‘ (t)r dt = ft(“—l)f’ (fo—“ [[ (o) || do)pdt <
0 0 0

<1ﬂ’(p—oc10-—1)"’f||v(t)||1”dt;
0
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(noter qu’il faut ici que « <1 —1/p), On a une inégalité analogue pour
F, ce qui démontre la premiére partie du Théoreme.
2) L’application est sur.
On donne maintenant ¢ dans H(p,a«,A) et on va construire » dans
W(p,a,A) tel que

(1.7) u(0)=e.
On introduit (*)

(1.8) v(t) =1t [G (o) edo;

0
on définit ainsi une fonction continue de'tz 0 dans E, avec
(1.9) v(0)=e.

Admettons un instant le
t

LEMME 1.1. — Pour ¢t > 0 quelconque, jG (o)do € L(E ; D (A) et

0

t
AfG(a)do: G (t) — I, I = identité.
0
Alors, v (t)€.D(A) pour t >0, et

Av(@t)=t"1(G(t)e —¢€);
par conséquent
trAv(t)y=1t"1(G (t)e —e)

appartient & L? (0, oo ; F), puisque e¢€ E (p,a, A).
Etudions maintenant v' = dv/dt; on déduit de (1.8) que

tw+4+v=_G({t)e, dou
t
vV=t"1(G(t)e—e)+tle — t—2fG(o)edo,

0
et finalement

(1.10) v=Adv—w,

4) Ceci est une adaptation d’une construction de Gagliardo [1].
P
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w(t)=t“2f(G(o)e—e)do.
0

On va vérifier que
(1.11) tov' € L? (0,003 E),

On a déja vérifié la propriété analogue pour t* A v; donc par (1.10) il
suffit de considérer ¢*w. On a:

t
| w () || <t /t“" || G(o)e—el do<<

0

4
gt—lfo“—lﬂ(}(o)e—e[[do,

0

\

et par conséquent, d’aprés I’inégalité de Hardy,

oo (=]

ft“l’“w(t) Pt < po (p — 1)—Pft(°‘—”l’ |6 tye—el?at,
0 0

ce qui démontre que t*w€ L? (0,00 ; F) et par conséquent démontre (1.11).
Si maintenant nous considérons la fonction

ol ¢ (t) est une fois contintiment différentiable dans ¢ = 0, nulle pour ¢
assez grand, et vérifie ¢ (0) = 1, 1a fonction » appartient & I’espace W(p,a,A)
et vérifie (1.7), ce qui achéve la démonstration du théoréme, sous réserve
de vérifier le lemme 1.1. Ceci est immédiat: si e€ D (4),

t

t t
A/G(o)edo:]zl G(a)edo:f%(G(o)e)do:G(t)e—e,
0 0

0

et Popérateur A étant fermé, ceci est vrai quel que soit ¢ € H, d’ou le Lemme.

REMARQUE 1.1. — On a en outre montré au point 2) de la démonstra-
tion qui précéde que l’on peut choisir une application e — Pe (= u) linéaire
continue de E (p,a, A) dans W (p,a,A) telle que Pe(0) = e.
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REMARQUE 1.2. — 8i « =0, il résulte de Gagliardo [2] et du théoréme
précédent que E(p,0,4) = (D (A)'~1r Blr, 1 < p < oo, avec les notations
de M. Gagliardo.

REMARQUE 1.3. — Les restrictions —1/p <o <1 —1/p sont néces-
saires. En effet, supposons d’abord que « = 1 — 1/p. Considérons la fonction
uw(t)y=gq(t)|logt|fe, o e€ D(A), q est une fois contintument différentiable,
nulle pour t >1,2, ¢q(0)=1, et 0B <<1—1/p. Alors (0) n’a pas de
sens et néammoins w € W(p,a,A). Contre exemple encore plus facile si
o>1—1/p. Supposons maintenant que « = —1/p. On choisit y avec
0 < y<1/p et on note que

]/2
|log (1/2) |7 w (1/2) — | log ¢ |7 u () =/%(|logo " u (o)) do ;

t

on vérifie que la fonction de droite est bornée dans F lorsque t—0, de
sorte qu’il en est de méme de |logt |’ u(t), de sorte que u (0)=0.
Méme conclusion si a < — 1/p.

2. — Théoreme de trace (II).

On va donner dans ce n® une variante du Théoréme 1.1.

On donne » opérateurs 4, ,4,, ..., 4, non bornés dans ¥, chaque 4; véri-
fiant (8G) (n° 1) i. e. étant le générateur infinitésimal d’un semi groupe
borné @, (t). On suppose que quels que solent ¢ et j et s et t =0, on a:
(2.1) Gi(s) Gj (t) = G5 (t) Gi (s).

Il en résulte que G;(t) applique D (4;) dans lui méme, et que

(2.2) 4; Gj(t)e = G;(t) 4;¢, pour e¢€ D (4;).

DEFINITION 2.1 — On désigne par W (p,«,4,,..,4,) Vespace des
fonctions w vérifiant

(2.3) ttu€Lr(0,00;D(4)), i=1,..,7,
et
(2.4) tou' € L?(0,00; E).

Comme précédemment, 1 <<p<oo,—1/p<<a<<1l—1/p.
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On munit W(p,a,4,,..,4,) de la norme

©o

(J

0

Ty 1/
lu@ e+ S 4@l + o @} ar)

DEFINITION 2.2. — On désigne par E(p,a,4,,..,4,) Dlespace des
e € B tels que

(2.5) t*"1(G,(t)e —e)€L? (0,003 E), i=1,..,7.
On munit cet espace de la norme

oo

=y 1/p
lell+ 2 ( [remeyia,0e—efea)”,
i==]1
0

qui en fait un espace de Banach.
Si on désigne par D (4,,..,4,) Pespace des e € D (4;) pour 4 =1,...,»
muni de la norme

lell+ 2 || 4ie]
qui en fait un espace de Banach, on a

D(Ai;-"7AV)CE(p,“7A17"'7Av)CE'

On va maintenant démontrer le

THEOREME 2.1. — On suppose que chaque 4; vérifie (SG) n° 1 et que
(2.1) a liew. L’application linéaire u —~ w (0) est continue de W (p,a,4,,..,4,)
SUR E(p,a,4,, . ,4,).

DXMONSTRATION.

Compte tenu du Théoréme 1.1, il y a seulement & montrer que Pappli-
cation est sur. Soit donc ¢ dans F (p,a,4,,..,4,). On va coustruire u
dans l’espace W (p,a,4,,..,4,), vérifiant » (0) = e. On va poser

t

H; (t) = t1 / G; (o) do ,
0
et (%)
v(t)=H, (t) Hy (t) .. H,(t)e.
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On va se borner & » = 2, ce qui suffira. Notons que tous les H; (f) com-
mutent aux @,(¢); d’aprés le-lemme 1.1,

4; Hy (b)) ="t (G; (¢) — I),
et enfin, comme || G; (t) || << M;, on a || H; () | < M;.
Ceci posé,
4,0 ()= H, (t) 71 (G, (t) e — )

done

[Agv @) | <Myt || G (E) e — e,
ce qui montre déja que
(2.6) ted, veLr (0,003 H), i=1,.,7.

Considérons maintenant v’ () :

v (8) = w, (1) + w, (2) , oW wy () = Hy () Hy(t)e, wy (t), = H, (t) Hz (¢) e

On va montrer que
(2.7) v €LP(0,00; H).

Il suffit de montrer que
(2.8) tew, € L? (0,00; E).

D’apres le point 2) de la démonstration du Théoréme 1.1, on a

H{ (t) = 4; Hi(t) — t_zf(Gi (6) — I) do,
0

donce
—_— 1 2 N
w, = w} —+ w}, ou

w0 = 4 Iy (0 Ha (10, w0} €)= [ (6,0 — 1)y (0 edo.

D’aprés (2.6), t* w! € L? (0, oo ; E); il reste seulement a évaluer w?; comme
| Hy(t) || < M,, on a:

i t
|0} @) ] < M, t_2f||Gx(o)e——eHdo£M2t_1—°‘fo—l+“ | G (0)e—e] da
0

0
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de sorte que Yinégalité de Hardy montre que t* w% € L? (0,00 ; E) Ceci
démontre (2.7). On termine comme au Théordme 1.1 en considérant u (1) =
= ¢ (¢) v (¢).

On a des remarques analogues aux remarques 1.1, 1.2 et 1.3.

3. — Théordme d’interpolation.

On considére un deuxiéme espace de Banach E!; dans cet espace, on
donne une famille d’opérateurs 4!, 4,..., 4!, ayant des propriétés analogues
aux 4;, n® 2,

TEOREME 3.1. — On suppose que les A, et AL sont génératewrs infinité-
simaux de semi groupes commutatifs. On donne n€ 2(E; ) et € L(D(4,); D(4))),
pour t=1,..,v. Dans ces conditions, quels que soient p et a, avec 1 < p < co
et —1p<<a<<1l—1/p, on a:

RELE(pyaydyeyd); BH(p,a,d,..,4).

DEMONSTRATION ().

Soit ¢ donné dans B (p, o, 4, ,..,4,); soit Pe€ W(p,a,4, ,..,4,)
tel que l’application e —~ Pe soit continue et que Pe(0)=e (cf. Remarque
1.1). Vu les propriétés de =, la fonction = Pe est dans W (p,a, 4!,..., 1) et
d’aprés la partie directe du Théoreme 2.1, (= Pe)(0) appartient a ’espace
B'(p,«,4!,..., 4}), Vapplication ¢ —(x Pe) (0) étant continue. Mais (z Pe)(0) =
=mne, dou le Théoréme. ,

Cette démonstration conduit naturellement au probléme suivant, que
nous n’avons pas pu résoudre :

PROBLEME 3.1. — Donner une démonstration directe du Théoréme 3.1,
i. e. sans passer par les théorémes de trace. Il est tres probable qu’une
telle démonstration donnerait des résultats d’interpolation dans des espaces
construits & Paide des @;(t) mais n’ayant pas nécessairement d’interpréta-
tion comme espaces de traces.

4. — Applications (I).
Nous considérons I’espace B = L?(R"); si # = (»,,...,®,) € B* on con-
sidere
4y = 80w,

(®) Cette démonstration, donnée pour la commodité du Lecteur, est analogue a la dé-
monstration du Théordme 4.1 de Lions [1]. Comme on a déja signalé, I'idée de la démon-
stration a é6t6 dégagée en toute généralité par M. Aronszajn (communication personnelle).
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générateur infinitésimal du groupe @;(t) défini par

Gi (t)f(w) =f(.l’1 yoeo gy Xigy Xy _I— t g Lig1 g eee 7“/'1:) .

On est visiblement dans les hypothéses du Théoreme 2.1. IL’espace
D, ,4,,..,4,) coincide avec lespace de Sobolev [1], HL9 (R™), des fonc-
tions f€ L7 (R™) ainsi que leurs dérivées faibles of/ow;.

Interprétons ’espace W (p,0,4,,..,4,).

On considére dans R">< R, Pouvert £:

={x,t|t>0}.

Dans ces conditions «u € W(p,0,4,,..,4,)» équivaut a:

9
(4.2) % we IP 12 ().

Le Théoreme 2.1, avec o = 0, montre donc que Vapplication v —u (x , 0) est
continue de Vespace des u vérifiant (4.1), (4.2) SUR UVespace des fonction f
telles que

(4.3) fe L (By),

p/q

6.4 tf’ flfw‘, y& 4, wn)—f(w)lqu) dt < oo,

\ 'L=1,...,n.

Pour p = ¢, c’est le Théoréme de Gagliardo [1] (out en outre est résolu
le cas p=1).

REMARQUE 4.1.

Un résultat plus général (contenant Slobodetskii [1]) est annoncé dans
Lions [3].

»lq
(8 fe LP LI(2) équivaut /( ]f(x,t)|qdm) dt < co.

n
0 Ra;
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5. — Applications (II).

On donne E et les 4; comme au n° précédent. On va appliquer le Théo-
réme 2.1 avec a =0, —1/p<<a<1—1/p.
L’hypothése « u€ W(p,a,4,,..,4,)» équivant &

(5.1) t*u , t* gu/dx, € LP L1(92),
et
(5.2) g_“ € L7 11 (Q).

Per conséquent Vapplication w—u(x,0) est continue de Pespace des u
vérifiant (5.1) et (5.2) SUR Vespace des fonctions f telles que

(6.3) Sfe Li(R),

/
Y %f to=re flf s ey 8 by ) — S (o) ) < oo,
(5.

t=1,..,n.

Dans le cas particulier p =¢ =2, 0 <a < 1/2, c’est un résultat de
Vacharin [1].

REMARQUE 5.1

Les espaces de fonctions f vérifiant (5.3) et (5.4) ont été introduits par
J. Peetre [1], Appendice; M. Peetre étudie le cas p =2, ¢ 2, en vue
de la résolution d’un probléme d’hypo-ellipticité non linéaire,

6. — Applications (III).
Considérons sur un ouvert £ de R" Vespace F=I11(02), 1 <q<oo.

On considére sur £ une fonction « ~ M (x) continue positive, et le semi-groupe
G (t) défini par

(6.1) G @) f(x) = exp (— tM (x)) f (x)
Le générateur infinitésimal est donné par:
(6.2) Af @) =— M @) [ (@),

pour les fonctions f € I (©2) telles que Mf € L7 (Q).
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L’espace B (p, «, A) est alors 'espace des f€ L7 (Q) telles que

(e}

(6.3) f o= ( f | 6 () @) — f @) |¢ aw)”’th < oo.
0 Q

La condition (6.3) se simplifie si I’on choisit p = ¢ . On obtient ceci :
la condition nécessaire et suffisante pour que f€ E (¢, a , A4), —1/g<a <1—
— 1/q est que f€ L2 () et que

(6.4) [ o dr <.
Q2

On obtient ainsi les espaces intermédiaires entre les L¢ pour des me-
sures différentes ; cf. B. Gagliardo [4]. Appliqué au cas ¢i dessus, le Théo-
réme 3.1 donne une partie des résultats de E. M. Stein- G. Weiss [1]; cf.
également Gagliardo [4].
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