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THÉORÈMES DE TRACE ET D’INTERPOLATION (I).
J. L. LIONS ~Nancy)

Introduction.

Soient P et .E deux espaces de Banach, avec D c E algébriquement
et topologiquement, D étant dense dans E, et soient nl (D) et ’) deux
espaces de « fonctions » ou de distributions d’une variable réelle t &#x3E; 0 à
valeurs dans D et E respectivement. On considère l’espace des u E nl (D) et
dont la dérivée duldt (prise au sens des distributions vectorielles) cf. L.

Schwartz [1]) appartient à l’espace On peut alors, sous certaines

conditions, définir la « trace » u (0) de u à l’origine, et lorsque u varie -

en étant assujetti aux conditions çi dessus - , u (0) parcourt un « espace
intermédiaire » entre D et .E. On appelle « théorème de trace » tout résultat
earactérisant direetem,ent l’espace des traces, soit T, i. e. l’espace engendré
par les u (0). Des problèmes de ce type interviennent constamment dans la
théorie des problèmes aux limites pour les équations aux dérivées partielles.
Et en outre, selon une remarque dégagée dans toute sa généralité par N.
Aronszajn, à tout théorème de trace correspond un théorème d’interpolation:
si Dl C Et est un deuxième couple d’espaces de Banach, et si l’on construit

l’espace des traces - disons Ti - correspondant aux fonctions v E sIl (Dl)
avec dvldt E cf3 (.E1), alors, si 1l est une application linéaire continue de D

dans Dl et de E dans y elle est aussi une application linéaire continue
de T dans T~ . (Il faut que 1 cg) n applique continûment A (D) dans A (Dl)
et Cf3 (E) dans 93 (Ei))· 

.

On suppose essentiellement dans ce travail que le sous-espace .D de E

est le domaine d’un générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement

continu et borné (cf. Hille Phillipe [1]), ou bien le domaine commun à une
famille finie de générateurs infinitésimaux commutatifs.

Des résultats d’interpolation très généraux ont été obtenus tout récem-
ment par E. Gagliardo [3], [4], à l’aide de sa construction d’espaces inter-
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médiaires entre deux espaces de Banach. Les résultats de M. Gagliardo ne

supposent pas que D est domaine d’un générateur infinitésimal de semi

groupe (ni même que D est contenu dans E), et permettent de considérer
des opérateurs non linéaires. Par contre les espaces construits ici sont, dans
un certain nombre d’applications tout au moins, d’utilisation plus commode.
Il serait donc intéressant de savoir si tous les espaces que nous construi-

sons ici peuvent, ou non, entrer dans la théorie de M. Gagliardo.
D’autres problèmes sont signalés dans le texte. Ajoutons ici le suivant:

D et .E étant donnés comme çi dessus, quand D est-il le domaine d’un

générateur infinitésimal d’un semi groupe (fortement continu, ou appartenant
à d’autres classes ; cf. Hille Phillips [1]) # Variante : quand D est. il le do-

maine d’un générateur infinitésimal d’une distribution semi groupe (cf. Lions

~2]) ~ (La réponse est toujours affirmative - et facile - si D et E sont

deux espaces de Hilbert).
Voici le plan de cet article :

- nous donnons aux n° 1 et 2 les théorèmes de trace ;
- le n° 3 donne les théorèmes d’interpolation correspondants ;
- les n° 4, 5 et 6 donnent quelques applications; d’autres sont données

dans Lions [3] et des variantes seront données dans un article prochoin.

1. - Théorème de trace (1).

On considère un espace de Banach complexe jE7 ; si e E E, y Il e Il désignera
sa norme dans E. On désigne par £ (E, .E) l’espace des applications linéaires
continues de E dans. E ; si désignera la norme de ~c.

On donne dans jE7 opérateur ~1 non borné, fermé, de domaine 

dense dans .E ; on munit D (A) de la norme

qui en fait un espace de Banach.
On fera dans la suite l’hypothèse .

1. e.. .

quel que soit e E .E, la fonction t -~ G (t) e est continue de t ~ 0 dans .E (fort),
e, y et en oo .

Lorsque (SG) a lieu on peut construire des espaces intermédiaires entre
D (~1) et E de la façon suivante :
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DÉFINITION 1.1. - On donne p avec 1 ~ p  oo , y et a 

On désigne par E ( p ~ a, A) l’espace des e E .E tels que

On munit cet espace de la norme

qui en fait un espace de Banach. (Modification évidente si p = oo) 
’

Vérifions que

les inclusions étant algébriques et topologiques.
Il y a seulement à vérifier la première inclusion. Soit donc e E D (A) ;

alors t - G (t) e est continûment dérivable, de dérivée G (t j A e, donc

et par conséquent

On en déduit, puisque
Comme on a également

et comme

ce qui démontre la première inclusion (1.3) algébriquement et topologique-
ment, la norme (1.2) étant majorée par e 11).

Posons tout de suite de façon précise un problème auquel il est fait

allusion dans l’introduction :

(1) LP (a , b , E) désigne l’espace des (classes de) fonctions de puissance p ème som-
mable sur (a, b) à valeurs dans E.
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PROBLÈME 1.1. - L’espace .~ (~ , a , ~1) est-il un espace d’interpolation
entre D (~1) et .~ au sens de Gagliardo [3], [4J, et pour quelle fonctionnelle

(en cas de réponse affirmative)? C’est vrai si oc = 0 ; cf. Remarque 1.2 ci
dessous. 

1

Posons maintenant la

DÉFINITION 1.2. - On donne p avec 1  ~  oo et a avec - 1/p 
 a  1 2013 1/p . On désigne par W ( p , a , ~1) l’espace des fonctions t - u (t )
telles que

On munit cet espace de la norme

qui en fait un espace de Banach.
D’après (2), si alors u E .L1 (o, T ; D (A)) et 

quel que soit T fini ; dans ces conditions u (0) a un sens, et E E. On peut
donc considérer l’application u - u (0) de -W (_p , a , A) dans E.

Le premier théorème de trace est le
THÉORÈME 1.]. - On suppose que l’hypothèse (SG) ac lieu. On donne p

avec 1 [~  00, et a avec 2013 1/p  a  1 - 1 Ip. Alors l’app lication linéaire

u - u (0) est continue de W (_p , a , A) SUR .E (.p , a, A) (3).
DÉMONSTRATION. ,

1) L’application est continue dans .E ( p , a , ~1).
Posons, pour u donnée dans W (p , a , A) :

d’après (1.4) et (1.5), on a :

(2) Si (1.4) a lieu u est localement sommable sur ] 0, oo [ à valeurs dans D (tl) donc
dans E, donc définit une distribution sur l’ouvert ] 0 , oo [ à valeurs dans E, on peut alors
(cf. L. Schwartz [1]) définir du~dt comme distribution sur ) 0 , oo [ à valeurs dans E. En
fait de (1.4). de l’hypothése - 1/p  a  1 - llp et de l’inégalité de Holder, résulte que
u E Li (0 , T ; D (d)) pour tout T fini.

(3) Le cas p =1, a = 0 , est résolu par Gagliardo [2].
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Alors

si donc l’on pose u (0) = ~ y il vient

Par conséquent

où

Mais si l’on pose :

v et g sont dans .L~ (0 , oo ; .E) et

Alors, d’après une variante d’une inégalité de Hardy (cf. Hardy-Littlewood-
Polya [1], inégalité (9.9.8), p. 245) :
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(noter qu’il faut ici que a  1 - 1/p). On a une inégalité analogue pour
.~2 ce qui démontre la première partie du Théorème.

2) L’application est sur. 
On donne maintenant e dans E ( p , a, ~1) et on va construire u dans

W(.P,«, A) tel que

On introduit (4)

on définit ainsi une fonction continue de ~ t ~ 0 dans E, avec

Admettons un instant le

LEMME 1.1. - Pour t &#x3E; 0 quelconque,

par conséquent

appartient à LP (0 , 00 ; .E ), puisque e E E ( p , a , ~1).
Etudions maintenant on déduit de (1.8) que

et finalement

(4) Ceci est une adaptation d’une construction de Gagliardo (1 J.
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où

On va vérifier que

On a déjà vérifié la propriété analogue pour donc par (1.10) il

suffit de considérer taw. On a : 
’

et par conséquent, d’après l’inégalité. de Hardy,

ce qui démontre que ~~6Z/~(0,oo~~7) et par conséquent démontre (1.11).
Si maintenant nous considérons la fonction

où g (t ) est une fois continûment différentiable dans t &#x3E; 0, nulle pour t
assez grand, et vérifie q (0) = 1, la fonction u appartient à l’espace W (p , a, A)
et vérifie (1.7), ce qui achève la démonstration du théorème, sous réserve
de vérifier le lemme 1.1. Ceci est immédiat : si e E D (A),

et l’opérateur d étant fermé, ceci est vrai quel que soit e E E, d’où le Lemme.
REMARQUE 1.1. - On a en outre montré au point 2) de la démonstra-

tion qui précède que l’on peut choisir une application e -~ Pe (= u) linéaire
continue de E ( p , a ~ A) dans W (p , a, d ) telle que Pe (0) = e.
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REMARQUE 1.2. - Si a = 0, il résulte de Gagliardo [21 et du théorème
précédent que E (p , 0 , = (D (A))1-l’P 1  p  oo, avec les notations

de M. Gagliardo.
REMARQUE 1.3. - Les restrictions -1 ~p  1 - l/p sont néces-

saires. En effet, supposons d’abord que a = 1 - 1 /p. Considérons la fonction
u (t) = q (t) log t B,8 e, où e E D () , y q est une fois continûment différentiable,
nulle pour t ~ 1, 2 , q (0) =1, et 0  fl  1 - 1 /p. Alors u (0) n’a pas de
sens et néammoins u E Contre exemple encore plus facile si

a &#x3E; 1 - 1/p. Supposons maintenant que a == 2013 1/p. On choisit y avec

et on note que

on vérifie que la fonction de droite est bornée dans .E lorsque t - 0, de
sorte qu’il en est de même de log t ly u (t), de sorte que u (0) = 0 .

Même conclusion si a 

2. - Théorème de trace (II).

On va donner dans ce n° une variante du Théorème 1.1.

On donne v opérateurs Ai’ ~2 , ... , Av non bornés dans E, chaque véri-
fiant (SG) (n° 1) i. e. étant le générateur infinitésimal d’un semi groupe
borné G, (t). On suppose que quels que solent i et j et s et t é 0 , y on a :

Il en résulte que applique D (Ai) dans lui même, et que

DÉFINITION 2.1 - On désigne par yY (~ , a , !11, ... , ~v) l’espace des

fonctions u vérifiant

et

Comme précédemment~
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On munit W (~ , a , ..., Aw) de la norme

DÉFINITION 2.2. - On désigne par E ( p , a ~ Ai , ,.. , Aw) l’espace des

e E E tels que

On munit cet espace de la norme

qui en fait un espace de Banach.
Si l’on désigne par D ... , Aw) l’espace des e E D pour

muni de la norme

qui en fait un espace de Banach, on a

On va maintenant démontrer le
THÉORÈME 2.1. - On suppose que chaque Ai vérifie (8G) n° 1 et que

(2.1 ) a lieu. L’application linéaire u - u (0) est continue de W ( p , a , AI ... , ~y)
SUR .E(ya,~s,...,w).

DÉMONSTRATION.

Compte tenu du Théorème 1.1, il y a seulement à montrer que l’appli-
cation est sur. Soit donc e dans E ( p , a, Ai , ... , Aw). On va construire u
dans l’espace W ( p , a, Ai , ..., vérifiant u (0) = e. On va poser

et (4)
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On va se borner à v = 2, ce qui suffira. Notons que tous les Hz (t ) com-
mutent aux d’après 1e-lemme 1.1,

et enfin, comme 1
Ceci posé,

donc

ce qui montre déjà que

Considérons maintenant v’ (t) : 1

On va montrer que

Il suffit de montrer que

D’après le point 2) de la démonstration du Théorème 1.1, on a

donc

D’après (2.6), ta wl E LP (0 , oo ; .E); il reste seulement à évaluer w2; comme
11 -U2 (t ) Il :::;: M2 , on a :
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de sorte que l’inégalité de Hardy montre que ta wî E LP (0 , oo ; E). Ceci

démontre (2.7). On termine comme au Théorème 1.1 en considérant u (t) =

= q (t) v (t).
On a des remarques analogues aux remarques 1.1 ~ 1.2 et 1.3.

3. - Théorème d’iiiterpolation.

On considère un deuxième espace de Banach El; dans cet espace, on
donne une famille d’opérateurs A’ A’ , ayant des propriétés analogues
aux Ai, nO 2.

TÉORÈME 3.1. - On suppose que les Ai et A~ sont générateurs infinité-
simaux de semi groupes commutatifs. On donne nEE(E;E.) et 
pour i = 1,..., v. Dans ces conditions, quels que soient p et a, avec 1 ~  oo

et - 1/p  a  1 - 1/p, on a :

DÉMONSTRATION (5).
Soit e donné dans E ( p , a, ... , ~v) ; soit Pe E W ( p , a , AI ... , Av)

tel que l’application e - Pe soit continue et que Pe (0) = e (cf. Remarque
1.1). Vu les propriétés de ~, la fonction n Pe est dans W ( p , a , ~li , AI) et
d’après la partie directe du Théorème 2.1, (n Pe) (0) appartient à l’espace
Ei (p, ex , ~ii , ... , 41), l’application e - (n Pe) (0) étant continue. Mais (n Pe) (0) =

d’où le Théorème. 
,

Cette démonstration conduit naturellement au problème suivant, que
nous n’avons pas pu résoudre :

PROBLÈME 3.1. - Donner une démonstration directe du Théorème 3.1,
i. e. sans passer par les théorèmes de trace. Il est très probable qu’une
telle démonstration donnerait des résultats d’interpolation dans des espaces
construits à l’aide des Gi (t) mais n’ayant pas nécessairement d’interpréta-
tion comme espaces de traces.

4. - Applications (1).

Nous considérons l’espace E _ Lq (Rn); si x = ... , oen) E on con-

sidère .

A n__

(5) Cette démonstration, donnée pour la commodité du Lecteur, est analogue à la dé-
monstration du Théorème 4.1 de Lions [1]. Comme on a déjà signalé, l’idée de la démon-
stration a été dégagée en toute généralité par M. Aronszajn (communication personnelle).
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générateur infinitésimal du groiipe défini par

On est visiblement dans les hypothèses du Théorème 2.1. L’espace
D (1, , ... , .,) coincide avec l’espace de Sobolev [1], HI,q (R n), des fonc-

ainsi que leurs dérivées faibles 

Interprétons l’espace W (_p , 0, ... , ~n).
On considère dans l’ouvert 3:

x c

Dans ces conditions « u E W (~ ~ 0 , Ai , ... , équivaut à :

Le Théorème 2.1, avec a = 0, montre donc que l’application u - u (x ~ 0) est
continue de l’espace des u ,vérifiant (4.1), (4.2) SUR l’espace des fonction f
telles que

Pour p = q, c’est le Théorème de Gagliardo [1] (où en outre est résolu
le cas p =1).

REMARQUE 4.1.
Un résultat plus général (contenant Slobodetskii [1]) est annoncé dans

Lions [3].



401

5. - Applications (II).

On donne .E et les ~i comme au n° précédent. On va appliquer le Théo-
rème 2.1 avec oc 4= 0 ~ 2013 l/~;ocl2013 1/p.

L’hypothèse « u E W ( p , a , Ai , ... , équivant à

et

Per conséquent l’application u - u (x ~ 0) est continue de l’espace des u
vérifiant (5.1) et (5.2) SUR l’espace des fonctions f telles que

Dans le cas particulier p = q = 2, 0  a  1/2, c’est un résultat de

Vacharin [1].
REMARQUE 5.1
Les espaces de fonctions f vérifiant (5.3) et (5.4) ont été introduits par

J. Peetre [1], Appendice ; M. Peetre étudie le cas p = 2, q ~ 2 ~ y en vue
de la résolution d’un problème d’hypo-ellipticité non linéaire.

6. - Applications (III).

Considérons sur un ouvert S2 de Rn l’espace .~ = .Lq (2) , 1 Ç q  oo .

On considère sur Q une fonction s - M (x) continue positive, et le semi-groupe
G (t ) défini par

Le générateur infinitésimal est donné par :

pour les fonctions f E telles que Lq (G).
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L’espace E (p , a, ~1) est alors l’espace des f E L~ (S~) telles que

La condition (6.3) se simplifie si l’on choisit p = q . On obtient ceci :

la condition nécessaire et suffisante pour que f E E (q, A), -1/q  oc  1-

- 1/g est que f E Lq (il) et que

’ 

On obtient ainsi les espaces intermédiaires entre les Lq pour des me-

sures différentes ; cf. E. Gagliardo [4]. Appliqué au cas çi dessus, le Théo-

rème 3.1 donne une partie des résultats de E. M. Stein- G. Weiss cf.

également Gagliardo [4]. ~
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