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SUI PROBLEMI AL CONTORNO PER SISTEM1
DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL TIPO
DELL’ELASTICITA - (parte II)

di SERGIO CAMPANATO (Genova)

Questo lavoro costituisce la seconda parte di una Memoria dallo stesso
titolo, recentemente pubblicata su questa rivista, nella quale sono state
trattate le questioni esistenziali relative ai problemi al contorno misto e di
trasmissione per i sistemi di equazioni differenziali lineari, che generalizzano
il sistema dell’elasticita,

(L1 4 (00) = — S 85 (O 8 ()
Q00 (1) = (5 (0) e, i) con s () = 5 (52 + 3%:) o St)

PPaggiunto formale di Sy (w).

A quella Memoria facciamo riferimmento per quanto riguarda la nomen-
clatura, la bibliografia e ogni richiamo necessario (*).

Questo lavoro consta di tre capitoli. Nel primo ci occuperemo della
coercivita (cfr. n. 1) delle forme

(1.2) a(u,v) —'—‘fzhk_ahk S (u)>< 8y, (v) do
2

e

(L.3) a(u,v) =/2hkAhk-Dku > Dy vdx
2

agssociate all’operatore A (u). Nel secondo e terzo capitolo ci occuperemo
rispettivamente dei teoremi esistenziali e della teoria di Riesz-Fredholm
per i problemi al contorno relativi all’operatore A (w) -+ A u e della regola-
rizzazione delle soluzioni « deboli» dei problemi (3,I) (4,I) (6.I) e (6.1I) di (N).

(*) Per brevitd nel seguito si fard riferimento a quella Memoria con il simbolo (N).
I numeri fra [ ] si riferiscono alla bibliografia riportata in (N).

1. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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CAP. I

COERCIVITA DELLE FORME o (u,v) E a(u,v).

1. La trattazione svolta nei nn. 3 e 4 di (N) ha messo in rilievo I'im-
portanza di assegnare condizioni algebriche sull’operatore A (u) e condizioni

di regolarita sull’aperto £ atte ad assicurare che le forme a (2, v) e?i(u,v)
soddisfano relazioni quali le (3.5), (3.6), (4.2), (4.3), (4.4) di (N). Queste relazioni
non solo, come si & visto, sono alla base dei teoremi esistenziali, ma sono
di essenziale importanza anche per la successiva regolarizzazione delle so-
luzioni «deboli» [cfr. [12] e il n. 6].

Condizioni algebriche per la validita delle relazioni (3.6), (4.3), (4.4) di (N)
sono giaistate date nei nn. 3 e 4 di (N) [cfr. le (3.7) e (4.6) - (N)].

Riprenderemo ora il problema per quanto riguarda la forma ’t\t’(’u ,V) e
cercheremo di stabilire delle condizioni sufficienti per la validita delle (4.2),
(4.3) e (4.4)-(N); da quanto diremo perd si potranno trarre risultati anche
per la forma & (w,?) e le maggiorazioni (3.5) e (3.1)- (N).

Secondo una terminologia introdotta da Aronszajn (3), considerato il
sottoinsieme di O1(£)* dei vettori che appartengono a O, (.(—2,Rn)" diremo

che la forma a (w,v) € coerciva su D, (@,R,,)” se esistono due costanti c e
Coy 6>0 ¢ ¢y=0, tali che

(1.1) Rea(w,u)=cllu “311(32)" — o || e f;

per ogni w€ D, (L2, R,)"; diremo poi che a (w,v) é fortemente coerciva su
Dy (2, R,)™ se 2y =10 cioé se per ogni w €Dy (2, Ry)"

(1.2) Re'n (w,u)=c| ”ip(.{z)"

Poich®, se le maggiorazioni (1.1) e (1.2) valgono in ), (@,R,,)”, esse
valgono necessariamente anche in W= (chiusura di 9, (?),Rn)” rispetto
alla norma di H' (2)") nel seguito, per brevitd, parleremo spesso di coercivita
e coercivita forte di g(u,v) su W».

Osserviamo che dalla (1.2) segue immediatamente la (4.2) di (N).

(®) N. ARONSZAIN — « On coercive integro — differential quadratic forms,» Conference
on Partial Diff. Equations, University of Kansas, 1954, Technical Report No. 14 pp. 94 106.
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Oi occuperemo, ora, della coercivita della forma a(u,v) su W™ ; osser-

veremo alla fine qualche caso in cui si ha anche la coercivita forte di E(fu,,'v)
su Wn.

Il procedimento che applicheremo & una estensione ai problemi al con-
torno misto e di trasmissione per operatori vettoriali 4 (w) del metodo esposto
recentemente da S. Agmon in [1]; i risultati che daremo sono analoghi a
quelli ottenuti da quell’Autore per una singola equazioue differenziale lineare
di ordine 2m, *

Premettiamo in questo numero alcuni teoremi relativi alla coercivita
di forme assegnate su una semiretta, su un semispazio e su una semisfera,
che ci saranno utili successivamente.

Sia 2 una variabile reale e R}" il semiasse delle = 0. Indichiamo con
C{" la classe dei vettori complessi, ad n» componenti, di classe 1 in R e
ivi di quadrato sommabile con la loro derivata prima : CTECI(RT)"HH YRy,
Per ogni coppia di vettori u,vE(f}" consideriamo la forma (3)

+oo0
1 -
(1.8) I'(u,v) =f2hk Ty D¥u >< Dh w da
0

0

dove le I7; sono matrici costanti complesse di ordine n.

TrEOREMA (1. I) — Condizione sufficiente percheé

(1.4) Rel'(w,u)=c||uw “?11(R1+)”

(¢ >0 indipendente da u) nella classe dei vettori uE(f;l' nulli per =20, ¢&
che per ogni numero reale A ¢ per ogni vettore complesso M= (14, ,%g , s y Y
risulti

1 —_ n
(1.5) Re Sni i(k—h) Ty AltE nNxXN=c¢ o} —I— }.2) 2 I i |2 .
0 1

Infatti se uEéi", ed & nullo per # =0, si pud prolungare su tutto
I’asse reale Ri" ponendo # =0 per x< 0 in modo che w€ H!(R,)" e il
vettore ¢ , cosl prolungato, ammette un trasformato di Fourier w (£). Allora

~

k
@ Dku=d—:.
dx
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nell’ipotesi che valga la (1.5) si ha:

—
3“11(“;“)=[5i@21'hkfhk5(’°—h)§h+"/z;X;d&'z
J 0
+o0
2c/(1+§2>|e?(z) P aE—cllw
TEOREMA (1. IT) — Condizione sufficiente perché valga la (1.4) in CF, &
che valga la (1.5) e inoltve
(1.6) Re'(uw,u)>0

per ogni w€ it , non identicamente nullo, soluzione del sistema
1 —
1.7) S i Ty + o) D¥HEuw =0
0
Infatti Vipotesi (1.5) implica che per un 1 reale qualunque sia

1 —
(1.8) det || Sy i (T + L) ABFE)
0

>0

per cui se cerchiamo un sistema fondamentale di soluzioni di (1.7) del tipo
B ¢*®, con B vettore costante e 1 numero complesso, ’equazione « caratte-
ristica » cui si perviene non ha, in virta di (1.8), radici reali.

Siano allora 4,,4,,...,4; le radici dell’equazione caratteristica aventi
parte immaginaria positiva, di molteplicita rispettivamente p,,p,,..., ps con
P, + Pz + . 4+ pr =mn. Ogni vettore v € soluzione di (1.7) si pud seri-
vere nella forma

h .
(1'9) v = Zj Cj O (w) eujw
1

con ¢; costanti numeriche ed a; vettori a componenti polinomiali di grado
(pji-1) (j=1,2,..,h). Dimostriamo che ogni vettore w € C; si pud decom-
porre nel seguente modo :

(1.10) w=u,+ v

con v del tipo (1.9) e uy€ €} e nullo per z=10.
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Infatti il vettore v si determina imponendo che sia del tipo (1.9) e che
soddisfi alla condizione

(1.11) v (0) = 1§, ¢; a;(0) = w (0)

Si osservi che la (1.11) determina univocamente le costanti ¢;(j =1,
2,..,n) in quanto la matrice || «;(0) | (¢,j=1,2..h) ha caratteristica h
altrimenti esisterebbe un vettore v, non nullo, del tipo (1.9), soddisfacente
la condizione v (0) =0, il che & assurdo.

Determinato v nel modo ora detto, il vettore 2z, si ottiene per differenza:

Osserviamo ora che la condizione (1.6) implica che
h iAo iAo -
%sjgia['(xse s, aied)es ;>0

ossia il primo membro & una forma hermitiana definita positiva nelle {c;}
(j=1,2—h). Quindi per ogni v del tipo (1.9) si avrad:

h
(1.12) Re'(v,v) =0 Zl‘j [ejP=e v ”HI(CRil')”
Tenuto conto della (1.10) si ha per ogni w €

Re I'(w ,u) = Re I'(wy , wy) + Ke I'(v, v) + 2 Re I'(uy , v)

e poich®, come si prova con immediate integrazioni per parti, Re I" (v, v) =0
si ha la tesi in virtt della (1.12) e del teorema (1. I).
OSSERVAZIONE. — Alla condizione (1.6) si pud dare una forma algebrica.
Supponiamo per semplicita che le radici dell’equazione « caratteristica »
siano semplici (» un risultato analogo, sia pure pill complicato, si arriva an-
che nell’ipotesi contraria) e siano i, 4, ... 4,, quelle a parte immaginaria po-
sitiva. Ogni v € €} soluzione di (1.7) si potrd scrivere nella forma

"” U.Jw
v=J;¢ %je
4
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con ¢; costanti arbitrarie e a«; vettori costanti opportuni. Di qui, tenuto
conto che

+oo
ei(l,—ih)m Qo — ? _ .
A — Iy
0

8i ha:

n 1 — — — —_
113) &I, 0)=Zp —=2n =% (D + Ti) ¢j on 4 A & >< ot

1 i — A k]

,Qm'ndi la (1.6) squivale ad affermare che la (1.13) é > 0 per ogni vettore
(€15 Cyy+eeyCn) mon nullo.

Passiamo ora a forme, sempre a coefficienti costanti, assegnate in un
semispazio ad n > 1 dimensioni. Indichiamo con R; 9l semispazio delle w,, =0
e con &F la classe di vettori w ad n componenti definiti in Rt ivi di
classe 1 e di quadrato sommabile con le derivate prime: & = Ot (R4)"NHL(R)".

In &F copsideriamo la forma

n N
(1.14) F(u, v) =f2hthkau < Dy v dx
1
Ry

dovo le Fy; sono matrici costanti complesse di ordine = .
Dimostriamo il seguente teorema:

TEOREMA (1. III). Condizione sufficiente perché valga la relazione

Re F (w , w) = cost ||u ||1 &F
per ogni w € & e che, per ogni vettore unitario reale £ =&, ,&,..., L),
la forma

~+oo

(115). Fe £ ), f®) _—_f [F,,,,Zf Z{ "E; Funkn dfxf +

0

+@2ankEkf>< f—l— th Fulnbf><f|d

verifichi la relazione (1.4) per ogni f(t)€ 6}*’ uniformemente rispetto a & (%).

(*) Questa idotesi non ® essenziale e si pud eliminare mediante il ragwnamento esposto
da Agmon in [1] n. 5,
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Indichiamo con p e ¢ due n-ple di numeri interi positivi, la forma (1.14)
si pud anche scrivere

Fu,v)= ) quunxDPvdw
| pl=lgl=1
Ry

dove Fyq = Fj, per p = {61”} e p= {6:‘} . Poniamo ancora p* = (p,, Py, ..
oy Pu—1) s 4 =@y Qay o v vy Qo) @ = (@), Ty ooy Tna) , T = @y sicche il
generico punto x € R, si potrd scrivere x = (¢ t); sia infine R,_; la va-
rietd ¢t = 0, cioé la varietd dei punti ¥ N R
Per ogni vettore u(w)=u(w*,t)€(f;'{ indichiamo con u(E,t)=w(,,...
vy &n_1, t) 11 suo trasformato di Fourier rispetto alle variabili (x,,a,, ...
..y Zy—1) Ci0é rispetto a x*.
Si ha allora per la formula di Parseval:

suF(u,u)_—_a‘w/ S FyyDiux<Drude=
|

pl=|q|=1
EY
% /P\
| = F, an O A PR
| pl=lgl=1 otin atPn
0 By
q - P
dt 2 qugq* Ep*anu(g’t)xa” E t E

| Bl==lq|=1 ot ot

n—1

=szFg[@<c,t),?a<z,t)]de=sﬁe IEIF%\;(E,T%'),@(E,%)]%

By By—1

s -~ t
dove —— & un vettore unitario, e, fissato £, w (E, m)E &t

|E\
Allora per lipotesi del teorema

(e )

|

2
dt =

+
R 1
Re F(u,u)zcost.f|§| dE[ZiI
0
0

Rn—1
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+oo ~
. BRELTR): )
= & [ |G fas =
0 R,

(con ¢ > 0 indipendente da 4¢) cioe la tesi. .
CoROLLARIO. — I teorema (1.11I) sussiste in particolare se la forma
(1.15) soddisfa le condizioni del teorema (1.II).

Indichiamo ora con o, la semisfera

n
S <1, v, > 0} e con €1 la sot-
1
toclasse di C;f dei vettori che sono nulli fuori di o,. In & ,T o congideriamo
la forma

n —_—
(1.16) B (u y v) =f2hk By (%) Dyt >< Dy v dx

1

r

dove le By (x) sono matrici, di ordine n, continue in ¢,. Usando le notazioni
introdotte precedentemente, dimostriamo il seguente

TEOREMA (1.IV). Condizione sufficiente perché la forma (1.16) sia coerciva
su Exfo & che
19 per ogni «* € 0, N (w, = 0) la forma & coefficienti costanti

(1.17) Bm* (u , V)= /th Bhk (w*, 0) Dk'u, > Dy v dz
B}

verifichi le ipotesi del teorema (1.III).

29) per ogni coppia di vettori i reale ed W complesso e per ogni valore
x € o, 8ta

(1.18) Re S B (@) M die ><n=¢|AP i ni[?
1 1

con ¢ costante > 0 indipendente da x .

Possiamo intanto affermare per l’ipotesi 2°) e in virti di un ben noto
risultato (efr. G:rding [9] e Nirenberg [15]) che esistono due costanti posi-
tive ¢, e ¢, tali che, qualunque sia uECIO avente supporto interno a Or,

Re B(u,u)=c, | w ”.H‘l(ar)""' — o w ”g,a,.'
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Supponiamo allora che il supporto di uE(fn"’,o abbia almeno un punto
2§ in comune con liperpiano x, = 0 e il diametro di questo supporto sia
< di un prefissato numero §<<r. Indicata con os(zf) la semisfera
{| &* — a:?,*lz 4+ a2 < 62, x, = 0}, possiamo scrivere :

(119) B(u,u)= By¥ (w , u) +/th [ Buk (%, ®a) — B (a7, 0)] Diee>< Dyu de .
O5@y)
Sia o (p) il comune modulo di continuita delle matrici By, in o,, cio®

(@) = max est. sup | Bpy () — B (") | .
bk |o—a|<e

Dalla (1.19) si ha allora, tenuto conto dell’ipotesi 19),
3@B(u,u)25{¢3¢:(u,u)——

— ol =l e —o@ul .

dove ¢5, ¢, sono costanti > 0 indipendenti da % . Poicheé w () & infinitesimo
con o, scelto J sufficientemente piccolo, 6 << d,, si ha (c; cost. > 0)

(1.20) e B (w,w) = og || | 4.
n

Sia ora % un vettore qualunque di (‘,';'; o ed {hi (@)} G=1,2,...,ns) un
sistema di funzioni infinitamente derivabili in R , aventi supporto di dia-
metro minore di J, e tali che X =1 in o,. Si pud allora scrivere

Bu,u)=23;B(h;u, h;u)— Q(u,u)

dove in @ figurano prodotti della w per derivate della w d’ordine << 1.
Tenuto conto di.cio e del fatto che hqu(‘L;'TO e ha supporto di diametro
< d,, si ottiene (¢g, ¢; costanti = 0)

Re B(uw,u)=Z; R B (hiw, by w) — RKe Q (w0, u) =
>3 || iu llij — o |l w “LRi | w “"'RI =cllw ||?,R+ —

—or|lw HLR;; | w lloij}- — s || w HLR;{ Il w HO,R;{

da cui la tesi,
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OSSERVAZIONE. — Alla forma (1.16) resta associato ’operatore diffe-
renziale lineare del secondo ordine

(1.21) B (u) = — %‘hk Dy, (Buk (%) Dy ) .

Ricordiamo (cfr. [15]-(N)) che questo operatore si dice ellittico in o, se
per ogni vettore reale § = (¢,...¢&,) e qualunque sia x€o,, -

det + 0.

%hk B () & &k

Si dice invece che (1.21) & (uniformemente) fortemente ellittico in o, se per
ogni coppia di vettori A =(4,...1,) reale ed § = (y,...%,) complesso, si ha

Re Zhi B 1hlkﬂ><:q~2°‘|”2 Si|mi?
1

con ¢ costante > 0 indipendente da x in o,.

Allora DPipotesi 2% del teorema (1.IV) equivale a supporre che Vopera-
tore (1.21) associato alla forma (1.16) sia fortemente ellittico in o,.. Osser-
viamo che questa ipotesi & anche sufficiente per assicurare che, per ogni
a*€o,. N (x, =0), la forma (1.17) & tale che la corrispondente forma (1.15)
verifica la (1.5). Infatti se B (u) & fortemente ellittico in o, , per ogni fissato
z*, detto &= (6, ... &n—1) un vettore reale unitario, 2 un numero reale ed
n un vettore complesso qualunque, si avrd (¢ costante > 0)

B, .’I«'*, 0) A2 M > ';]v + (n%; [Bnlc (w*y 0) + B’m(w*) 0)] Ek) A +

n—1

-l—(%'hk B (2", O)Ehfk) =>c fff“l- e E 41 %ﬂm |2=

= oL+ Zi|mf*.

2. — Siamo ora in grado di studiare la coercivita della forma ;(u,v)
su W (Q)*. Quanto ora diremo si riferird al caso del problema misto;
tratteremo successivamente il caso del problema di trasmissione.
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Vogliamo dimostrare il seguente teorema,

TEOREMA (2.I) — Condizitone sufficiente affinché la forma g(u,'v) sia
coerciva su W (2)* é che
1% Doperatore A (u) = — Zw, Dy (Anx Dy u) abbia coefficienti continui

in Q e sia fortemente ellittico in Q
\ .
20) esista un sottoinsieme aperto 9*Q di 02, di classe 1, che contiene

0y 2 tale che, per ogni punto x,€0*Q2, detto w il versove della mormale
interna a 0*Q in x,, e & un generico versore ortogonale a v, sia

“+co
n d d
(2.1) ng/th Anr (%) (&f—' i Vk{t—> <§hf—|— iy {t—) at >0
1
0

per ogni vettore f (t)ECI", non identicamente nullo, soluzione del sistema
d2 f
(2.2) —ZmAn (wo)”h"’k — 12 [ Ak (00)+ A gn(®,) ]kah +2' nic A ni (00 EnErf =0

Per Pipotesi 2°) fissato comunque ,€ 9, 2 esiste un intorno I (w,) tale
che I(z,)N Q & trasformato da un omeomorfismo di classe 1, £ =T (), in
una semisfera o, = {3; g?gﬁ, &, =0} in modo tale che I (x,)N {2 venga
trasformato in o, (&, = 0). Di pin, 0,42 sard ricoperto da un numero finito
di questi intorni, siano I,, I,...,I,. Posto h=IN Q2 h=1,2,..,4)
esisterd altresl un sistema {ai (@)} (¢=1,1...m) di funzioni infinitamente
derivabili in 2, 0 << a;(®) <<1, ognuna delle quali & diversa da zero solo

m —
in uno degli J, e tali che Sioai=1 in tutti i punti 2€ 2 di un intorno di
3, 2. Alle a; (%) aggiungiamo la funzione oc(',=]/1 — X o? la quale & infini-
tamente derivabile in © e nulla in un intorno di 8, 2.

Supponiamo dapprima w € P, (2 , R, ;‘allora, con un ragionamento gia
applicato nel teorema (1.IV), si dimostra che (¢, =0 e indipendente da )

3

(2:3) Rea(w,u)=Zia@w, au)—o || wellwloe.
1

Poichd aOMECD(Q)"‘, per lipotesi fatta su A (w) si pud applicare un
noto risultato di Gardlng -Nirenberg (cfr. [9] e [15]), e si ha, qualunque sia
u €D, (!2 R,)",

(2.4) Rea(wgu ,agw)=c, || ag® “?9 — oyl u ”39

(cy @ cg costanti positive indipendenti da ).
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Consideriamo ora la classe dei vettori o;2¢ (i == 1) al variare di » in
Dy (L2, R,)™ e supponiamo per fissare le idee che a; sia nullo in Q —j,.
Detto & = T (x) Pomeomorfismo di classe 1 che trasforma 5, nella semisfera

n
o, =1{3; E?grz, &, = 0; poniamo
1

u* (@) =u(T1(@), af@)=a(CT1E), A& =Au(T(¢)

e indichiamo ton «* (af u*, af w*) la trasformata della forma a (o; ® , o; w),
ciod

(2.5) @ (af ut, ot v¥) = / Sk Al (8) Dy (aff w*) < Dy (2f u®)d &..

Osserviamo ora che se w€ D, (2, R,)", af u*e (5',4,:0, e che, per le ipo-

tesi 1°) e 2°) del feorema e la vegolaritd dell’omeormofismo & = C(x), la
forma (2.5) verifica le ipotesi del teorema (1.IV); esistono pertanto due
costanti positive ¢, e ¢, indipendenti da % e da ¢, tali che per ogni

(WED, (2, R sia
(2.6) Rea® (@ w* af wh)=c, | af w* |[{,, — 5| af w* |5,
da cui

m A, m
(2.7)  &Re ‘f‘i a* (@ u*, et u*) =>c, 12,; || & w* |[fo, — o5 ]| & w* |50, =
_ m 2 — m 9
= ¢4 %‘i || i 2 ”1'71: — G %‘i [| o e ”0’(71;

(c: e ;5 costanti positive indipendenti da ).
Dalle (2.3), (2.4), (2.7), si ottiene

(2.8)  Rea(w,u) =0 il ne i — e il o — el fleello=
=ogfu “img)" — el

(cgy O, Cq, 09 costanti positive indipendenti da ). Tenuto conto che
D, (2, R,)* & denso in W dalla (2.8) segue la tesi.

Abbiamo cosi data una condizione sufficiente per la validitd in W*
della maggiorazione (I.1) la quale & utile quando si studi ad es. un problema
di tipo misto.
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OSSERVAZIONE I. — Sc supponiamo che 2, oltre a soddisfare Iipo-
tesi del teorema (2.I) sia anche di secondo tipo [efr. (N) n. 2] cioé che per
ogni wew”

[ eello<<el el
con ¢ costante positiva indipendente da w , allora dalla (L1) e (2.9) si ha
‘che se ¢y < ¢ la forma @ (w,v) & fortemente coerciva in W™

OSSERVAZIONE II. — Consideriamo questo caso particolare: € sia
dato dalla semisfera o, = (3 22 < 12,4, =0}, 9, 2= |0, N(x,=0)] e V'opera-
tore A (u) abbia coefficienti costanti. I vettori w €D, (2, R.)" si possono
prolungare in tutto il semispazio x, =0 ponendoli =0 fuori di o, e gli
w, cosl prolungati, appartengono a &En HY (RN, Ebbene, se la forma Z(u, v)
& coerciva (ad es. se verifica le ipotesi del teorema (1.ILI)) allora, con un
ragionamento analogo a quello fatto da Agmon in [1] n. 5, si dimostra che
sussiste la maggiorazione

(2.10) Rea(u,u)=cl| w|}

per ogni w€ W*, e poiché 2 & evidentemente di secondo tipo la (2.10)
permette di applicare il teorema (4.II) di (N).

Queste osservazioni lasciano capire che i risultati precedentemente
stabiliti, anche nel caso specifico del sistema dell’elasticita, qualora applicati
a particolari domini, possono assicurare la validitd della maggiorazione
(4.2)- (N) in ipotesi sul parametro y anche piu generali di quelle che si

—2
n ; efr. (N) n. 4) .

danno usualmente |y >

OsSERVAZIONE III. — Supponiamo che 'J(u,v) gia coerciva su (Do(f), R,)".
Dalla (I.1) si ha allora, per ogni u €D, (2, R.)",

(2.11) Rea(w,w) =0l w|Gn—c| w|}

e di qui, per chiusura, si ottiene che la (2.11) vale aunche per ogni w€ V™.
Discorso analogo si puo fare se a (2, v) & fortemente coerciva su CDO(!Z By)".

Quindi i teoremi precedenti servono anche per stabilire la maggiorazione
(2.11) in V',

Se Q oltre « soddisfare Uipotesi del teorema (2.I) é anche di I tipo,
cioé per ogni wevV™" _

o lls < el

(—c > 0 indipendente da u) e se (,Tco <c¢ la forma a(w,v) é « fortemente coer-
civa» su V* nel senso che per ognt w€ V™" vale la maggiorazione

Re a (w,w) = cost. || w ||2n

da cui segue immediatamente la (3.5) - (N) e il teorema di esistenza (3.I)- (N).
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3. — 1l teorema (2.I) non & utilizzabile quando si voglia studiare il
il problema di trasmissione (per la nomenclatura cfr. (N) prb. (IV-I)) perche
in tal caso sui coefficienti dell’operatore A (%) non si pud fare Uipotesi che
siano continui in tutto 2 ma soltanto che siano continui separatamente in
0, e [_22 (®). Quindi, se si vuol dare una condizione di coercivita in W=,
per la forma @ (n,v), utilizzabile nel problema di trasmissione, bisognera
dimostrare un teorema analogo al teorema (2.1) nella sola ipotesi sui coef:
ficienti di A (u) che siano continui separatamente in 51 e ?2; Per questo
& necessario innanzitutto completare 1 risultati del n. 1 nel senso che ora

mostreremo.
Indichiamo con € la classe dei vettori e (t) & 2n.componenti, definiti

sul semiasse reale Ri", tali che
w () € O (B> N HY (R
#; (0) = U4y (0) (t=1,2,..,n).
Con ragionamento analogo a quello svolto nella dimostrazione del teo-
rema (1.IT) si prova che

TrorEMA (3.I). — Condizione sufficiente perché la forma
400
122 P
I (w,v) =/2‘hk Iy D¥u < Dy da
0
0

dove le I} sono matrici costanti complesse di ordine 2 n , sia fortemente coer-
civa in & & che, per ogni numero reale A e per ogni wvettore complesso

N=("yy.--yfen)y risulti
1 2n
Re Zppe ¥ Digp —*my < g = ¢ (L + 4) Zi [ |
0 1
(c cost. > 0) e inoltre
Re I (w,u) >0
per ogni vettore w € €, non identicamente nullo, soluzione del sistema

1 —
St i (Do + Tien) D* P = 0.
0

Indichiamo poi con &* ed & le seguenti classi di vettori:
E* é la classe dei vettori w a .2n componenti definiti mel semispazio
R;'.' tali che
we Ot (RN 4t (Rpn

Ui (g gevey®uoy0)=Uipn (@, y...,Ly—1,0) (t=1,2,...,n)

(5) Questo ® da intendersi che per ogni %, €= esistono i limiti di quei coefficienti
al tendere di # axy in £, oppure in £, ma tali limiti non sono necessariamente uguali.
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EF é la sottoclasse di E* dei vettori che somo nulli fuori di wuna semisfera
={Za? <r4 2, =>0).

Si possono allora dimostrare, con lo stesso tipo di ragionamento usato
nel n. 1, i teoremi, analoghi ai teoremi (1.III) e (1.IV), che si ottengono da
questi ultimi sostituendo nelle forme F(w,v) e B(w,v) e nelle varie ipotesi
le matrici Fy, e By, con analoghe matrici d’ordine 2n, e la classi di vettori
Ehe EF, rispettivamente con le classi €* ed €F ora introdotte.

Sfruttando questi risultati e naturalmmente i teoremi del n. 1 si puo
dimostrare il seguente teorema.

TEOREMA (3.II) — Condizione sufficiente affinché la forma Z(u, u) sia
coerciva su W (2 & che
" .
1% gli operatori A*(u) = — Zp; Dn(Aw Dy u) (i=1,2) abbiano i coef-
1

ficienti continui in 2 (t=1,2) e siano ivi fortemente ellittici

29 valga su 0y Q Uipotesi 2°) del teorema (2,I) fatta eccezione al piu
per i punti di 9, QU3

3% 3 sia localmente di classe 1 e per ogni punto x, interno a =,
detto v il versove della normale a S in x, (orientato sempre verso Vinterno
di 2, o sempre verso Vinterno di £,) ¢ §& un versore ortogonale a v, sia

o0
2 n » (If
e[ 5, B aiwto (5087 — i 0) < (5
1
0

per ogni vettore £€E, non ideticamente nullo, soluzione del sistema

L]

ar

o) 1t>0

a2
— Zr th Aqge (%) ["'h Vi —— f — i én v fk) + &n & f’] =0

dove fi={(fy,u fu) € F2=(fut1,. S0
4% per ogni punto x €3N R esista un intorno I (x,) tale che per
ogni w € W (), nullo in Q — 1 (xy), valga la (1.1) ().

(6) Osserviamo che la condizione 4°) d sicuramente verificata nei seguenti due casi:
19) esiste un g-intoyno I, (o > 0) dell’insicme 3'() 9f2 tale che per ogni punto di
I, N 0" (i=1,2) e per ogni n-pla di numeri complessi {4'] si abbia

n . — n
Re ghk A < b= ‘i:"" |4 |2

cen o cost. > 0 indipendeute da «

20) 902, e £, sono sufficientemente regolari nell’intorno dei punti di >N in
modo che per ogni punto x,€ 3 [)d£2 esista un intorno I (x,) di x, e un omeomorfismo
di classe 1 che muta I (%) N 5‘ nella semisfera [3' E?S 2 E << 0] e I(xy) N .92 nella

semisfera {3 52_7' ,E“EOi

n—
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La dimostrazione si ottiene ricoprendo 6, 2U 2 con un numero finito
di intorni tali che, se x, & interno a 0,22MN 9Q; (i=1,2) esista un omeo-
morfismo di classe 1 che muta I (z,) N ©Q; nella semisfera (> g<ir? yEn=0};
se x, & interno a 3 esista un omeomorfismo di classe 1 che muta I(x,) N Q
nella sfera o, = {3; g< 1'2} y 8@ Iy € 3N o nellintorno I(x,) sia verificata
Pipotesi 4% del teorema. Si procede quindi come nel teorema (2.I), precisa-
mente se x, & interno a 9,2MN 9 £2; (i=1,2) si sfruttano ancora i teoremi
del n. 1, se woefﬂ 092 si sfrutta Vipotesi 49), infine se x, & interno a I
si appliea un’ulteriore « trasformazione per simetria rispetto al piano £,=0»
la quale muta o, nella semisfera {Zi E?grz,f,,zm e fa corrispondere
biunivocamente ad ogni coppia di vettori ad n» componenti, definiti rispet-
tivamente in o, N (5.;£(\)) e 0,N (£, =0), un vettore a 2n componenti de-
finito in o,. Dopodichd si applicano i risultati dati in questec numero.

Osserviamo infine che anche nel caso che £ sia un aperto non limitato
si pone il problema di dare delle condizioni algebriche per la validitd delle
maggiorazioni (6.9) e (6.10) — (N). In entrambi i casl, perd, ci si riduce
agli analoghi problemi giA studiati per aperti limitati decomponendo £ in
una successione di insiemi limitati, disgiunti, {2,}, ognuno dei quali ha
frontiera sufficientemente regolare (7).

CAP. 1I

TEOREMI ESISTENZIALI E TEORIA DI RIESZ PER
L’ OPERATORE A (u)+ 1.

4. — Come mnei numeri precedenti supponiamo che {2 sia un insieme
aperto, limitato e connesso dello spazio R,; in £ counsideriamo l’operatore

(4.1) Au)+iu
dove A & un parametro complesso e A (u) & dato dalla (I.1) o dalla

n
A () = — Zp; Dy (Ape Dy w), secondo che come operatori elementari si
1

scelgono gli 8;(u) oppure le derivate Dy .
Anche per Voperatore (4.1) si pud sviluppare uno studio dei problemi
al contorno misto e di trasmissione analogo a quello fatto nel Cap. II di

(") Cid @ senz’altro possibile se la frontiera di £ ® sufficientemente regolare.
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(N). Bastera sostituire alla considerazione delle forme a (e, v) e E(u , V)
quella delle nuove forme associate all’operatore (4.1)

(4.2) a(uw,v)+ 1w, U)Lz(g)n

e, rispettivamente,

(4.3) a(w, v)+ A(uw, ’U)Lz(g)n .

Con lo stesso significato dei simboli e nelle stesse ipotesi sui dati r,
d e d che si son fatte nei problemi (3.I) e (4.I) di (N) si possono dimostrare
i seguenti teoremi di esistenza ed unicita :

TEOREMA (4.I) — Se ¢’¢ una costante o > 0 tale che per ogni ve V"

(4.4) Rea(w,v) +Red||vE=allv|in

allora egiste uno ed un solo vettore w € Y™ che risolve 'equazione
(4.5) a(u,v)-{—l(u,v)Lg(g)n:(f,v>-|—<d,v>
per ogni vEV",
TEOREMA (4.II) — Se c¢’¢ una costante oo >0 tale che qualunque sia v W»

(4.6) Re ;(’U , V) Re d “ ”’Hﬁ = ” v ”%I'(.Q)"

allora esiste uno ed un solo vettore w € W" che risolve VPequazione

(4.7) @, v) AU, V)pgn="Cr,v)+<&, v

per ogni vE Wn,

Si potrebbero anche enunciare teoremi analoghi ai teoremi (3.1I), (4.1I),
(4.III) di (N).

Facciamo invece qualche osservazione sulla validita delle maggiorazioni
(4.4) e (4.6):

Innanzitutto se Q é di primo tipo o di secondo tipo, rispettivamente, c’é
equivalenza tra le maggiorazioni (4.4) e (4.5) e le analoghe che si ottengono
sostituendo nei secondi membri le norme || l|an € | llggn con le morme
Il ell i In questo caso quindi le condizioni algebriche (3.7) e (4.7) di(N)

2. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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sono sufficienti a gavantive la validita delle maggiorazioni (4.4) e (4.6), come
gia si & visto nei nn. 3 e 4 di ().

Anche i risultati ottenuti nel capitolo precedente possono vantaggiosa-
mente applicarsi allo studio della (4.6) attraverso il teorema che ora dare-
mo e osservazioni analoghe a quelle che abbiamo fatto nel n. 2.

TEOREMA (4.I) — Se la forma 'Zi(u, v) € coerciva in W™ allora per
ogni A avente parte reale sufficientemente grande la forma (4.3) verifica la
(4.6) e vale il teorema (4.II).

Infatti, nelle ipotesi poste, si ha dalla (I.1)

éReg(u,u)—|—@ie}.”u”g2c”u”H,(Q)n—I—(gial—co)”u“g

da cui, se He 1 > )

Re Z(u’ u)+Redl|uli=c|u ”31/(9)

5. — Riprendiamo il problema considerato nel numero precedente
Pr. (5.I) — Trovare un vettore w € W tale che per ogni ve W* sia

(5.1) @, )+ A, V) ppn=<F,v)+<3, v

Al problema (5.1) é possibile applicare la teoria di Riesz-Fredholm e
giungere cost a un teorema dell’alternativa. Per il tipo di ragionamento ben
noto che & necessario seguire rinviamo a Lions [10] n. 4 limitandoci qui
a dare i risultati. Osserviamo solo che il termine in pit che qui si presen-
ta (8, v) non porta sostanziali modifiche al ragionamento trattandosi di
un fanzionale lineare e continuo su W=,

Facciamo le seguenti ipotesi.

iy) la forma “a (w,v) sia W™ellittica, cioé verifichi la (4.6) per ogni
vewn :

i) QC X (Qrc ¢’

ig) Uiniezione di W™ in @' é completamente continua.

Si osservi che se ad esempio Q = ' = L2 (Q)*, ed Q é un aperto di
Sobolev, VVipotesi iy) & sendaltro verificata perché 1’ iniezione di H’ (2 in
L2 () & completamente continua (cfr. Deny-Lions [4]) ¢ W?* ¢é chiuso in
H Q)

Diremo problema aggiunto del problema (5.1) il seguente

Pr. (5.II) — Trovare un vettore w€ W™ tale che per ogni v€ W™ sia

(5.2) aw,u)+ 1 w,)=<fv>+<¥,v>
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con f/EQ e < d,v> funzionali lineari e continuo in W, nullo su
H} (9.

Dai problemi (5.I) e (5.II) si ottengono i corrispondenti problemi
« omogenei » assumendo nulli i secondi membri in (5.1) e (5.2).

Si possono allora dimostrare i seguenti teoremi.

TEOREMA (5.1) — Condizione necessaria e sufficiente affinché il problema
(86.I) ammetta una e una sola soluzione & che il corrispondente problema omo-
geneo abbia solo la soluzione nulla. Di piw, gli autovalori del problema
omogeneo formano un insieme numerabile.

Se A é un autovalore per il problema (5.I) omogeneo esso lo é anche per
il problema omogeneo aggiunto e in corrispondenza questo problema ammette
un numero finito (che varia con 1) di autosoluzioni linearmente indipendenti
in W»; siano w®, w®, ... w.

Il problema (5.I) ha in questo caso soluzione se e soltanto se

(5.3) <F,wW >4 <y, wh>=0 (h=12,...,%.

Si pud dimostrare, di piu, che:

TEOREMA (5.II) — 8e la forma @ (w, v) & hermitiana (%), cioé

;(u , V) = ;(v ,uw) per ogni w,veE Wn allora lo spettro del problema
(5.1) omogeneo (¢ quindi del problema omogeneo aggiunto) é costituito da un
ingieme numerabile di valori reali

0>SLh=h>...=2k=>...

A

Il sistema delle autofunzioni corrispondenti iu(")}, determinato univocamente

dalla condizione di formare un sistema ortonormale in L? (), é completo in

FYI0)

—

dotto scalare a (u y V)
La teoria di Riesz-Fredholm, e in generale quanto detto sopra si ap-

plica naturalmente anche al seguente problema, analogo del Pr. (5.I).
Pr. (5.III) — Trovare un vettore w € V™ tale che per ogni v € V™

(5.4) a@,v)+iu,v)=<rf,v>+<d,v>

L2 ()", mentre % ¢ ortonormale e completo in W™ rispetto al pro-

(feQ o <d,v> funzionale lineare ¢ continuo su V™ nullo su H7).

(8) Il che comporta che Voperatore A (u)= — 2, D, (4,, D, u) sia autoaggiunto;
vedasi, ad es., il caso dell’operatore dell’elasticita.



294 SkErRG10 CAMPANATO: Sui problemi al contorno per sistemi di

Anche in questo caso si arriva a teoremi analoghi ai teoremi (5.I) e
(5.1I), naturalmente le ipotesi i,) e i;) dovranno essere sostituite con le
seguenti :

i,) la forma a (w,v) sia V™ellittica

i5) Viniezione di V™ in Q' sia completamente continua.

Un interessante problema & senza dubbio quello di dare delle condizioni
sufficienti affinche valga la i;).

La i5) & senz’altro verificata assunto Q = Q' = L? (Q)*, nel caso che
£ sia di Sobolev e di terzo tipo (cfr. (N) n. 1) in virta del fatto che V*» = W»
e di quanto si & osservato a proposito della ).

Voglio qui segnalare un altro caso in cui la ¢;) & senz’altro verificata,
intendeudo di assumere sempre @ = @' = L (Q)*.

TEOREMA (5.I11) — Supponiamo che 2 goda della proprieta di cono e
inoltre sia tale che esista un numero reale q¢=>2 per cui
19 Vv (2" c L1 (2
20) Piniezione di V (2) in L1 (2" & continua, cioé

”u”LQ(Q)" = ”u”E‘"

con ¢ 0 indipendente da w, per ogni w€ V"

Sotto queste ipotesi Uiniezione di V(20 in L2 (2 é completamente
continua.

Sia {w} un insieme di vettori di V" aventi norme equilimitate;
necessariamente anche le norme ||, sono equilimitate; allora per un
noto teorema di M. Riesz (¥) basterd provare che si ha uniformemente

(5.5) lim |ju @+ do) — u (@)|, =0

| dw |0

(con Ax vettore generico di R, e dove si intende che w (x-} 42)=0
se x -+ Ax sta fuori di £) per avere che {w} & compatto in L2 (2)~
Sia {£,} una successione di sottoinsiemi aperti di 2 dotati della

1
proprieta di cono, invadente £, e tale che £, abbia distanza >—v—

() M. RiIESZ — «Sur les ensembles compacts de jfonotions sommables» Acta lett. ac. Se.
Regiae Universitatis Hungariae F. J. Sectio Sc. Mat. (Szeged), 6, 136-143 — (1932-34).
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da 0. Sard allora

lim mis (2 — Q,) = 0.

Y—>00

Dalle ipotesi 1% e 29, tenuto conto della relazione, valida per ogni
w € L2 (Qy, (cfr. 1a (3.5)) di [8],

l:?
| 2lp < (mis 2) 22 {[2|Lggm

si ha che gli integrali f |w|? dx estesia porzioni di Q risultano equiasso-

lutamente continui e dunque

»—>00

(5.6) lim / | (@ 4+ Ad2) — u @) de = 0
o)

uniformemente rispetto al vettore A4 .
1
Notiamo che per x€Q, e \Aw|§7 il segmenta (v,x -+ Adwx) &

tutto contenuto in Q.

Fissato allora 42 nel modo ora detto, operiamo una rotazioue degli assi
x —~ & tale che Passe &; (i fissato) abbia la direzione e il verso del vettore
Aw. Si ha:

\2
flui<s+Ax>—ui(e>|2 at< IAwPf(%;:‘) dt<|daf el
) Q

E poiché le norme || ||, e || | somo invarianti per rotazione degli assi,
sard anche -

[l (@ + da) — w @) [[o o, < el |||}

Di qui, sommando rispetto a ¢ e tenendo conto della (5.6), si ha la
(5.5) e quindi la tesi.

Le ipotesi 1°) e 29) eqnivalgono a supporre che 2 sia tale che in V7 (Q)
si possano dare maggiorazioni analoghe a quelle di Sobolev per lo spazio
H! (Q).

Le ipotesi da farsi su £ e la determinazione dell’esponente ¢ massimo
(che naturalmente non pud superare l’esponente di Sobolev per H?! (),
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cioe

2) sono problemi che rimangono aperti e sui quali conto di ritor-

nare in un prossimo lavoro.

CAP. III

REGOLARIZZAZIONE

‘

6. — Oi occuperemo ora del problema della regolarizzazione delle solu-
zioni «deboli» del problema misto e di trasmissione per I’operatore A ()
per i quali in (&) si sono dati i teoremi esistenziali,

Applicheremo un procedimento cui vari Autori (tra i quali ricordiamo
sopratutto Friedrichs, Nirenberg, Browder, Aronszajn-Smith, Stampacchia)
hanno portato il loro contributo; precisamente noi seguiremo la rielabora-
zioue che di esso & stata di recente fatta per equazioni differenziali lineari
di ordine 2m in [12] (nn. 10 e 11).

L’estensione dei risultati di [12] al caso degli operatori vettoriali che
ci interessano & immediata per cui c¢i limiteremo a richiamare i risultati
soffermandoei solo su quei punti ove la trattazione generale si semplifica
o si modifica. Per ogni dettaglio rinviamo fin d’ora al lavoro [12] citato.

Per fissare le idee nel seguito supporremo che w sia soluzione del pro-
blema (4.I) — (N) ma, dato il caratiere locale dei ragionamenti che faremo, é
evidente fin d’ora che i risultati che daremo sono validi anche per le soluzioni
dei problemi (3.I), (6.I), (6.IT) di (N). Teniamo conto in proposito di quanto
detto nei nn. 2 e 6 di (N). ,

Sia ® = (27, ...,#]) un punto interno ad £ (nel caso del problema di
trasmissione x, interno a 2 — ) e o, una sfera di centro x,, raggio r,
interna ad Q[a 2 — 2].

Supponiamo che la forma g(u,'v) sia. W -ellittica, ciod che soddisfi la
(4.2) — (N). Si hanno questi lemmi : -
LEMMA (6.I) — Se p€D(q,) allora

(6.1) la(@u,pu)|=cllow|y,

(con ¢ indipendente da w).
E immediata conseguenza del fatto che p w € H o).
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LEMMA (6.IT) — (%) Se £€ H* (o, )*, con k intero =1, per ogui v € D (o,)"
e per ogni n-pla p=(p, , Pz Pu), cOn |p| <k, 8i ha

(6.2) | (f, Dr V) L3(or)" l << cost “ v "L?’(a,v)"

(con ¢ indipendente da w).
Infatti tenuto conto che ¥ si annulla su 4§ o, con tutte le derivate, si ha:

| (Fy DP v)12on | = (D2 £, V)20 n | < ¢ || ¥ ||L20,m

Indichiamo con 7, ¢ (9 funzione scalare o vettoriale) il rapporto incre-
mentale di g rispetto alla generica ;. Si ha allora:

LEMMA (6.111) — Se Ffe€ L?(0,)",p€D(0,), ¢ le matrici Apy sono di
classe 1 in o,, allora per ogni v € H{ (o, 8i ha

(6.3) @ (o (@), ¥) | < 0, || © ||y o
e
(6.4) 70 (@ ®) [l g1, 0 < €

¢, € ¢y indipendenti da h .
Supponiamo dapprima v €D (s,)*. 1’equazione (4.1) di (N) si pud
scrivere

(6.5) a(u,v)=(,v) Lo
da cui
aU,pr_pV)=(,pr1_sp Vppon=—@pf, V) 2(on = © | v “L?(a,)"

Inoltre, come si prova con facili calcoli, tenendo conto dell’ipotesi fatta
sulle Any,

|a(nou, o)+ a @, prnv)|<olv|m,m

da cui la (6.3) per v €D (s,)*. Poiche D (s, )* & denso in H,(o,)* 8i ha la
prima parte del lemma. Dalla (6.3), posto v =7, ¢ w, s8i ottiene

(6.6) - | @ (n (9 20) 5 n (@) | < 0[] 7 (@) || o
Di qui per il lemma (6.I) si ha la (6.4).

(°) Nei lemmi che seguono si indicherd spesso con lo stesso simbolo un vettore e la
restrizione di esso alla sfera o, . L’ipotesi che f¢€ HF (0,)" qualunque sia x, in 2 equivale

all’ipotesi che f€ H{‘oc o@".
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TEOREMA (6.I) — Se f€ HE(o,)", con k intero = 0 e le matrici Ay, so-
wo di classe (k- 1) in o,, allora w€ H¥2(0,)" per ogni o <rv.

Questo fondamentale teorema per k = 0 & conseguenza immediata del
lemma (6.III). Tenuto conto di questo fatto, se k¥ >0, con ragionamento a-
nalogo a quello svolto nel lemma (6.III) nel quale si sfrutterd ora il lemma
(6.IT) anziche il lemma (6.I), si° dimostra che per ogui @ € D (s,) si ha

” Th (‘P Dru “Hl(or)" < cost.

con [p|<<k, e di qui facilmente la tesi.
Si puo allora concludere, tenuto conto di un noto teorema di Sobolev (10),
con i seguenti teoremi.

TEOREMA (6.II) — Se la forma ;(u,v) & W -ellittica e le matrici Ay
sono di classe (k+ 1 in Q, se inoltre f€ HE (2)" con k intero > 12—1, allora

loc
w coincide quasi — ovunque in £ con un vettore di classe 2 che verifica, in
senso classico, Vequazione A (u) =7 per ogni x € (2.

TEOREMA (6.IIT) — Se le matrici Ay sono di classe (k 4 1) in 2,, ¢ Q,
separatamente e lu forma @ (w,v) ¢ Wn-ellittica, se inoltre (1) f€ HE (Q)"
(=1, 2) con k intero > 5 allora w coincide quasi ovungue in £2; con

un vettose di classe 2 che verifica in senso classico Vequazione 4 (u)= f© in
ogni punto di ;.

L’ultima parte del teorema si dimostra partendo dalla (6.5) con imme-
diate integrazioni per parti.

Sia ora ;)= () ... #3) un punto interno a 9; 2 oppure a 0 2, e supponiamo
che 9; 2 (i = 1, 2) sia una varietd (n — 1) -dimensionale di classe | = 2 ; esiste
allora un intorno I (z,) e un omeorfismo & = Cw) di classe I, a Jacobiano
=1, che muta I (v,) N 2 nella semisfera o, ={J&<r2,& = 0}. Suppo-
niamo ancora che il funzionale <3, v > lineare e continuo su W= sia del
tipo (3, 7o ¥)124,0m COR 8 € Hs (05 £2) (s intero = 0).

B evidente che T muta la classe di vettori 9! [I (z,) N 2]" nella classe
Xt (o). Indicati con ee* (£), f* (&), 8* (&), a* (u*,b*) trasformati secondo T

(4%) Questo teorema afferma che le funzioni di H k () appartengono a ck—2 (!7) ge la
frontiera di £ ¥ sufficientemente regolare; per es., se 2 =g,

(M) fm restrizione di f ad Q.
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dei vettori u,f,d e della forma ’Zi(u,'v), si ha dalla (4.1)- (N) per ogui
vettore v € X! [I (x,) N Q"

(6.7) @, ) = (%) 0 A (T 0 70 ¥

dove I, =0, N (§,=10) e I & una opportuna funzione di ' (I}).
Si dimostrano i seguenti lemmi.
LeMMA (6.IV) — Se d*€ He(I,)*, con k intero 1<<Lkl—1, per ogni
‘n-pla di interi p = (Pny...,Pn-1,0) con |p|<k, per ogni 9 €D (o, , E,) €
VED (0,, B i ha

| (T 8*, 7, D? ’U)I}(pn)"l c|v ”H‘(ar)” .

(con ¢ indipendente da wv).
Il lemma segue dalla relazione, di verifica immediata,

| (T d8*, y, ¢ D )2 | = [(D? (T ¢ 8) 5 70 V)2 p yn |<c¢|v “H‘(ar)"

LEMMA (6.V) — Se f*€ H®(o,)*, con k intero=1, allora per ogni
VED (0, ,8,)" 8i ha (¢ costante indipendente da v)

| (f*ﬁ y Dp ’U)L?,(ar)n | =c “ v |lL2(a,.)n'

La dimostrazione & analoga a quella del lemma (6.II).

Indichiamo con 7, g (g vettore o scalare) il rapporto incrementale di g
rispetto alla generica & con i == n. Allora

LemMMA (6.VI) — Se rf*€l1? (o), d*€L*()", @w€D (o), 5T ¢ 1l=3
per ogni vE€ H¥i(o,)" si ha (c,,c, costanti ihdipendenti da h):

| a* (zn p w*, v) [ < ¢y |0 |

(o
75 (@ ®*) [l 0 < 2

quindi in particolare u* € H? (a,)* per ogni o <r.

La dimostrazione & analoga a quella del lemma (6.1II) tenuto conto
dei lemmi (6.IV) e (6.V) e del fatto che, per la Tegolaritad della trasforma-
zione T, si ha dalla (4.2) di (N) che

| a* (v, v) | = cost || v HH‘(U,.)”

per ogni v € U’ (o, )"



300 Skra10 CAMPANATO : Sui problemi al contorno per sistemi di

Dai lemmi precedenti, ragionando come nel teorema (6.I), si giunge al
seguente risultato :

TEOREMA (6.IV) — Se r¥e H*(o,)», 0*c H¥(I,)" ¢ =k + 1, allora
per ogni n-pla di interi p=(p,,...,Pn—1,0) con |p | <k

DP y* € H? (o,)"
per ogni o < 1.

Resta ancora da studiare la regolarita delle derivate D? u* nelle quali
figurano derivazioni anche rispetto a &, . La regolaritda di queste derivate
si pud ottenere, sfruttando i risultati precedenti, dall’equazione (1?) A*(u*)=7r*
gseguendo un ben noto artificio di Nirenberg, come ora mostreremo.

Supponiamo che Voperatore A (u)= — Zpu; Dy, (Anx Dy u) sia fortemente
ellittico {cfr. n- 1); questo eomporta, se indichiamo con Aj; la matrice tra-
. sformata secondo la ‘C di Ay (x), che

det A:n :*: 0

E poiché «* soddisfa in o, 'equazione

0 owu
6.8 — e —— | ARy — | = r*
(6.8) hkafh(magk) f
8i ottiene (1%) '
*u* L ou*
6.9 — a4t C% 3y Ay — Ak 2
©9) A p =T g T AR 5y

Di qui, per la (6.7), si ha che se F*€ L?(o,)* o le A} appartengono a
> u*

0! (0,) allora € I? (6,)* . Derivando poi la (6.9) rispetto a &, (b 3= n) si

n
ottiene

(6.10) — A%,

8t _ar n_.i(aA:jau*)
0820¢&,  0& ' 170&\0& 8
L ou*

o (A% — o A%, —.

+%‘J a&bag]( ) if )85,

(#2) A trasformato di 4 secondo ).
1 ge i=j=mn
(13) oM = /
KRN Co
0 mnegli altri casi.
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PEI
Quindi se f*¢ H'(0,)* e le A} appartengono a C%g¢,) anche ——— € L?(o,)"

§265h
Deriviamo ora la (6.9) rispetto a &, ; sfruttando 'ultimo risultato, nelle stesse
3%
ipotesi per f* e A} si ha che anche e € L2 (o,).

I1 procedimento evidentemente si pud iterare.
I risultati precedenti permettono gia di concludere nel caso del pro-
blema misto con i seguenti teoremi.

TEOREMA (6. V). — Se £ € H* (Q) con k>—’2°— —92,8,Q & di classe z>%,

Doperatore A (w) & fortemente ellittico e le matrici Ay, appartengono a
Ok+1(Q), allora w coincide quasi-ovunque in QU 9, 2 con una funzione con-
tinua la quale si annulla in senso classico su 9, Q2.

TEOREMA (6.VI). — Se ¢ H*(Q)", d€ H* (9, 2, 0, 2 ¢é di classe k + 1,
8, 2 ¢ di classe k + 2, Voperatore A (u) é fortemente ellittico e¢ le matrici

Apy € OFt1 (!_2) con k > —q—;— — 1 allora w coincide quasi-ovunque in Q —

— 0, 2N & 2 con una funzione di classe 1 soddisfacente in senso classico alle

=20 su 9, 2

L(u)= 94 su 8, 2 (aperto).

Nel caso che il problema da regolarizzare sia un problema di trasmis-
sione, oltre ai teoremi precedentemente stabiliti, che danno risultati validi
quando il punto x, & interno a 2, , 2, oppure a ¢, 2 — 3 (i = 1, 2), si deve
studiare anche cosa succede quando x, & un punto interno alla varieta 2.
Uno studio analogo per il problema di Picone relativo al sistema dell’ela-
sticitd si trova svolto in [2]. Ci limitiamo qul ad osservare che se x, &
interno a X, detto I(x;,) un intorno di x, trasformabile mediante un
omeomorfismo di classe ! = 2 in una sfera o, = {Z &2 < r?} la regolarita
in o, delle derivate di w* rispetto alle variabili & ...&,—;, si pud ottenere
cen gli stessi ragionamenti che ci sono serviti quando x, era interno a
Q, o ad 9,; si ricava poi separata mente in o, (&, < 0) e o, N (£x > 0)
la regolaritd delle derivate di « in cui figurano derivazioni anche rispetto
a &, dalle equazioni A*(u*) = f*0) e A*(u*) = f@,. sfruttando sempre
Partificio di Nirenberg che ci & servito nel caso di x,€ 6; 2 — 3.
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Si banno cosl i seguenti teoremi :

TEOREMA (6.VII). — Se f® € H¥(Q), d9e H* (9, QN 0 L), 02 2, — =2
é di classe k.4 2, Uoperatore A (u) & fortemente ellittico e le matrici

AP € CFt1 (L)), con k > —Z— — 1, allora u® coincide quasi-ovunque in Q;—3

. . l/ . .
con un vettore di classe 1 il quale soddisfa in senso classico su 9, 2 N 8
la relazione

L® (u(i)) = §® (z — 1, 2)

TeEOREMA (6.VIII). — Se £® ¢ H*(Q)", 3 ¢ di classe k 4 2 Voperatore
A (u) é fortemente ellittico e le matrici Af) € C*+1(2; 4 3) con k > —-Z—— 1

allora w coincide quasi-ovunque in 2 con un vettore continuo di classe 1 in
2, e Q, separatamente il quale verifica in senso classico le relazioni

uV = u® su >
L (u® 4 L2 (u®) = 0 su z. .

Rimane aperta sia per il problema misto che per quello di trasmissione,
la regolarizzazione delle soluzioni « deboli » nell’intorno dei punti delle va-
rietd 6,2N 9,2 e SN Q.

Va da 88 che i procedimenti di regolarizzazione precedentemente espo-
sti si applicano anche ai problemi misto e di trasmissione relativi all’ope-
ratore A (u) + Awu.



