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LA MÉTHODE DES SINGULARITÉS
POUR LES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT

EN RELATIVITÉ GÉNÉRALE ET EN THEORIE
DU CHAMP UNIFIÉ

par PHAM TAN HOANG (Paris)

CHAPITRE III

LA THÉORIE DU CHAMP UNIFIË D’EINSTEIN-SCHRODINGER
ET QUELQUES UNS DE SES DÉVELOPPEMENTS.

En relativité générale, le champ électromagnétique est représenté par
un champ de tenseurs antisymétriques inp défini sur l’espace-temps rieman-
nien dont la métrique est fournie par le champ gravitationnel. Les équa-
tions de l’électromagnétisme sont constituées par les deux groupes d’éqna-
tions de MAXWELL et d’EINSTEIN. Mais il y a séparation des deux champs
et le champ électromagnétiqne li’intervient pas directement dans la défini-

tion de la structure géométrique de l’univers. D’antre part les sources

(matière et charges) apparaissent comme une notion étrangère à celle de

champ. Or_ les lois de propagation des deux champs électromagnétique et

gravitationnel sont identiques. On est naturellement amené à les unifier,
mais cette unification est plus complexe que la fusion des champs électri.

que et magnétique en relativité restreinte.
Une théorie unitaire du champ est une théorie qui groupe les champs

électromagnétique et gravitationnel en un même hyperchamp susceptible
de décrire la structure géométrique de l’univers. Les différents essais ont

abouti soit aux théories pentadimensionnelles, soit aux théories dites à

connexion affine. La théorie d’EINSTEIN-SCHRODINGER dont il est question
ici est une théorie à connexion affine.
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I. - VARIÉTÉ À CONNEXION AFFINE.

26. - Définition (Tune connexion affine.

’ 

Considérons une variété différel1tiable Vn de dimension n, de classe
Cr (r ~ 2) et un recouvrement arbitraire de cette variété par des voisinages
ouverts U. Donnons-nons dans chaque v un ensemble ordonné de n for-

mes de Pfaff (01 (ce)) de classe er-1 linéairement indépendantes. Ces formes
définissent pour chaque de U un corepère 0y de l’espace vectoriel I§f

_ 

des formes linéaires au point et par dualité Llll repère RÛ de l’espace
vectoriel Tx des vecteurs tangents Y,a .

Si U et V sont deux voisinages de V,2 et si x E U fl v , il existe une

matrice, n &#x3E; it régulière de classe C"*-’ telle que:

et : -.

et l’on a 
-lU 
= A 

v
et Pou a AVU.et l’on) a A v 

Une connexion affine sur Vn est définie pur la donnée dans tout

voisinage munu de repères, d’une Inatrice mu de tonnes de de

classe G’r-1, 1 telle que pour x E V on ait:

Soient U, VI lV trois voisinages de V,, . Pour x E U n V n W, on a
trois matrices Ces matrices satisfont deux à deux à des rela-

tions du type (26.3) et la définitiotl n’est pas contradictoire en elle-même.
Sur une variété différentiable Vn il existe une infinité de connexions

affines. A partir d’uu recouvrement dénombrable de y on peut en cons-
truire une directement, par induction sur les voisinages. Une variété

difféi-entiable de classe Cr munie d’une connexion affine de classe Or-2 est

dite une variété à connexion affine de classe Cr-2.
La formule (26.3) peut s’écrire sous forme explicite :

On reconnait sur (26.4) la loi de transformation dans un changemellt
de repère des formes locales définissant une connexion rieinannienue. Les
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coefficients Ypy définis par :

sont dits les coefficients de la connexion affine envisagée au point x et
pour les repères 8x et Rx choisis. D’après (26.4) ces coefficient,s se trans-

forment selon la loi :

où de’ désigne la dérivée pfaffienne des A par rapport à Op.

Il résulte de la formule de transformation (26.5) la propriété suivante:
Etant donné sur Vn une connexion affine, ou obtient toutes les autres

par addition à ses coefficients des composantes d’un tenseur arbitraire

d’ordre 3 une fois contravariant, deux foix covariant.

27. - Torsion et courbure d’une variété à connexion affine.

Considérons dans chaque voisinage la matrice à une ligne

et la matrice n X n

dont les éléments sont des formes différentielles quadratiques extérieures

locales.

Les éléments de ces matrices sont donnés explicitement pur :

Posons :

On montre que les ~a et les S2’ définissent des formes tensorielles respec-
tivement ne type vectoriel et de type (1,1). Il en résulte que les S’Y sont
les composantes d’ un tenseur d’ordre 3, antisymétrique par rapport aux
indices inférieurs. Ce tenseur est dit tenseur de torsion de la variété.
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De même, si on pose :

les Rp,Â¡¿ sont les composantes d’un tenseur d’ordre 4 antisymétrique par
rapport à ~, et y. C’est le tenseur de courbure de la variété.

28. - Différentielle absolue et dérivée covariante dans une connexion
afnrte.

Considérons un champ de vecteurs coutravariants. Ses composantes
sont définies dans chaque voisinage U par la matrice à une ligne i pour
x E U fl V, on a:

D’après (28.1 ) et (26.3), on établit que les quantités :

définissent une forme différentielle linéaire à valeur vectorielle contrava-

riante qui est dite la différentielle absolue du champ de vecteurs relative-
ment à la connegion.

La matrice a pour éléments :

Si l’on pose :

la dérivée covariante est le tenseur qui a pour composantes :

où représente une dérivée pfaffienne. 
’

Plus généralement on peut établir pour un champ de tenseurs qu’on
peut constrnire une forme différentieUe linéaire à valeur tensorielle, qui
est dite la différentielle absolue du tenseur pour la connexion envisagée.

Si, par exemple, nous considérons un champ de tenseurs une fois co-

variant, une fois contravariavt, nous aurons sous forme explicite :
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La dérivée covariante correspondante est, :

Dans ces expressions la forme générale de la différentielle absolue

apparaît.

29. - Formules en repèies de coordonnées locales.

En repères naturels associés aux coordonnées locales 

nous introduirons la notation spéciale :

pour désig.iier les coefficients de la connexion affine. Dans un cliange-
ment de repères naturels, ces coefficients se transforment toujours selon la

formule

Mais Apl et AÉ’ ont maintenant les valeurs particulières

et a désigne maintenant la dérivée partielle ordinaire de A (J, par rapport
""

à 
, 

(donc ô A"-==ê .4). 
&#x3E;

’ e y e

En repères naturels, les composantes dit tenseur de torsion et du

tenseur de courbure sont données explicitement en fonction des coefficients

F~, de la connexion par :

( symbole d’an-

tisymétrisation)

Du tenseur de torsion on déduit par contraction le vecteur de

torsion :

Par contraction du tenseur de courbure on peut obtenir deux tenseurs
covariants d’ordre 2 essentiellement distincts. L’un de ces tenseurs généralise

2. Annali della Souola Sup.. Pila.
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le tenseur de Ricci de lu géométrie riemannienne ; il est défini pur :

Ce tenseur ue présente en général aucun caractère de symétrie particulier.
Le second tenseur est obteou en contractant a et P dans la relation (29.2) :

’ 

Ce tenseur est manifestemeut nul dans le cas d’une connexion riemannienne.

Dans le cas d’une connexion affine quelconque il est le rotationnel d’uii

champ de vecteurs.

II. - LES ÉQUATIONS DU CHAMP UNIFIÉ.

30. - La variété fondamentale.

L’élément primitif de la théorie d’Einsteiii-Schrddiiiger est constitué

par une variété espace-temps V4 douée de la même structure de variété

différentiable que la variété qui intervient eii relativité générale: la variété

V~4 est douc une variété différentiable de classe (02, @ C4 par morceaux).
Sur cette variété F4 nous supposons définis deux éléments géométriques:

1) Un champ de tenseurs de classe (Ci, C3 par moiceaux). En
chaque point de ~~ nous supposons : 

’

a) que g = dét (UafJ) =F 0 ;
b) que la forme est une forme non

dégénérée de type hyperbolique normal. 
’

Le tenseur est dit le tenseur fondamental.

2) Une connexion affine arbitraire dont les coefficients Tjy sout

continus et de classe C2 par morceaux.

Comme g ~ 0 la matrice (gào) admet une matrice inverse, notée (gafJ),
telle que :

Les tenseurs pt sont dits des tenseurs associés. On a : 1
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Dans la suite nous désignerons par la même lettre d’appui - ici g -

deux tenseurs associés l’un covariant, l’autre contravariant et le détermi-

nant des composantes du tenseur covariant.
Nons poserons :

où : o

sont des tenseurs soit synétaiguea, soit antisymétriques ( est le syinbole
de syiiiétrisatioii, ~ celui (l’ulltisyn1étrisation).

D’après l’lrypotlrèse b), oii moutre que les formes quadratiques y,,,flXaXfl
et haf3 Xa Xf3 sont rron dégénérées de type hyperbolique normal. En 
culier on a :

Le (îeternnnunt de peut être exprimé en fonction des dëteïnnnunta
suivant: [H], p. 15)

et la dérivée logarithmique de 1 g 1 est (loititée par la formule :

~ 

31. - Le principe varmtionnel.

Les deux éléments géométriques définis sur la variété Y4 (tenseur
fondamental et connexion affiue) sout astreints aux « équations du champs
que nous allons déduire, par analogie avec la relativité générale, d’un
principe variationnel.

Soit C une chaîne différentiable de dimension 4 de la variété et va-

rions arbitrairement le tenseur fondamental et la connexion de façon que
les variations soient nulles au bord 8 C de la chaîne envisagée. Considérons
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la variation correspondante de l’intégrale à valeur scalaire :

où est le teuseur de RICCI de la connexion affine 

Les équations du champ de la théorie sont celles qui définissent l’ex-
tremum de l’intégrale I vis-à-vis de toutes variations du tenseur fondamen-
tal et de la connexion astreintes seulement à s’allnuler au bord de C.

On évalue la variation de I en distinguant la contribution due à la
variation de la connexion et celle due à la variation du tenseur fondamental.

On obtient ainsi le système :

C’est la première forme des équations du champ. ,

Pour simplifier la forme des équations ~31.1 ) nons allons substituer à
la connexiou initiale Tjy une nouvelle connexion affine. On déémoutre

qu’étaiit donnée une connexion affine arbitraire il existe nue connexion

affine et une seule définissant le même parallélisme et dont le vectenr

covariant de torsion est nul. Cette connexion est :

En explicitant à l’aide de la nouvelle connexion L, on trouve que
le premier système des équations du champ (31.1) est équivalent an système:

Les quatre conditions (31.5) ne sont autres que les conditions L# = 0
exprimant que la connexion L est astreinte à admettre un vecteur de

torsion nul. En effet on déduit de (31.4):
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Or :

Un obtient donc:

Or dét # 0 . Aussi, pour que le vecteur de torsion Le soit nul il

faut et il suffit que l’on ait (31.5).
Aux formules (31.4) on peut substituer les formules équivalentes :

Désignons par Wa/3 le tenseur de RCCOI de la connexion L . On peut
évaluer le tenseur partir de Waf3 sui vaut la relation :

Il résulte qu’on peut substituer aux équations (31.2) portant sur la con-

nexion 1-’ les équations :

Nous sommes ainsi conduits à adopter comme nouvelles grandeurs
déterminant le champ unitaire, outre le tenseur fondamental ga~ ~ la con-

nexion affine a priori arbitraire Lpy et le vecteur covariant Fa. Les « équa-
tions du champ » sont alors fournies par les équations (31 5), (31.6) et (31.8) :

Les grandeurs du champ coniprenneiit 16 64 Lpy et 4 Fa et nous
disposons effectivement de 4 équations (31.1 U~y de 64 équations (31.9) et de
16 équations (31.11). Mais ces équations ne sont pas indépendantes; le

procédé variationnel utilisé pour leur formation fournit 4 «identités de conser-
vatioii » qui assurent comme en relativité générale le jeu des changements
de coordonnées admissibles.
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Ces identités fout intervenir un tenseur M; formé à partir de ga~ et
du tenseur de Ricci pur :

Elles peuvent s’écrire :

généralisant ainsi celles classiques de la relativité générale. Ou établit que
les identités (31.14) sont satisfaites poiii tout ensemble (ga~,1 ~) dédnit
pur (31.3) solutioo des éq nations (31.9), (31.10).

On peut donner aux identités de conservation une deuxième forme qui
porte sur le tenseur de Ricci et qui est tout à fait analogue à (31.14).

1

32. - Le problème de Cauchy.

Les équations : 
’ 

.

constituent une extension an cas tenseur gaf3 non symétrique et d’une
connexion non symétrique des relations classiques qui déterminent, à
partir de la inétrique, les coefficients d’une connexion riemannienne.

M. A. TONNFLAT a résolu explicitement le système des équations
(32.1) où les coefficients de la connexion sont considérés comme les iucon-

nues. Elle a montré que la solution existe et est unique pourvu que:

Pour un tenseur satisfaisant aux hypothèses faites an paragraphe
30, le seul cas exceptiollnel est donc celui où l’on a simultanément :

Nous écartons ce cas dans la suite, parce qu’il ne se produit pas dans
la pratique. On peut alors prendre comme grandeurs qui définissent le

champ le tenseur fondamental et le vecteur covariant Ta , ces grandeurs
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satisfaisant aux équations :

où les Lpy sont considérés comme les fonctions des gaf3 et de leurs dérivées

premières définies par la solution nnique du système (32.1).
L’étude du problème de Cauchy montre que le système des équations

(32.3) (32 4) vérifiées par les gz, et T« admet en général une solution déter-
minée localement. Les données de Cauchy sont les valeurs de ay 
7~ sur une bypersurface S de I’4. La solution existe et elle est unique si

Phypersurface est non caractéristique et si les données de Cauchy sont
liées par un ensemble de conditions provenant des équations dit champ.
Les variétés caractéristiques sont définies comme solutions de l’une ou de

l’autre des deux équations suivantes :

Elles apparaissent comme les surfaces d’ondes du champ unifié envisagé.
Les rayous associés sont les caractéristiques des équations précédentes,
c’est à-dire les géodésiques de longueur nulle des métriques riemanniennes
de signature hyperbolique normale : 

’

où hafJ et sont respectivement les tenseurs associés de haf3 et

L’interprétation physique des grandeurs géométriques introduites est
difficile dans la théorie d’EINs’rEIN-SoHRODINGER. De par le caractère

unitaire même de la théorie, les équations rigoureuses régissent ici un

hyperchamnp non décomposable et ne peuvent être fractiounées en équations
de propagation du champ gravitationnel et du champ électromagnétique
qu’approximativement, lorsque les conditions physiques sont telles que
l’un des champs est prépondérant par rapport à l’autre.
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IIL - INTERPRÉTATION POSSIBLE DÉS ÉQUATIONS 

33. - Les conditions d’isotherlnid dans le choix de la métrique.

Le problème de Cauchy conduit à considérer que c’est le tenseur ha¡3
ou un tenseur proportionnel qui doit définir la partie gravitionnelle du
champ unifié. Posons:

e7 désignant le coefficient invariant de proportionnante. Lu valeur 

peut s’obtenir par la considération des coordonnées isothermes.
Dans la variété V4 de la théorie unitaire, la condition d’isotheimie

prend la forme :

et dans l’espace riemaullien de métrique elle s’écrit :

Considérons alors le premier gronpe d’équations du cbump:

On déduit par contraction de Inéquation (33.3) :

Tenant compte de (33.4) et de Ili(lentité:

on peut donc mettre le premier membre de (33.1) sous la ferma, :
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Il en résulte qu’on a l’énoncé :

En vertu du pt’enl,ierr groupe d’éq2cations dit champ (33.4), (33.5), Ilimva-

est les deux conditions suivantes:

1) les équations (33.1) et (33.2) sont équivalentes;
2) si U , 1 le pl’enlier de (33.1) se i-éduit ait I)rei)tiet- 1nel1t.

bre de (33.2).
La condition 1) doiiiie

(À scalaire coiist,-,tnt) et la conditions 2) montre que la constante À est égal
à 1. Il vient donc :

désignant le tenseur associé de hap (= g 0) et h = dét (h,,,fl).
Désormais, la ntation aaB désignera toujours, sauf indication contraire

(Cf. chapitre V, paragraphe 49), le tenseur au second membre de (33.6).
La inétrique est, comme la métrique hap, de type hyperbolique normal.
Notons que a = dét (gap) .

Renlarque. - Si l’on ne tient pas compte de (33.2) mais seulement
de (33.1) on a :

34. - Le teuseur et sa signification.

Par analogie avec aafJ = nous introduirons dans la suite le

tenseur antisymétrique : -.

On a:

(34.2)

et, d’après (30.1) :
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Notons que :

Aussi l’équation (33.4) peut s’écrire encore :

J7 a étant l’opératenr de dérivation covariante la métrique 
Ainsi :

¡Jans la vltriété t’ientannienne 1nunie de lit rnétrique

le tenseu1’ qaf3, défini ¡par (34.1), est l’adjoint d’un tenseur ’rotationnel.

Il existe lo’calettieiit un potentiel-vecteur V’a. tel 

et l’expression explicite de en fonction de yi est donnée par :

35. - Décomposition du tenseur de Ricci. Foriiie rigoureuse des équa-
tions du champ.

Le tenseur de RiCCI Wa¡3 peut être séparé en deux parties : l’une est

formée par le tenseur de Ricci d’une connexion riemannienne 
quelconque, l’autre s’exprime simplement en follction de la différence des

coefficients de connexion L"fl - Cette décompositiou fait jouer au

tenseur symétrique à deux indices qui définit la connexion riemannienne

envisagée, le rôle de tenseur gravitationnel. Nous prendrons donc ce teii.

seur synétrique égal à défini par la formule (33.6).
- Posons :
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En portant (35.1) dans l’expression de Wa,8, on trouve:

où ve désigne l’opérateur de dérivation covariante dans la connexion rieman-

nienne.

Nous pouvons utiliser (35.2) pour scinder Wao eu parties symétrique
et antisymétrique suivant : -

. Ces forinules perinettent d’éciire les équations du chaiiip sous forme
rigoureuse.
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CHAPITRE IV

EXTENSION DE LA MÉTHODE DES SINGULARITÉS
À LA THÉORIE DU CHAMP UNIFIÉ D’EINSTEIN SCHBÔDINGER.

~ 

I. - PRINCIPE DE LA MÉTHODE.

Pour étendre à la théorie dn champ unifié d’EtNS’l’EIN-SCHRODINGER

la méthode exposée au chapitre 1~ section ly il faut supposer que dans la

présente théorie les sources sont encore représentées par des singularités
du champ, Disons tout de suite qne cette hypothèse sur les sources ne
s’harmonise pas avec l’esprit de la théorie. Celui ci postule en effet la dis-

parition du dualisme champ particule. 1/hypotbëse précédente doit être

accept,ée seulement comme provisoire, en attendant que soit trouvée une

solutioll partout régulière des équations du champ.

36. - Les ternes linéaires daus la connexion aitine.

Une étude rigoureuse des équations

est difficile, L’expression explicite de la connexion affine en fonction du

tenseur fondamental est très compliquée ; pratiquement elle ne se prête
qu’aug calculs approches.

Prenons qa[3 pour infinimellt petit principal et négligeons les termes du
troisième ordre en qaa ; nous noterons les termes négligés par 0(e3). Il

vient alors, en se reportant à la solution de la connexion .L en fonction

de ha(3, [42] et eu tenant compte compte des équatioiis définissant 
qa0 1 (15)

(i5) Ces calculs seront exposés avec plus de détails au chapitre V, paragraphe 51.
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où nous avons 

(Les iudices des tenseurs élevés on abaissés par le tenseur sont souli-

gnés pour éviter les confusions avec les tenseurs associés).
La première ligne au deuxième membre de (~36.1 ) représente la diffé-

rence entre les symboles de Christoffel formés avec et aafJ.
Les expressions approchées (36.1) et (36.2) nons renseignent complète-

ment sur les termes linéaires dans la coiiiiexioii afnne. étallt d’ordre
-

8 et d’ordre E2, on voit en particulier qu’il y a des termes linéaires

dans Lio mais que n’en contient pas.

Si l’on fait les développelneuts usuels dans le cas quasi statique (Cf.
paragraphe 41) on tire de (36.2) : 

.,

Cette valeur est différente de celles données par L. INFELD

et par J. CALLAWAY (Z~==0).
4-

37. - Etude de l’intégiale pa

Pour simplifier l’exposé, nous supposons que les singularités du champ
sont ponctuelles. Il est clair que la méthode se généralise au cas où les
domaines singuliers ont des dimensions finies, non négligeables devant leurs
distances mutuelles. Elle peut aussi être étendue au cas d’une variété Vn
à it dimensions.
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La variété espace-temps V4 est supposée rapportée à uu système de
coordonnées dans lequel x° joue le rôle de variabile temporelle 
les xi celui de variables spatiales (a°° &#x3E; 0) . Soit W3 une section déterminée
XO = const. de V4 . Nous supposons défini sur W3 nn champ de tenseurs
contravariants d’ordre 2~ tel que :

On peut vérifier immédiatement que le tenseur associé de g*ij a pour
composants :

Car :

et

soit, compte tenu de

Le changement de coordonnées locales :

conserve W3.
Considérons le tenseur défini par (31.12), (31.13). Dans le change-

ineiit de coordonnées (37.3), les quantités M’) où l’indice e est fixé se traus-
fortnent selon la loi tensorielle :

qui est la loi de transformation d’un vecteur de W3 .  A ce vecteur on peut
attacher la forme différentielle extérieure d’ordre 2 :

où désigne le tenseur complètemeut antisymétrique attaché à la forme

élément de volume de W3.
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Considérons des champs d’intégratioll à trois dimensions C3 de la

variété W3 . Soient aC3 leurs frolltières. Posons :

Si la- forme est régulière dans C3, il est évident d’après le théo-

rème de STORES que :

est la condition nécessaire et suffisante pour que l’intégrale (37.5) soit nulle.
Prenons au contraire un champ d’intégration contenant dans son inté-

rieur une singularité et une seule, la k-ème par exemple. Désignons le
k 

~ 

k

champ d’intégration par C3, sa frontière par a C3 et l’intégrale correspon

dante par :

, L’application du théorème de STOKES ait domaine compris entre deux
k k

frontières a C’3 et à C"3 dont l’une est intérieure à l’antre (domaine dans

lequel la forme est régoliène), montre qne (37.6) est la condition
k

nécessaire et suffisante pour que l’intégrale ait une valeur indépendante
k

du choix de C3.

k

38. - Propriétés fondamentales due l’intégrale /la .

Faisons maintenant les deux hypothèses suivantes :
a) les champs symétriques aap et antisymétriques qap admettent des

développements limités en fonction d’un paramètre ~, (~, = 1/c):

(Eu fait dans les développements que nous utiliserons, tous les coefficients
de ~,~ ne sont pas différents de 0; voir plus loin paragraphe 41).
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b) la déri vée 80 est telle qu’oa puisse poser:

où c7a est du même ordre de grandeur que les .
1

Eu substituant à aefl et leurs développements litnités, ou obtient:

Nous nous proposons d’établir le théorème suivant:

THÉORÈME 2.

1 ° que la condition = 0 d’01’d1’e nt soit vérifiée, il suffit
que les équations du = 0 Roient l’ordt’e (lu - 1)

k

2°) Ln valercr de ne dépend eflécliveiiieiit que des et pour
m p p

p ne - 1. Elle est indépendante de et 
’~ 

lit nt

Evaluons la différentielle extérieure de la foriiie D’après
(3 7.4) on a :

soit

La condition = 0 se traduit par :

et Fou a:

On peut écrire les identités de conservation sous la forme suivante :



33

Multiplions les deux membres de (38.2) par puis transformons de

Inanière à faire apparaître la quantité an premier membre de (38.1). Les
identités (38.2) peuvent alors s’écrire :

On voit que la condition (38.1) ne peut pas être satisfaite identiqneineiit.
Désignons par yip le deuxième membre de (38.3). Il est commode de

l’écrire sons la forme :

ciire, 1 en Dlettallt à part le terme - do M e 0 qui ne contient pas 0 (Â)
en facteur :

Diaprés l’expression de Ae, et en tenant compte de 1’11ypotbèse b) d’une

part, de la définition de 114: part, on voit que ne fait inter-

venir que - 1). Ou en déduit que les équations
p

eiitraîiieiit z= 0 . Oit donc aussi :

2°/ Nous devolls étudier les termes de linéaires par rapport aux

champs. Plus exactement nons aurons à considérer ceux qui ne comportent
aucune dérivation par l’apport à la variable xo. Nous les appellerons termes
linéaires d’indice zéro.

On peut écrive :

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - 
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ce qui montre que les teriiies linéaires de . proviennent de

Nous poserons

D’après (38.4) les termes linéaires de sont contenues dans la quantité
- ~~i qui est égal à

G ~ et Ztù ayant la même signification que la notation R ~ .
En considérant l’expression de Zaf3:

et ies expressions de la connexion affine (36.1) (36.2), on constate que 
(donc ZQ) ne contient pas de termes linéaires par rapport aux champs.

D’autre part les termes linéaires d’indice zéro de qui sont les
inêines que ceux de ont été étudiés au chapitre It (paragraphe 13), où
il a été montré que leur contribution dans l’iutégrale est llulle.

k

Comme llafJ et qafl ne peuvent intervenir dans l’intégrale Pe qne pal’
m m 

~ 

m

l’intermédiaire des termes linéaires d’indice zéro de la 2ème partie
du théorème est établie.

Ce théorème a une conséquence immédiate : on peut étendre la défini-
k

tion de ~C~ à la valeur in = q + 1, où q est l’ordre des développements limi-
ta

tés des champs Q’afJ, 
’

k

Dans la suite, lorsque nous calculons fte, les équations = o
m 

k 
p

(p - 1) sont supposées satisfaites. L’expression de !te se réduit alors à:
)M

k

désigne l’image de b C3 dans l’espace euclidien de représentation S. 1
et d Z est l’élément d’aire de 8 J .
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Lu formule (38.5) devient en vertu dn théorème précédeut : ~.

a été définie au chapitre II. Mais il faut remarquer que la valeur de l’in-
A;

tégrale 0. en théorie unitaire est différente de sa valeur en relativité géné-
»&#x3E;

rale (sauf en première approximation) car la solution des équations du
champ u’est pas la même dans les deux théories. 

39. - Définition des équations de mouvement.

Du théorème précé(ipiit, on déduit par un raisonnement identique à
celui 1 qui 1 a été fait ~n chapitre I, paragraphe 14 que les 4N conditions

suivantes :

nécessairement satisfaites pour tout système (a,a~, qc’P) solution des équations
du champ permettent de déterminer les tixjectoires d’nnivers du

systèine de N particules.
Nous poserons comme définition des équations de mouvement en théorie

unitaire :

40. - ltôle joué par 1n partie antisymétrique du tenseur de Ricci dans
le problème du mouvement.

k

Si nons considérons plus Htteutivement l’expression de fle nous consta-

tons que le champ antisymétrique intervieut par l’intermédiaire de Zfl,
mais que la partie antisymétrique Rap du tenseur de Ricci n’intervient

, ,
pas directement. Il en résulte que le résultat ne serait pas cbaugé si nous

avions utilisé un tenseur autre qne A. Eu particulier - uous pourrions



36

introduire

c’est-à-dire le tenseur d’EtNSTEIN.

On peut se demander si l’on peut mettre en évidence une contribution
de y en considérant séparément cette partie anti symétrique et les équa-
tions 

’"

qu’elle vérifie. Nous allons montrer qu’il n’en est rien.
Introduisons les formes différentielles quadratiques extérieures locales :

Considérons maintenant des champs d’intégra~tion quelconques à trois
dimensions de la variété T~4 . Soient aC3 leurs frontières. Etuclions 

D’après la relation entre les tenseur de Ricci et on a :

l’intégrale portant sur la forme I’ est nulle parce que r est la différentielle
extérieure d’uue autre forme et que est un champ ci, intégration à
bord nul.

La différentielle extérieure de la forme -VV s’écrit :
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et la condition d R = d W = 0 se traduit par :

Supposons cette condition satisfaite. si C3 ue contient pas de

singularité l’intégrale (40.2) est nul1e; si C3 contient une singularité dé-
terminée cette intégrale, qui est indépendante de a C3, ne peut dépendre
que des coordonnées de la singularité. Cependant il n’existe pas de théo-

sème analogue au théorème 1 (chapitre Il, paragraphe 13) ou 2 (paragraphe
39) qui s’applique à cette intégrale.

Tout ou voit que la condition (40.3) pour être satisfaite à

l’ordre exige que les équations du champ (40.1) soient satisfaites égale-
ment à l’ordre m . ..

Ensuite, si l’on calcule les termes linéaires de on trove 

les formules (36.1) (36.2) l’expression suivante 

Le deuxièine terme qui a la forme d’un rotationnel ne contribue pas à

Mais il n’y a aclllle raison pour que le prel.nier terme donne une
contribution nulle.

Nous obtenons donc le résultat suivant :

1 °) que condition d W = 0 d’ordre 1n soit vérifiée, il ne sîtlfit
Pas que les équations RâP = 0 (p  nt - 1) soient vérifiées, il fi’tut encore qu’

elles soient vérifiées pour p = 

20) La valeur de Q dépend effectivement de qap (p Ç m 1) et aussi de qefl.
n2 p m

REMARQUE. Si l’intéghale O possède les propriétés des intégrales aa et

¡ta, on peut obtenir, à partir de Inéquation (40.1), 4 relations pour chaque
singularité de la façon suivante :

Donnons à l’indice a une valenr quelconque mais fixée, et soit ~Y~a~ Lllle
section déterminée xa = const. de V4 (a fixé). Désignons par A, y B, C des
indices qui peu veu t prendre les 3 valeurs de la suite (0 ~ 1 , 2 ~ 3) distinctes
de ce .

x

Considérons un 3 champ de la variété ’W3 , contenant seulement

la k-ème singularité. L’intégrale (40.2) prise sur la frontière de ce 3-champ
a pour valeur :
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Ou peut interpréter cette intégrale en disant qu’elle représente la flux du
h.

vecteur adjoint de WAB à travers l’hypersurface frontière a C(3,.):
1-

Les équations du champ (4U.1~ entraînent les relations :

Elles expriment que le flux du vectenr est nul pour toute solution de

(40.1). Mais ici, les relations (40.4) ne sont que de simples conséquences de

(40-1) ; elles n’imposent aucune condition supplémentaire aux champs solu-
tion de (40.1), par conséquent elles ne peuvent pas contribuer aux équa-
tions de mouvement.

’ 

II. - PREMIÈRE APPROXIMÀTION DES ÉQUATIONS DU CHAMP
ET ÉQUATIONS DE MOUVEMENT.

41. - Les équations du champ.

Sur les développements limités du tenseur métrique aao et sur le com-
portement à l’infini de ce teuseur, nous faisons les mêmes hypothèses qu’en
relativité générale. Nous admettons qu’il existe un système de cooi-doiiiiées
isothermes (33.1) dans lequel on a :
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avec la condition :

Par analogie avec (41.1), nous faisons les développement suivants de 

Notons que ce développement n’est pas obligatoire. Nous en discuterons
les différentes iiiodalités an paragraphe 46.

Nous supposons également que les particules se meuvent lentement

par rapport à la lumière, de sorte que l’on a 00 -- 1 00 , où 00 est du même
C i 1

ordre de qne ai ( ao 1 == -~l-t) - ·
Nous allons calculer en coordonnées isotherlnes une solution approchée

des équations du champ :

Nous avons déjà vu que la. solution de (41.4) est donnée par :

Aussi nous pouvons prendre pour inconnues le tenseur et le potentiel
ces grandeurs étant astreintes à vérifier les éqaations (41.5) (41.6).
Désormais, nous nous occuperons donc uniquement du système (41.5)

(41.6), dans lequel tpa figure par l’intermédiaiie de qafl selon la formule

(41.7). Pour pouvoir utiliser des résultats du chapitre II, substituons à
(41.5) les équations tensorielles suivantes qui leur sont équivalentes :
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D’aiitie part, comme il ne s’agit ici que de problèiiies locaux, nons pou vous
remplacer (41.6) par le système:

En portant dans (41.8) (41~~) les développements limités (41.1) (41.3),
nons obtenons à chaque étape d’approximation des équations approchées,
qui sont des équations de POISSON : an premier membre figure le laplacien

ordinaire de l’une des fonctions
t___

coud membre, des quantités que peut regarder comme connues en vertu
des approximation antérieures. En particulier, ces équations se réduisent
à des équations de LAPLACE en première approximation.

42. - Expression approchée du tenseur de Ricci 

Pour former les équations approchées (41.8) (41.9). il faut connaître

rexpression explicite du tenseur de Ricci en fonction de et, qa¡3, au
moins aux premières approximations qui nous intéressent.

1) De (35.4) et des valeurs (36.1) (36.2) de la connexion oa dédnit :

En explicitant et en tenant compte de l’équation (41.4) on obtient :
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où

Ell nous limitant à l’approximation précédemment définie, on n’a pas
à tenir com pte du terme Les 2ème et 3èlne lignes de (42.2)
sont utiles pour le calcul de mnis elles n’interviennent pas dans la

6

formation des équations (41.8) en première eL seconde approximation. On
déduit ainsi de (42.2) :

Les équations approchées (41.8) se mettent donc sous la forme :

Dans ces équations, a été calcule au chapitre II, est donné

par (42.3), tandis que est une quantité qui disparaîtra.
2) Calculons de même la partie antisymétrique D’après

(35.5) (36.2) : . 

""

Il est plus simple de considérer séparément les deux termes. Développons
les dérivées covariante, il vient:
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A partir de (42.6) on dédnit immédiatement les équations approchées
(41.9) par dérivation et, permutation circulaire. Dans ces équations n’inter-
viendront que la première ligne de (42.6). En effet~ si oous remplaçons les
symboles de Christoffel par leurs valeurs, iious trouvons que les termes :

sont égaux à

et qu’ils peuvent être négligés. D’antre part, nous verrons au paragraphe
44 que est nul eii première approximation, d’après la solution choisie

pour le potentiel "Pa (Cf. (44.1 )). 

43. - Le potentiel électromagnétique dans le cas quasi-statique.

Ce que nous désirons savoir~ en faisant la présente étude, c’est la

possibilité qn’offre la théorie d’EINS’l’EIN-SOHRODINGER pour une éventuelle

déduction des équations de mouvement de Nous serons donc

amené à chercher une solution des équations du champ représentant un
système de particules chargées ; cela nous conduira naturellement à essayer
d’identifier le potentiel "t’a avec le potential électromagnétique (i6).

Considérons donc, dans l’espace-temps muni de la métrique riemannienne:

le potentiel électromagnétique créé par un système de particules chargées
s

=1, 2 ~ ... , Ce potentiel, rapporté à un repère quelconque, a pour
expression : 

--

où :

(16) C’est-à-dire identifier le tenseur qap avec l’adjoint du tenseur champ électro-

magnétique. 
’
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s s s

e / 2. est le potentiel électromagnétique créé par la particule Il dans son
s

repère propre, ui est le vecteur vitesse unitaire de cette particule. Dans le

repère propre, la particule étant an repos, le potentiel est purement élec-

trique.
En portant dans (43.1) les développements limités de (la(3, on obtient

avec l’hypothèse quasi statique : -

Le vecteuer vitesse unitaire peut être calculé à iiii ordre

d’approxiinatioii quelconque. Si l’ou se limite el~ ce qui concerne CfÂ aux
termes du cinquième ordrey il snffit de considérer l’expression approchée
suivante du ds2 :

s

Sur la trajectoire d’univers de la particule P, de coordonnées (XO = xO,
s

xi = $1) ce dS2 approche est égal à :

ce qui donne, jusqu’au qmtriéme ordre :

On en déduit les valeurs approchées des composantes co variantes :
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Substituant celles-ci dans l’expression de 99Â, , y et faisant les développements
8

limités suivants pour e :

il vient :

Ce soiit les deux premières valeurs de (43.7) qu’oiit prises L. INFELD
et J. CALLAWAY pour satisfaire eu première approximation aux équations
(41.4) (41.9).

B

44. - La première approximation des équatioiis du champ. -

A la première approximation, les champ symétrique et antisymétrique
se séparent.

1) Les équations (41.5) s’écrivellt exactemeiit comme en relativité

générale :

avec la même condition de coordonnées :
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La solutiou de ces équations est donnée par les formules :

s

La constante d’intégration 1no ne dépend pas du temps diaprés l’équation
s 

!to === 0.
3

2) Les équations (41.9) s’écrivent :

où doit être remplace par son expression en fonction de V’a

On aura une solution de ces équations en prenant pour y. et Vi des
2 3

fonctions ceci aura lieu, en particulier, si nous identifions

avec le potentiel électromagnétique :

Cette solution entraîne deux conséquences 
y

de vecteurs I’a est en première approximation un champ de gradient.
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45. - Les équations cIa mouvement.

, 
Elles sont ciéfirlies erl première approximation par les équations:

k

où ai a la valeur calculée eu relativité générale.
4

De (42.3) oii déduit :

Cette exprsssiou peut s’écrire encore :

le crochet étant antisymétrique pur aux 

le lemme dn chapitre II (Cf. paragraphe 12), il en résulte que l’on a

identiquement :

L’équatioii (45.1) se réduit donc à :

Dans cette équation n’interviennent pas les Aussi n’obtient-on

pas l’uctioa du clmmop étectroinagnétiqne sur la particule chargée. On re-

(17) Si q,,,p y n’est pas nul en preiiiière appro;iiiiati&#x3E;n, le second nienxbre de (45.3)

contiendra en plus le terme :
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trouve seulement ulr résultat fondamental de la relativité général, qui
permet d’obtenir les ,équatioiis de monvement d’uue lnasse 4aiis un champ
de gravitation.

Ainsi, en prenant aap comme métrique et qafi comme champ électroma-
gnétique, on n’obtient que les équations de mouvement des particules ma-
térielles (sans charges). Ce résultat est donc équivalent à celui obtenu par
J. CALLAWAY [34] en prenant 2,àp et gg,,,,6.

46. - Interprétation (lu résultat négatif. Discussion des possibilités
laisséèS à cette itiéthode.

Les équations de mouveineiit des particules chargées contiennent des
produits quadratiques des charges. Pour cette raisoUy si l’on peut obtenir
ces équations ce doit être seulement en première approximation. Faut-il
donc couclure, en se basaat sur le résultat négatif (45.4), que la théorie
d’EINSTEIN-SCHRODINGER ne donne pas les équations de mouvement des
particules chergées ? Nous ne le pensons pas, car ce résultat négatif tient
d’abord aux valeurs particulières (44.1) choisies pour 1pa, qui font dispara-
itre les termes en p y de La solution (44.1) parait naturelle? mais

- -- 

4

elle n’est pas ilposée par les équations du champ.
W. B. BONNOR [33] fait remarquer aussi que iiiêiiie si l’intégrale (45.4)

n’est pas identiquement nulle, elle ne pourrait pas donner une loi de force

en 1 (r2. Cette loi nécessiterait la présence dans le tenseur de Ricei des

termes quadratiques par rapp»rt aux champs antisymétriques eux mêmes,
et non par rapport à leurs dérivées.

Nous pouvons dire maintenant que le problème qui se pose est le

suivant: Trouver une solution 1Pa telle que :

1) les dérivées de 1pa soient d’ordre 1/r dans le voisinage de chaque
particule ;

2) le « courant &#x3E;&#x3E; qà fl, ne soit pas nul ponr celle solution.
Avant d’avoir résolu ce problèlrle, il serait peut être prématuré d’affir-

mer l’impuissa,nce de la théorie, et d’abandonner par là tout espoir d’obte-
nir une influence des champs antisymétriques dans les équations de

mouvement en première approximation.
Nous avons essayé vainement de déterminer une solution 1pa satisfaisant

aux conditions 1) et 2). Tout d’abord nous sommes amenés à modifier les

développements limités de qjO et q2~ en les commençant respectivement par
0 (1/c2) et par 0 (1/c3) :
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Nous devons alors considérer les développements liiiiités suivants de en

accord avec ceux de 

Nous pouvons ainsi satisfaire aux équatioiis de champ .

en prenant la solution :

Cette solution vérifie la condition 1). Malheureusement, elle entraîne encore

gi i 0 == 0 (et qi j ~ = 0) ~ et l’on retombe sur uue intégrale identiquement
2--- 3---

nulle : 

III. - LES ÉQUA’l’IONS DU CHAMP EN SECONDE APPROXIMATION

47. - Remarques sur la solution des équations relatives au champ
symétrique.

Nous allons former les équations du champ (41.8) (41.9) eu seconde ap-
proxiiiiation pour avoir une idée de leur solution, relativement complexe
par rapport à la solution des équations du champ en relativité générale,
et pour montrer que l’identification du potentliel 1pa de la forinule (41.7)
avec le potentiel électromagnétique défini par (43.2) (43.3), c’est-à-dire l’iii-

*

terprétatiou du tenseur qafJ comme tenseur champ électromagnétique n’est
plus possible au-delà de la première approximation.

A l’aide des formules du paragraphe 42 et des calculs déjà faits en
relativité générale, les « équations de la gravitation » s’écrivent :
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avec les inênies conditions de coordonnées qu’on relativité générale

Nous intégrotis les équations du champ comme nous 17avons fait en

relativité générale. Nous cherchons une solution particulière des équations
avec second membre, à laquelle lions devons ajouter la solution générale cons-
tituée pur les fonctions harmoniques des équations homogènes. Ces fonctions
harmoniques seront déterminées de manière à satisfaire les conditions de

k

coordonnées et la condition d’intégrabilité u0=0.
5 -

Ecrivons les équations de champ sous la forme général

désignunt les termes du second membre placés entre crochets

une intégrale particulière de l’équation (47.6), xaj3 et Yaj3 se rapportant
respectivelnent aux quantités Aaj3 et du second membre. On a déjà
calculé xa/3 dans le cas de la relativité générale. Le calcul de Yaj3 est (com-
me celui de immédint pour l’éqnation (47.1) si 1 = j et pour l’équation
(47.2) ; i tuais, pour l’équation (47.1) si et pour l’équation (47.3) nous
ne pouvons chercher qu’une solution perticulière dans le voisinage de

chaque particule.
Le tenseur qaj3 étant cléfini eu Euvction de Va par la formule (41.7 ),

si nous adoptons pour le potential soiution (44.1) - considérée par
divers auteurs - nous aurons :

4. An?iali Scuola Norrn. Sup, - Pi8a
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d’où ·

Comme

tont se ramène à chercher une intégrale particulière pour le terme (47.7).
Développons ce terme dans le voisinage de la k-ème particule, eu posant
pour simplifier l’écriture :

Il vient :

Nous avons donc à considérer les termes suivants, à un facteur près indé-
pendant des variables (xr) : ,

Le premier terme, par son ordre de grandeur, n’intervient pas daiis Pinté.
k

Les deuxième et troisième termes s’intègrent d’après les relations :

Pour calculer une intégrale particulière correspondant au quatrième terme,
partons de la relation :
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Or, ou peut d’après l’expiessioii de vérifier que l’on a :

A l’aide de ces formules on peut exprimer en fonction de

En portant cette expression dans (47.8) on déduit la relation:

k

sur laquelle apparaît en évidence une intégrale particulière de 
2

Le calcul est analogue pour le cinquièrne terme. Nous ne donnons pus
le résultat qui est plus compliquer notre intention pas de calcuier

k

l’intégrale fli, mais d’examiner l’interprétation du tenseur qap.
«

48. - Interprétation des chaulps antisymetrîques.

On déduit de : (42.6))

les expressions de
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Formons Ia permutation circulaire c’[&#x26;
en remarquant que l’on a identiquement : i

on obtient les « équations approchées de l’électromagnétisme » sous la forme :

Trois indices placés entre crochets indiquent qu’il faut faire la som-

mation sur les termes déduits par permutation circulaire de ces indices.

La pour conséquence :

nù s’expriine en fonction de 11’0. au moyen des expressions suivantes :

Les équations (48.3) (49.4) qui défissent 1fo et 1fi s’écrivent douc :
4 5
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c’est-à-dire, pour (48.6) :

si l’on calcule par exemple le laplacien itéré de l’expression Cfo du
4

potentiel électromagnétique :

on trouve :

Ainsi ~(~8.8) ne satisfait pas à Inéquation (48.5). On verrait de même que
et ne peuvent pas être solution de l’équation (48.6). 1

4 5
*

Il sernble que le tenseur qaf3 ne peut jouer le rôle de tenseur 

é lectr01nagnétique qu’en p’re1n ière approximation.
* *

Cette conclusion s’applique égalenieiit aux tenseurs faf3 et car, dans

la seconde approximation, les équations des champs antisymétriques sont
les lnêlnes, qu’on les écrive avec Glaf3, ou haf3, fa fJ ou 

En particulier elle est valable aussi pour 
-

tensenr choisi par certains auteurs pour représenter le champ électroma-

gnétique (1~).

(17) F. MAUHER. Comptes rendus 242 (195f) p. 3042.
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CHAPITRE V

LES ÉQUATIONS APPROCHÉES DE LA THÉORIE D’EINSTEIN-
SOHRODINGER ET LE TENSEUR D’IMPULSION-ÉNERGIE.

Dans le cadre de la relativité générale, les équations d’EINSTEIN:

limitent la généralité de la métrique. Elles présentent un caractère très

particulier, puisqu’elles établissent le lien entre un tenseur Sap d’origine
géométrique et ulr tenseur de nature pliysique.

lie tenseur d’impulsion-énergie qui joue le rôle de sources du

champ, est absolument étrangler à la structure géométrique de la variété

espace-temps.
Eu théorie unitaire, l’iiitioductioii artincielle des sources est à éviter.

Si l’on admet que la théorie d’EiNSTEiN-SCHRôDiNGKR unifie champ et

sources dans un même schéma géomét,rique - et c’était certainement con-

forme à la pensée d’EINSTEIN - on doit écrire les équations sans second
membre :

Il cOllviendra de constituer un second membre au moyen de certains ter-

mes tirés de .Ra~ . Les nouveaux premiers membres doivent encore satisfaire
à des conditions de conservation. On pourra nlors interpréter le second

membre comme tenseur d’impulsion-éuergie.

49. - Conditions de conservation pour le tenseur d’litipulsion-énergie.

Les équations du champ sout, nous l’avons vn, définies par l’ensemble
des systèmes :
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Leur preiiiiers membres sont liés par les identités de conservation:

où

et Mj est défini à partir de et de par :

Ces identités sout satisfaites pour tout ensemble déduit d’nue so-

lution (ga/3, L’fl) des équations (49.1) (49.2).
Considérons un tenseur symétrique a, deux indices a’ap, sur leq nel

a,ucune hypothèse u’est faite a~ priori excepté les hypothèses connues que
doit vérifier tout tenseur métrique. Soient le tenseur de Ricci formé

avec les symboles de CHRISTOFFFL relatifs à Sa = G« - 2 G craa B 2 /
le tenseur correspondant. On obtient un teuseur d’impulsion-
énergie en tléorie uiiitaire en décomposant la partie symétrique du tensenr
de Ricci eu la somme du tenseur et des termes complémentaires.
Il vient ainsi :

où nous avons représenté Peusemble des termes complémentaires :

Les équations :

sont équivalentes aux équations du champ (49.3). Si l’on fait passer - X Tap
au second membre, ces équations auront la forme des équations du cas
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intérieur de 1~ relativité générale, Taf3 Y jouant le rôle 1n tenseur d’im

pulsion énergie. Nous nous proposons d’étnciier si le tenseur Taf3 satisfait
aux cooditiols de conservation :

pu étant l’opérateur de dérivation covariante dans la métriqne 
En séparant les termes contenant Rap de ceux contenant Rap , on

- 

voit que le premier membre de (49.5) est égal à :

Ulherchons à quelle condition 1~ quantité

est la. divergence, dans la métrique Gap, d’uii tensenr. La forme bien con-

nue de (49.10) montre qu’il su’fit de choisir le tenseur:

(Â , scalaire constant)

dont la divergence peut s’éciiie :

L’identification de cette expression avec (49.10) dome la relatioii :

d’où l’on tire :

Lorsque la partie antisymétrique tend vers zéro (~ 2013 0), qui joue
le rôle de métrique doit tendre vers gafl ; on en déduit :
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C’est le tenseur que nous avons obtenu nu chapitre II[ (Cf. paragra-
plie 33, forinule (34.6)). 

_

Ainsi en prenant aaf3 comme tenseur métrique, les identités

(49.5) s’écrivent: 
,

Le tenseur étant conservatif, ces identités deviennent:

Pour que les conditions de conservation (49.9) soient satisfaites, il est

nécessaire et suffisant que le second membre de (49.12) soit HuI, e’est-à-dire
si l’on suppose ,~’-1= dét (g ~) ~ 0 ; que l’on ait:

condition d’ailleurs identique à d’après la

relation entre Rap et Sur (49.12) ou voit, en particulier, que les équa-
tions de champ RaB = 0 entrainent (49.9).

-_ ,

Le coenicient ffijg peut être introduit par différentes considérations.
On est arrivé à cette valeur d’ubord par des considérations sur la théorie

de BORN-INFELD (19). Nous le trouvons ellsnite par les conditions d’isother-

mie, étroitement liées aux variétés caractéristiques et également par les

conditions de conservation du teuseur d’énergie que l’o« extrait des équa-
tions du champ. Nous pouvons dire que dans le choix de la iiiétrique, le

problème de CAUCHY joue un rôle fondamental en déterminant ce tenseur

(à un coefficienti de proportionnalité près). Le rôle des autres considérations
est secondaire ; il consiste simplement à préciser la valeur de ce coefficient.

On conçoit par exemple, que les conditions d’isotllermie, au nombre de

quatre, ne suffisent pas à nous donner les dix composantes du tenseur

inétrique.

(19) S. MAVRIDES. J. Physique Rad. 16 (1955) p. 482. 
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50. - Les équations rigoureuses des champs.

Nous formoos les écluations de la théorie d’EINSTEIN SCHRÔDINGER en
fonction des champs symétrique aafl et antisymétrique qafJ définis par les

relations :

Nous avons d’abord, d’après (50.1) :

l’équution (49.2) est donc équivalente à :

Scindions la connexion L eu parties symétrique et antisymétrique en
posant :

(x p) ~ représentant les symboles de CIIRISTOFFFL formés avec les 
Les équations (49.4) et (49.3) s’écrivent 

Dans ces équations, la connexion affine, eoiisidérée comme fonction

des champs et de lenrs dérivées premières, est fournie par la solution

(iiiiique dans les bypothètes fuites) du système (49.1). 
’

Les équations rigoureuses du champ uuitié sont alors : 
’

a) pour l’électromagnétisme : les deux systèmes (E) et (E’) ;
b) pour la gravitation : le système (G).

Le système (G) écrit sous la forlne (49.8) nous donnera l’expression du
tenseur d’impulsion-énergie.
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Il est aisé, en utilisant les formées de la connexion L en fonction de

[42], de calculer L eu fonction des tenseurs proportionnels aa.f3, qafl.
On trouve ainsi :

où la différence entre les symboles de CIIIZISTOFFi,,,L relatifs à et à aà3
est égale à :

et où la partie antisymétrique /";ftV.e = aÀe LlIv est donnée (les formules

explicites mais serait trop long d8 reproduire ici ; nons n’indiquerons
que sa valeur approchée, au paragraphe suivante.

51. - Les équations approchées.

Supposons que le champ qaj3 soit petit devant Punité ainsi que ses

dérivées et qu’il admet des développements limités jusqu’à un certain ordre
en fonction d’un paramètre E . Dans les applications, e joue le rôle du

paramètre 1/c2. Pour écrire les équations approchées du champ, il n’est pas
nécessaire de faire a priori ulle hypothèse sur l’ordre de grandeur du champ
sylnétrique O11 obtient de cette façon des expressions synthétiques, à
partir desquelles on peut déduire si l’on veut les éqiiatioiis approchées pour
un développement donné des aaj3.

L’emploi de la solution générale du système (49.1) permet d’obtenir

les valeurs approchées de la connexion à un ordre quelconque, sans avoir
besoin de faire des approximation successives. On en dédnit elsnite les

équations approchées dit champ au mêine ordre. L’approxiiiiation du dellxi-
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ème ordre est suffisante pour les applications physiques ; les équations du
champ y prenneut une forme relativement simple, et elles fournissent des

résultats intéressants.

Nous supposons donc :

alors la partie antisymétrique de la connexion a pour valeur:

d’où :

avec

Posons :

On déduit immédiatement de (E), (E’) et de (G) :
a) pour Ilélecti-omagDétisme:

b) pour la gravitation :

Nous allons transformer les équations (51.7), (51.8) en tenant compte
de (51.u).
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52. - Les équations éleetronlagnétiques (19).

Considérons maintemmt les équations (51.6) (51.7). Pour transformer

l’équation (51.7), formons l’expression V’ à partir de la définition des 

En faisant apparaître J7 e Ve q~y ? il vient :

En utilisant les relations de commutation des dérivées covariantes :

et les ideiitités sur le tenseur de BrEMANNCHKiSTOFFEi. et en te-

nant compte aussi de (51.6), on obtient :

c~est-à-dire, d’après (51.8) :

Les équations fondamentales de l’électromagiiétisme (51.6) (51.7) s’écri-

vent donc encore :

(20) Cf. M. A. TONNELAT. [13].
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De ces équations on peut déduire les deux conséqnences suivantes :
1) Eu aj&#x3E;pliqaaiit, l’opérateur pv fi, (52.6), on obtient Inéquation :

que l’on transforme en :

Mais on n en contractant les identités de BIANC,1-11 :

Par conséquent le second terme de (52.8) est d’après (51.8) du troisième
ordre. On a donc simplement :

2) Appliquons maiiiteiiaiit VÂ à (52.6) et effectuons une permutations
circulaire sur les indices ~, , ~c , v . Ea teiiaiit compte de l’éqnntioii (51.6),
on obtient :

On mnntre que le deuxiènie terme do second membre est égal à Glêa qftvÂ , r
qui est du troisième ordre, Inéquation (52.10) s’écrit encore :

ou, eu multipliant les deux iiienibres par (1/6) s&#x3E;+À" et en sommaiit:

Sons cette forme,on reconnait l’expression indiquée par E. SOHRÔDIN-
GER pour mettre eu évidence Inexistence d’un courant lié directement à la

présence d’une courbure riemannienne(21).

(21) E. SCHRÔUINGRR. Proo. Roy. Ir. Acud. 56 A (1956) p. 13.
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53. - Les équations dé la gravitation.

Les équations (51.8) s’écrivent encore :

c’est-à-dire, en tenant compte de (51.6) (52.2) :

Par contraction des indices IA, v dans (53.2) il vient :

Ecrivons les équations (53.2) sous la forme (49.8)

pour mettre en évidence l’expression approchée an second ordre du tenseur
d’impulson-énerg’ie. On trouve :

exposant:
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fait intervenir les produits des qfl et

l’Jfp,v 11e dépend que du courant et jone le rôle d’un tenseur matériel ;
Xp,v contient les dérivées secondes de qaf3; Yp,v introduit explicitement la
courbure rienmnnienne rapportée nux aaf3.

On est assuré, par le résultat du paragraphe 49, que l’e1lselnble du

tenseur (53.3) vérifie les conditions :

et qu’il possède ainsi les propriétés qui caractérisent le tenseur d’iyoulsiou-
énergie.

D’tiiie façoii général, l’exhressioo Ra(3 ne contient que les

d’ordre -- p - 1 ; à lu 1)-èrne approximation, nonr devons supposer que
les équations du champ d’ordre (p -1) sont satisfaites, en particulier nous
avons 0 (ëP) et les conditions de conservation du tenseur d’énergie

-

d’ordre p sont certainement satisfaites.

L’expression du tenseur d’évergie que nous obtenons est assez diffé-

rente de crlle que l’on obtient avec la métrique et le champ 
expression dans laquelle figure ul tenseur d’énergie électromagnétique sy-
métrisé, dans le cas où existent à la fois champ et induction : (-2)

- Les formules de les équations de la

gravitation et l’expression du tenseur d’énergie qui s’en déduit, ont été
écrites à la seconde approximation. En réaiité, elles sont encore valables,
sans changement, à la troisième approximation. Mais les équations de

l’électromaguétisme (51.7) son t strictement valables à la seconde approxi-
mation.

(22) M. A. TONNELAT. [3].
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54. - Introduction des coordonuées isothermes dans les équations ap-
prochées.

Rappelons qa’en théorie du champ unifié, un système de coordonnées
est dit isotlieriiie si les quatre quantités sont nulles:

le premier groupe des équations du chmnp (44-1) (49.2), les

conditions (54.1) sont les mêmes que les suivantes:

qui sont les conditions d’isotherinie de la relativité générale.
Ou 4ait qu’en relativité générale, les quantités d2 (xa) inierviennent de

façon simple dans le tenseur de Ricci. Les équations du cas

extérieur peuvent ainsi se mettre sous la forme :

Par conséquente si les coordonnées sont’ isothermes la séparation des po-
tentiels, dans les dérivées secondes, est complète.

Considérons maintemmt les équations de l’électromagnétisme (52.5)
(52.6) et de la gravitation (53.2) que nous récrivons :

5. Annali della Scuoda Norrrz. Sup. - Pisa.
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et clerclons ce quelle deviennent en coordonnées isothermes. Le terme

se siiiiplifie sui vant (54,3) ; mais il y aura peu de simplification pour
les autres termes, les quantités interviennent seulement dans 

et Nous n’egpliciterons que les dérivées secondes; le

syrnbole N désignera une congruence modulo des fonctions additives des

champs et de leurs dérivées premières.
a) Il n’y a aucun changement dans (54.4). Dans (54.5) les dérivées

secondes du premier membre se réduisent au dalembertien qft’V et à

des dérivées de Fa., compte tenu de (54.3) (54.6) :

d’an tore part :

Eu coordonnées isothermes, les équations (54.5) s’écrivent donc :

4S,,, étant une follction des champs et de leurs dérivées premières.
b) Les dérivées secondes des champs qui figurent dans les équations

(54.6) sont contenues daiis G,v suivant la formule (54.3), et dans les termes :

qui sont congrus ~ à :
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après simplification on obtient :

Eu coordonnées isotheriiies, les équations (54.6) prennent donc la forme :

désignant une fonction des champs et de leurs dérivées premières.
Sur (54.7) et (54.8) ol voit que la séparation des champs 11’exist® pas

pour l’ensemble des dévivées secondes (excepté évidemment pour Inéquation
(54.8) du premier ordre). Mais elle a lieu pour les dérivées secondes ne

contenant pas eIl facteur le champ petit dérivées que nous avons iso-

lées iiu premier membre. Si l’ou tient compte des hypothèses quasi-gali-
léennes, la séparation des champs devient donc effective, et l’on peut résou-
dre les éqnations (54.7) (54.8) par des méthodes d’approgimation. Les

équations que l’uu obtient par (54.7) (54.8) en faisant les développements
limités :

aaf3 _ -+- 82 aaf3 + 0 f

~ 

1 2

ne sont antres que les équations approchées écrites au paregraplie 42
da chapitre IV.

Considérons les conditions plus générales :

Dans un système de coordonnées satisfaisant à ces conditions, on a :
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Supposons que les champs soient quasi-galileens. Eii prenant par

exemple :

les équations (54.g) deviennent simplement :

55. - I.4e tenseur d’énergie et les équations de mouvement.

Nous avons remurqué à la fin du paragraphe 53, la différence princi-
pale entre les tenseurs d’éllérgie obtenus suivant que l’on écrit les équations
du champ avec ou avec y L’abseiiee d’un tenseur de

MAXWELL dans le premier cas et sa présence dans le deuxième cas s’ex-

pliquent par les valeurs différentes des écarts de aux symboles de CHRI-
S’l’OFFEL. Si l’on pose :

l’expression de contient des termes 171 alors que les telwes aiialo-

giies n’existent pas dans Or c’est par Iliiiteriiiédiaii-e des ter-

mes et aussi de que intervient dans les équatiens
de la gravitation pour donner le tenseur de MAXWELL 1:f-lV. C’est pourquoi,
dans le cas des équations (53.2), écrites sous la forme (49.8), à la place de

ou ne trouve que le tenseur A f-lV = (1 /4) a,/-lV qlfl Fa.p .
Le résultat négatif qui a été sigualé au sujet des équations de mou-

venlellt dans la théorie du champ unifié, est pour une part en laison avec
la solution particulière que l’on considère pour le tenseus 99,,,fl ou pour qa
Cette solution entraîoe la disparition de Alv (ou et de Il faudrait

donc modifier les approximations quasi-statiques usuelles de façon à avoir
(on 0 et lmr couséquent Fv # 0. Ulle influence possible du

champ antisymétrique daus les équations de mouvement pourrait ainsi être

mise ea évidence. Dans cette voie, la remarque que nous avons rappelée
au sujet de nous illcline à penser que ce serait plutôt par l’emploi de

Ya.p , et non d8 aafl qa.p que la loi classique de LORENTZ pourrait être
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obtenue pour les particules chargées. Une éventuelle déductions des équa-
tions de mouvement d’une particule chargée basée sur l’iutervelltioH simul-

tallée des tenseurs -r:fW et ne selnble pas, d’aprés Mme A. 

totalement hors d’atteilrte de la théorie du champ unifié 

SCHRÔDINGER.

56. - Conclusions générales.

La théorie d’EtNSTEIN-SCHRODINGER part d’un forma1islne très général
elle a l’avantage de ne pas restreindre au départ les possibilités que pie-
sente une théorie affine quelconque. Mais la riclesse de structure laisse

subsister des ambiguïtés à la base de la théories, et le caractère unitaire de

la tlléorie rend lui même très difficile l’interprétation des grandeurs géomé-
triques qu’on peut introduire. Le problème de CAUCHY, il est a ap-

porté la réponse à une question importante : le clloix du tenseur métrique.
Mais la réponse n’est pas entièrement satisfaisant. Le variétés caractéris-

tiques des équations du chanp sont tangentes en chaque point de V4 à
deux cônes d’éqnations :

Le cône (°1) est intérieur au cône (C2), ce qui conduit à penser que 
le cône (0,) qui défillll’a les surfaces d’oudes gravitationnelles (23). Mais la
métrique ¥gjh ha.(3 qui correspond au premier cône a des propriétés inté-

ressantes et elle simpli6e beaucoup de calculs.
Une autre difficulté se présente dans le problème du tenseur d’énergie,

en particulier à propos du cas matière pure. La décomposition du tenseur
de Ricci n’est pas univoquement déterminée. Habituellement on prend uiie
métrique telle que les écarts avec ou avec gaf3 soint petit,s. On fait
ainsi apparaître le courant de charge (par exemple le courant si la

métrique est Gap = JI gjh haf3). Le vecteur courant et aussi le tenseur d’éner-
gie, disparait en même temps que le champ antisymétrique ° Si l’on

veut retrouver et la inanifestation du courant de charge et l’apport de la

matière pure, il convient donc d’envisager autre façon la séparation
du tenseur de Ricci. On pourrait dans cet ordre d’idées décomposer le
tenseur symétrique Glaf3 lui-même en deux parties : l’une représenterait le

tenseur gravitationnel ; Fautre comprendrait un vecteur, qui pourrait être le
vecteur vitesse unitaire, et uu potentiel vecteur susceptible d’introduire
les phénomènes d’induction.

(23) F. MAURER. [40].
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