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LA METHODE DES SINGULARITES
POUR LES EQUATIONS DU MOUVEMENT
EN RELATIVITE GENERALE ET EN THEORIE
DU CHAMP UNIFIRE

par PHAM TAN HoANG (Paris)

CHAPITRE III

LA THEORIE DU CHAMP UNIFIE D’EINSTEIN-SCHRODINGER
ET QUELQUES-UNS DE SES DEVELOPPEMENTS.

En relativité générale, le champ électromagnétique est représenté par
un champ de tenseurs antisymétriques F,gz défini sur 'espace-temps rieman-
nien dont la métrique est fournie par le champ gravitationnel. Les équa-
tions de DPélectromagnétisme sont constituées par les deux groupes d’équa-
tions de MAXWELL et ’EINSTEIN. Mais il y a séparation des deux champs,
et le champ électromagnétique n’intervient pas directement dans la défini-
tion de la structure géoméirique de Punivers. D’autre part les sources
(matiére et charges) apparaissent comme une notion étrangére a celle de
champ. Or les lois de propagation des deux champs électromagnétique et
gravitationnel sont identiques. On est naturellement amené a les unifier,
mais cette unification est plus complexe que la fusion des champs électri-
que et magnétique en relativité restreinte.

Une théorie unitaire du champ est une théorie qui groupe les champs
électromagnétique et gravitationnel en un méme hyperchamp susceptible
de déerire la structure géométrique de univers. Les différents essais ont
abouti soit aux théories pentadimensionnelles, soit aux théories dites a
connexion affine. La théorie d’EINSTEIN-SOHRODINGER dont il est question
ici est une théorie a connexion affine.
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I. — VARIETE A CONNEXION AFFINE.

26. — Définition d’une connexion affine.

Considérons une variété différentiable V, de dimension =, de classe
Or (r = 2) et un recouvrement arbitraire de cette variété par des voisinages
ouverts U. Donnons-nous dans chaque U un ensemble ordonné de n for-
mes de Pfaff (0% (x)) de classe C"—! linéairement indépendantes. Ces formes
définissent pour chaque x de U un corepére 67 de Vespace vectoriel T,°
des formes linéaires au point x, et par dualité un repere R7 de l’espace
vectoriel 7, des vecteurs tangents en x a V,, .

Si U et V sont deux voisinages de V, et si 2 € U N V, il existe une
matrice n >< n réguliere A5 (x), de classe ¢! telle que:

(26.1) oV = 4o, @eunv)
et:
(26.2) Ry = Ry AV

et Pon a AlL1;= AI{;.

Une connexion affine sur V, est définie par la donnée dans tout
voisinage muni de reperes, d’une matrice wy de formes de Pfaff, de
classe (Or—%, telle que pour # € U' N V on ait:

—1 —1
(26.3) wy = AYoy Ay -+ Agy (Ayy = Ay dAT).

Soient U, V, W trois voisinages de V,. Pour x € UN VN W, on a
trois matrices wy, wy, ww. Ces matrices satisfont deux & deux a des rela-
tions du type (26.3) et la définition n’est pas contradictoire en elle-méme.

Sur une variété différentiable V,, il existe une infinité de connexions
affines. A partir d’un recouvrement dénombrable de V,,, on peut en cons-
truire une directement, par induction sur les voisinages. Une variété
différentiable de classe O™ munie d’une connexion affine de classe €72 est
dite une variété a connexion affine de classe CO"2

La formule (26.3) peut s’écrire sous forme explicite :

(26.4) wh = A% wf Al 4 Al a A, @eUNnv).

On reconnait sur (26.4) la loi de transformation dans un changement
de repere des formes locales définissant une connexion riemannienne. Les
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coefficients 4 définis par:

w;:yzym (xe U)

sont dits les coefficients de la connexion affine envisagée au point x et
pour les reperes 6, et R* choisis. D’apres (26.4) ces coefficients se trans-
forment selon la loi:

(26.5) Vorgr = A% Al ALy - AL B, AT

ol g, désigne la dérivée pfaffienne des A par rapport a 0o
Il résulte de la formule de transformation (26.5) la propriété suivante :
Etant donné sur V, une connexion affine, on obtient toutes les autres
par addition a ses coefficients des composantes d’un tenseur arbitraire
d’ordre 3 une fois contravariant, deux foix covariant.

27. — Torsion et courbure d’une variété a connexion affine.

Considérons dans chaque voisinage U la matrice & une ligne

ZU=d9U—|—wU/\0U
et la matrice n><n

QU=47wU+wUAwU

dont les éléments sont des formes différentielles quadratiques extérieures

locales.
Les éléments de ces matrices sont donnés explicitement par:

3% =d 0"+ wg A 6°

Q= d wg+ wy A\ wf .
Posons :
= — 85,0 N0 (8gy = —8,p).

On montre que les % et les £2f définissent des formes tensorielles respec-
tivement de type vectoriel et de type (1,1). I1 en résulte que les Sg, sont
les composantes d’un tenseur d’ordre 3, antisymétrique par rapport aux
indices inférieurs. Ce tenseur est dit tenseur de torsion de la variété.
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De méme, si on pose:
0 1 o A 2
ng=——2“Rﬂ,llu "N O

les Rj;, sont les composantes d’un tenseur d’ordre 4 antisymétrique par
rapport a 1 et u. Clest le tenseur de courbure de la variété.

28. — Différentielle absolue et dérivée covariante dans une connexion
affine.

Considérons un champ de vecteurs coutravariants. Ses composantes
sont définies dans chaque voisinage U par la matrice & une ligne #U; pour
xeUNV, ona:

(28.1) vV = AGY.
Dapres (28.1) et (26.3), on établit que les quantités:
Do¥ = dvU—|— wyo?

définissent une forme différentielle linéaire & valeur vectorielle contrava-

riante qui est dite la différentielle absolue du champ de vecteurs relative-
ment & la connexion.

La matrice D vV a pour éléments :

Dv* = dv* 4 )l
Si Pon pose:
Dy = Dl’ v 98 ,

la dérivée covariante est le tenseur qui a pour composantes :
Dyve = 8,0" -+ Vop e

olt s représente une dérivée pfaffienne.

Plus généralement on peut établir pour un champ de tenseurs qu’on
peut constrnire une forme différentielle linéaire & valeur tensorielle, qui
est dite la différentielle absolue du tenseunr pour la connexion envisagée.

Si, par exemple, nous considérons un champ de tenseurs une fois co-
variant, une fois contravariant, nous aurons sous forme explicite :

Dity= s+ o te — agte.
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La dérivée covariante correspondante est:
[ R— o o g .yl (e |
Drtﬁ aytﬂ_l_yeytﬂ 7ﬁrte

Dans ces expressions la forme générale de la différentielle absolue
apparait.

29. — Formules en repéres de coordonnées locales.

En repéres mnaturels associés aux coordonnées locales (95=(d %) ,
nous introduirons la notation spéciale :

wp=Igda"

pour désigner les coefficients de la connexion affine. Dans un change-

ment de repéres naturels, ces coefficients se transforment toujours selon la
formule

MM B AR v
Ly = A AM'AQV;Y—l_ Ag 8o A
Mais A;: et A% ont maintenant les valeurs particulieres

« 0 x*
Aﬂ/—awﬂ’ - awa

et 0, désigne maintenant la dérivée partielle ordinaire de A;, par rapport
a a¢" (done 60, A;, = aﬂ, A;,).

En repéres naturels, les composantes du tenseur de torsion et du
tenseur de courbure sont données explicitemenfi en fonction des coefficients
I'f, de la connexion par:

o 1 @ a @ (~ symbole d’an-
2 = — _— g
(29-1) Spr 2 Ly — I'gy) Ffﬁ tisymétrisation)

(29.2) R;Jﬂ:3MFE‘1_81F;M+F9(LF§/1_ or L

Du tenseur de torsion I, on déduit par contraction le vecteur de
N~
torsion :

(29.3) Iy=1T%,.

Par contraction du tenseur de courbure on peut obtenir deux tenseurs
covariants d’ordre 2 essentiellement distinets. L’un de ces tenseurs généralise

2. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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le tenseur de Ricci de la géométrie riemannienne ; il est défini par:
(29.4) Ry = Ripa=208, It — 0, o+ I I — 'y TS,

Ce tenseur ne présente en général aucun caracteére de symétrie particulier.
Le second tenseur est obtenu en contractant « et f dans la relation (29.2):

(29.5) Vie=Roz.= 0, — 6,15, .

Ce tenseur est manifestement nul dans le cas d’une connexion riemannienne.
Dans le cas d’une connexion affine quelconque il est le rotationnel d’un
champ de vecteurs.

II. — LES EQUATIONS DU CHAMP UNIFIE.

30. — La variété fondamentale.

L’élément primitif de la théorie d’Rinstein-Schrodinger est constitué
par une variété espace-temps V, douée de la méme structure de variété
différentiable que la variété qui intervient en relativité générale: la variété
V, est donc une variété différentiable de classe (0%, 0* par morceaux).

Sur cette variété ¥, nous supposons définis deux éléments géométriques:

1) Un champ de tenseurs g,; de classe (C!, C® par morceaux). En
chaque point « de V, nous supposons:

a) que g = dét(gqp) &= 0;

b) que la forme quadratique @D (X)= g,3 X* X# est une forme non
dégénérée de type hyperbolique normal.

Le tenseur g,z est dit le tenseur fondamental.

2) Une connexion affine arbitraire dont les coefficients I'g, sont
continus et de classe (2 par morceaux.

Comme ¢ 3= 0 la matrice (g,5) admet une matrice inverse, notée (g*f),
telle que:

94097 = 9,59 = &¢

(0f =0 pour @ == 8, =1 pour f=u0).

Les tenseurs g.; et g*f sont dits des tenseurs associés. On a:

Aét (g*f) = — 4 0.

SN
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Dans la suite nous désignerons par la méme lettre d’appui — ici g —
deux tenseurs associés lun covariant, 'autre contravariant et le détermi-
nant des composantes du tenseur covariant.

Nous poserons:

gaﬂ = Yap + (paﬂ; g“ﬂ ] +faﬂ
P =gy Ty =g, =g

sont des tenseurs soit symétriques, soit antisymétriques (_ est le symbole
de symétrisation, _ celui d’antisymétrisation).
D’apres Phypothése b), on montre que les formes quadratiques y,z X+ X#

et h*f X, Xz sont non dégénérées de type hyperbolique normal. En parti-
culier on a:

y = dét(y.p) <0,

1 4

= dét (h*f) < 0.
Le déterminant de g*# peut étre exprimé en fonction des déterminants

de hef, foF suivant: (Cf. [11], p. 15)

1 1 1 1
30.1 ——_—+__‘__ )/ Y/ "uv (oo
( ) /] h f 2h e levo 4717

et la dérivée logarithmique de | g | est donnée par la formule:

ae”ﬂl

1 1 1
=_8 Log g| = aﬂa oaf — — —— Ya 8 aﬂ.
Vl—g—l' 9 e DI‘l 29 e Yop 2919 ed

31. — Le principe variationnel.

Les deux éléments géométriques définis sur la variété V, (tenseur
fondamental et connexion affine) sont astreints aux «équations du champ»
que nous allons déduire, par analogie avec la relativité générale, d’un
principe variationnel.

Soit ¢ une chaine différentiable de dimension 4 de la variété et va-
rions arbitrairement le tenseur fondamental et la connexion de facon que
les variations soient nulles au bord 40 de la chaine envisagée. Considérons
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la variation correspondante de l’'intégrale a valeur sealaire:

I=fg“ﬂRaﬂV]g]dw0/\.../\dac3,
¢

ot R,z est le tenseur de Rrcct de la connexion affine I“,g}’y.

Les équations du champ de la théorie sont celles qui définissent V'ex-
tremum de l'intégrale I vis-a-vis de toutes variations du tenseur fondamen-
tal et de la connexion astreintes seulement a s’annuler au bord de C.

On évalue la variation de I en distinguant la contribution due a la
variation de la connexion et celle due & la variation du tenseur fondamental.
On obtient ainsi le systeme:

a, Q, 4 1 a, o 2 oo
(31.1) G@ﬁz.—_Dggﬁ—(TQa—?aeLogM])g b 20" T+ 5 809 T=0,

(31.2) Ry =0.

(C’est 1a premieére forme des équations du champ.

Pour simplifier la forme des équations (31.1) nous allons substituer a
la connexiou initiale I's, une mnouvelle connexion affine. On démoutre
quwétant donnée nne connexion affine arbitraire I, , il existe une connexion
affine et une seule définissant le méme parallélisme et dont le vecteur
covariant de torsion est nul. Cette connexion est:

) [ 2 )
(31.3) Liy = Tjy + 503 T, .

En explicitant Ggﬁ 4 Vaide de la nouvelle connexion L, on trouve que
le premier systéme des équations du champ (31.1) est équivalent au systéme:

(3L.4) 0o gaﬂ + Lz@ gaﬂ + Leﬂagaa =0,

(31.5) 0, /=g g%)=0.

Les quatre conditions (31.5) ne sont autres que les conditions Lz =10
exprimant que la connexion L est astreinte & admettre un vecteur de
torsion nul. En effet on déduit de (31.4):

28, 9% + Lgs 99/3 — Ly, gﬁe =0.
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o ] ] a V'—
Lo .‘leﬁ — Lg, gﬂe = L, gg_ﬁ + 2 Lo, gﬂ’i <Lag = g) )

On obtient donc:

1 1
1 gae(V—_gg@)=—?Leg%-

Or dét (ggﬁ):t: 0. Aussi, pour que le vecteur de torsion L, soit nul il
faut et il suffit que on ait (31.5).

Aux formules (31.4) on peut substituer les formules équivalentes :

(31.6) 80 9ap — Liao 9op — LigpJac =0 .

Désignons par W,z le tenseur de Ricor de la connexion L. On peub
évaluer le tenseur R,z & partic de W,z suivant la relation :

2
(3L.7) Rap= Waﬁ ——3—((90‘1—'13——8,3[1“).

Il résulte qu’on peut substituer aux équations (31.2) portant sur la con-
nexion I" les équations:

5 -
(31.8) Wap — (64 I'g—33T)=0.

Nous sommes ainsi conduits & adopter comme mnouvelles grandeurs
déterminant le champ unitaire, outre le tenseur fondamental g,z , la con-
nexion affine a priori arbitraire Lg, et le vecteur covariant I, . Les «équa-
tions du champ » sont alors fournies par les équations (31 5), (31.6) et (31.8):

(3'.9) ag Jap — ng 9op — Lgﬂga(f: 0 9y
(31.10) del—gv¥y=0,

2
(31.11) W,,,f—?(aal‘ﬂ——aﬁl’a)=0.

Les grandeurs du champ comprenneut 16 ¢.z, 64 L3, et 4 I, et nous
disposons effectivement de 4 équations (31.10), de 64 équations (31.9) et de
16 équations (31.11). Mais ces équations ne sont pas indépendantes; le
proeédé variationnel utilisé pour leur formation fournit 4 «identités de conser-

vation » qui assurent comme en relativité générale le jeu des changements
de coordonnées admissibles.
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Ces identités font intervenir un temseur M) formé a partir de Jap €t
du tenseur de Riccr par:

(31.12) 2 L= R,s ¢ + Ropg”,
1
(31.13) M} =1I} _ng L.

Elles peuvent s’écrire :

- 1 —_
(31.14) all—gM)+ — Rag o,/ —g g™y =0,

2

généralisant ainsi celles classiques de la relativité générale. On établit que
les identités (31.14) sont satisfaites pour tout ensemble (gog, Is) déduit
par (31.3) d’une solution (gus, I'yp) des équations (31.9), (31.10).

On peut donner aux identités de couservation une deuxieéme forme qui
porte sur le tenseur de Ri1001 W,z et qui est tout a fait analogue & (31.14).

32. — Le probleme de Cauchy.
Les équations :
(32'1) 0o Grw — L;.p_)ga,u - 3,4 Gre =— 0

constituent une extension au eas d’un tenseur g,; non symétrique et d’une
connexion non symmétrique des relations classiques qui déterminent, a
partir de la métrique, les coefficients d’une connexion riemannienne.

M. A. TONNELAT a résolu explicitement le systéme des équations
(32.1) ou les coefficients de la connexion sont considérés comme les incon-
nues. Elle a montré que la solution existe et est unique pourvu que:

ol g e

Pour un tenseur g.; satisfaisant aux hypotheses faites au paragraphe
30, le seul cas exceptionnel est donc celui ot Von a simultanément :

=0 g=2y.

Nous écartons ce cas dans la suite, parce qu’il ne se produit pas dans
la pratique. On peut alors prendre comme grandeurs qui définissent le
champ le tenseur fondamental g,z et le vecteur covariant I, ces grandeunrs



équations du mouvement en relativité générale et em theovié du champ unifié 23

satisfaisant aux équations:
(32.3) .0 —g9%)=0,

2
(324) Waﬁ_?(aa[‘ﬂ_’aﬁpa):O?

ou les Lp, sont considérés comme les fonctions des g.; et de leurs dérivées
premieres définies par la solution unique du systéme (32.1).

I’étude du probléeme de Cauchy montre que le systeme des équations
(32.3) (32 4) vérifiées par les ¢;, et I, admmet en général une solution déter-
minée localement. Les données de Cauchy sont les valeurs de gi., 8, 9.,
I'; sur une hypersurface § de 17,. La solution existe et elle est unique si
Phypersurface est non caractéristique et si les données de Cauchy sont
liées par un ensewmnble de conditions provenant des équations du champ.
Les variétés caractéristiques sont définies comme solutions de 1'une ou de
Pautre des deux équations suivantes :

hF 8, f s =0,
(et — 2% y) 0uf 05 F =0.

Elles apparaissent comme les surfaces d’ondes du champ unifié envisagé.
Tes rayons associés sont les caractéristiques des équations précédentes,
¢est a-dire les géodésiques de longueur nulle des métriques riemanniennes
de signature hyperbolique normale :

Aas® = hog dw® dah,
ds® = y,g da® daf

ol hos et 7y, sont respectivement les tenseurs associés de hef et

y
hef — 21 yapy |
( q?’)

I’interprétation physique des grandeurs géométriques introduites est
difficile dans la théorie A’BINSTEIN-SOHRODINGER. De par le caractére
unitaire méme de la théorie, les équations rigoureuses régissent ic1 un
hyperchamp non décomposable et ne peuvent étre fractionnées en équations
de propagation du champ gravitationnel et dn champ électromagnétique
qu’ approximativement, lorsque les conditions physiques sont telles que
Pun des champs est prépondérant par rapport a V’autre.
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III. — INTERPRETATION POSSIBLE DES KEQUATIONS FONDAMENTALES
33. — Les conditions d’isothermie dans le choix de la métrigue.

Le probleme de Cauchy conduit & considérer que c’est le tenseur h,g
ou un tenseur proportionnel qui doit définir la partie gravitionnelle du

champ unifié. Posons:
tap = hag,

J désignant le coefficient invariant de proportionnalité. La valeur de &
peut s’obtenir par la considération des coordonnées isothermes.

Dans la variété V, de la théorie unitaire, la condition d’isothermie
prend la forme:

(33.1) g L% =0,

et dans lespace riemannien de métrique a,z elle s’écrit :

a%%:o.

Considérons alors le premier groupe d’équations du champ :

(33.2) ac#

(33.3) 909"+ Ligg” + Lh g™ =0,
(33.4) b0 —g9t)=0.
On déduit par contraction de I’équation (33.3):

9% Lbo = — 0,9 — ¢ LS,

—— 0, =g .

V—y

Tenant compte de (33.4) et de ’identité :

aob

! ﬂg —— L o aw,

V—a

on peut donc mettre le premier membre de (33.1) sous la forma:

J=V5 el

3
33.5) ¢ L =9 (..@" Q’ .
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Il en résulte qu’on a 1’énoncé:

En vertu du premier groupe d'équations dw champ (33.4), (33.5), Vinva-
riant J est entiérement déterminé par les deux conditions suivantes :
1) les équations (33.1) et (33.2) sont équivalentes ;
2) si fo8—~0, le premier membre de (33.1) se réduit aw premier mem-
bre de (33.2).
La condition 1) donne

9= 1Vulg = iVg/k

(1 scalaire constant) et la condition 2) montre que la constante 1 est égal
a 1. Il vient donec:

g
(33.6) g = ]/ L g

hap désignant le tenseur associé de hef (= g*£) et h = Aét (hyp).

Désormais, la ntation a,; désignera toujours, sauf indication contraire
(Cf. chapitre V, paragraphe 49), le tenseur au second membre de (33.6).
La métrique a,g est, comme la métrique h,z, de type hyperbolique normal.
Notons que a = dét (g,z) -

Remarque. — Si lon ne tient pas compte de (33.2) mais seulement
de (33.1) on a:
LY o /7 % o } .
L L , = AN 4 ot .
g M / ’I/ a M » +./ Fr

34. — Le teuseur q<f et sa signifcation.

Par analogie avec a“f = Jh/g h*f, nous introduirons dans la suite le
tenseur antisymétrique :

(34.1) ¢ =Vhjg s (f* = ¢%).
On a:
h a
34.2) 2=ah —_—= —
( 9 ) 7 7’

et, d’apres (30.1):

(34'3) —=1 + % + o aﬂ@ (% Q’“ qga .
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Notons que:
V=g ef =) —aq.
Aussi "équation (33.4) peut s’éerire encore :
(34:4) V.Q q@ﬁ = 0 ,
P. étant Vopérateur de dérivation covariante dans la métrique a,z.
Ainsi:
Dans la variété riemannienne munie de la métrique

Aas® = a,p da* da? ,

le tenseur ¢*f, défini par (34.1), est Vadjoint d’un tensewr rotationnel.
Il existe localement un potentiel-vecteur vy, tel que:
*
Gap = Oa g — Op Ya
et l’expressi()u explicite de ¢*# en fonction de vy; est donnée par:

1

—a

1
(34.5) Q= ——= etuef ;l,u =

o g, .
2l —a “

35. — Décomposition du tenseur de Ricei. Forme rigoureuse des équa-

tions du champ.

Le tenseur de Ricor W,g peut étre séparé en deux parties: l'une est

formée par le tenseur de Riccri @,; d’une connexion riemannienne 3 e ﬂ}
2

quelconque, Pautre s’exprime simplement en fonction de la différence des

coefficients de connexiou Lﬁﬂ-—g Qﬁ% . Cette décomposition fait jouer aun
o

tenseur symétrique & deux indices qui définit 1a connexion riemannienne
envisagée, le role de tenseur gravitationnel. Nous prendrons done ce ten-

seur symétrique égal A a,g défini par la formule (33.6).
Posons :

o “ o
(35.1) l’ﬂy = + 9/37 ’
By

(35.2) 03, = wp, + Ly, (why = wi).
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En portant (35.1) dans Vexpression de W,g, on trouve:
1 o 0 o
(35.3) Wi = Gupg+ 7o 0ap — o VavsLog|g|+ 050 02 — 055 650

ol p, désigne l'opérateur de dérivation covariante dans la connexion rieman-
. 1
nienne. (On a 05, = ws, = 5 Va Log|g |) .

Nous pouvons utiliser (35.2) pour scinder W,z en parties symétrique
et antisymétrique suivant:

y 1 o (2 o
(35'4) Wﬂ? = Gaﬂ + Ve wﬁﬂ - '?Va Vs LOg |g I _l_ 'wge Wop — (w§/3 Wep + L\gﬁ ng/)’

(35.5) Was = o Lo -+ w’, ng — (w055 Lizg + 102o Lip).

~ ~

Ces formules permettent d’écrire les équations du champ sous forme
rigoureuse.
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CHAPITRE IV

EXTENSION DE LA METHODE DES SINGULARITES
A LA THEORIE DU CHAMP UNIFIE D’EINSTEIN-SCHRODINGER.

I. — PRINCIPE DE LA METHODE.

Pour étendre a la théorie du champ unifié A’EINSTEIN-SCHRODINGER
la méthode exposée au chapitre I, section I, il faut supposer que dans la
présente théorie les sources sont encore représentées par des singularités
du champ. Disons tout de suite que cette hypothése sur les sources ne
s’harmonise pas avec lesprit de la théorie. Celuici postule en effet la dis-
parition du dualisme champ-particule. T.’hypothese précédente doit étre
acceptée seulement comme provisoire, en attendaut que soit trouvée une
solution partout réguliere des équations du ehamp.

36. — Les termes linéaires daus Ia connexion affine.

Une étude rigoureuse des équations
2
Wap — ?(% Iy —0p1,) =0

est difficile. L’expression explicite de la connexion affine en fonction du
tenseur fondamental est trés compliquée; pratiquement elle ne se préte
qu’aux calculs approchés.

Prenons ¢*f pour infiniment petit principal et négligeons les termes du
troisitme ordre en ¢*f; nous noterons les termes négligés par 0 (&5). Il
vient alors, en se reportant & la solution de la connexion L en fonction

de hef, fof [42] et en tenant compte compte des équations définissant a.g,
qaﬁ: (15)

9
1y =1 &+t + 18,

(15) Ces calculs seront exposés avec plus de détails au chapitre V, paragraphe 51.
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1 o
(36.1) weg = - (82 ppLog |y | —+ 03y Loglg| — a0’ o Log | g )+

1 o 1,
+ 5 @avodf + Vo 0) — 5 € Wsdoat Vadop) + 0,

(36.2) L,’;jz @ (Vo qup — % Qepo) + 0 (e

oll nous avons posé:

(36.3) apy = Oalpy+ 0p4ya—+ 0y dups
(36.4) g = O Yo', 5= Tpd=—145".

(Les indices des tenseurs élevés ou abaissés par le tenseur ag; sont souli-
gnés pour éviter les confusions avec les tenseurs associés).

La premiere ligne an deuxiéme membre de (36.1) représente la diffé-
rence entre les symboles de Christoffel formés avec hyp et aqp.

Les expressions approchées (36.1) et (36.2) nous renseignent complete-
ment sur les termes linéaires dans la connexion affine. L2z étant d’ordre

N
e et wiy dordre ¢, on voit en particulier qu’il y a des termes linéaires
dans La,g mais que wa,; n’en contient pas.

Si l’on fait les développements usuels dans le cas quasi stathue (Cf.
paragraphe 41) on tire de (36.2):

Cette valeur est différente de celles données par L. INFELD (L;)(,: 00 @;0)
4~ 13

et par J. CALLAWAY (Lj,= 0).
e

— Etude de ’intégrale u,

Pour simplifier ’exposé, nous supposons que les singularités du champ
sont ponctuelles. Il est clair que la méthode se généralise au cas ou les
domaines singuliers ont des dimensions finies, non négligeables devant leurs
distances mutuelles. Elle peut aussi étre étendue au cas d’une varieté V,
a n dimensions.
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La variété espace-temps V, est supposée rapportée a un systéeme de
coordonnées dans lequel «° joue le role de variable temporelle (a,, > 0) et
les &' celui de variables spatiales (a% > 0). Soit W, une section déterminée
% =const. de V,. Nous supposons défini sur W, un champ de tenseurs
contravariants d’ordre 2, ¢*¥ tel que:

(37.1) g = gl

On peut vérifier immédiatement que le tenseur associé de ¢*V a pour
composantes :
(37.2) . gzt; =g, — Gio Joj .

. Joo
Car:
g% g8 = g% gin — 2% gig g% == g% g — 9% gor — 2 (g20 6™ — go0 9°F)
Joo Joo

et

¥ gl = 9% g — Zﬂ 90j 9% = " gpy — 9" gno — % (902 9™* — goo g™°)
00

soit, compte tenu de g;, glﬂ= 65, galgmz 8f .

.. . k
9" gih = 9™ gifi = 0y, .

Le changement de coordonnées locales :
(317.3) xt = fi(x) 20 = a¥

conserve W,.

Considérons le tenseur M; défini par (31.12), (31.13). Dans le change-
ment de coordonnées (37.3), les quantités My, ou Vindice g est fixé se trans-
forment selon la loi tensorielle:

i1

. o X
Migy= A3 Mgy = A} M,

qui est la loi de transformation d’un vecteur de W;. A ce vecteur on peut
attacher la forme différentielle extérieure d’ordre 2 :

1 ; ;
(37.4) Qo =575 nge M dod' A dal

ol 7%, désigne le tenseur complétemeut antisymétrique attaché i la forme
élément de volume de Wj.



équations du mouvement en relativité générale et en théorié du champ unifié 31

N

Considérons des champs d’intégration & trois dimensions €3 de la
variété W, . Soient §C? leurs frontiéres. Posons :

(37.5) M) =fg(e)

ocs

Si la forme £y, est réguliere dans 03, il est évident d’aprés le théo-
réme de STOKES que:

(37.6) A Q=0

est la condition nécessaire et suffisante pour que Uintégrale (37.5) soit nulle.
Prenons au contraire un champ d’intégration contenant dans son inté-
rieur une singularité et une seule, la k-&me p(u exemple. Désignons le

champ d’intégration par ()3, sa frontiére par o ()3 et lintégrale correspon-
dante par:

I
(37.7) o) =/‘Q(9) :
k
ocs

L’application du théoréme de STOKES au dowmaine compris entre deux

I k

frontidres 0 0’3 et 6 0”3 dont Pune est intérieure a Pautre {(domaine dans

lequel la forme est réguliere), montre alors que (37.6) est la condition
k

nécessaire et suffisante pour que I'intégrale u,) ait une valeur indépendante
k:
du choix de (5.

k
38. — Propriétés fondamentales de 1’intégrale wu, .

Faisons maintenant les deux hypothéses suivantes:
a) les champs symétriques a,z et antisymétriques ¢+f admettent des
développements limités en fonction d’un parametre i (1 =1/c):

q
Qop = Oup _i_pi‘l/lp gaﬁ -+ 0 (Aet1),

07 = 3 29 e 4 0 (1)
p=1 p

(En fait dans les développements que nous utiliserons, tous les coefficients
de A7 ne sont pas différents de 0; voir plus loin paragraphe 41).
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b) la dérivée 9, est telle qu’on puisse poser:
0 ="1~4,,
1

ot d, est du méme ordre de grandeur que les g;.

1
En substituant & a,z et ¢*f leurs développements limités, on obtient :

q
Rup =3 I Rug - 0 (J2+1) ,
p=l p
k q k
Moy = = AP pig) + 0 (2911)
p=1 p

q
d Qg =21 (d Q) + 0 (A7)
p=1

Nous nous proposons d’établir le théoreme suivant:
THEOREME 2.

1° Pour que la condition d Qg =0 d’ordre m soit vérifide, il suffit
que les équations du champ R,z =0 soient satisfaites jusqu’a Vordre (m — 1)
inclus ;
k
2°) La valeur de ) me dépend eflectivement que des a.z et q*f pour
m P P
p<<m—1. Elle est inddpendante de azz et ¢°F .
m m
1°/ Evaluons la différentielle extérieure de la forme £ . D’apres
(37.4) on a:

1 L ,
A Q¢ =5 am o (/] g [ Mi)yda'Naz’ Aas® (g% = a6t (g})
soit

Ao =20 g MEyaa' N da® A dd.

La condition d 2, =0 se traduit par:

(38.1) wl g Vg =0,
et 'on a:

(A Q= (3 ] g% | Mo -

On peut écrire les identités de conservation sous la forme suivante:

T 1 K]
(38.2) o 19T M)+ 8 WTg| M)+ =5 Rup 0, (Tg | 6™ =0.
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Multiplions les denx membres de (38.2) par Vg”“/g puis transformons de
maniére & faire apparaitre la quantité au premier membre de (38.1). Les
identités (38.2) peuvent alors s’écrire :

(38.3) T Ml = — [0y 0Ta ) + 0y on |/ S5+
L r.s0,0Tgl g / Il
+ 5 Bas 9 (V] g9 )]l ik

On voit que la condition (38.1) ne peut pas étre satisfaite identiquement.
Désignons par A, le denxiéme membre de (38.3). Il est commode de
P’écrire sous la forme:

Ay =— [ (M (1 0 0) + - Ry 00 (2) + M 0 D) (140 2

¢’est-a dire, en mettant & part le terme — 9, M,_? qui ne contient pas 0(1)
en facteur:

Ay = — 8y My~ 0 (1) [8, M, + zﬂR,,,g +3xmy.

D’apres expression de A,, et en tenant compte de I’hypothése b) d’une
part, de la définition de M;' d’antre part, on voit que (A4,), ne fait inter-
venir que K.z (p<<m — 1). On en déduit que les équations

p

Ryp=0 (p<<m—1)
P

entrainent (4,),, = 0. On a donc aussi:

(6 V4™ M)l =0 .

2°/ Nous devons étudier les termes de ,II&,) linéaires par rapport aux
champs., Plus exactement nous aurons a considérer ceux qui ne comportent
aucune dérivation par rapport & la variable 2% Nous les appellerons termes
linéaires d’indice zéro.
On peut écrive:

o 1 a o 1 a,
Mg = (Ryy 07— —= 8 Bup h) - (Ryo /' — —- 8 Rug /™)

1

. 1
= ht° (RQ.——- 5 (P Ra_lgia“/g) -+ (R@/ ho <> 52 Ra\gf&ﬂ) ,

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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ce qui montre que les termes linéaires de M} proviennent de

1
(38.4) dho (RQ_G - 0o R,,_,g 0%fy .
Nous poserons

1
Rzﬂ = Ra'g -5 6aﬁ il R, y

Rgﬁ == Ga'3+ Zaﬁ .

D’apres (38.4) les termes linéaires de M(Z,) sont contenus dans la quantité
— R¥ qui est égal a

* %* *
— Ry = — Ggi — Zgi

G¥; et Z¥; ayant la méme signification que la notation RJs.
En considérant Pexpression de Z.g:

1 - o
Zug = Po Wap — < Vals Log | g| + w2, wap — gwﬁﬂ wle + Li&:ﬁ L:g)

et les expressions de la connexion affine (36.1) (36.2), on constate que Z,
(done Z%) ne contient pas de termes linéaires par rapport aux chamnps.

D’autre part, les termes linéaires d’indice zéro de G;i, qui sont les
mémes que ceux de S,;, ont été étudiés an chapitre IT (paragraphe 13), on
il a été montré que leur contribution dans V’intégrale est nulle.

I
Comme «,; et ¢*# ne peuvent intervenir dans Pintégrale u, que par
m m ni

Vintermédiaire des termes linéaires d’indice zéro de M(Z), la 2é&me partie
du théoreme est établie.

Ce théoréme a une conséquence immédiate: on peut étendre la défini-

k
tion de p, a la valeur m = q -} 1, ot q est Pordre des développements limi-
m

tés des champs a.z,q* .

k
Dans la suite, lorsque mnous calculons u,, les équations R,z =10
m P

k
(p << m — 1) sont supposées satisfaites. L’expression de u, se réduit alors a:
m

m

k
(38.5) o = f — RAwid3
m N

I
8 A désigne Pimage de § C3 dans Vespace euclidien de représentation &, ,
et d 2 est I’élément d’aire de 6 4.
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La formule (38.5) devient en vertu du théoréme précédent:

. .
(38.6) ,ug=f—/19inid2-|—f—Zg§nidZ.
m DA m bA n
L’intégrale

2

Op = [Agi ntd>

m J m

24

a été définie an chapitre II. Mais il faut remarquer que la valeur de Vin-
k

tégrale o, en théorie unitaire est différente de sa valeur en relativité géné-

w

rale (sauf en premiére approximation) car la solution des équations du
champ n’est pas la méme dans les deux théories.

39. — Définition des équations de mouvement.

Du théoreme précédent, on déduit par un raisonnement identique a
celui qui a été fait au chapitre I, paragraphe 14 que les 4N conditions
suivantes :

k q+1 k
(39.1) Moo= 21" p,+ 01+ =0, (k=1,2,...,N)

ni==1 n

nécessairement satisfaites pour tout systéme (a.z, ¢°f) solution des équations
du champ RK,3=0, permettent de déterminer les trajectoires d’univers du
systéme de N particules.

Nous poserons comme définition des équations de mouvement en théorie
unitaire :

k
(39.2) ui=0.

40. — Role joué par la partie antisymétrique du tenseur de Ricei dans
le probleme du mouvement.

k
Si nous considérons plus attentivement l’expression de nous consta-
p Mo

tons que le champ antisymétrique ¢%f intervient par Vintermédiaire de Z,z,
mais que la partie antisymétrique K,z du tenseur de Riccr n’intervient
pas directement. Il en résulte que le Tésultat ne serait pas changé si nous
avions utilisé un tenseur autre que M, . En particulier nous pourrions
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introduire

1
_R'.a_pi _ ? aaﬂ a}"“ R}'_/"

¢’est-a-dire le tenseur d’EINSTEIN.
On peut se demander si ’on peut mettre en évidence une contribution
de R,z, en considérant séparément cette partie antisymétrique et les équa-
~
tions

2
(40.1) R@=Wgﬁ—?(8arﬂ—3ﬂ[;)=0,

quwelle vérifie. Nous allons montrer qu’il n’en est rien.
Introduisons les formes différentielles quadratiques extérieures locales:

1
R=—2—Rgédxa/\dwﬂ,

1 a s
W-_—_—?W,iédw N dax ’
p:%(aarﬂ—aﬁmma/\dwﬁ=d(1‘adwa)-

Considérons maintenant des champs d’intégration quelconques & trois
dimensions de la variété V,. Soient §(? leurs frontiéres. Etudions intégrale:

(40.2) o= R.
oCe

D’aprés la relation entre les tenseur de Ricci R,z et W.g, on a:

2
o= [ =2 [r=[w,
CB

oce oC® 0

I’intégrale portant sur la forme I' est nulle parce que I" est la différentielle
extérieure d’une autre forme et que A3 est un champ d’ intégration &
bord nul.

La différentielle extérieure de la forme W g’écrit:

1
AW =—50,(Wydar Ada"Adaf

1
6

(8 Wag + 8a Wy, + 05 W) da* Adaf Adar



équations du mouvement en relativité générale et en théorié du champ unifié 37
et la condition d R =d W = 0 se traduit par:
(40.3) Ou Wfl’ + 85 Wl’ﬁ -+ 9, Wﬁ‘f =0.

Supposons cette condition satisfaite. Alors, si U3 ne contient pas de
singularité 1'intégrale (40.2) est nulle; si ¢3 contient une singularité dé-
terminée cette intégrale, qui est indépendante de 8 C3, ne peut dépendre
que des coordonnées de la singularité. Cependant il n’existe pas de théo-
réme analogue au théoréme 1 (chapitre Il, paragraphe 13) ou 2 (paragraphe
39) qui s’applique a cette intégrale.

Tout d’abord, on voit que la condition (40.3) pour &tre satisfaite &
Pordre m , exige que les équations du champ (40.1) soient satisfaites égale-
ment & Vordre m . '

Ensuite, si ’on calcule les termes linéaires de W,z , on trove d’apres
les formules (36.1) (36.2) ’expression suivante e

1 1
5 0 0eo Qa5 07 (Oop Ga s — Beadp o)

Le deuxiéme terme qui a la forme d’un rotationnel mne contribue pas &
Iintégrale. Mais il n’y a acune raison pour que le premier terme donne une
contribution nulle.

Nous obtenons done le résultat suivant:
1°) Pour que la condition d W = 0 d’ordre m soit vérifide, il ne suffit
Pas que les équations R,p =0 (p <<m — 1) soient vé)ifides, il fout encore qu
p\/
elles soient vérifiées pour p =m.
29 La valewr de e dépend effectivement de q"‘ﬂ (p<<m1) et aussi de q“ﬂ

RUEMARQUE. Si l’mtégmle o posséde les p1opnetés des intégrales aa et
Hay ON peut obtenir, a partir de ’équation (40.1), 4 relations pour chaque
singularité de la fagon suivante:

Donnons & Pindice o une valeur quelconque mais fixée, et soit W“‘) une
section déterminée x* = const. de V, (a fixé). Désignons par 4, B, C des
indices qui peuvent prendre les 3 valeurs de la suite (0,1,2, 3) distinctes
de a.

k

Considérons un 3-champ O, de la variété W3(“), contenant seulement
la k-eme singularité. L’intégrale (40.2) prise sur la frontiére de ce 3-champ
a pour valeur:

k 1
Qa=f—§— W,gde/\de.

k
3G
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On peut interpréter cette intégrale en disant qu’elle représente la flux du

k
vecteur adjoint de W,p a travers Phypersurface fiontidre g C?a):
N

k
Qa=[BAvAdS,
k
3
9Ca)

Bc___%,fusc Wag.

Les équations du champ (40.1) entrainent les relations :

%
(40.4) 0w =0.

Elles expriment que le flux du vecteur (534) est nul pour toute solution de
(40.1). Mais ici, les relations (40.4) ne sont que de simples conséquences de
(40.1); elles n’imposent aucune condition supplémentaire aux champs solu-

tion de (40.1), par conséquent elles ne peuvent pas contribuer aux équa-
tions de mouvement.

II. — PREMIERE APPROXIMATION DES EQUATIONS DU CHAMP
ET KQUATIONS DE MOUVEMENT.
41. — Les équations du champ.
Sur les développements limités du tenseur métrique a,z et sur le com-
portement & infini de ce tenseur, nous faisons les mémes hypothéses qu’en

relativité générale. Nous admettons qu’il existe un systeéme de coordonnées
isothermes (33.1) dans lequel on a:

1 1
“oo=1+‘c_z‘;oo‘l"--“|‘;2‘,;‘2'00+0(1/02p+2)7
»

1 1
 — . - . 2 3
Qp; = P g()z—l— N + g ;,)0-;:1_'_0(1/0 v+ ),

; 1 1
=0+ Gttt 00/ar,
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avec la condition :

(41.2) ag = 8% ay -
2 2
Par analogie avec (41.1), nous faisons les développement suivants de ¢*#:

1 1
i LIS B i 2p+2
9 c? g c?p 2qp 0 (1/0 ),
(41.3)

. 1 . 1 .
¢ =c—3gj0 t..+ ¢2p+1 2qj_;]_1+ 0 (1/0%t3),
p

Notons que ce développement n’est pas obligatoire. Nous en discuterons
les différentes modalités au paragraphe 46.

Nous supposons également que les particules se meuvent lentement

s . 1 R
par rapport & la lumidre, de sorte que l'on a g, = —9,, ot 9, est du méme
¢ 1 1

ordre de grandeur que 0; (80 = ait)
1

Nous allons calculer en coordonnées isothermes une solution approchée
des équations du champ :

(41.4) dl—g9)=0,
(41.5) Wap=0,
(41.6) Waﬂ—%(ayl”,g—a,sl"a)=0.

Nous avons déja vu que la solution de (41.4) est donnée par:

1
(41.7) ¢ = —=¢&f 9, y,.
—a

Aussi nous pouvons prendre pour inconnues le tenseur a,; et le potentiel
v, ces grandeurs étant astreintes a vérifier les équations (41.5) (41.6).
Désormais, nous nous occuperons donc uniquement du systéme (41.5)
(41.6), dans lequel v, figure par Dintermédiaire de ¢*/ selon la formnule
(41.7). Pour pouvoir utiliser des résultats du chapjtre II, substituons a
(41.5) les équations tensorielles suivantes qui leur sont équivalentes :

1
(41.8) Wfig —_ TZ- Aup Wg‘a,;'e =0 H
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D’autre part, comme il ne s’agit ici que de problémes locaux, nous pouvons
remplacer (41.6) par le systéme:

(41.9) Ofa W@]Eaa ‘V@—Faﬁ W\yﬁ—l—a, ng=0-

En portant dans (41.8) (41,9) les déveleppements limités (41.1) (41.3),
nous obtenons a chaque étape d’approximation des équations approchées,
qui sont des équations de Po1SSON: au premier membre figure le laplacien

L . 1
ordinaire de 'une des fonctions n,g (: Tap — 5 Oap 07 (;,19) o ¢qp,; AU Se-
! ! ===

cond membre, des quantités que 1’on peut regarder comme connues en vertu
des approximations antérieures. En particulier, ces équations se réduisent
4 des éjuations de LAPLACE en premiére approximation.

42. — Expression approchée du tenseur de Ricei W,z.

Pour former les équations approchées (41.8) (41.9). il faut connaitre
I’expression explicite du tenseur de Ricor en fonction de a,z et ¢%4, aun
moins aux premiéres approximations qui nous intéressent.

1) De (35.4) et des valeurs (36.1) (36.2) de la connexion, on déduit:

1 o
(421) Zaﬁ = Ve wﬁﬂ — ? Vel p Log | q | — L?ﬁ [Jgg + 0 (1/08) =

1 o o o
=?V9[95709f§+Q§Vaq§g - QQ(VﬂQgg"'Van_ﬁ)]—

1 1 1
— g %ap P Ve (@3 4%) — (V‘ Qoo — 5 9 gl) (Vg Gp— 5 qy_f) + 0 (1/c8).

En explicitant et en tenant compte de I'équation (41.4) on obtient:

1 1
(42.2)  Zuyp=— 50" Oopdoa T+ ealop) — g Tap 1 o (42, 9™) +

o R

o T 1 [
+ G.. 9. 98 + ry g3 F7 0, (‘.Q,g ql#) +0 (1/08) )
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T L T R (s=1/4).

En nous limitant a Papproximation précédemment définie, on n’a pas

& tenir compte du terme G, ¢, qz°. Les 2eme et 3eme lignes de (42.2)

sont utiles pour le caleul de Zj, mais elles n’intervienuent pas dans la
6

formation des équations (41.8) en premiere et seconde approximation. On
déduit ainsi de (42.2):

g 1 1
(42.3) Zj:ﬂ( ) —_ ? qd@ aaﬁ qgg —|~— —§- "aﬁ \e° 690 (q&[i qlﬂ) +
1 1 i 2
+'IqQ(aﬁQggg+3:1(1:1‘2,3’)_‘4_(‘]55_)&6/3%) +QQQ_1~_aaqg)+
1 ok o0 1/c6
+Z§Igggqle —ﬁaaﬁQgggq 4 0 (1/cf).

Les équations approchées (41.8) se mettent donc sous la forme:
#(J) #(d) J) —
(42.4) Gaﬂ -+ 9 + Maﬂ =0.

Dans ces équations, G:/g‘g) a 6té caleulé au chapitre 1I, Z:“;‘g) est donné
par (42.3), tandis que M,z est une quantité qui disparaitra,

2) Cualculons de méme la partie antisymétrique Wz . D’apres
(35.5) (36.2) : . e

(42.5) Wap= o Ly + 0(1/e9)

1
=VeVelap— 5 Veldape T 0(1/9).

Il est plus simple de counsidérer séparément les deux termes. Développons
les dérivées covariantes, il vient:

1
(42°6) Waﬁ = ae° ago !15 E - _2— aee 60’ q E

I

— 2w (2 Loy + | o )

A A 1
- <6° %er%qM + o %ﬂe%qﬂ) — P Vidapt 5 P gt

el

QGpet %ﬁlo: qf&@) +0(1/¢9).
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A partir de (42.6) on dédunit immédiatement les équations approchées
(41.9) par dérivation et permutation circulaire. Dans ces équations n’inter-
viendront que la premieére ligne de (42.6). En effet, si nous remplagons les
symboles de Christoffel par leurs valeurs, nous trouvons que les termes:

— ae° <¢9o %j@% %p+ 0o {ﬂl@% q&&)

sont égaux a
1 24 A A 1 2 2
-—-?(l (%a“ai.!lﬁ‘f‘aev“ﬁlqg)_?(aaF q&é—’naﬁF qf&)—"_‘
1 y 2 A 6
—I—?GAF (“ayQ_ﬂ‘l‘“ﬂy qg)—|—0(1/c )s

et qu’ils peuvent étre négligés. D’autre part, nous verrons au paragraphe
44 que q,5, est nul en premiére approximation, d’aprés la solution choisie

pour le potentiel vy, (Cf. (44.1)).

43. — Le potentiel électromagnétique dans le cas (uasi-statique.

Ce que nous désirons savoir, en faisant la présente étude, c’est la
possibilité qu’offre la théorie A’EINSTEIN-SOCHRODINGER pour une éventuelle
déduction des équations de mouvement de LoORENTZ. Nous serons donc
amené a chercher une solution des équations du champ représentant un
systeme de particules chargées; cela nous conduira naturellement & essayer
d’identifier le potentiel vy, avec le potential &lectromagnétique (16).

Considérons done, dans I’espace-temps muni de la métrique riemannienne:
(43.1) ds®=a.pdx*daf,

le potentiel électromagnétique créé par un systéme de particules chargées
s
P(s=1,2,...,N). Ce potentiel, rapporté a un repere quelconque, a pour

expression :

N s
(43.2) =2 ¢,
s=1
ou:
8 s 8 8 s s
(43.3) pr=pu,=(e/r)u,

(48) C’est-a-dire identifier le tenseur ¢*° avec l’adjoint du tenseur champ électro-
magnétique. )
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8 8 s
e/ est le potentiel électromagnétique créé par la particule P’ dans son

S
repére propre, u; est le vecteur vitesse unitaire de cette paiticule. Dans le

repere propre, la particule étant an repos, le potentiel est purement élec-
trique.

En portant dans (43.1) les développements limités de a,5, on obtient
avec ’hypothese quasi-statique :

1 . )
(43.4) ds? = (1 -+ = goo> (@da’? — 8 da* dz! + 0(1/c),

Le vecteuer vitesse unitaire u* =d x*/ds peut &tre calculé a un ordre
d’approximation quelconque. Si Pon se limite en ce qui concerne ¢; aux

termes du cinquiéme ordre, il suffit de considérer P’expression approchée
suivante du ds?:

1 C
ds'? = (1 + = 4;00) (da’)? — o) da’ dw’ .

8
Sur la trajectoire d’univers de la particule P, de coordounées (x° = a?

s
at = &) ce ds® approché est égal A :

ds? — 1 02 i o5 5
§° = 1—}—-?200 (dx’y” — 0;d& d&

ce qui donne, jusqu’an quatrieme ordre :

s 8
0 s . ] i
:bozii_x_-_— ! _1,1,2: "Eﬁ{
= 7 2 J 0 0] 7
ds / 1, ¢ dx’ dx
I, 1““0?(” _“ffoo)
(43.5) 1e
S. __E’I, s 8.
s d& ¢ 1°.. d &
wNE—— = — &= —).
ds 1 e ¢ d a®
1 — — (2 —
V o> (v ‘2'00)

On en déduit les valeurs approchées des composantes covariantes :

8 ]
Up = Az U*
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Substituant celles-ci dans Pexpression de ¢;, et faisant les développements
8

limités suivants pour e:

8 1 8 1 s 6
(43.6) 6=§g+gf+0(1/0),
il vient:
N 1 s 1 s 1 s 1 s
gm:Z(?tm—i——g%-l-—z%“l-—j;%)‘l—0(1/06),
s=1 2 ¢” 3 Cc 4 7 5
| s s
Qo =¢/1,
2 2
8 :$ S s S s
¢i=—§t(3/7)=_§z¢o
3 2 2
(43.7)
E] s s 1 s E]
Po="¢[1 4 5 o (v* + ay) ,
4 4 ) 2
s S_S s ? 8 s s
%‘=—5’(6’/’”)'|‘?&%[2‘“)_5;(”2—%0)}+‘Po“i0‘
5 4 2 2 2 2 3

Ce sont les deux premieres valeurs de (43.7) qu’ont prises L. INFELD
et J. CALLAWAY ponr satisfaire en premiére approximation aux équations
(41.4) (41.9).

\

44. — La premiere approximation des équations du champ.
A la premiére approximation, les champ symétrique et antisymétrique

se séparent.

1) Les équations (41.5) s’écrivent exactement comme en relativité
générale :
4 2"’00 =0,

Amng =0,
3

avec la méme condition de coordonnées :

— Or Mo - Og Mg = 0.
3 19
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La solution de ces équations est donnée par les formules:

N s 8 s s
U=2U, U=—Gm/r,

s=1
Ny, =4 U,
2

N s s

ng=—43 U &,
3 s=1

s
La constante d'intégration m, ne dépend pas du temps d’aprés I'équation
s
/31,0 = 0.
2) Les équations (41.9) s’écrivent :

ol 9a gy doit &tre remplacé par son expression en fonetion de vy,

9o gy = Eapys (Our Yo — Oue Y») O+ 69 40 (1/c*).
On aura une solution de ces équations en prenant pour vy, et y; des
2 3

fonctions harmoniques; ceci aura lieu, en particulier, si nous identifions
Y, avec le potentiel électromagnétique :

N s s s s s §.sls
(44'1) wa=ZWa7 1/)0=6/7', 1/)1;—:—5'8/1'.
s=1 2 2 3 2

Cette solution entraine deux conséquences :

A Gje=0,  4ijo=0;
b) 6 lIj—o, =0, 9, I'y—38,j=0, de sorte que le champ
2 2 3 12
de vecteurs I, est en premiére approximation un champ de gradient.
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45. — Les équations du mouvement.

Elles sont définies en premiére approximation par les équations:

k 1

k
(45.1) M= —"3 (T-i—ff{‘rn’d 2)-}-0(1/06):0,
54

k
oll 0; a la valeur calculée eu relativité générale.
4

De (42.3) on déduit :

1 1
(45.2) = 0 Ot 5 0 Agan g™
4 2 2 2772
Cette exprsssion peut s’écrire encore:
. 1 s7 sj sj s1 1 i b,
(45.3) 4ij =—70 [g 0 ¢¢ — 97 d:g” T 009, (0% 9" —
2 2

1
— — 0, 8 (4™ ¢")]
4 2 3

le crochet étant antisymétrique par rapport aux indices i, » (}7). D’apres
le lemme du chapitre IT (Cf. paragraphe 12), il en résulte que lon a
identiquement :

(45.4) [ ZEWwAdsS=0.
b4’

I’équation (45.1) se réduit done a :
1 k
— 0+ 0(1/cy=0.
¢4

Dans cette équation n’interviennent pas les ¢*f. Aussi n’obtient-on
pas Paction du champ électromagnétique sur Ia particule chargée. On re-

7 Si 9, 3, West pas nul en premidre approximation, le second membre de (45.3)

contiendra en plus le terme :

1 1
A A A
R T R FT E A L
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trouve seulement un résultat fondamental de la relativité générale, qui
permet d’obtenir les équations de mouvement d’une masse dans un champ
de gravitation.

Ainsi, en prenant a* comme métrique et ¢*f comme champ électroma-
gnétique, on n’obtient que les équations de mouvement des particules ma-
térielles (sans charges). Ce résultat est donc équivalent a celui obtenu par
J. CALLAWAY [34] en prennant y,z et @uz.

46. — Interprétation du résultat négatif. Discussion des possibilités
laisséés a cette méthode.

Les équations de mouvement des particules chargées contiennent des
produits quadratiques des charges. Ponr cette raison, si I’on peut obtenir
ces équations ce doit étre seulement en premiére approximation. Faut-il
done conclure, en se basant sur le résultat négatif (45.4), que la théorie
A’EINSTEIN-SCHRODINGER ne donne pas les équations de mouvement des
particules chergées ? Nous ne le pensons pas, car ce résultat négatif tient
d’abord aux valeurs particulieres (44.1) choisies pour vy, , qui font dispara-
itre les termes en ¢,p, de Z;*. La solution (44.1) parait naturelle, mais

elle n’est pas imposée par les 4équationsz, du champ.

W. B. BoNNOR [33] fait remarquer aussi que méme si Pintégrale (45.4)
n’est pas identiyuement nulle, elle ne pourrait pas donner une loi de force
en 1/r2. Cette loi mnécessiterait la présence dans le tenseur de Ricor des
vermes quadratiques par rapp rt aux champs antisymétriques eux mémes,
et non par rapport a leurs dérivées.

Nous pouvons dire maintenant que le probléme qui se pose est le
suivant: Trouver une solution v, telle que:

1) les dérivées de vy, soient d’ordre 1/r dans le voisinage de chaque
particule ;
2) le «courant » ¢,4, ne soit pas nul pour celle solution.

Avant d’avoir résolu ce probleme, il serait peut-étre prématuré d’affir-
mer impuissance de la théorie, et d’abandonner par 14 tout espoir d’obte-
nir une influence des champs antisymétriques dans les équations de
mouvement en premiere approximation.

Nous avons essayé vainement de déterminer une solution vy, satisfaisant
aux conditions 1) et 2). Tout d’abord nous sommes amenés a modifier les
développements limités de ¢/° et ¢¥ en les commencant respectivement par
0(1/c? et par 0 (1/c3):

1 o1
0= g0 4. .. = g4 ...
q R ¢7="51
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Nous devons alors considérer les développements limités suivants de v, , en
accord avec ceux de ¢%f:

1 1
Wi=7'é’i+--' %=‘c?1:{;o+~-

Nous pouvons ainsi satisfaire aux équations de champ A ¢;,,=0,4¢9:;,=0,
2-"" 3="-
en prenant la solution:

N s s s s 8 s s s s

s
Y, =2y, 2y;i=(a"—E)e/r, 2y, = — & (@ — &) e/r.
s=1 2 2 3 2

Cette solution vérifie la condition 1). Malheureusement, elle entraine encore
Qijo=0 (et ¢q; ;5 =0), et Pon retombe sur une intégrale identiquement
2=~ 37 "=

nulle :

1 . . 1 .
2 = o 0, [0 9 g¥ — g 84 @7 + - 804 (¢ ¢") — = 81 3, (4" )]
4 2 2 2 2 2 z 2 2 2 2

fZJn'dZ:O.
644

III. — LS EQUATIONS DU CHAMP EN SECONDE APPROXIMATION

47. — Remarques sur la solution des équations relatives au champ
symétrique.

Nous allons former les équations du champ (41.8) (41.9) en seconde ap-
proximation pour avoir une idée de leur solution, relativement complexe
par rapport & la solution des équations du champ en relativité générale,
et pour montrer que Videntification du potentiel vy, de la formule (41.7)
avec le potentiel électromagnétique défini par (43.2) (43.3), c¢’est-a-dire in-

terprétation du tenseur Z;a,g comme tenseur champ électromagnétique n’est
plus possible au dela de la premiére approximation.

A Taide des formules du paragraphe 42 et des calculs déja faits en
relativité générale, les « équations de la gravitation » s’écrivent :

i ) 1 B
(47.1) 4 o:,, =40,08; U+ 20;0, U0, U+ [%s, dij gs_t—!— vy O (g“” ggg)ﬁj] y
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1
(47.2) Angyg=1408,, U—205; U8, U + [T 8rr (9 qag)] ’
4 11 2 27
(47.8) A g = dop Mo + 4 83 o5 85 U —128; U 8o U 4 [¢*" 80i gs !
5 11 3 3 1 2 1 277

avec les mémes conditions de coordonnées qu’on relativité générale

af re __ ap 9} .
<g La/g—-ga Otﬂ>.

(47.4) OrMpp— Oy —4U8;U=0,
4 13
(47.5) — Bty B0 Mgy 2 0w 8, U — 4 U3, U=0.
5 14 3 1

Nous intégrons les équations du champ comme nous Vavons fait en
relativité générale. Nous cherchons une solution particuliere des équations
avec second membre, & laquelle nous devons ajouter la solution générale cons-
tituée par les fonctions harmoniques des équations homogenes. Ces fonctions
harmoniques seront déterminées de maniere & satisfaire les conditions de

k
coordonnées et la condition d’intégrabilité u,=10.

Ecrivons les équations de champ sous la forme générale:

(47.6) Angg = Aug + Bag,
4

Bag désignant les termes du second membre placés entre crochets (B,; =
=—2LZ;§). Soit :

Zap —|— Yap -

une intégrale particnliere de P’équation (47.6), .z et y,p se rapportant
respectivement aux quantités A,z et B,z do second membre. On a déja
calculé x5 dans le cas de la relativité générale. Le calcul de y,pz est (com-
me celui de x,g) immédiat pour Péquation (47 1) si i =j et pour Péquation
(47.2); mais, pour Véquation (47.1) si ¢ ==j, et pour équation (47.3) nous
ne pouvons chercher qu’une solution perticuliere dans le voisinage de
chaque particule.

Le tenseur ¢* étant défini en fonetion de vy, par la formule (41.7),
si nous adoptons pour le potential y, la solution (44.1) — considérée par
divers auteurs — nous auarons:

94 (= qij) = & 8 @y
2 2 2

4, Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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d’our :
(47.7) © QT 0y Qs » = &P Eqosr Op P Oqij Po = 2 0m P Omij Py »
2 2°7 2 2 2 2
Q" 00iqsr =2 Om Po Oum0i Po -
2 1 - 2 1 2
Comme
N s s
30 (po = 31- (p,. = 81' 2 (po 5"
1 2 3 8=12

tout se rameéne & chercher une intégrale particuliere pour le terme (47.7).
Développons ce terme dans le voisinage de la k-&éme particule, en posant
pour simplifier Pécriture :

Xr=u0"—8&; 0Om®Py=20mPys OmiPy=2 mi@Py, €tc...
2 =<k 2 2 <k 2
Il vient:

k k E o~
Om Po Omij Py = Om Py Omij Po + Om Po Omij Py +
2 2 2 2 2 2

koo ~ 1 o~ ' k

+ Omij tzpo (Om ZJO + X7 Gour lg?o + T X7 X% Qprs (2;90) + 0 (1/r).
Nous avons donc A considérer les termes suivants, & un facteur prés indé-
pendant des variables (a7):

E k k k k ] x
Om Po Omij (fo s Om ‘é’o ) Omip Zjo D, G 9200 y  XTXP Oy g -
2 2

Le premier terme, par son ordre de grandeur, n’intervient pas dans 1’inté-

k
grale u, . Les deuxieme et troisiéme termes s’intégrent d’aprés les relations :

1 k k 1 k k
4 (? Xm qoo) =0m@y, 4 (g X 0y 7’0) = Bmij @ -
2 2 2 2

Pour calculer une intégrale particuliére correspondant au quatriéme terme,
partons de la relation :

1 k k k k
(47.8) 5 A XXy g0) = X7 8 @0 + X 80 P + O B Do
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k s 8
Or, on peut d’aprés lexpression de ¢, (= e/r) vérifier que Von a:
2 2

k ROEC ok ko S
0ij ;po = 3((2;70/7'4) Xt Xi— ((2;90/7'3) o, (XiP=a*— &)
By 00 = — 15 (/78 X X4 X7 1 3 (/4 (X7 & - X7 8] + X 8
ijr ;Po— (‘21’0/'") + (2‘7’0/7 )( ) 4+ .+ ) .

k
A Taide de ces formules on peut exprimer X ™ 9y ¢, en fonction de
2

k
Xr aijm (127() :
; k k k j k i k j k :
X aifﬁ' Py = X aijm Po + 8mi Po 6r + amj Po 6r - 6711 (7;() 6m - afj ‘;go 6m .
2 2 2 2

En portant cette expression dans (47.8) on déduit la relation:

1 k ok ) K k
—;A[X"X"' Biquo —5;,X'qu;0—lnl(5;ai (}290+ (3:61(;?0)—‘—

ke k k
+ Xy a“fo + 6" 9, “Zo)] =2 X" 0ym Po>

I
sur laquelle apparait en évidence une intégrale particaliere de X" i, ¢ -
2

Le calcul est analogue pour le cinquiéme terme. Nous ne donunons pas

le résultat qui est plus compliqué, notre intention n’étant pas de calenler
k

lintégrale u;, mais d’examiner Vinterprétation du tenseur ¢°f.
o

48. — Interprétation des champs antisymétriques.

On déduit de: (Cf. (42.6))

-

1 2 A

les expressions de W; et Wj,:
VNS 55

1 1
(48‘) Wri]': _"'Aq}_«]_i— 800 qiy +_‘_8r qijr — _"arnoo Orqijy
4 47" 11477 2 47" 2 2 277
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1
(48.2) Wy = — Ao+ dg9 ¢ jo + -5 9 M0 I jo ~+ 0% (8; q a2 Or M)
5~ 5 11 3 2 3 - =5

Formons la permutation circulaire dp, Wgyy = 00 Wy, 4 85 Wou + 0, Wog;
& £ z R
en remarquant que lon a identiquement:

Oa Qm_l_aﬁqB‘l' 8yqa_ﬁe=a¢)Qa_ﬂya

on obtient les « équations approchées de I'électromagnétisme » sous la forme :

(48.3) —20p 17‘7\1‘/1] =4 Qs + 9, ay Oxir Moo =0,
(48.4) — 20 Wiy =490+ 0 QLo O Moo +

+ 2 8% (3i 42 8jr Moy — 9 G2 Dirmou) = 0 .
- 5

Trois indices placés entre crochets indiquent qu’il faut faire la som-
mation sur les termes déduits par permutation cireulaire de ces indices.
La relation g, 5= @u g ¢* a pour conséquence :

Qij = q¥ — my, ¢,

4= 4

q;j = — 7% — ny, q7",
5 5 3 2

nit ¢* exprime en fonction de w, au moyen des expressions suivantes :

gl = r%i Op ¥ (wo = @) 5
2 2 2 2

g = &P19 9wy (i = @i) .
3 3 3 3

) " 1 B
99 = &% (0p o — 0 ¥p) + 5 Moo 17
n 4 13 2 27

. ) 1 .
Q' = gha jo ap Yy —l- — Ny q%0.
5 5 2 2 3
Les équations (48.3) (49.4) qui défissent vy, et y; s’éerivent done:
4 5

\

(48.5) &ijwo 4 4 To =0,
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(48.6) oy [4(— 4 Yie —+ Oky Yr — 6‘191) :/JO) + 2 6% 9, (0m 1/)0 Oy Nop —

— On ’24"0 Ok Mou)5] = 0,

c’est-a-dire, pour (48.6):

(48.7)  &gijp A|(— 4 Y —+ Ok ;Pr — 8;0? :Po) -+ 6% (0ra ;/’0 Mg, — 0z g’o 0k Nou)5] = 0.

Or, si on calcule par exemple le laplacien itéré de I’expression ¢, du
4

potentiel électromagnétique :

N [s s 1 s oo
(48.8) Po =3 [e/r +5 7 (,,z + ?_)] :

s=1 |4

on trouve :

N 8
AA Py =52 81 Qg By Mgy = O .
4 s=1 2 2

Ainsi (48.8) ne satisfait pas a Déquation (48.5). On verrait de méme que
7, et @, ne peuvent pas étre solution de ’équation (48.6). ’
4 5

Il semble que le tenseur ;aﬂ ne peut jouer le réle de tensewr champ
électromagnétique qu’en premiére approximation.

Cette conclusion g’applique également aux tenseurs f:ﬂ et Z‘Zﬂ car, dans
la seconde approximation, les équations des champs antisymétriques sont
les mémes, qu’on les écrive avec dug, Gup OU hup, fup OU Yap, Pap -

En particulier elle est valable aussi pour o

— 1 1
Haﬂ=V—g£_ﬂ=_8aﬁyﬁl_—gfya

Vf 2

tenseur choisi par certains auteurs pour représenter le champ électroma-
gnétique (17).

(1) F. Maurer. Comptes rendus 242 (1956) p. 3042.
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CHAPITRE V

LES EQI{ATIONS APPROCHEES DE LA THEORIE D’EINSTEIN-
SCHRODINGER ET LE TENSEUR I’IMPULSION-ENERGIE.

Dans le cadre de la relativité générale, les équations I’BINSTEIN :
Salg == 7{ Talg,

limitent la généralité de la métrique. Elles présentent un caractire trés
particulier, puisqu’elles établissent le lien entre un temseur 8,z d’origine
géométrique et un temseur 7, de nature physique.

Le tenseur d’impulsion-énergie 7T,;, qui joue le roéle de sources du
champ, est absolument étranger a la structure géometrique de la variété
espace-temps.

En théorie unitaire, Pintroduction artificielle des sources est a éviter.
Si Pon admet que la théorie (’EINSTEIN-SCHRODINGER unifie champ et

sources dans un méme schéma géométrique — et ¢’était certainement con-
forme a la pensée A’EINSTEIN — on doit écrire les équations sans second
membre :

Raﬂ =0.

Il conviendra de constituer un second membre au moyen de certains ter-
mes tirés de R,;. Les nonveaux premiers membres doivent encore satisfaire
a des conditions de conservation. On pourra alors interpréter le second
membre comme tenseur d’impulsion-énergie.

49. — Conditions de conservation pour le tenseur d’impulsion-énergie.

Les équations du champ sont, nous P’avons vu, définies par ’ensemble
des systeémes :

(49.1) aggaﬂ'— ]/Z@ Jop — Lgﬁ dog = 0 ’

(49.2) 3 V—g9%) =0,

(49.3) Ryg= Woy=0,
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1
(49.4) I{y:“Vgﬁ—*‘—d)(aarﬂ—aﬂFa)zo.
Leur premiers membres sont liés par les identités de conservation :

2 “
(49.5) 01 W + o By 8, 9 =0,

N

ou

A e ST
et M;‘ est défini & partir de R,z et de g,p par:

2 Ly = Ry, g*° ++ Rop g,

1
M{}:LZ.—?BQIZ.
Ces identités sout satisfaites pour tout ensemble (guz, I'ss) déduit d’une so-
lution (gas, L5s) des équations (49.1) (49.2).
Considérons un tenseur symétrique a deux indices a,z, sur lequel
aucune hypotheése n’est faite a priori excepté les hypotheéses connues que

doit vérifier tout tenseur métrique. Soient G,z le tenseur de Rioor formé
1
avec les symboles de CHRISTOFFEL relatifs & a,z et Syp (E G“ﬂ_—z_ G aaﬁ)

le tenseur A’EINSTEIN correspondant. On obtient un tenseur d’impulsion-
énergie en théorie unitaire en décomposant la partie symétrique du tenseur
de Ricor R,z en la somme du tenseur G,z et des termes complémentaires.
Il vient ainsi:

1
(49.6) Rap — 5 o Ryo 4° = Bup — % Tog,

ol nous avons représenté par — X T, Pensemble des termes complémentaires :

1
(49.7) —X Top = Zug — 5 tap Zyo a2° (Zap = Rﬁ— Ga[)’) .

Les équations:

(49.8) Sup— X Tup=10

sont équivalentes aux équations du champ (49.3). Si Pon fait passer — X Typ
au second membre, ces équations auront la forme des équations du cas



56 Puam Tan Hoane: La méthodes des singularités pour les

intérienr de la relativité générale, T,; y jouant le rdle du tenseur d’im
pulsion-énergie. Nous nous proposons d’étudier si le tenseur T,z satisfait
aux conditions de conservation :

(49.9) VaT =0,

Va 6tant Vopérateur de dérivation covariante dans la métrique a.z
En séparant les termes contenant R,; de ceux contenant R,z , on
I ~

voit que le premier membre de (49.5) est égal a:
Ao 1 A af 1 af
01 (Boo 0——?%3@;9—)4‘?3_«%399_

1 a
— 5 (80 Bap -+ 8 By + 85 Bow) 0% + Koo 02 07
Cherchons a quelle condition la quantité

1 s 1 « 1 «
(49.10) — [04 (Roo 0~ — o de Rag 00 -+ > Rop 8, 6]

est la divergence, dans la métrique a,5, d’un tensenr. La forme bien con-
nue de (49.10) montre qu’il suffit de choisir le tenseur:

1
y) (Rﬁ — & dap RQ_G a2°) (4, scalaire constant)

dont la divergence peut s’écrire :

A

—a

R 1 S S
[01 (Ryo a* Y —a — 5 8 Rap a*’Y—a) + Rug 8, (a*V—a)].

I’identification de cette expression avec (49.10) donne la relation :

(@ =) g ) — g =1 |—a

d’ou Von tire:
P=2ak, a¥=Vhlgh.

Lorsque la partie antisymétrique g"i’f tend vers zéro (g‘i’i» 0),a“ﬁ qui joue
le role de métrique doit tendre vers ¢g*; on en déduit:

A=1 et a*f = h*f Jh/g .
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(Vest le tenseur que mnous avons obtenu au chapitre ITI (Cf. paragra-
phe 33, formule (34.6)).

Ainsi en prenant a®f = hef Jh/g comme tenseur métrique, les identités
(49.5) &’écrivent :

1 1 o
(49.11) —=[p (St =21}y — > (0 Rup + 00 Rpp - 64 Boa) g VR /g1 =0.
—_—a ~ N N

Le tenseur S,z étant conservatif, ces identités deviennent:
1A L n afl 1/7 7
(49.12) Vi (X Tg) = — 4 (9o Rup + 00 g+ 65 Roa) g% Vhjg .

Pour que les conditions de conservation (49.9) soient satisfaites, il est
nécessaire et suffisant que le second membre de (49.12) soit nul, ¢’est-a-dire
si on suppose /= dét (¢%) £ 0, que l'on ait:

0a Rgy+ 0p By + 6y Rap=10,

N N7

condition d’ailleurs identique & d, Wy, 4 85 W,o + 0, Wog =0, d’apres la
relation entre R,z et Wsp. Sur (49.12) on voit.,veu particulier, que les équa-
tions de champ E,;= 0 entrainent (49.9).

Le coefficient Vﬁfg peut é&tre introduit par différentes considérations.
On est arrivé a cette valeur d’abord par des considérations sur la théorie
de BORN-INFELD (19). Nous le trouvons ensuite par les conditions d'isother-
mie, étroitement liées aux variétés caractéristiques et également par les
conditions de conservation du teuseur d’énergie que lon extrait des équa-
tions du champ. Nous pouvons dire que dans le choix de la métrique, le
probléeme de CAUCHY joue un rdle fondamental en déterminant ce tenseur
(& un coefficient de proportionnalité prés). Le role des autres considérations
est secondaire; il consiste simplement & préciser la valeur de ce coefficient.
On congoit par exemple, que les conditions d’isothermie, an nombre de
quatre, ne suffisent pas & nous donner les dix composantes du tenseur
métrique.

(49) S. MavrIDES. J. Physique Rad. 16 (1955) p. 482.
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50. — Les équations rigoureuses des champs.

Nous formons les équations de la théorie ’EINSTRIN-SOHRODINGER en
fonction des champs symétrique a+f et antisymétrique ¢*f définis par les
relations :

(50.1) a* =Vhjg hob | q*8 =Vh]g .

Nous avons d’abord, d’aprés (50.1):

R J— 1
GQ(V—gfé’ﬂ) = 0, (V_a'qeﬂ) = — _‘"Vquﬂ’

J—a
Péquation (49.2) est done équivalente 2 :
(E) Veq?#=0.

Scindons la connexion L en parties symétrique et antisymétrique en
posant :

50.2) 12, = gaeﬁ% + w0+ L (ng — %aé’l% + wjz)

g Qﬂ§ représentant les symboles de CHRISTOFFEL formés avec les a,z.
o
Les équations (49.4) et (49.3) s’écrivent ainsi:
2
2
(B)  Rap= o Ly + Lisp wes — (who L + wip Lig) — 5-(0al— 35 L) =0,

~~ ~

1
(G) Rup= Gug + o wip— - VaWsLog | g | 4 wig g —
— (why ws Lg/g L@) =0.

Dans ces équations, la connexion affine, considérée comme fonction
des champs et de leurs dérivées premiéres, est fournie par la solution
(unique dans les hypothetes faites) du systéme (49.1).

Les équations rigoureuses du champ unitié sont alors:

a) pour l’électromagnétisme : les deux systemes (E) et (E);
b) pour la gravitation : le systéme (G).

Le systeme (G) écrit sous la forme (49.8) nous donnera l’expression du

tenseur d’impulsion-énergie.
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Il est aisé, en utilisant les formules de la connexion I en fonction de
heb, fo8 [42], de calculer L en founction des tensewrs proportionnels a®f; ¢°f.
On trouve ainsi:

50.3 'w9”,=§92_.§9§_
608wl =} 4 =17,

1 o o
- ? ('Qz [q &(Lﬁ,v - L\a:,l) + q v (L\aﬁ,u - ng,l) -
- qaf: (Lz;;,v + L@,u)] ’

ou la différence entre les symboles de CHRISTOFFEL relatifs a hap @6 & aup
est égale a:

e]l fe)_17q/a q /9 v
%M 7’§h %/—lf y%‘“‘ 9 | g «® (”va a.u ]/7_1'",%6 0, ]/ 7_—",” Js ]/7

! g s g o g
= T(éi V. Log o —+ 87y, Log o G a%’ p, Log 4_1)

N . . . A <
et ol la partie antisymétrique Lgezczlg L&/y est donnée par des formules

explicites mais qu’il serait trop long de reproduire ici; nous n’indiquerons
que sa valeur approchée, au paragraphe suivant.

51. — Les équations approchées.

Supposons que le champ ¢%f soit petit devant DPunité ainsi que ses
dérivées et qu’il admet des développements limités jusqu’a un certain ordre
en fonetion d’un parametre s. Dans les applications, ¢ joue le réle du
parameétre 1/¢%. Pour écrire les équations approchées du champ, il n’est pas
nécessaire de faire a priori une hypotheése sur l'ordre de grandeur du champ
symétrique a,z. On obtient de cette facon des expressions synthétiques, &
partir desquelles on peut déduire si 1’on veut les équations approchées pour
un développement donné des a,z.

L’emploi de la solution générale du systeme (49.1) permet d’obtenir
les valeurs approchées de la connexion & un ordre quelconque, sans avoir
besoin de faire des approximations successives. On en déduit ensuite les
équations approchées du champ au méme ordre. L’approximation du deuxi-
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eme ordre est suffisaute pour les applications physiques; les équations du
champ y prennent une forme relativement simple, et elles fournissent des
résultats intéressants.

Nous supposons donc:

(51.1) QP =eqf + & q¥ 10 (&%,
1 2

alors la partie antisymétrique de la connexion a pour valeur:

1
(51.2) Ly =02 (Vo Quv— 5 Quro) + 0(&%)
d’oi :

. 1 9 s
(51.3) Wi = (65 Viliog =~ ~+ 8., Log % — @y @27 7, Log %) +

1 4 0 o 1 ;
—I-?(Q@nglf +Q3VGQEQ)—7QGQ(V1’QE,I£+VMqEv_)‘I‘O(Es)

avec
g a 1 1
. —_— = 1 _— —_— aﬂ: —_— af 4
(51.4) " —I~q+2qg,gq 14 5 Qg ¢ 4 0 (69 .
Posons :
(51.5) 0Ty — a,;E,:_%xFaB,

On déduit immédiatement de (E), (E’) et de (G):
a) pour Pélectromagnétisme :

(51.6) Ve q* =0,
1 x 3 A
(61.7) V9V9955_3V9q53g=—?17m+ 0 (%) pe=a**p;;
b) pour la gravitation:
1 o o o
(561.8) G+ ) Ve l(q uVe Qf +q » Ve q@g) —q"° (4, q0_p¢_+ Vu q{v)J —

1 1 1 :
— N Ve Ve L0g | 9| — (7" Gue — 5 us’) (72 01y — 5 02) = 0 (&) -

Nous allons transformer les équations (51.7), (51.8) en tenant compte
de (51.6).
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52. — Les équations électromagnétiques ().

Considérons maintenant les équations (51.6) (51.7). Pour transformer
Péquation (51.7), formons Pexpression p qu., a partir de la définition des Qure

Quve == Vi Qv + Vv Qou = Ve Qu -
En faisant apparaitre [ ¢ ¢u, , il vient:
(52.1) V Quve = Ve V® Qv +
+ @ (Pa Vi — Vi Vi) Ge + Wi Vs — Vo V1) Qo] +
T+ Vu Ve e+ Vo 172 deu -
En utilisant les relations de commutation des dérivées covariantes :
(52.2) (Ve Vo—VoVedu) = G ueo Gov + G voo Gurs

et les identités sur le tenseur de RIEMANN-CHRISTOFFEL G°,,, et en te-
nant compte aussi de (51.6), on obtient :

(52'3) Ve Q_m_'@_:: V.Q Ve q!‘f - GQZV Q_go_— (Gt/t Q_vt_l—}“ le qu_) ’
c’est-a-dire, d’apres (51.8):
(52.4) Ve Quvo = Vo Ve Quv — Ge;v Qoo +0 (83) .

Les équations fondamentales de V’électromagnétisme (51.6) (51.7) s’écri-
vent donc encore :

(52.5) ( Veqf =0,
(
(52.6) ( Htpw=—2F,— G040, (J=r°po)-

(*%) Cf. M. A. TONNELAT. [13].
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De ces équations on peut déduire les deux conséquences suivantes:
1) En appliquant, Popérateur p* a (52.6), on obtient ’équation :

(62.7) PP Ve du)=—V X Fu) — (7 €0) €eo— G 7" @ + 0 (63),

que Von transforme en :
v 3 v 4
(52.8) 2 Qg 12 Qi+ W G i = — 77 (K F) + 0 (69).

Mais on a en contractant les identités de BlIANCHI:

e

,7@ G,uvo‘ = Va' G,Lw - V-v G,ua .

Par conséqueut, le second terme de (52.8) est d’aprés (51.8) du troisiéme
ordre. On a done simplement:

(52.9) P X Fpe) = — 2 G’ 7 Qo+ 0 (&),

2) Appliguons maintenant 7, a (52.6) et effectuons une permutationg
circulaire sur les indices 4, u,». En tenant compte de Péquation (51.6),
on obtient:

(52'10) D ngz_= 2 (Gtil Vv q_zg —I— Gtﬁw VM q_tg "I_ thﬂ Vl ng) -
— (6% Ger + O Qoo+ G5 Q) + 0 (&9,

On montre que le deuxiéme terme dv second membre est égal & G%, ¢.1 ,
qui est du troisieme ordre. L’équation (52.10) s’éerit encore :

D Q_Mg?::‘ 2 (Grftl Vv q_’g_ -+ Gtﬁv Vu Q_te_ + Gtﬁ,u Va q_te_) "I_ 0 (83) y

ou, en multipliant les denx membres par (1/6) &4 et en sommant :

1 z
(52.11) 5 &7 Ln = — &% @0 (73 42) + 0 (%) .

Sous cette forme,on veconnait I’expression indiquée par B. SOHRODIN-
GER pour mettre en évidence l’existence d’un courant lié directement a la
présence d’une courbure riemannienne (*!).

(*!) E. SCHRODINGRR. Proc. Roy. Ir. Acad. 56 A (1956) p. 13.
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53. — Les équations dé la gravitation.

Les équations (51.8) s’écrivent encore:

1
(63.1) G'ﬂv“l“ ?[QE,Q(VQVG—VGVe)qZQ_"l_ng_(VgVa—VaVe)qu_] -

1 1
— 5 1% Ve (Vs Yo + Vi 4ov) — g G Ve Ve (gup 4*F) —

1 1 i
- 'Z (q_ﬂgé Vy qel + Q_vgl_ Vu qel) + _Z qitgl_QVP =0 (83) )

c’est-a-dire, en tenant compte de (51.6) (52.2):

1 . N o z 1 G0
(63.2) GIAV—“_Z(QLAG o _l‘QVGﬁM)QZQ—?qbVQ(VV Qg,u__l" VMQgg) —

1 1 1 )
— = U Vo 72 (Qap 0°F) — —= Quon r 4% + Qoor V1 8 + — Quon qg’ =0().
8 af g \deer Ivet. g o &

Par contraction des indices u, » dans (53.2) il vient:

. 1 46 1 u 1 .
('_’2—9 GﬁoQ{e__?V@Vg(qizquﬂ)‘l‘ﬁng{q@}':O(sg)-

Ecrivons les équations (53.2) sous la forme (49.8)
Sap =% Tap 5

pour mettre en évidence l’expression approchée an second ordre du tenseur
d’impulson-énergie. On trouve :

(63.3) Tuw=(Aps+ My, + X + Yo) + 0 (e3),

en posant:

(53.4) A

1 1
(24.5) Moy = 37 (— G 0% 5 Qo Qe )



84 Puam Tan Hoans : La méthode des singularité pour les

1
(53.6) lew = v [2 o Py q_oﬁ + Vu (.I_Gg’) + (q_ygl V qgl ’|" Qvor Ve qgl) -

— Wur Vo a0 72 4] 5
1 VTQ G yze o
(53.7) Yy = 37 (6% €ut Gty -

A, fait intervenir les produits des ¢*f et F,z (= — %(Ga I'y— 05 TL))
M,, ne dépend que du courant ¢.z; et joue le role d’un tenseur matériel;
X,, contient les dérivées secondes de q°F; Y,, introduit explicitement la
courbure riemannienne rapportée aux a,g.

On est assuré, par le résultat du puaragraphe 49, que V'ensemble du

tenseur (53.3) vérifie les conditions :

Va (X Taﬁ) =0 (&%,

et qwil possede ainsi les propriétés qui caractérigsent le tenseur d’impulsion-
énergie,

D’ane fagon générale, Vexpression R,z d’ordre p ne contient que les
q*f Qordre <<p —1; & la peme zmproxinﬁtion, nour devons supposer que
les équations du champ d’ordre (p — 1) sont satisfaites. en particulier nous
avons I,z = 0(e?) et les conditions de conservation du tenseur d’énergie
d’ordre zrsonb certainement satisfaites.

L’expression du tenseur d’énergie que nous obtenons est assez diffé-
rente de crlle que Pon obtient avec la méfrique y,p et le champ @z,
expression dans laquelle figure un tenseur d’énergie électromagnétique sy-
métrisé, dans le cas ol existent & la fois champ et induction : (*?)

1 T T 1 Av
1m=——2—(<,‘0va +‘Pw F,u)+ z‘}’m%zF .

RuMARQUE. — Les formules de wi; (= Lsﬁ—gocgﬁg , les équations de la
gravitation et l’expression du tenseur d’énergie qui s’en déduit, ont éte
écrites & la seconde approximation. En réalité, elles sont encore valables,
sans changement, & la troisiéme approximation. Mais les équations de

Pélectromagnétisme (51.7) sont strictement valables 4 la seconde approxi-
mation.

(*?) M. A. TONNELAT. [3].



équations du mouvement en relativité générale et en théorie du champ unifié 65,

54. — Introduction des coordonnées isothermes dans les équations ap-
prochées.

Rappelons quwen théorie du champ unifié, un systéme de coordonnées
(x%) est dit isotherme si les quatre quantités (— ¢*” L,,) sont nulles:

(54.1) F'=—¢" 15, =0.

D’aprés le premier groupe des équations du champ (44-1) (49.2), les
conditions (54.1) sont les mémes que les suivantes :

(54.2) Ay (@) = — am {M“y} =0,

qui sont les conditions d’isothermie de la velativité générale.

On sait qu’en velativité générale, les quantités A, (¥*) inierviennent de
facon simple dans le tenseur de Ricor. Les équations d’EINSTEIN du cas
extérieur peuvent ainsi se mettre sous la forme:

1 1 1
(54.3) G = — 5 ae® o Uy, — 5 ‘o 0y (dy ) — e 0 (dy °) 4

+ H'm, (aa/;, a, ('a‘g) =0.

Par conséquent, si les coordonnées sont isothermes la séparation des po-
tentiels, dans les dérivées secondes, est compléte.

Considérons maintenant les équations de Délectromagnétisme (52.5)
(52.6) et de la gravitation (53.2) que nous récrivons :
(54.4) Veq? =0,
(564.5) Ve Vg Q_/Ag = %FM - thw Q_iq + 0 (83)§

1 c 7 o 2 1 o
(54.6) G,LW"'Z(Q@Giv‘l“qZGﬁﬂ)ng—?qgVe(Vngfg"‘ V,uQ_ov)"‘

1 1
— g w Ve ve (qEﬁ_qaﬂ) — 7 (Quer Vv 9°t + Qvor Vi q°*) +

1
+ vy Qpor qtel =0(),

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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et cherchons ce qu’elle deviennent en coordonnées isothermes. L.e terme
G,, se simplifie suivant (54.3); mais il y aura pen de simplification pour
les autres termes, les quantités F* interviennent seulement dans p, p¢q,,

1 . o
et — <5 W Vel? (4ap q*f). Nous n’expliciterons que les dérivées secoundes; le
symbole ~ désignera une congruence modulo des fonctions additives des

champs et de leurs dérivées premieéres.

a) Il 'y a ancun changement dans (54.4). Dans (54.5) les dérivées
secondes du premier membre se réduisent an dalembertien a® d, qu €t &
des dérivées de Fe, compte tenu de (54.3) (54.6): B

12

Ve Vo Quv ™~ a2% Ogo Quv — a2 (0, (e, qlg + 0, (v, qyl)

1
~ % Ogo Guv — 5 2% (0po Ay q;'_,. + 800 Oz qgl)

1 1
- ? (BM -Fl Q_la_' + 3,, Fl Q_,uz-) + "2— (aﬂl qya_' + (%) Q,_L_ty) 37 Fl + 0 (83)7

d’autre part:
- Gr;t q_tf_’ ~ = qw (ava a',ut - a;w aw) .

En coordonnées isothermes, les équations (54.5) s’écrivent done :
(54'7) age 696 QEZ = qw (avo a,uz - a,ua aw) —% F;w + Q‘uv + 0 (83) b
®,, étant une fonction des champs et de leurs dérivées premilres:

b) Les dérivées secondes des champs qui figurent dans les équations
(54.6) sont contenues dans @,, suivant la formule (54.3), et dans les termes :

1 (4 k7 o T 1 -
“Z(QEG §v+quG§M)qfe—-‘;anVg(Vqu[f_F V,wq:n_')""

1
— g Ve Ve (dap q°f),

qui sont congrus ~ a:

1., ¢
_ T [q ;_L(BQ,, Aoy — aga a’w) —I_ q v (ag,u Ay — a@a a,ut)] qtg -

1 oo 2 2
_?q (‘99v9_ﬂp_e+ae.qut_69[“/‘71193‘—39[0”71]qg'—

1
— 20, [y, M 4" — - @ 4 (a2 040 ),
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aprés simplification on obtient :

1 1 1
g 4°¢ (Oo» Qou + o ov) + 9 9, [p vy 4 % — 5 Ay %P (a2 8,56 qgﬁ_) :
En coordonnées isothermes, les équations (54.6) prennent done la forme :

1 1
g 8% Do (py = o q° (dpn Qop + o Q_ov_) —q% 8, [uv, 4 le +

1
+ 1 Ay °F (027 g0 Q_aé) + Yur + 0 (&%),

Wuy désignant une fonction des champs et de leurs dérivées premiéres.

Sur (54.7) et (54.8) on voit que la séparation des champs n’existe pas
pour Vensemble des dévivées secondes (excepté évidemment pour l’équation
(54.8) du premier ordre). Mais elle a lieu pour les dérivées secondes ne
contenant pas en facteur le champ petit ¢*#, dérivées que nous avons iso-
lées au premier membre. Si lon tient compte des hypotheéses quasi-gali-
léennes, la séparation des champs devient donc effective, et ’on peut résou-
dre les équations (54.7) (54.8) par des méthodes d’approximation. Les
équations que Von obtient par (54.7) (54.8) en faisant les développements
limités :

Gop = Oap + & Gap + &% ap + 0 (¢7)
1

ne sont auntres que les équations approchées écrites au paregraphe 42
du chapitre IV,
NorE. — Considérons les conditions plus générales:

a a 2 o o
-—-g"“’I'm,EF —?g“"[’l:O (F" = — g L,,).

Dans un systéme de coordonnées satisfaisant & ces conditions, on a:

1 1
_—a',uaav(Fa) _ o

1
2 2 Ayu 8.“ (Fa) = o Qua 84' (gal Fl) +

3

1
+ 3 Gyo Oy (gal I7)

1
r\;—é—g“}“((l,‘a 3,rz+avaaprz)-
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Supposons que les champs soient quasi-galiléens. Tn prenant par
exemple :

3
I= > 9°¢ Vo qor
les équations (54.9) deviennent simplement :

1
— 5 A% Qoo Ay = Yy, —+ 0 (€3) .

55. — Le tenseur d’énergie et les équations de mouvement.

Nous avons remurqué & la fin du paragraphe 53, la différence prineci-
pale entre les tenseurs d’énérgie obtenus suivant que on écrit les équations
du champ avec a®f, ¢*f ou avec y.5, @.s. I’absence d’un tenseur de
MAXWELL dans le premier cas et sa présence dans le deuxiéme cas sex-
pliquent par les valeurs différentes des écarts de L, anx symboles de CHRI-
STOFFEL. Si on pose: B

nv
0
L = g,u vgy_i— o

Vexpression de uj;, contient des termes ¢ @,,,, alors que les termes analo-
gues [7¢(q,,, wexistent pas dans w),. Or c’est par PVintermédiaire des ter-
MeS [ Puup, €t aussi de [, 72 @0, que F,,, intervient dans les équatiens
de la gravitation pour donner le tenseur de MAXWELL t,, . C’est pourquoi,
dans le cas des équations (53.2), écrites sous la forme (49.8), a la place de
7., On ne trouve que le tenseur 4,, = (1/4)a,, q*f F.

Le résultat négatif qui a été signalé au sujet des équations de mou-
vement dans la théovie du champ unifié, est pour une part en laison avec
la solution particuliére que ’on considére pour le tenseus g.; ou pour g¢*.
Cette solution entraine la disparition de A4,, (ou 7,,) et de M,, . Il faudrait
donc modifier les approximations quasi-statiques usuelles de fagon a avoir
Guve (00U @g,,) == 0 et par conséquent F,, &= 0. Une influence possible du
champ antisymétrique dans les équations de mouvement pourrait ainsi étre
mise en évidence. Dans cette voie, la remarque que nous avons rappelée
au sujet de 7,,, nous incline & penser que ce serait plutdt par I’emploi de
Yaps Pag b non de a*f,q*# que la loi clagsique de LORENTZ pourrait étre
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obtenue pour les particules chargées. Une éventuelle déductions des équa-
tions de mouvement d’une particule chargée basée sur Uintervention simul-
tanée des tenseurs 7, et M, ne semble pas, d’aprés Mme M. A. TONNELAT,
totalement hors d’atteinte de la théorie du champ unifié dA’EINSTEIN-
SCHRODINGER.

56. — Conclusions générales.

La théorie A’EINSTEIN-SCHRODINGER part d’un formalisme trés général,
elle a Pavantage de ne pas restreindre au départ les possibilités que pié-
sente une théorie affine quelconque. Mais la richesse de structure laisse
subsister des ambiguités a la base de la théorie, et le caractére unitaire de
la théorie rend lui-méme trés difficile interprétation des grandeurs géomé-
triques qu’on peut introduire. Le probtéme de CAUcCHY, il est vrai, a ap-
porté la réponse & une question importante: le choix du tenseur métrique.
Mais la réponse n’est pas entiérement satisfaisante. Le variétés caractéris-
tiques des équations du chanp sont tangentes en chaque point de V, a
deux cdnes d’équations:

hop dat dzf = 0 (0,) et papdas daf =0 (Cy),

Le cone (0,) est intérieur au coéne (C,), ce qui conduit & penser que c’est
le cone (C,) qui définira les surfaces d’ondes gravitationnelles (23). Mais la
métrique Vg77L hag qui correspond au premier cone a des propriétés inté-
ressantes et elle simplifie beaucoup de calculs.

Une autre difficulté se présente dans le probléeme du tenseur d’énergie,
en particulier & propos du cas matiére pure. La décomposition du tenseur
de Ricor n’est pas univoquement déterminée. Habituellement on prend une
métrique telle que les écarts avee g,z ou avec ¢g*f soint petits. On fait
ainsi apparaitre le courant de charge (par exemple le courant g,z si la
métrique est a5 = Vg}/—l-z hag) . Le vecteur courant et aussi le tenseur d’éner-
gie, disparait en méme temps que le champ antisymétrique g,z Si on
veut retrouver et la manifestation du courant de charge et 17a§£)0rt de la
matiere pure, il convient donc d’envisager d’une autre facon la séparation
du tenseur de Riccl. On pourrait dans cet ordre d’idées décomposer le
tenseur symétrique a,z lui-méme en deux parties: l'une représenterait le
tenseur gravitationnel ; autre comprendrait un vecteur, qui pourrait étre le
vecteur vitesse unitaire, et un potentiel vecteur susceptible d’introduire
les phénomenes d’induction.

(?3) F. MAURER. [40].
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