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PROPRIETE LIMITE DU POTENTIEL GENERALISE
DE SIMPLE COUCHE RELATIVEMENT
A I'EQUATION PARABOLIQUE NORMALRE

par H. MILICER GRUZEWSKA (Warszawa)

Introduction. Le potentiel généralisé de simple couche [1] relativement
a Péquation parabolique normale :

P n n , 6“
1) ye(u)= flaap(A,t)u;’axﬂ—l— glba(A,t)uxa—l—c(A,t)u-—§=0, A€Q
c’est I’intégrale de surface de la forme suivante:
t
@) v, 0= [ [[ra, 60900 ni0an,  aco, qes,
0 S :

ou I'(A,t; B, ) désigne la solution fondamentale de ’équation (1), ¢(@Q,7)
la densité, £ est un domaine mesurable dans l’espace euclidien & » dimen-
gion (» = 3) limité par la surface fermée 8.

M. W. Pogorzelski m’a proposé d’examiner la limite de 1’intégrale (2),

pour t— oo . Ce probleme fiit déja traité par Eidelman [2] et M. Krzyianski
[3], mais dans 1’hypothése que les coefficients de I’équation parabolique sont
dérivables, ou dans un cas spécial. Ici on admettra seulement que les coef-
ficients de I’équation (1) sont holdériens, ainsi que leurs limites, qui existent
uniformément, de méme que la limite de la densité ¢ (Q,t), pour ¢— co.

Je prouve des lors que la limite du potentiel en question est le potentiel
généralisé de simple couche de la densité limite @(Q)= lim ¢ (Q,?) relati-

t—o0

(1) dQ désigne Vélément d’aire de ’hypersurface S au point ¢, pareillement dB dési-
nera I'élément de volume du domaine £ au point B.
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360 H. MiLickR GRUZEWSKA : Propriété limite du potentiel généralisé

vement 3 1équation elliptique normale. Les coefficients de cette équation
sont les limites des coefficients correspondants de 1’équation parabolique.
Cette équation elliptique sera nommée équation limite de I’équation (1).

Mais pour que ce passage & la limite soit légitime il faut admettre que
le diameétre du domaine £ n’est pas trop grand. C’est d’ailleurs en accord
avec la question que souléve lexistence et la forme de la solution fonda-
mentale de 1’équatione elliptique, [4] et [5].

§ 1. On admet, conformément & I’ Introduction, les hypothéses snivantes :

I. Les fonctions a,z(A,t) sont définies et bornées dans la région

fermée ' contenant (2 - 8, et pour toute valeur non négative du para-
métre ¢, done pour:

(1,1) A@ oy,...,2,)€E 8, t=>0, Q2>048

et on a uniformément dans Q':

1) lm a5 (4 ,8) = g (4)

t—oc0

~

en outre nous admettons les inégalités d’ Holder
(1”,1) | Qap (A 4 1) — @g5(A,t,)| < const [7"}1,4‘ +lt—t "; ‘ A, A e
1”1 | tap (A) — @ap(A,) | < comst 1y ; A,4,€9,

ou 74 4, désigne la distance des points 4 et 4,, h et b’ sont des constan-
tes, 0 < h<<1, 0<<Rh<1.

II. Les fonctions b,(4 ,t) et ¢(A4,¢) sont continues par rapport & la
variable t = 0, vérifient par rapport aux variables spatialles la condition
d’Hélder et on a uniformément dans £’

)

(2,1) lim by (A , t) = by(4), lime(4,t)=c(4), AeQ

t—o0 t—so00

en outre on a
(250) [ ba(d,8) —ba(d;, 0| < Orha,, |e(4,H)—c(4,,]|< 0%
[0(A) —b(A) | < Cyria,,  |c(A)—c(d)]| < Cy7ha,

ou C,0,,C,,Cy sont constants et 0 << h<<1, 0 <A <<1.
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IIT. La forme quadratique :

(3,1) S aus(A,t) X, X,
a,f=1

est définie positive dans la région: (2',t=0).

IV. La fonction ¢ (Q,t) est définie, continue, bornée et intégrable
sur’ le surface S, pour chaque valeur positive du parametre ¢, et on 3
uniformément sur S
(4,1) limp(Q,)=0¢(@), Q8.

t—o0
Il résulte que les fonctions ¢ (Q), —4;,,,3 (4), ba(A) a,f=1,...,n et ¢(A)

sont continues et bornées sur la surface 8 resp dans le domaine £'.
V. La forme quadratique

(3',1) > aup(A) X, Xy

a=1

est définie positive dans la région &’. _
Si nous désignons par a*f (4 .t) et a*f (A) les éléments des matrices
inverses de matrices || aqs(4 ,1t)||resp. | aqs(4)|| nous pouvons écrire

(5,1) lim a%f (A , ) = a*f (4), @, f=1,2...n, AL

t—o00

uniformément dans £'.
Soit maintenant pour A = A (x,...a4,), B=B(,...Lls):

(6,1) QUL (A , B) = il ash (M, ) (e — o) (g — gﬂ) ,
(6',1) M (A,B) = 7323 1 a%f (M) (@ — L) (@5 — Ep),

alors on a, en vertu de (5,1), uniformément dans Q :

(7,1) lim 9¥¢ (A, B)=9M (A ,B), M,A,BeQ.

t—>o0

11 résulte aussi de I’hypotheéses III et V qu’il existe deux nombres positi-
ves g et G pour lesquelles on a

(7',1) 4grl, <M (4,B)<<4Gri,, 0<7,M,4,B)e
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d’ott et de (7,1) on trouve aussi que:
(7,1 4ghp<9"(A,By<4@p; M,A,Bel

Rappellons (v. art. [1]) que la solution fondamentale I" de 1’équation
(1) est donnée par les formules suivantes

(8,1) I'(A,t;B,1)=wP"(4,t;B,7) +

t
-]—f//fwM’G(A,t;M,O)¢(M,9;B,r)de0, A,B,eQ,
T

ou la fonction :
(8,1) wMi(A,t;B,r)=(t—rvy " exp[— A, B)/4(t—7)], t>T>0

est la bien connue quasi-solution, et la fonction & est la solution d’une
équation intégrale de Volterra de noyau N qui est donné par la formule

(8”,1) N(A,t;M,0) =
n

= (4,1 aﬁz=r[a,,,g(A,t)-aaﬂ(M,e)]wﬂfgﬂ(A,t;M,e)+

+ = bn(A,t)'ng’e(A,t;M,O)—I—G(A,t)'wM’G(A,t;M,O)

a=1

1a(A ,t) = Vdet [a*F(4,7)] .

On trouve facilement, en posant h, =min (h,2h") et 1 — % <u<Ll1, que:

0,1) /ff | N (4,453, 6) | aM o <
Q’

T

1 —n—24h, 42 2
o o

ot la constante C ne dépend que des coefficients de Véquations (1). La

constante b dépend donc seulement des ces coefficients et du domaine Q.
Nous introduisons la fonetion N (4 ,t; B,0) qui est la dominante de

la fonction N (4,t;B,0), de la manitre suivante: dans la quasi-solution
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w8 (A t;B,7) et dans ses deux dérivées on y remplace les coefficients par les
bornes supérieures des leurs modules et la fonction exp.[— 949 (4, B)/4(t—7)]
par la fonction dominante exp.[— gr%,/(t —1)]; g > 0; outre celd les dif-
férences a,5(A ,t) — as (M ,0) sont remplacées par les bornes suppérieures
de leurs modules, qui sont données par I’inégalité (1”,1) d’ Holder; les autres
coefficients de la fonction N (4,t;M,6) (8”,1) sont aussi remplacés par
les bornes supérieures des leurs modules.

Notre derniére supposition, dont on parlait dans I’Introduction, est la
suivante :

t
V1. /fffzx’f(A,t;B,e)dBdegbs(z‘/;)m, 0<<o<l,
T Q'

L’équation limite de ’Introduction c’est ’équation élliptique normale suivante :

(10,1) 1y (u) = zlﬁaﬁ(A)u;;xﬂ-pzz?a(A)u;a+Z(A)u=o, AeQ

a, a==1
On posera

(10',1) o (A)= lim 1, (A , t) = Vdet | a*6 (4) |

t—o0

et on désignera par wB (4, B) la quasi-solution de I’équation en écrivant
" M n—2 " oM —241 '
(10",1) wM4,B)=2 1“7—1 [9M (A, B 27, A,B,MecQ.

Pareillement I” (4, Q) désignera la solution générale de I’équation (10,1)
et on aura:

T, =, O+ [[[wr, 5 &5, @ ap, 4ca,
/)
ol pour

(10"",1) F(4, B) = 10, (4) ya [wB (4, B), 4, Be Q'

on a

6<B,Q>=}°‘(B,Q>+A/ff@7<B,M) oL Qan, =i,
Q’

et 87(B,M) est le noyau résolvant concernant 1’équation (10,1) [4].
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On prouvera sous les hypotheses I-V, que

1ow,1) lim &7(B,t; M,t—60)=dI(B,M,0), 0 < 6 < const

t—oo

ot U(B,t; M,q)

est le noyau résolvant de I’équation de Volterra, déja mentionée.

Dans Darticle |1] il est démontré que la série du noyau résolvant est
uniformément convergente pour toute valeur du paramétre ¢ borné, car les
noyaux itérés accomplissent les inégalités suivantes :

(11,1) | N(4,¢; M, 0) | <e(t — 0y ry{+2—2u—h),
’ h, ) ’
(151) I—- <pu<1 h; = min (b , 21')
J— — 1—ulm
(11%,1) Nyptn (4,85 M, Q) < ¢ lg, T'(1 — p) (¢ — 6)'7]

(0= gy m] I'm (T — w)]
ot les constantes C, g,,9,,7, ¢t © ne dépendent pas de l’accroissement
0 <t — 0, ni de t. Dans P’inégalité (11,1) on peut remplacer le noyau
NA,t; M,0) par la fonction P(4,t; M,0), ou le noyau résolvant
dl(A, t; M, 0), si seulement

0 <<t — 0 << T = const,, AeQ, Me .

A cause de la formule (8,1) nous pouvons représentér le potentiel U(4,?
comme une somme de deux intégrales :

(12,1) U4, 1) = f f f 0o (4, 15 Q) p(Q,7) dQ dr +
0 8

t t
+//f¢(Q,,)”ﬁwM,g(A,t; M,0)® (M, 0; Q) dM db AQ de
0 S T Q'

ou en désignant par U, (4,t) et U, (4, t) les intégrales premiére et seconde
on peut écrire que

(12',1) UA,t)= U, (A, 8)+ Uy(4,1).
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§ 2. LEMME (1,2). Si les conditions I, III, V et IV sont vérifiés, et si
@(Q,T) =1, Q€ 8 alors on a conformément & (7,1) et (12',1):

(1,2) lim U, (4, t) = f /fz'gexp [— 994, Q)/47] dQ dr,
t—c0
[

Prewve du Lemme (1,2). Nous avons iei:

t
(2,2) UMA,t):/fwa"(A,t; Q,)dQ dr.
0 s

11 est facile de démontrer, qu’on a pour chaque 7' > 0:

T
(@,2) lim / f f (t— O Bexp [— 99 (4, Q)4 1t — 1) dQ dr = 0
[ ]

t—o0

uniformément dans £, parce qu’on a supposé n = 3.
Il suffit donc a examiner Pintégrale :

¢
(2",2) ﬁi 4,1 =/ [f(t — t)_gexp [--9¢* (4, Q)/4(t—1)]dQ de, t > T.
T S

En introduisant dans cette derniére intégrale les coordonées sphériques,
et en posant:

ra,g=1"1,7, < r <71, rA,Q=2Vt—zu,

et en désignat par J le discriminant de cette transformation on recoit :
7y 00
(27,2) U, (4, t)=2"1 f j r j w3 exp [— u? &, =120 (A, Q)] J du dr dewn—s ,

w,_g g 72Vt—T
ol

(@v,2) WP G- (A, Q) =99 (A, Q)4 (t — ) .

Prenons maintenant le nombre T assez grand pour avoir, pour chaque
t = T et le nombre ¢ > 0, Iinégalité:

@2v,2) | 9PTIPTA, Q) -4, Q) | <e<yg; A€Q,Q€S,
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(4, Q) = lim 9P (4, @),

t-ro0
ce qui est possible 'paree que dans l’integra]e (2",2) on a:
T<t— (r/2u)?.
Nous avons donc 1’égalité suivante :
(3,2) —w ol U, Q=—uwdl A, Q—0uws, (]0]<D
et, comme la fonction 9¢ (4, Q) accomplie ’égalité (7”,1), alors :

(3,2) 19 <0f4, Q<16
Soit maintenant ¢ > 0 et U un nombre assez grand pour que :

1'1 o]

Dot f '/ r f w3 exp [— u? F@—C2 (4, Q)] J du dr dwn_s < & .

w,n_z 1‘0 U

On a donc pour U = const., 0 < 0" <1,]| 6" | < Oy égalité suivante :

A 178
U4, 1) =0"¢'+ (14 0"e) 2n—1 f f r / w3 exp[— w29, (4, Q)] J du dr dw, s
pg Ty r[2Vt—T

d’ou on trouve, en substituant:

w=r/2)r:

” t—T

U,(Ad,t)y=0" 4+ 1+ 9"'8)[ frf "% exp [— 31@ (4, @)/41] J dr dr dw,—s .

wp—g Ty (r2U)

On a done:

7 (o]

lim U,(4,t) = fr [ =2 exp [— 9@ (4, Q)/47] J dz dr dw,—s + ¢
t—oo
wp—2 7, (r/2T)3
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parce que le nombre ¢ > 0 est déja arbitraire, tandis que le nombre U ne
dépend pas ni de ¢ ni de 7', mais seulement de ¢ et ». On passe mainte-
nant 4 la limite pour U - oo, et parce que & >> 0 est arbitraire, on a, aprés
avoir changé convenablement les variables d’intégration :

t—oco

(4,2)  1lim U, (4,t) = / f f t_gexp [— 994, Q)4 dr dQ, A€Q, n=>3
s 0 .

Il est peut étre convenable d’apprécier que lexistence de cette derniére
intégrale est une conséquence de 1’égalité bien connue & s.:

T 2exp[— 99 (4, Q)/4r] = 0 [v—* . rIat . exp (_; g0 (grfl@/-r)5 —M] ,

1
AFQ, 7< n<l, c.q.f.d.d.

LEMME (2,2). Si les conditions I, III, V et IV sont accomplies, alors :

lim U, (A,t) = U, (4) =
t—oco

(5,2)

=23_2F(‘3—_1)//5<@>[50<A,Q)J‘g“dcz,Am, n=3.
S

Preuve du Lemme (2,2).

D’aprés la supposition on a | ¢ (Q,7) | << const, alors pour T = const

on a
T .
///wQJ(A,t;Q,t)(p(Q,r)der—»O,t—»oo
o s

uniformément dans (2. Mais on a aussi, dés que le nombre 7 est suffisam-
ment grand, l’inégalité qui suit:
l9@,0— 9@ | <e2(en+1), :=T,

t

0n=maxf[fw9s’(A,t;Q,r)det, 0<<t<< oo,
¢ s

AeQ
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On peut écrire donc,

t
Uf/ww(A,t;Q,rm(Q,r)—TmQ)]dez
—= +2(c+1 [[/wte t50,0dQ dr < o

si le parameétre ¢ est suffisamment grand.
Nous avons donec

lim[ffw@' (A4,t5Q,7) ¢ (Q,7) dQ dv = hmf//w@ Q,7) ¢ (Q) dQ dr,
t—co0 t—co

uniformément dans 2, dés que la derniére limite existe. Mais la fonction
E(Q) ne dépend pas de 7, elle est intégrable et bornée, c’est pourquoi on
peut la placer sous le signe de l'intégrale double dans 1’énoncé du Lemme
(1,2) sans y rien changer dans I’épreuve de ce Lemme. On a done démontré
Végalité suivante :

U, (4) = f&(@)/z—mexp[—ﬁem, Q)41 dedQ, A€, n=>3.
0

On change maintenant les variables de lintergration par les notations :

994 Q)4r = u
d’olt '

T =19%(4, Q)/du, & = — 994, Q)/4u® du
et

7,(4)= ﬁ”fug‘zexp (—w) dufﬁ(@) Fea, Qi ag =
0 S

= F(“g“ - 1) [ / p@QFe4, Q)]'g“ aQ,  cqfdd.
S§
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§ 3. L’évaluation de la fonction U, (4, 7).

On posera conformément aux désignations (8,1) (12',1) et a la formule
(64) de Darticle cit. sub. [1]:

(9 @t By=sd, 5 B,0-+4 [ [ [ora 00, 01700,05 B0z,
T 2

et

t
(2,3) U2<A,t)=fff¢<@,r>E<A,t;Q,erdm
0o S

=ff/qo(@,t)jf[fw3ve(él,t; B,0)f(B,0; Q,0dBd0dQdr+ r(A,1).
[ T Q

On représentera la différence U, — r comme une somme des trois
intégrales :
U,(A,t)—r(d,t=

=fff[¢(@ﬂ)"E(Q)]]/ff;vB*e(A,t;B,G)f(B,e; Q,1)dBd0dQdr +
=T § T Q

t—T . t
+/]j«p(@u)fﬁfw8ﬂ A, B,00f(B,0; Q,)dBdOdQdr+
0o S T Q7

t t
+/f$(Q)fjfffwB"’(A,t;B,G)f(B,9;Q,r)dBdBder-
S —T 7 Q7

t:

On changera la variable d’intégration dans la derniere intégrale en
posant t=1t— T -+ z,, et on aura

T t
U, (4, t)—r(A,t)——ffq_)(Q)[ f jffwﬂe(A,t;B,o)f(B,e; Q, t— T4 7,)dBA0dz,dQ—
S

0 t—Tr £

=/-[/[¢(Q,r)—$(9)]ff/j wBo(4,t; B,0)f(B,0;Q,1)dBd0dQ dt+
=T 8 0

t—T t .
+[ [[e@ o] [[[wmeca,e; 8, 050,05 ¢, 9aBa0aqar.
[ . Q
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On réprésentera -maintenant le deux derniéres intégrales intérieures
comme sommes des deux intégrales avec les limites d’intégrations [z, (t + 7): 2]
et [(t 4 7):2,¢], en les nommant respectivement par s,(4,t,7) et s,(4,¢,1).
Quand a la premiére des intégrales on lui appliquera le changement des
variables, en posant 8 =¢— T + 7, 4 0,, et en remplagant 7,, par z et 0,,
par 6, de sorte qu’on a:

T T—

Uz(A,t)_,«(A,t)_ﬁ;(Q)fffffws,e—f—ere(A,t;B,t_T+,+9).
S 0 0 Q'

fB,t—T+14+0; Q,t—T+1)-dBd0drd Q=

=Hf[«pcz,r)—E(Qmsi(A,t,r)+s2<A,t,r>1dczdr+
T S

t—

t—T
—|—fff(p(Q,r)[si(A,t,r)—l—sz(A,t,t)]det.
0 'S

Mais on y trouve aisément pour t — v > T

(tte):2

2 \n/2 2 \n/2

(3,3) |sl(A,t,z)|g(T) f ff]f(B,B; Q,t)|ddegconst(T) ,
T Q'

de méme :

n[2

2 \n/2
(37,3) | 85(4,¢,7)] gconst( fwB’e(A,t;B,G)dBdOgconst(——) ,

. T
(t4o):2" @

] o
SN—

d’ot on a pour la valeur de ¢ assez grande et pour chaque &> 0

T T-=

|U2<A,t>—r<A,t>—f[?é<Q>ffUfwm-T—f+9<A,t;B,t—T+z+o>-
S 00 T

n—2

1\ 2
fBy,t—T-+1+0; Q,t—T—I—t\dBdOdtdQIgs-const-{-eonst(T) ,
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les constantes qui y figurent ne dépandent pas ici de ¢, car les coefficients
de Péquation v (u) sont bornés, de méme que la fonction ¢ (@, 7). On a done

(37,3) lim lim [U, (A, 8) —r (4, t) —
T—o0 t—co

T T—=
—/f¢(@/ff//w3‘—T—’+9A t; Byt — T+ 14 0).

B, t—T+1+0; Q,t—T+7dBd0drdQ]=0.
On évaluera l’intégrale de 1’égalité (3’/,3) dans le § 5. Maintenant nous
analyserons lexpression » (4, t).

La définition de la fonction @ (B, 0; @, 7) et Iexpression (2,3) donne:

(4,3) r(d,t)=

t - t ]
———szfwcz,z)f//fwﬂﬂA,t; B,B)/f/f@T(B,B; M, o).
0o S T Q7 T o

S, 05 Q,1)AMd0’ AB A0 dQdr =

[ o] [ [ wo

S(M,0; Q,)dM A0’ dABAOAQ dr }

t t ]
+Afffqo(@,r>]/ffww<44,t;B,9>f//f@Z<B,9;M,o')-
t—4T S T Q7 T Q7

f(M,0; Q,7)AMae’dBA0dQdr.

La premiére de ces intégrale sera nommée r, (4, 1) et sera évaluée
dans ce paragraphe. La derniere de ces intégrale sera nommée par 9/, , et
sera évaluée au § 5.

Au § 4 il sera démontré que l’intégrale singuliére

]
(5,3) /// |97(A,0; B,0’)|dB e’
0 Q'
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existe uniformément par rapport & 6 et A€ Q’, et que
=T
(5,3) ////IQZ(A,G;B,O')IdBdG’—»O, T-oco, T<H.
o/ o
0o e

Nous prouverons en nous appuyant sur Ies expression (5,3) et (5%,3)
que lintégrale r (A, t) converge vers zéro, avec l’inverse du parameétre T.
En effet posons:

6 0
(5,3) B,(B,0,6)= f / / [/ oU(B,0; M,6) f f P(Q, (M, 8'; Q,7)AQAM W’ &z
R 0 = b’ N

et écrivons

(6,3) (A, )=r0A,)+r®A4,),

N

ou
t—d4T

r(1>(A,t)=1[d9f/fwB»9(A,t; B,0)R,(B,0,6)dB,
‘0 Q7

t
(1,3) r(2)(A,t)=lfd9//[w3»9(A,t; B,0)R,(B,0,t—4T)dB.

t—4T Q'

et

11 résulte de l’expression (5,3) que l'intégrale spaciale de R, (B, 6, 0)

3
est bornée par rapport a 6. La partie, ot § —v=—-, est bornée parce
que les singularité du noyau o7 et de la fonction f sont séparée. On peut
outre cela décomposé lintégrale intérieure de l'intégrale d’ont il sagit, en
somme des intégrales avec les limites d’intégration pour 6’ de = a 741,
et de (r-+ 1) & O respectivement, oit 'une ou Pautre des fonctions 97 et f

3 3
reste bornée, uniformément pour 6 > 4 - Mais V’intégrale pour 9—12——2—

de la premiére de ces intégrale peut étre traitée comme une limite des in-
tégrales, réparties sur les domaines £’/, qui raprochent le domaine £’ mais

. 3
qui n’ont pas des points communs avec la surface §. Si 0< 6 — zg7

la question de V’intégrale R, (B, 0, 0) est résolué par larticle [1]. L’intégrale
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de R, (B, 0, 0) est donc bornée. Il résulte donc de la définition de la quasi-
solution que

(67,3) lim ¥O(4, =0  ¢t>4T

T—o0

parce que

t—0=4T-+c0, T- 0.
Evaluons maintenant V’intégrale r» (4 , ) en posant
(77,3) 0=0,+¢t—4T,

ce qui permet d’ecrire (7,3) comme :
AT

(8,3) fr(?’(A,t)=1fd90[ffw3v9(A,t; B,0)R,(B,0,t—4T)dB.
0 T

Mais on peut répresenté l’intégrale de 6’ (V. (5’/,3)) comme une somme
des deux intégrales répandues sur les intervalles d’intégrations de 7 &
t—4T, et de t—4T a 6, parce que 6 >t — 47T . L’intégrale »? (4 , ?)
est ainsi une somme des deux composants r® (4 ,t) et r® (A ,t). Nous
pouvons done écrire :

(8',3) @A, ) =r®U4,)+ 14,1,
oll on a, en désignant

t—4T 0’
Rz(9,3)=fd9’f/f97(3,9;MG’)/ff??(Q,r)f(M,"’;Q,t)derdM
0 Q7 0 8

aprés linversion d’intégration dans Vintégrale »® (4 , ¢):
. 4T
(5",3) r<3><A,t>=A/deof[fwBﬂ<A,t;B,9>R2(9,B>dB.
0 o

De méme on trouve, apres le changement de la variable d’intégration,
en posant

9,3) 0/ =t — 4T+ 6},
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et en désignant

Ry (0, B /d()l// U(B,0; M 9’)[/[99(@ Vf(M,0; Q,1)dQdvdM,

que

AT
(97,3) 7(4)(A,t)=l/d90//fw3v9(A,t; B,0)R;(0,,B)dB.
‘0 Q7

« On prouvera d’abord que cette derniére intégrale converge vers zéro,
avec l'inverse du paramétre 7. Dans ce but on ecrira intégrale »® (4, t)
comme une somme des deux intégrales, r® (4, 1) et r® (4, t), avec les in-
tervalles d’intégrations par rapport i 6, respectivement (0, 27 ) et, (2T, 4T,
de sorte que:

(A, ) =19 (4,8 4104, 1.
Nous savons déja que les intégrales spaciales des fonctions R, (8, B) et

R4(0, B) sont bornées. Outre cela conformément & Pégalité (77,3) on a pour
Pintégrale »® (A , t)

t—0=4T—0,>2T,
done

(9”7,3) lim r® (A, H)=0, t>4T.

T—co
L’intégrale r® (A , t) est transformé comme il suit, aprés avoir posé:

(977,3) 6 =2T + 6,

2T
rtﬁ)(A,t)—_—_zfdozf/fwBﬂ(A,t; B,0)R,(2T+6,, B)dB
0 Q'

Mais ieci:

t—4T

4T+9 B)_fdelf/fom 0; Me')/ ff(p(Q, F(M,07; 0,7)dQdvdM -+

t—4T

—I—/dOI// 91(B,0; MB[/ JfM,0; @, v)dQdzdM.
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Dans le premier composant 1’accroissement des parameétres du noyau 97
est égale a

0—0 =2T+6,—0,>T,

et dans le second composant l’accroissement des paramedtres de la fonction
f est égale &

0 —1=t—4T+601—>T,

d’ot, de la forme de la fonction f et de la supposition (5/,3) résulte que
I’expression 7® (4,1t -0, T—oo. En effet: Pintégrale de la quasi-solution
existe uniformément par rappor a t, T et A.

On a donc prouvé l’égalité suivante :

(9v,3) lim ¥ (4,8t =0, t=4T,

T-—oc0

a4 cause des formules (97/,3) et (973).

Revenons maintenant a Dexpression 7® (4 ,%) . On décompose ici Vinté-
grale en somme des deux composants 7 (4, t) et r® (A, t) répandus sur
les intervalles suivants :

0<0,<2T et 2T<0,<4T.

Dans la premieére ’accroissement des parameétres de la quasi solution
est égale a

t—0=4T—0,=2T,
c¢’est pour quoi on peut écrire :

(10,3) lim #*M(A,t) =0, T=4T.

T—co

comme nous savons, que l’intégrale spaciale de la fonction R, (6, B) est
bornée par rapport & 6.

Le second composant de 1’expression +® (4 ,¢), »® (4, t) sera transfor-
mé comme il suit:

2T
T(S)(A,t)=l[d92/‘//w379(A,t; B,0)R,(0,B)dB.
0 @

2. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Mais ici on a:

t—4T e’
R2(9,B)=fd9’fff@7(379;M,O’)/ffw(Q,r)f(M,9’;Q,t)derdM
0 Q' 0 S

et Paccroissement des paramétres du noyau 7 est iei
.

0—0=t—27+6,—6">2T+6,>2T—~ o0, T~ oo,
done

(10%,3) lim ¥® (A, ) =0, t=>4T.

T—oco

11 résulte des expressions (8’/,3), (10,3) et (10,3) que

(11,3) lim r® (4,8 =0 t=4T,

T—c0

ce qui donne avec les expressions (9,3), (87,3), (6,3) et (6%,3)

(12,3) lim r,(4,t)=0, t=4T, c. q. f. d.
T-—c0
§ 4. On construit, conformément & la supposition VI, le noyau dominant
du noyau résolvent d7(A,t; B,t), en commencant par la domination de
la quasisolution, ce qui conduit, & cause des inégalités (7,1) et (7/,1), a la
fonction :

(1,4) w(Ad, B, 0) = 6—"2exp (— gr:,/0), avec O=t—z.

Pour les fonctions dominantes des dérivées, premiére et seconde, de la
quasi solution on a les fonctions suivantes :

n

. 1 ———1 no.
(1%,4) 'wa(A.'B79)=?9 ’ exp(—griB/e)'Zla“"'(BHa;y_E”’9=t_1’
y—

S,

ou
atf (A) = Max [a*# (A ,7)|, a,f=1,2,...,n,
0=z

et

)

. 2
(174) wap(4d,B,0)=—06 % -exp[—gr},/0]

. n o, n .,
[20 a*f (B) + = a* (B) | @, — &, |- 2'1a7ﬂ|w,—§7|]-
y=1 r=
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On écrit dans Vinégalité (1’/,1) const = C, et on introduit les bornes
supérieures des modules des coefficients b, (4 ,7), et ¢(4,7), en posant:

(2,4) b (A) = Max |, (4 ,7)|; ¢(4)=Max|c(4d,7)|
=<z =z

et

(27,4) In(4) = ngx VTa*t(4, 1),

de sorte que la fonction :

@74) FA,B,0) =1l (4)| 3 Ok, + 6" ivg(4,B,0) +

a, =1

+ Zh,(A)w(d, B, 0)+cd)w(d,B,0), 6=t—r1.

o=

est la dominante de la fonction f(4,?,B,1).
Nous posons donc :

(2,",4) N(A yB,0) =f"(AaB’9)'(l)—l y
et

]
(3,4) Nk+1(A,B,9)=ff[ N(A,M,0—0)N.(M, B,0)d,0,
0 &

0=1t—=, k=1,2...
comme noyaux majorants des noyaux Ny ;(4,B;t,7), k=1,2... et

(3',4) @7(A,B,9)=N(A,B,9)+k211ka(A,B,O), 0=t—1
comme la dominante cherchée du noyau résolvant &7 (4 ,t; B, ).

On démontrera, en s’appuiant sur la définition des noyaux N,(4,B,6)
et des évaluations des noyaux majorés Nx(4,t;B,7), qui se trouvent dans
Particle [1] (& s. dans les formules (63), (67) et (68)), que les fonctions
N (4,B,0) sont bornées, a partire d’'un indice k = », assez él6vé, mais
constant par rapport a 6, A et Bj; pour l'indice n < », ces fonctions auront
seulement les discontinuités faibles de fagons, qu’elles accomplisseront I’iné-
galité (63) de Varticle [1], & s:

(3",4) Ni(4,B,0)< 0,0 pgf olt (, = const ,

14

h
hy=min(h,2k), a>l—-, k=1,2...5—1.

1’ inégalité analogue vérifiera la fonction f(4,B,0).
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LEMME (1,4). Le noyau résolvant 97(A ,t; B, ) est la somme d’une série
des fonctions absolument et uwiformément convergentes, par rapport & Uaccrois-
sement t —t =0, sous les suppositions I - VI.

En effet, il suffit de démontré que la série (3',4) est uniformément
convergente par rapport a 6. Mais la supposition VI c’est n’est rien d’autre,
que Vinégalité suivante :

6
(4,4) ]fffN(A,B,O’)dBdG’gb<(2V;)”w, 0o<ll, 0=t—r1.
[

Il est facile de demontrer 1’inégalité que voici :
(4',4) N(A,B,8) < cons 6—"2 exp [— gr2(4 , B)/ 0], 6=>1

et Végalité (3”,4) pour k=1.
En écrivant I’égalité (3,4) pour » =1, sous la forme

(5,4) Ny(4,B,0)=

6/_2
=]ﬁf[N(A’M"’_9')N(M,B,9’)+N(A,M,e')N(M,B,9_e’)] aM - a0’
0 Ty

on y trouve sans peine :

.

(5,4) N,(A,B,0)<a-b.6—"2 ot a=const, 6=1, et

(5',4) N,(4,B,0) < const Q' p TR nw>1— % .

11 est facile de déduire maintenant les formules suivantes :

(5"4) Ni(4,B,0)<<a;6~"2, ou ay=const, O=>1, k=1,2...
(5”1’4) Nk(A’ B’ 9) g a’,c . ek—l—k,u ,’,z%—Qk'l‘k(z.“'i'h‘), a’l’c — const,

0<1, k=1,2...

qui prouve 1’inégalité (3",4).
Soit 4 présent le premier des indices & pour lesquels on a:

—n— 2%k (2u 4 k) =0, e. ad.
vo=[n-@u+ by — 27 +1;
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et alors
(5'v,4) N,(4,B,0) < a, 0"t —wi=h 0<1
ol
tyy = @y, - AG I
et

MW+2) 1 —p)—h, >0, w(2u—+h —2—n=0.

Mais le domaine £’ étant borné, il existe une telle constante A,, que

(6,4) N, (A,B,0)<< A4,

pour chaque valeur de 6 >0, et 4,B,€ 8.
La définition (3,4), les inégalités (6,4) et (4,4) permettent d’affirmer que:

(6',4) Nvo+k(A9376)3440[(2'/;)”(0]’67 k=1,2,....

(C’est pourquoi on peut écrire que:
. . 7—1 .
(6"4) 0<<09/(A,B,0)—|(N(4,B,0)+ > A NyA,B,0)|<4,/1— o),
k=1
0<b=t—r, A,Be &, A, = const ,
ce qui prouve le Lemme (1,4).
LEMME (2,4). Les supposition I - VI, étant admises, ’intégrale :

t
(7,4) 5(A,t,r)=ffff|@Z(A,t;B,O’)|dBd9’, A€Q, t—1=0>0
Ql

T

éxiste uniformément par rapport a Vaccroissement du paramétre 6 > 0.
Il suffit de démontrer que 1’intégrale

%]
(7',4) 5'7(A,9)=fﬁf@'2(A,B,e')dBde'
0

existe uniformément pour. 6 > 1. Soit K un indice positive.
Le Lemme (1,4) nous permet d’écrire, que :

. K+ .
(7",4) W(A,B,G):N(A,B,9)+ kZ'l A* Ny(A,B,0) 4

wk
1_(0"7405

<<y,



380 H. MiLickr GRUZEWSKA : Propriété limite du potentiel généralisé

ou

(7" 4) @'Z(A,B,@)=%K(A,B,e)+l‘iwn-AO.

Introduisons l’expression (7”,4), ot on a remplacer
Iintégrale (7/,4). On y trouve:

K
]
-0,

6
(8,4) é?(A,O):ffff%’k(A,B,O’)dBde’—l—n’Ao1
0 2

Mais si nous adjusterons ’indice K de fagon que

In gi+a

E=— mw ’ «>0,
alors
(8',4) wE. 0 << 0, 06— o0,
Posons donc:

— In O1+e
¢ K= 1 —
vO + + [ ln P ]

et -écrivons:

r .
g—K— =1 + kzl’&k,

ou
[}

(8”,4) ik=lkfff N.(A,B,0)dBd6 ,
0 Q

et

tg=1¢,-4"1.
11 résulte de la supposition VI, qu’on a:
tg < wi™1; W<<w.
Nous prouverons que

(9,4) p<ot, k=1,2,...

0 par 0', dans

0 < 5" < const.
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En effet

2] o’
i21—2=jf]fffffN(A,M,9”)N(M,B,9’—6")d9"deBd6'=
0 Q' 0 Q
] °]
=[d9”ffffd9’f]fN(A,M,9")N(M,B,9’—9")deB.
0 Q' Q'

(-4

Posons 6’ — 0" =wv, d0'=dv, et nous trouverons:

661

[}
(9',4) i21‘2=[[//N(A,M,9”)f ﬁfN(M,B,v)ddedee”gbz.z.
0@ 0 T

Par induction on peut prouver que
(9",4) A < ¥, k=1,2...00,

d’ott résulte Vinégalité (9,4). De cette inégalité et des expressions (77,4)...
a...(8"4) résulte le Lemme (2,4), car ces expressions prouvent que I’inté-
grale é?(A ,0), qui est une fonction non décroissante du parameétre 0, est
bornée. En effet :

w
1—ow

(9'4) 14,0 < w4

c.q. f.d.d..

COROLLAIRE (1,4). Sous les suppositions du Lemme (2,4) Uintégrale :
t—T
(10,4) f(A,t-—T,r)———-f fff@Z(A,t;B,e')dBde'»o, T-o0,
T Q'

0<t<t—T, Acg.

En effet il suffit de prouver que:

t—T
(10%,4) f1(A,t—T,r)=f fff’cﬁz*(A,B,t—e')dBde'»o, T—oo.
Ql

¥
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Mais si on change les variables d’intégration en posant t — 6'= 0", et
si on introduit comme auparavant t —z =20, on y trouve

0
(10”,4) L(A,t—T,r)=/fff@7(A,B,G”)dBdO”, 6 >T
. T %

et la convergence de lexpression (10”,4) vers zéro, avec I'inverse du T,

est une simple consequence du fait que 1’intégrale (7',4) I(4 ,0) existe
uniformément par rapport a 6.

§ 5. L’6valuations des intégrales des égalités (3",3) et (4,3), & s.: des inté-
grales :

T P—
(1,5) u,(A,t, T)= / f&(@f f f / fwB'el(A,t;B,B‘) £(B,0';Q,0'—0)dB d0 dzdQ,
s 00 &

avece :
91=t—T—l—1+9
et :

(1,5) %=

t t 0
1] ffqa(Q,z)jfffwBﬂ(A,t;B,e)fjfj@z*(B,e;M,e')f(M,e';Q,z)dee'dBdez.
t—4aT § T Q' T Q'

§ 5 A. L’évaluation de Vintégrale w,(A ,¢,T). L’accroissement des para-
metres des fonctions qui figurent dans 1’intégrale w, (4 ,t, ) ne dépand pas
du paramétre ¢.

Nous trouvons done¢ on posant:

wB(4,B,0)=0—""exp[— 94, B)/46],

P4, B = 3 B e — L)l — L)

@, 0,0 = et (B)]) 3 (0 (B) — wep(@lote, (B, Q00+
2

+ 3 BBk, (B, Q,6) + ¢(B)wP(B, Q,0),
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qu'on a:
T T—=

limui(A,t,T)=[f$(Q)f[fffaB(A,B,T—r-—e)—(B,Q,O) do dz dB dQ,
t—co
S Q! 00

On nomme la plus intérieure intégrale double par %, d’ou on regoit par le

changement des variables & s. T —r=wu, dt = — du
T u
?f—-:/ wB(A,B,u—0)7(B,Q,0)do du=

20

N

c\'n

e /Z;B(A,B,u—e)f(B,Q,e) du do ,
0

et:

T T-<6 T—6

T
?’=ff53(A,B,v)f(B,Q,G)dvdB= 7<B,Q,e>onB<A,B,v>dvd9
0 0 0

0

d’olt on y trouve facilement

T ]
W:ff(B,Q,T-G)]Z,B(A,B,z)dzde (A£B=£Q),
0 . 0

c. ad. que:

(2,5) uy (4,¢,T)~

T 6 -
»]ﬁ(@)ﬁfﬁw,Q,T—e>/5B<A,B,ndrdedBdQ, t- oo,
s 0 9 0

Les singularités des fonctions f(...) et wB (...) sont ici separées et ces
fonctions accomplissent les inégalités (21) et (63) de larticle [1], et les
inégalités analogues aux inégalités (3',3) et (3,3), ce qui prouve que 1’inté-
grale (2,5) existe uniformément par rapport & T'.

Nous avons déja démontrés, pour A 5= B, 1’égalité suivante

[ee]
n 10 29

0 n

— T+ -3t 2

wB(A,B,7)dv =4 98(4, B) fu exp (— u) du,
0

#B(4,B)/46
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olL on a posé:
1=908(4, B)/4u , dr = — 98 (A, B) duj4u?.

On exclue la sphére K (4,9) du domaijne £'. Dans le domaine restant
Q2 — K(A,p) la substitution, d’ont il fit question, est 1égitime, et 1’inté-
grale converge vers

n

2 I_B _;:4-1 n
4 [9B (4, B)] F—2——1 , avec 60 -—oo,

et elle converge vers zéro, si 6 ~0. Cette intégrale reste donc borné dans

. . T .
le domaine 2 — K (4,0). Mais pour 0 << 0 < 5> le premier facteur de
. . —zH! z T
I’expression (2,5), qui est de l’ordre de (7' — 6) < (T/2) , conver-
ge vers zéro, T —~ oco. Done pour 6 > T/2 et le nombre T assez grand nous
pouvons écrire, que:

T 0
(2'5) /f?(@)/// /}'(B,Q,T—e)dq wB(A.B,7)dBdvdd =
S QK00 0
n n T
oW =) freff[Ee m
~——— P(Q) (924, B - |f(B,Q, T—0)d0dQdB
T2

K40
Excluons maintenant du domaine £'— K (A,9) le domaine &) ol rpg est
petit (donc le domaine entourant la surface S).
Désignons le domaine restant par £, alors:

Q=0 KA, — Q.

Dans le domaine £ nous pouvons appliquer aux composants de la
fonction f_(B y @, T —6) les mémes transformations que plus haut, ce qui
est possible car les coefficients ne dépendent pas du parametre. On recoit
ainsi la somme des intégrales de la forme :

—2’i+i—1 _ -———1+1 w—;i+z—2
w [9(B, @ “ exp(—u)du, ¢=0,1,2,

»B(a,B)ja0
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. T . s
Icion a 6 > 5 et chaqune de ces intégrales converge vers I" (% +1i— 1) ,

avec T—~oo.
A cause du fait que 1 intégrale (5,2) existe uniformément, on peut
assujetir le domaine K (A , o) + £2; aussi petit pour qu’on ait

T ¢}
(2",5) U/&(Q)/ff ff(B,Q,r—O)deZ;B(A,B,r)dBdtdO'ge/2 £>0.
S 0

KA+ 0

Les coefficients a I’indice i=2 font le plus d’embarras car _12@_—2+1<—%,

mais ces coefficient sont multipliés par le facteur:
50| Gup(B) — tup(Q)|<rEy - const, 0<h

on y recoit donc:
n

10| Bup(B) — 00s(Q) | - | 9B(B, Q)| *

-1
< const - 754",

\

donc l’intégrale & » dimentions de cet expression existe. Mais ici il sera
question de I’existence de I’intégrale suivante:

3S,§=fffffrzz+2 reg " dB Q.
s £

Soit 8, le partie de la surface S, ol rpg>>rsp, et soit S, le partie
de la surface S, ot rgg<<rap, alors:

Ig 5= Is, + Is,

s, = f / f rigt? dB / / rpottdQ = og f f f rigt?dB / / reo drBQ§ =
Q2 Sl Q Si

og f f rast [rEé:’h—rEé:’hldB$; Qs Q€S
Q

I, =0 3///722““013 =0 gf//rjg"'l"'th
2 &
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qui existe.

] [ ansa ol [z sy}
o| =il of f e
A S3

existe pour chaque B€ Q. c. & d. que Pintégrale 57 5 existe pour chaque
domaine : :

Q=02 — K@, —

Si i = 1, le coefficient est le suivant:

| @up(B) — a;ﬂ(Q) | oo 7'3’;@’

et la singularité sera

[53 (B, Q)2 7'% oo r;g'”‘

qui était déja discuté. .
La premiére dérivée du quasi-potentiel limite est de la forme :

— _r_ 9¢ n__
WE (B, Q, 0=~ 50 le"p[_ﬁihggq'iﬂ“’(@)(&—cy)

Ici la singularité est la suivante:

n

rBQae (4,0Q) 2o 753"'1

qui rentre dans le cas qu’on a discuté plus haut.
Pour revenir maintenant vers I’intégrale (2',5) on écrit :

ffBQT—ede_ffBQ du_ff(B 0 (BQ))

TJ2 59 (B,Q)2T

.99 (B, Q) dv/4vz—> f(B Q, ¢ (B, Q)> 99 (B, Q) dv/4v® =
B;-er
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=ff_‘<B,Q,u)du=
0

oo

= 1Vaet|a*” (B)| { %;MB)—oLﬁ<Q>1-f%?aeﬂ<B,Q,u>du+
e 0

(o] ©o

+ znZ(B)quEa(B,Q,u)du+E(B)f@'oQ(B,Q,u)du ,
0 0

a=1

mais on sait, que

(=]
n

@, 0 win= 7 r(5—1) 5w, o F*

0

alors

n

[ 7m0 man =7 r (G —1) ki e m)
0

g S [a0p(B) — aup (Q)] (09 (B, Q73+, +

af=1
+ Z0a(B) [(90B, QI 2, 4+ ¢ BIPUB, QI .
Mais on sait qu’on a pour @ = B Végalité suivante :

S a0 (@ BB, QT e, = 0,
a,f=1

P

on peut donec écrire en entroduisant Pexpression y (u), que

(3,5) ff(B, Q, 6)ao = 45‘1r(%—1)zvaet|zaﬂ<3)l Vs (W),
0

w=[BB, QI ", B+ q.
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Mais a cause du fait que lintégrale (2,5) existe uniformément par rap-
port & T, le domaine K (4 ,p) + £; peut étre choisi assez petit pour
qu’on puisse écrire I’ inégalité (2”,5).

Aprés avoir fixé le domaine K (4,9) -+ £; on passe & la limite par
rapport & T, ce qui permet d’écrire:

T [Z]
E(Q)[/[ff(B,Q,T—e)/Z;B(A,B,z)ddededQ—
[ 0
—g —-—lf/ // [0 (4,B)] ffB Q,u)dudBdQ.g—

On peut recevoir pareillement 3 l’inégalité (2”,5) I’inégalité suivante :

(8",5) lﬂw(@)fﬂw N /fB Q,u )dudBdQ‘g

KAn+e;

n —1
L2l ' p(™
gl

Comme le nombre & > 0 est a volonté petit, les deux inégalité (3'5) et
(3",5) et les définitions (10’,1) et (10”,1) prouve que:

T 6
(35  lim f f 7@ f /] /f(B, Q,T —6) / w8 (A, B, ) dx dB 40 4Q —
T—co
S 0 Q' 0

=zf/?(@)fﬁ%m,Bﬁn(BﬁB (@9 (B, Q)] dB aQ .
S Q&

Revenons aux définitions du § 3. Les égalités (3',5) et (3",3) donnent :

(3,5) lim
T—eo

@5  lm(U,4,0—rd, 0 =

=1fff7n(B>JB<A,B)jfE<Q>$B (B, Q) dQaB .
¥ g
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§ 5 B. L’évaluation de Vintégrale %, .

t t
w5 %=1 /fqo(csz//fwwm,t;B,9>-'
t—4T'S : o

0
.ff/fazae,e; M,0)f(M,0; Q,7)dM 0’ dB do dQ dx .
T Q'

On change la variable d’intégration en posant

r=1t— 4T 4 7, dv = dz,,

et on écrit :

4T t
(5',5) %=z//f¢<@,r>////wwm,t;B,e)-
0 S T Q'

0 .
./fffaza;,e; M,0)F(M,05Q,7) dMdo’ dB do dQ dr, .
T Q'

En changeant la variable d’intégration par la substitution:
0=1+4 6, =t — 4T 4+ 7, + 0,; g = do,
on recgoit :

AT —x,

4T s
(5,5) %=zf/fqo(9,r>/ [ffwBﬂ(A,t;B,m-
0 8 o Yo

0
.f///@Z(B,O; M,0)f(M,0;Q,)aM s’ dB g, aQ dx, .
T Q'

De méme on écrira :

0 =14 0j=1t—4T 41, + 0]; d0' = ag},
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et
4 T—1

AT
s ffros] e
0 8

/// UB,0;M,0)f(M,0; Q,7)dMdo} dB ad, dQ dv, —

4 T-t

—A/f/ [ (@ ——w(QJ/ /f/wﬂm t; B,6).

91
/f/ OUB,O; M,0)f(M,0; Q,7) dM a0 dB do, dQ dr, +
0 Q'

AT 4T—t‘

+1/f&5<@)/f [//w“(A,t;B,e)-
s o0 Vo
[// OUB,0; M,0)f(M,0; Q,1)dM ao, dB o, dz, dQ.

Mais il résulte de nos substitutions que les différences des paramétres
des fonctions, outre que ¢(@, 7), ne dépendent pas de t; lim ¢ (@, z)=$(Q);
t-»o0

N

les coefficients de Péquation v (w) = 0 convergent aussi vers leurs limites,
uniformément par rapport & Q€ S, et B, M€ £'. Il résulte de tout cela que
le premier composant de expression (5''',5) converge vers zéro avec I'inverse

du parametre ¢, done

AT 4T— .
1im%=,1ff$(())/f //faB(A,B,etT—z—-e).
e S 0 0 Q2

(%
-////@_Z(B,M,O—-O’)f(M_,Q,G’)deO’dBdBdtdQ,
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5(B,M,0 =1lma(B,t; M,t —g), 0<0<4T, B M

t—o0

est le noyau résolvant construit sur la quasi-solution
" (B, M,0).

On posera dans la derniére intégrale 47 —t=wu; d’ott dv = — du, et
on aura:

4T [
1im%=/1f/?,5(@fduf/ﬂaB(A,B,u—e)de.
e 8 0 0 T
2]
-/f/f&(B,M,e—9')?(M,Q,o')de9'dBdQ-_-
o T

éT 4T
=1ff¥(@)/dB////aB(A,B,u—o)du.
S 0 0 Q'

6
~[///52(B,M,9 —0)f(M,Q,0)iM dBdQ do’ .
° Yo

t

En introduisant dans lintégrale de la quasi-solution le méme change-
ment des variables que dans la parti A de ce paragraphe on recoit sans
peine 1’égalité suivante :

AT oo
lim 9, = 45_11f/$(Q)/d9/f//[53(A, B 2 exp(—v) du -
e s 0 b T
6
-////@(B,le,ef-e')f(ﬁ/[,Q,G’)deBde(—)’,
0 Q'

9 =9" (A, B)- 44T — 6).

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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On intervertie maintenant l’ordre d’intégration de 6 et de 6’ de sorte que
0’ change dans D’ intervalle (0, 47) et 6 dans 1’ intervalle (6’,47T). On
change outre cela la variable d’intégration en posant 6 — 0' = u, df = du,
et on trouve

s affrf o] [[fron

n n
-f[{’*B (A, B)] 2 w2 " exp(— v)dvdB dudM av’ @

9, =92(4,B)- 44T — 6’ — w)| .

Gréace aux résultats des §§ antérieurs nous savons que les intégrales
de ci dessus existe uniformément par rapport & T'. Donc & la limite, pour
T - co, on peut omettre les intégrales étendues aux intervalles de T & 47,
pour la variable d’intégration 6, et aprés de 2T a 47 — 6°, pour la va-
riable u .

11 restera & évaluer la limite pour 7' — oo, de lintégrale suivante:

T 27
A//&(Q)fff/ﬂw,q?,9'>ffff5l(3,1u,u>-
s '9 o 0o "o

n n
-/[EB(A , B)]‘§+1 * " exp (— v)dv dB du dM 40’ dQ,

qui est convergente (§ 4).
Nous avons done

o w1 [0 [ [[[7, 000 [ [[[5m,m.
Teo b S 0 Q' 0 Q'

n n

n
- [[EB A, B] 27 a2 2" exp (— o) dv dB du dM a0’ dQ .
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En nous appuyant sur la définition (3’’/,5) on peut écrire, que

lim % =

T,t—oc0

][0 [0 100

Mais pour M &= @, on a d’apres les formules (3,5) et (107/,1)
f/&(@) “(M,Q,9')d9'm=1f/$<Q>E(M>$M[EQ<M,Q)]dQ.
§ 0 s

De méme qu’au 4. § 5 on peut prouver que:

=12f/$(Q)f//L(M)/,;M[EQ(M, Q)]de//;vB(A,B)f@(B,M, 0)dodBdM
s, e fo4 0

mais

oo

/_Z(B,M,O)ow: N(B,M,0)d0 + > iJCfle(B,M, 0)do =
g k=1 .
0 0 [1]

]

=L(B>$B<u)+§l"/m<B,M,9>d9; w=w"(B,M), B=FM.
‘0

k=1

On calculera maintenant les noyaux itérés N, (B,M,0), B M

[N (B, M, Ode_de//f/NB M,6—0)NM,M,0)d0" al’ =
=fd9’ffffﬁ(B,M’,9—9’)177(M',M,9’)d9dM’=
_/de’///fN(B ‘) ( yN,0)dvd M =

= In (B) [//Z,(M’) v [0 (B M) par [0 (M, M) dM’ = M, (B, M).
4



394 H Minickr GRUzZEWSKA : Propriété limite du potentiel généralisé

Il sera de méme :

/173(B,M,6)d9=fd9’///fﬁ2(B,M’,v)l_\T(M’, M, 0 dvadM =
0 0 . 0 Q'
=fffM2(B,ﬂl’)M1(ﬂl’,M)dM’=M3(B,M)
Q!

M(A,B)= M, (A, B)=pa [wB (4, BT, (4).

ou

On aura généralement :

/JTTk+1(B, M, 0)d0= M. (B, Ill)=f//Mk(B,M’)-BI(M’,M)dM’, k=2,3,...,
0 Q!

de fagon que:

oo

féz'(B,M, 0)d0 =M (B, M)+ 3 M, (B, M)= (B, ¥)
k=1
0

ce qui donne :

Tlg;%_zsza(Q)ffﬁn(mamﬁwm,Q)]d@-
g/
/f/wBA B)|M (B, M) +2,1kMk(B M) dB,

D’ici on trouvera en posant:

A7 (4) pa [wB (A, B]=F(4, B)= .M (4, B)

7B, Q—|—l/ff (B,M)f(M,QadM=d B, Q)

que

(10,5) Tlim%=ff¥<@> /f/?oﬂm JB)|®(B,Q) —F(B, QldB.
,t—>00 § ./Q/
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Ces expressions, le LEMME (2,1) et ces définitions perméttent d’écrire, que:

limffftp(Q,t)F(A,t; Q,7)dS8dr=

¢*°°0 S

[f&(@) S(MA, Q) +ffﬁ8<A,B> [f(B, Q)+szf@7<B,M>f(M, Q) dM] dB$dQ,
" § o Q'

done

t
lim f f P(Q,0) ['(A,t; Q,7)dQdv= /E(Q)%@_OQ(A,Q)-I— f / / W(A,B)?P(B,QMB%- a9
t—o0
0o S S Q'

Posons maintenant :
Q4, Q>+f/f«53u ,B)® (B, QaB=T4, Q).
gl

On obtiendra donec :

}imff (@, I'(4,t; Q,t)det=/[5(Q)f(A,Q)dQ=ﬁ(A)-
[ S

Mais il est facile de vérifier que la fonction r (4, @) est la résolution
de Véquation élliptique :

A5 = 2 Gy (4)wdep - 5 B (A) s, + 0 ()

qui fat nommé équation élliptique limite de 1’équation (1). —ﬁ(A) est donc
le poteftiel de simple couche de cet équation limite (11,5) et de densite
limite ¢ (@) sur la surface S. Nous pouvons donc écrire que

(12,5 lim U4, t)= U (4), A€Q.

t-—>oc0
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On a donc démontré le théoréme suivant :

TEOREME (1,5). Si les coefficients de Véquation parabolique mormale (1)
vierifient les suppositions I, II, III et V, si la densité ¢ (Q,t) du potentiel
de simple couche U(A,t) de Véquation (1), sur le bord S du domaine Q,
dans R, ,n =3, vérifié la supposition IV, alors ce potentiel U (A , t) converge,
avec le paramétre t tendant vers Vinfinie, vers le potentiel de simple couche
U (A) de Véquation élliptique limite (11,5) et de la densité limite ¢ (Q), sur
le bord S du méme domaine 2, si seulement ce domaine £2 est conforme avec
la supposition VI.
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