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SULLA SOMMABILITA (C,1) DELLE SERIE
DOPPIE DI FOURIER

Nota (*) di FABIO MANARESI (a Bologna)

1. B noto che il polinomio trigonometrico di FEJER o, (#) di una
funzione f(x), sommabile nell’intervallo 0 <x <2z, & convergente, per n
tendente all’infinito, ad un limite ¢ (¢) in ogni punto = di 0<2x<2n
in cui risulta:

(I [F(m,u)du.—_o(u),

1) le(w,u)[du.—_O(u),
0

ove F(z,u)=f (o + 2u) + f (@ — 2u) — 2¢ @) ().

Volendo estendere questo risultato alle serie doppie di FOURIER si
incontra la difficoltd di aggiungere una ipotesi supplementare a quelle ot-
tenute dalle (I) e (II) facendone le analoghe per le funzioni di due variabili.
Il teorema, nelle forme pit ristrette di LEBESGUE () e di FRJIER (3), @&
stato dimostrato, per le funzioni di due variabili, con una condizione ag-
giuntiva, chiamata da TONELL1 « condizioue L » (%).

(*) Pervenuta in Redazione il

Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universitd, Bologna.

() Cfr. G. H. HarpY and J. E. LItTLEWOOD, The Fourier series of a positive function,
«J. London Math. Soec.», 1, (1926), pp. 134-138.

(®) Cfr. L. TowELLI, Serie trigonometriche, Zanichelli, Bologna, (1928), p. 495.

(®) Loe. cit. in (?), p. 490.

(*) Loe. cit. in (), p. 488.
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In questa nota si estende il teorema citato in principio, ciod nella
forma pit generale di HARDY e LiTTLEWOOD, adottando una ipotesi, la
quale, come si mostrera nel n. 3, & meno restrittiva della condizione ora
menzionata, onde si ottiene anche un miglioramento dei teoremi di LEBESGUE
¢ di FRJER, che sono casi particolari di quello.

Pertanto il presente lavoro pud trovare applicazione in tutti i risultati,
finora ottenuti e che potranno eventualmente ricavarsi in avvenire, sulle
serie doppie di FOURIER, nei guali si fa uso dei citati teoremi di FrJER,
di LEBESGUE e di HARDY e L1TTLEWOOD.

In particolave, alecuni asserti, provati recentemente dall’A. (%), restano
validi con ipotesi piu ampie.

2. 1l risultato, di cui si & fatto cenno nel n. 1, & il seguente:

Se f(x,y) é una funzione sommabile nel quadrato Q@Q=0<xr<2n,
0<y<2r), il suo polinomio trigonometrico di FEIER 0y, (¥ ,¥y) converge,
per ™} —~ oo, werso la funzione @ (x,y) in ogni punto (x,y) di ¢ in
cut risulta :

(1) lim i/flf*(w,y,u,v)dudv:O,
2 4+ U
v‘_’o 00
(2) f—[lb‘(w,y,u v)| du dv < M per O<u<—2— 0o<w _<_-;1—
ove
F@,y,u,v) 0+ 2u,y+ 20) +f(@—+ 2u,y — 20) +

+Sl@e—2u,y+20)+fl@—2u,y—20) —4 9,y

ed M ¢é una costante positiva (°).

(®) F. MANARESI, Alcuni teoremi sulle serie coniugate della serie di Fourier di una fun-
zione di pin variabili, « Rend. Sem. Mat. Univ. Padova», 27, (1957), pp. 181-192.

(6) Si noti che, mentre la (1) & I’analoga della (I) per le funzioni di due variabili,
altrettanto non puo dirsi per le (2) e (II). Invero, & ma.nifesto che dalla (II) segue

——ﬁﬁ(x,u)l du<S M per 0 <u<< T e inversamente, ma la [ lF(w,y,u v)| du dv = O (wv)

non implica semple la (2), sicch® questa & piu restrittiva del]a, precedente, la quale pe-
raltro non basta, insieme coun la (1), ad assicurare la validitd della tesi dell’enunciato.
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Si osservi anzitutto che dalle (1) e (2) seguono rispettivamente le

ffF(w,y,u v)du dv =0,

) lim ———
ul ot sen u senv
u v
1 7 7
| F(w,y,u,v)| dudv <M per 0<us <, 0<Cv< 4.

@)
sen w senv
00

In secondo luogo, scelto ad arbitrio un numero positivo 7z, per ogni
coppia di numeri naturali m , n tali che riesca
T 7T T P 4
) W< w72’

si ha:

sen v

sen mu\? [sen nv\?
F(wyyyu,”)('s"e—nu) ( )dudv:

<
—la

3
1
om,n(w,y)—tp(w,y)z'nzmnf
0

53 z: :
1
=;2_ﬁ_f f[...]dudv—l— o f [+.] du dv-+- nzmnf j[] du dv +
T p 0 T
m n 5 n

] dudv = I,(,l,?u + Igi),n + Ig;),n -+ Ii;?,n .

\31“

T
m
n~mnf

Cid premesso, si provera che:
I(l) — 0. Invero si ha, mteglaudo per parti prima rispetto

a) lim

mit_, o
n

a v e poi rispetto a u,

vl Q

l F‘ du dv <
sen2 % sen® v -

i

1
| Ll £ o m f
Tn

=I~\‘
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prendendo z abbastanza grande, si pud rendere,
un numero positivo & arbitrariamente pre-

infatti

e quest’ultimo membro,
trae

in virth delle (3), minore di

fissato.
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Mediante integrazione per parti rispetto a u nell’ultimo membro, si deduce

1 =%
(2)
[ L] < o — T {”lFI > J .t
sen m
[[[]F[du—-—}du}dv—f—
. ‘lil d 9 u v 1 “=l
1 sen nv A 2
o [ L G ][ [ ean Gl 5
0 0

m

u

+2 f-” /IF]dud :;fquu;dv<

T
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0 0
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) 0 )
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da cui, giusta la (2’) e osservando che per » >> 0 sussiste la disuguaglianza

sen n v 2
7
nv <1—|—nv()’
si ricava infine
dseny sen mv v \?
¥ il
l "|~"nmr fsenZ m_[ nv (senv) o+
4 M d sen u sen n v v \2
. d
= azm f sen? u f nv (sen v) v <
T 0
m
M M 2M[ = M2 Y
el " d
<2nm‘t+212+ f1+nvdv+ M on X 14 no v <
m
0
M 2M aM
<5 +212+ log(l—l—r)—}——t——log(l—kr),

laddove l’ultimo membro, per r abbastanza grande, diviene, per le (3),

minore di e.
In maniera del tutto analoga si prova che lim I'E?)“ =0.

m ;
— 00

"
I@® = 0. Integrando per parti rispetto a v, si ottiene

m v
1w _ 1 f (sen m u>2 % [j Fdov (sen n v) ] W
mu — "o J
m n sen p senv | | 4

(") Si veda per esempio loc. cit. in (2) p. 176
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- _[ [ f sen v
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sen m u P do i sen no du dv
nzmn senw dv \ sen v
0
donde, mediante integrazione per parti rispetto a u, segue
w W
T T b
F du dv —

I(4) sen? ¢
m,n T n2 1;2
sSéen — sen — sen T sen —
(2

z
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T
2g8en?¢y —
n da sen mu
cen % sen Fdudv senmu 5= du\sen u | |du —

2 T
TTmtT sen —
n
0

sen u

L T
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T
2 sen® v —
m d sen nv
R z Fdu dv sennv o\ sen o ) | 90 +
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m
0
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— (=" duw dv.
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du

4
a*mn | | |senusenv
0

0
Pertanto, fissato 7z in modo che valgano le conclusioni di a) e b), non
appena m , n siano abbastanza grandi, risulta, giusta la (1),
u v
T T
o 0=

————I——ff[f’dudv

sen w sen v
00

&
<oz per 0<u<
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e quindi
x x
2 92 Yo 2 2
2 m* u F )
v+

m
2 w 3 2
sen” w ant sen” v

(4)
‘Im"|<4r4+nmr3f
0

T

2 m? u? 2 n? v? € ne | ;e
+ du - | ——d —t+——=+-——=+a
nzm'nt f sen? u ]senzv S gatggTaa T e

0 0

HNE

ove Pultimo membro &, al pari di &, un numero positivo prefissato a piacere.
L’assunto resta in tal modo completamente provato.

3. I1 teorema ora dimostrato si riduce in particolare a quello di
LEBESGUE se 'ipotesi (1) viene sostituita con la seguente

li =
1m+1“7 ffuf’(m yyu,v)|dedv=0,

mentre la (2) si lascia immutata.
Se poi si suppone che la f(x, y) sia continua nel punto (v, y) interno
a @ [oppure che ivi essa ammetta finiti i quattro limiti f(x 4= 0,y =4 0)],

ferma restando V’ipotesi (2), e si ponga inoltre ¢ (x,y)=f(»,y) |0, corrisponden-

Sx+0,y4-0)+/(2-+-0,y—0) +f @—0,y+4-0)+f (w-0,.'/-—0)]

tememte, @ (x,y) =

si trae il teorema di FRJER.

Da ultimo si mostrerd come le precedenti ipotesi, sotto le quali &
ancora valido il teorema di LEBESGUE, siano pilt larghe di quelle adottate
nell’enunciato di cui alla nota (}). Allo scopo basta provare che se una

fanzione g¢(#,y), sommabile nel quadrato (0 < xﬁ-;—t— , 0y < —;L), soddisfa

alle condizioni :

2
f|g(w,y)|dm_<_L per quasi tutti gli y di 0<y< =
0

L\,"Sl

(4)

T

Tt

2 ’

f[g(w,y)[ dy < L per quasi tutti gli o di 0< 2 <
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[L costante positiva; le (4) costitniscono la «condizione L »], e

@y
(3) lim l-[f]g(a:,y)[dwdyzo,
0 0

ploot @Y

allora la g (x , y) verifica necessariamente la

@y
1
© oy [[leilma<ie 0<o< L, 0<y< T,
00
(M costante positiva), mentre poi & manifesto che le (5) e (6) non impli-
cano le (4).
Infatti dalla (5) segue subito che il primo membro della (6) & limitato

per 0 <wx<<d, 0<<y<d, essendo 4 un numero positivo abbastanza

piccolo. Inoltre, ove fosse § < %, si osservi che le (4) sussistono ancora
. . .7 . 7 .
ovviamente se, in lucgo di 5 si pone « (2 0 e _<_?) nella prima
e ¥y (2 0 e < %) nella seconda, e pertanto si riconosece che, per
7 ] . T
6§_m_<_?, 0<y§-2— e per 0 < x <94, ogygg, il primo membro

L
della (6) risnlta < — e ¢i0 prova Passerto.

é
Da quanto precede risulta pure che il teorema del n. 2 vale a fortiori
se all’ipotesi (2) si sostituisce la '

\

"

v
ff{F(x,y,u,v)] du dv = 0 (u v),
0 0

insieme con la «condizione L » :

27
fl/(w , ¥)| de < L per quasi tutti gli y di 0 <y<2a,

0

27
[|f(x,y)| dy < L per quasi tutti gli # di 0 <2< 2ax.
i

Gli algoritmi svolti e i risultati ottenuti nel presente lavoro si pos-
sono estendere senza difficoltd alle funzioni di » > 2 variabili.



