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ANALISI ESISTENZIALE IN PROBLEMI
DI PROPAGAZIONE SEMILINEARI

di Uco BARBUTI (Pisa)

Si abbia la equazione:

(1) Lul=J[u] + Flu] =0,
con
(2) I [U] = — Uy @ Uyt + g Uy,

ove a, , ay sono funzioni di x, ¢ nella striscia

(8) 0<x<c¢ , t=0
ed & supposto:
(3) ay(@,t)>0

in (8), mentre F[u] & un operatore differenziale del primo ordine, non ne-
cessariamente lineare. Posto :

Flul=F (@ ,t,u,,u,u),

riterremo che la funzione F gia definita in:
uac
(8*) 0<zx<<c¢,t=0, —oo < ({u )<t oo.

u

La equazione (1), di necessitd lineare solo nelle derivate seconde di u, la
diremo semilineare (1); la ipotesi (3), che noi supporremo in avanti sempre

(1) La denominazione semilineare ® gid usata nella teoria delle equazioni a derivate
parziali, si veda, ad es., [1] a p. 138.
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verificata, implica la iperbolita dell’operatore & [u] in ogni punto di (8); que-
sto carattere & peculiare dei cosi detti fenomeni di propagazione che la Fi-
sica matematica propone allo studio.

Detita (§) la striscia aperta (S), e, detta C la classe delle funzioni u (x, t)
continue in (8) con le loro derivate prime e seconde, si puo porre il se-

- guente generale problema di propagazione :

PROBLEMA A). — Ricercare nella classe C le fuuzioni che soddisfano

in (8) la (1) e verificano le condizioni (di tipo misto) seguenti:

(4) u(@,0)=g@ , u(xr,0)=—g, (@
(02 <<¢)
) w(0,)=f 1 , ulc,t)=s(
(t=0)

ove le g (x),9g, (), f, ),/ (t) sono assegnate funzioni.

I evidente che affincheé il problema A) abbia senso & necessario sup-
porre compatibili le (4) e (5) tra di loro e con la condizione che la % veri-
fichi la (1).

Nel caso che Voperatore F[u] sia lineare il problema A) & stato trat-
tato, ed in modo esauriente, in [2] da S. Faedo, il quale & pervenuto ad un
notevole teorema di esistenza ed unicita, utilizzando un suo metodo di ap-
prossimazioni successive e da lui denominato metodo dei momenti (?).

Sempre nel caso lineare, ma in m - 1 variabili indipendenti, ed utiliz-
zando il medesimo metodo, il problema A) & stato ripreso recentemente da
A. Chiffi 5] per la soluzione che potremo dire debole (3), utilizzando noti ri-
sultati di G. Stampacchia.

In questo lavoro ci siano proposti la trattazione del caso semilineare (%)
ed abbiamo ottenuto, superando difficoltd non solamente formali, un teorema
di egistenza e di unicita del problema A) che contiene il teorema di S. Faedo.

Il metodo usato & ancora quello dei momenti, che si & rivelato ancor
piu afficace e spontaneo strumento d’indagine nell’analisi esistenziale e quan-
titativa dei problemi di propagazione. Questo strumento appare strettamente

(?) Per ricerche anteriori alla memoria [2] sui problemi di propagazione si vedano
(8], [4])-

(3) Nel caso m=2 e m =3 A, Chiffi trova la soluzione -nella classe C.

(%) Questo interessante argomento di studio mi & stato proposto dal prof. S. Faedo,
che desidero qul ringraziare.
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connesso con la iperbolicitd dell’operatore J[u], mentre esso risulta, ora, del
tutto indipendente dalla linearita di F [u]. Questo risultato pud costituire un
primo passo verso una teorica del metodo sul piano dell’analisi funzionale
agtratta.

Teorema ' d’unicita.

1. Ricordiamo un lemma di cui sistematicamente ci serviremo in seguito:

LEMMA ) I. — 8Se @ (t), B(t), A(t) sono continue in (0, T), se @ (1),
B(t)y=0, A(t)>>0 ¢ A é una costante > 0, e, s¢:

i
(6) A(t)tp(t)sl—l-fﬁ(r)w(r)dr
0
(Ogtg_’l’)
allora 8t ha:
t
A B0
@) P (0= 4o exp f 20 ax
0
0o<t<T)

OSSERVAZIONE. — Se la (6) vale con 1—=0 allora é ¢ (t)=0.
Infatti la (6) varrd a fortiori se A & una costante positiva arbitraria,
e, posto

t
_ _1 f @
M =0 2w expof i@

riesce per la (7) 0<<g(t)<<AM(T), ed essendo i arbitraria, ne viene l’asserto.

2. Proviamo ora il seguente torema d’unicitd per il problema A), il
quale si riferisce ad aventuali soluzioni, prescindendo dalla loro esistenza.

(5) di Gronwall generalizzato. La dimostaziene di questa proposizione nella formula-
zione qul data pud facilmente conseguirsi, utilizzando un noto ragionamento (Cfr., ad es.
R. Bellman [6] a p. 35).
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TrROREMA 1. — Se le funzioni &, ,a, sono countinue in (8) con le loro
. a, da
derivate Q——i, =z,
ox ot

se F(x,t,uy,,u,,u) & continua in (8%) e presi in’ (8% due punti qualun-
que P— (@, t, up,ws;u), P—=(x,¢,uy,u:,u) 8t ha:

Q) |FP)—FP) | <o, |tp—te| +og|ug—w| +oag|uw—ul@

ove a;(i=1, 2, 3) sono funzioni non negative e¢ continue in (8), allora il pro-
blema* A) ha al pitt una soluzione.

Siano u (®,t),u(x,t) due distinte soluzioni del problema A). Posto
v—=—wu — u, 8i avra per la linearitd di J[u]:

(1) I+ Flu] — Flu] =0,
con le condizioni :

(4% v(x,0) =uv;(x,0 =0
(5) v(0,t)=v(,t)=0.

Sia T > 0 e diciamo (87) il rettangolo 0 <<x<<¢,0<<t<<T; supponiamo
T tale che in (S7) le u ,u siano distinte in almeno un punto. Integrando
per parti, e tenendo conto delle condizioni al contorno (5), otteniamo (): .

[
1 4
— [Vt dr = v”vtwdx:?d—t V2 dw
0 0 0
4 1 [ 1 08
a
(9). fa‘ Vpr 0y e — ?fai (v3), dov = — 5 703—‘ v2da
0 0 0
¢ d c [ )
1 1 [oa
—_ 2 | 972 e
fazvttv;dw_ 3 dtfagvtdw vV2dx

2) ot ?
0

0

(8) La (8), che pud dirsi una condizione di Lipschitz « in grande » per la F rispetto
alle variabili u,,w,,u, permette non solamente di raggiungere ’unicitad per il problema
A), ma essa ritorna, nella proposizione del n® 4, che assicura V’esistenza della approssima-
zioni successive del metodo dei momenti e ritorna ancora nella dimostrazione del lemma II.
e IV. Osserviamo che la (8) non implica affatto una linearitd di F rispetto a Uy s Upy U

essa vale, ad es., per la funzione J1 4 u2 4+ u? + senu.
(") Cfr. loo. oit. in [2] nella dimostrazione del teorema I.
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Moltiplicando la (1’) per v, e integrando rispetto ad » traoec, otteniamo:

c

(10) fWMm+@m—JWMdM=0

0

(0 <t<T)

Tenuto conto delle (9), otterremo per quest’ultima:

(11) —K’ t) + R(t) =
ove si & posto .
(12) K (¢) —f(a -|— v2) d
0
om, | Oa,
(13) —f (F [u] — F {u]) v, — 5 f( + )v?dm.

Per la ipotesi (8), detto B(7T) il massimo dei massimi delle a;(i=1, 2, 3)
in (S7), avremo per R (f)

(14) |R(t)| < B( T)f(lvwm|—l-v2—|-|vvt| ) da 4+ — [ 80"‘-{-6“2 v dw .
Poicheé a, > 0, posto:
[4
(15) @) = f(vf —+ vi) dx ,
' 0
8i potra trovare una costante A(T) > 0, per la quale & in (87) (%)
(16) EO=A(DeW, 0=t<T)

Si ha d’altra parte, utilizzando la disuguaglianza di Schwarz:
[/ 2 4
vz(w,t)_—_(fvw(w , 8 dw)gcf'vzdw
0 0

(8) Basta prendere per 4 (T)=Min(l, Min) ay).
ST
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e nella (14) il primo addendo al secondo membro si pud maggiorare con

4

B(T)—/(va + 37(”2 + v2)) dx
0

ed anche, tenendo conto della precedente, con

c [

1 ‘
B(T)f(zog+7v;+%/vgdm)dx,
0 0
che si puo scrivere:

B(T)f(2v?—|—i_2'—_——l- vi) de .
0

Detta allora I# una costante non inferiore in (S7) a
® 41 1 |ga oa
2 — |71, Y72

o BT, 2B(M)+— |2+ |

la (14) da, tenendo conto delle maggiorazioni fatte :
e
(16%) | B(2) | sﬂ—(z@f(vf—l—vg) dx .
0
Integrando tra 0 e ¢ (0 <<¢t<T') la (11), tenendo anche conto che (Cfr.

12) e le condizioni iniziali (4’)) K (0)—0, si ha:
)

quindi
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.

onde, per la osservazione fatta di seguito al lemma I, ¢ () =0 in (0, T').
Si ha ciod (Cfr. la (15)) vy —1v;=—0 in (87); per le condizioni (4") o (5’) e
per essere v della clagsse G, segue v —0 in (87) e cid porta Dunicita.

Esistenza delle approssimazioni suceessive del metodo dei momenti per
il problema A).

3. Consideriamo ora il metodo dei momenti per il problema A). Suppo-
niamo che nelle (5) sia f; (¢) = Jo )==0 (a questo caso c¢i si pud sempre ri-
condurre con un cambiamento di variabile (Cfr. n. 5)) e ammettiamo che le
g (%) e g, (), che compaiono nelle (4) e che si annullano ora negli estremi
per le condizioni di compatibilita (essendo f, (0) = f,(0)), siano su (0, ¢)
continue con la loro derivata prima e prendiamo in considerazione il sistema
di funzioni (%)

ntx .
7) @; (#) = sen . (t=1,2,...)

Esisteranno due successioni di costanti {g;,} e {g/, ) in modo da riuscire :

n
lim X g i (€) = g ()

n—o0 i=1

n
lim X giy @i (0) = g, (@)

n—00 i=1

con convergenza uniforme in (0, ¢).
Poniamo (1°)

(18) vy (@, ?) =i=2"1 Cin (8) @i ()

ove alle ¢, (t) (i =1, 2,...,n) imponiamo di soddisfare il sistema differen-
ziale ordinario del secondo ordine

[

(19) fL[v,,]%(w)dm:O (8=1,2,...,mn)
0

(%) Ai fini della convergenza in media delle approssimazioni successive alla soluzione
del problema A), supposta esistere, si pud assumere, nel caso lineare, un qualunque sistema
{@;(x)} ammesso al metodo variazionale (Cfr. [2], Teor. V).

(1%) In loe. cit. [2], cap. II, n. 3.
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con le condizioni iniziali

(20) - 0in (0) = Gin y  €in (0) = Gin
(t=1,2,...,m).

La (18) si dice Vennesima approssimazione del metodo dei momenti ().

4. Nel caso lineare il gistema (19) & lineare nelle ¢, (f) e poiche, come
tra poco vedremo, esso & normalizzabile, cio porta senz’altro la esistenza in
(S) e Punicita della approssimazione ennesima v, (x , t). Nel caso semilineare
8i presenta la necessitd di decidere quando cid possa avvenire; noi prove-
remo in proposito che:

Nelle stesse ipotesi del teorema I esiste ed é unica in (8) la approssima-
zione ennesima (18).

Il sistema differenziale (19) si scrive:

c

’ [ .
n n
g 3y [ dw:—_Zo;,,/ai ot g @ +
. =1
0 0

=1

(19%) ) (s=1,2,..,n).

4

c
+ Zein f @i Qs de — f P v,] s (x) de
1=1 .
0 0

Questo sistema & normalizzabile, essendo la matrice dei coefficienti delle ¢/,
la matrice di Gram relativa alle funzioni Va, (x, ) sen — (t=1,2,...,n),

linearmente indipendenti per ogni ¢. Normalizzando tale sistema avremo
per esso la forma : '

(19”) 6:“ — 2 [Asi (t) cin + Bg; (t) Gin] -

=1
c
n .
— 2 Dy (t) / F [v,) @j () do
=1 )
ove le Ay , By D, sono funzioni continue di ¢.

(1) Cfr. in loo. cit. [2], cap. II, n® 3.
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Posto :
Cin (8) = yi (?)

Cin (t) = Ynti(F)

si ottiene il sistema equivalente al (19) (20)

Yh =S (s Vs Vase-esPom) h=12...,2n)
(19//1)
Ihn (h=1,2,...,n)
(0 =1
Ihn h=n4+1,n+2,...,20)
ove 8i ha
Vnth (h=1,2,...,n)

(1_9) Sy Pis7esecey¥u) = n .
ifl [Ani(®) Puti + Bri(t) yi] —

j=1

n
—ZDnj(t)f(F(%t,Zri‘P% @), 2 7nti @i (@), 2 7i 9 (2) @ (%) dw
0
(h=mn -+ 1,...,2n).

Il sistema (19"), a causa della contiuuitd dei secondi membri rispetto
al complesso delle variabili ¢, y;, ammette almeno una soluzione (1?).
Proviamo che essa esiste in futuro, vale a dire per ogni ¢ = 0; per questo
8i fissl un 7 > 0 e diciamo 4 y; degli incrementi arbitrari delle variabili
indipendenti y;; per la ipotesi (8) avremo :

' f F(w,t, 2 (i + Ayi) @i(), 2 (Puti + Aynts) Pil), 2 (7s -+ 4y:) pdx)) pj(x) dw —
0

=

c
— f F (2, t, 2 y; @i (0), 2 yuti @i () "? 7 @i (@) @; (@) dow
0

sB(T)g

Ay [%(w) @i (v) do
0

+‘§47n+if¢;(w)%(@dw +
) .

+| 245 [0 putor a0
0

]

ove B(71') & la medesima costante definita nel Teorema I.

(42) Per il teorema di Peano. Cfr.,, ad es., [7] p. 39.
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Da quest’ultima, tenendo conto della (ﬁ), si deduce che per il sistema
(19"") si ha:

|fh(t77’1+A71’""7’2n+A72n)—fh(t77’1"",72")|£A(T)2h|A7h|,

ove A (T) ¢ una opportuna costante; vale cosi per il sistema (19'”) una con-
dizione di Lipschtiz in grande. Da questa segue subito non solamente 1’uni-
cita della soluzione, ma anche la sua esistenza (!3) in tutto (0, T'), e, poiche
T & arbitrario, si ha 1’asserto.

5. Supponendo f, (t), fo(f); g (x), g, () continue con le loro derivate
prime e seconde, & possibile costruire una funzione w (x , t) tale che, facendo
per il preblema A) il cambiamento di variabile v — w — w, il problema me-
desimo A) si trasforma nel seguente (14)

PROBLEMA B). — Ricercare mnella classe C le funzioni v (x,t) che sod-
disfano in (S) la equazione

17 Lv]=d[v]+ y[v]=0
ove
(21) "/’[”]:F(wat;”m"l‘wx?”t'l'wta”"l"w)_g[w]

con le condizioni

") v(@,0) =1 (x,0)=0

(57%) v0,t)=wv(,t)=0

B opportuno osservare che se la F(x gty Uy, u,u) & continua e soddisfa

alla condizione (8), alla medesima condizione vi soddisfera la v (x,t, vy, v, v)
definita dalla (21). Cid porta che, ammessa tale condizione per la F, esiste

(13) Cfr. ad es., [7] a p. 15.
(44) Cfr. loc. cit. [2], cap. II, no 4, Se si assume:

0@, 0 =050 =t O (L= F) + ) = O =1/, 0) 5 + @) + 10, @),

tenendo conto delle condizioni di compatibilita: f, (0) =g (0), fi (0) =g, (0),f2(0)=g(0),
fé (0) = g, (c), si raggiunge lo scopo.



di propagazione semilineari 193
ed @ unica l’approssimazione ennesima v, (x,%), relativa al problema B).
Potremo assumere con u, (x,t)=—v,(x,t) —w (x,t) Vapprossimazione en-
nesima, relativa al problema A)(1°).
Esistenza della soluzione.
6. Proveremo per il problema A) il seguente teorema di esistenza.

TEOREMA II. — Se @ coefficienti a,,a, sono continui con le loro deri-

. . . S . Jda
vate prime e seconde rispetto a t in (S) ed ivi esiste continua 1. s¢ la
x

Junzione F(x ,t, ug,u;,u) € contivua in (8*) ed ivi soddisfa la ipotesi (8), se
esistono continue in (8*) le derivate prime e seconde di F rispetto agli argo-
menli ¢, uy,,u;,% ¢ il loro valore ossoluto é maggiorabile in (S;*) con una fun-
zione continua di t, se esiste continua, per t =0, F,; se infine, f,(t), f5(t) sono
continue per t =0 con le loro derivate dei primi quatto ordini, mentre g (x)
e g, (x) sono continue in (0,c¢) con le loro derivate rispettivamente fino al
terzo e secondo ordine e sono verificate le condizioni di compatibilita in x —0,
t=—20:

h=g9, A=g9; —9 +an+afl"+FO0,0,¢,/,/)=0

ed in x—c, t=—0:

fe=g, =0 9" F+agnt+afy +Fc,0,q,/, =0,

allora il problema A) ammette una soluzione, che € unica per il teorema I.

Per dimostrare questa proposizione adatteremo i ragionamenti di S.
Faedo al nostro caso. Trasformeremo innanzitutto il problema A) nel pro-
blemaB) e va notato che la funzione v, defiinita dalle (21), gode delle me-
desime proprietd della F. Applicheremo poi il metodo dei momenti al pro-
blema B). Sia v, (z,?) Papprossimazione ennesima (18) relativa al problema
B) dove le ¢;, (t) soddisfano il sistema differenziale

c

(19,) fL [vnl @s (@) da :f {57 [”n] + v [vn]} ps@)de=20

0
8=1,2,...,m)

(20,) e (0) =0, ok (0)=10 (i=1,2,...,n)

(*5) In loe. oit [2], cap. II, n. 4.
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Tale approssimazione esiste ed & unica come gia sappiamo (n. 5); notiamo
anche che le condizioni di compatibilita si traducono, nel nostro caso, per
le (4”/) e (6”%), in:

v(0,0,0,0,0=0, y(¢,0,0,0,0)=0

7. Supposte soddisfatte le ipotesi del teorema II, c¢i fermeremo in que-
sto numero e nei n. 8, 9 a provare alcuni lemmi preparatori. Da essi seguira,
usando i medesimi ragionamenti di S. Faedo, la dimostrazione del Teorema
II. Si ha intanto il seguente lemma.

LEmMMA II. — PFissato un T > 0, esiste una C, (1) tale da avere :

e (e =oan

O<t<T;n=1,2,......)

Le (19,) si possono scrivere

f (I [va] + v [0a] — v [0]) @5 (@) A2 4 | [0] @, (x) d2 = 0 (19)

O0O<t<T; s=1,2,...,n)

Moltiplicando quest’ultima per c;, (t), sommando rispetto ad s e ricordando
la (18), si ha

4

3 [+ wid—vio S ar 4y =0
o=t=1)

ove 8i & posto

24) mo= [y 52 a0

0

Ragioniamo come al n° 2 (!"). La v, (x,?) soddisfa alla medesima ipotesi (5')

(16) La serittura vy [0] significa y (x,¢,0,0,0).
(A7) nella dimostrazione del teorema I.



di propagazione semilineari 195

(Cfr. la (18) e (17)) percid, posto ancora (analogamente alle (12) e (15))

R 5 S o

si otterra per ogni ¢ di (0,T)

‘Kfrf(t)+2Rn(t)+2'l/"n(t):0 (OétST)

Integrando la precedente tra Oet (osservando che K, (0) = 0), ripetendo
ragionamento fatte al n. 2, atto a maggiorare |R (f)|, troveremo per g, (t)

la disuguaglianza
t

A(T) w(t)sﬁ(T)fw (@ ded 4 (T)

0
ove A (T),p(T) hanno il medesimo significato che al n. 2, mentre si & posto

An(T)= 2TMax | v @) ],
(0)

’

essendo v, definila dalla (24). Per il lemma I, riuscira allora

(1), B(T),

(26) @n (t) < A7) exp - T

0<t<T)

Si pud d’altra parte svincolare il secondo nembro di questa da » e si ottiene (1%)

(27) P () < 472 (’;1 g,;)%xp 2 fi(gz’)) T. 0<t<T)

con u(7T) indipendente da n e cid prova il lemma II.

(48) Utilizzando per la (24) la disuguaglianza di Schwarz, si ottiene:

’ c [ b 9
[y, ® = fwz[om. f(—t”
0 0
¢ 9
L= 2T;4(1)Ma>§ f(%)‘dx

0

e da qul segue che
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LEMmA III. — Fissato un T > 0, esiste una Cy (T) per la quale si ha:

] 8% vu\? 8%v, \2
(28) f(atz)'l'(axat)
0

O<t<T;n=1,2,...)

daw< 0y(T)

Dopo avere derivato cispetto a ¢t la (19,), si moltiplichi per ¢, () e si
sommi rispetto ad s; otterremo in (¢, 7)

Cc

0V day 6% v, 0ty 8%v, 8% v,

@9 _”g(at) 1wt T ot s TV T Yagaar
0

0%v, dv,) 0*v
+%‘8_t21+%W a—t;dm:()

n . . . . LY " 0 t
Poiche 38—1; soddisfa a condizioni analoghe alle (57) (& cio® —6—079%’—)—_—
RN .
T — 0) potremo ancora ragionare come nel lemma precedente; posto:

e 2\ . ) E rne. \a 2 2
(30) K= f g% (g_z;) +(aaxa;“t) %d.)c; P () = f %(% z;) +< f/gt)“
0

0

si otterra dalla (29)

(31) K, (t) +2RB, )+ 2y.(6)=0,

4
ove u(1') & 11 massimo di |//1p3[0] dzx in (0, 71'); e poich® riesce (Cfr. la (25))
0

4

0v,\2
W)MS%‘(“’

0
si ha in definitiva :

A (T)<2 TuMax Jp_ () = 2Tu (T) |Max ¢ (¢
. ”(O,T)V n PMax g, @

e da questa per la (26) si ottiene subito la (27).
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ove si & posto

/ 1 29,\2 . 2y, % "
worfl - el Gl e 5

[
0%n| 070
yn (2) =[ [wt + v } 6:9 tznd
0

Maggiorando | R, (t)| in (0, T') si ottiene:

B(T) [((F0n, (%02
ol = B0 [N ER)+ (2] as

¢ una costante non inferiore al massimo in (S%), e per ogni =,

B(T)
2
delle funzioni

ove

aa aa da aa

’

certamente esistente per la ipotesi fatta su v, , vy, .

Integrando la (31) su (0,f) e ragionando nel solito modo, si ottiene
per @ (t), definita dalla (30), la disuguaglianza :

[4

A (0= B(D) [0 0) 0+ 20 (1) 4 Ko 0

0
0=t<1T)
ove A (T) ha il solito significato (cfr. n. 2) e

(33) Ay (T) = 2T Max l Y (2) I ’
(OIT)
ove vy, (t) & definita dalla (32). Dalla disuguaglianza su scritta per il lemma
I si ha:
K. (0) + 4u(T) B (T)

(34) o) < = exp L

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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e poiche si pud svincolare il secondo membro (1%) da = & provato il
lemma.

(49) Si cerchi dapprima (Cfr. lee. cit. [2], cap. III, n. 4) una maggiorazione per
K, (0). Le (19,) danno per t=20 (si veda le (20,))

@, (%) dx (8=1,2,..,n)
=0

(4 bz
™ fgaz Y =+ w [0]
0

e, moltiplicando per o[, (t) e sommando, si ha,

* d 2% vy,)\2 i 0*v,
) flaz (W) Liag = —[{"P [o0] (b 2 )%ti‘,{f
0 0

Partendo dalla disugnaglianza

[

0 _ b2v
f(il![_] + Va2 —-——-) dx =0,
V“g 0t Jt—=0

0

si trae subito, tenendo conto della (}), della (30) e della (20,), che

¢ ¢
bz Vs 2 1/)§=0 [0]
Kn(0)=0f“2(” 0)( )td—%so a(x—,())dx=H

Sostituendo in (34) Si ha la disuguaglianza

. L _HA L@ @)
€)) Pn\) =717 P 707y

O=t=T1)

Si potrd ragionare, ora, in modo analogo al lemma II. Applicando la formula di‘Schwarz

alla p (1), definita dalla (32), si avrd
b2 M
b t'z

[
|wn(t)|5‘/f ["/’t+ Yo 7 bt
0
per le ipotesi fatte su Yy, , e per il lemma II, esisterd un M(T) tale che

O=st<T)

T .
0

c
25 \2 - _
Poiche f(%ﬂ) d xSV‘P,,(') avremo, ricordando la (33): 4 (T)<<23TM (T) MaxV‘P”(t)
t2 0.7)

0
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LeMmA IV. — Fissato un T >> 0, esiste una Cy(T) per cui é:

(=
0

O<t<T;n=12...)

2
Moltiplicando ambo i membri della (19,) per — (sc_n) Csn (t) © sommando ri-
spetto ad s, si ottiene (20)

[

2,
[ o101+ v L ar =0, 0=t=m)

0

e da questa si ha in (0, T)

[ [+
0%, \? %
(36) I(E”?") dr :f D [vy] —a;c—;i dz ,
0

0

Dalla (f), tenuto conto di quest’ultima, avremo :

H+2TM(T) Max |p,, (1)  g(T)

Max g, () <= A7) exp A(T)

T; (O<t<T)

Fissato ora un qualunque = o riesce 2TM (T') Maxyq;n (t) < H e,in questo caso, dalla pre-
(oT)
eedente si ha:

B(T) ,

P (0 < g exp G001 O=t=71)

il cui secondo membro non dipende da n, oppure & 2TM(T ) Max qu" (t)=H, e in questo
(0,T)

caso la medesima disuguaglianza fornisce

s

4TM(T) B(T)
Max ¢, () =—f A(T) Maquo“(t)exp A(T)1 y
e quindi (come in nota (18)):
M (T )2 B(T)
?’n(t)516T2(A(T)) exP2A—(71.—) )

il cui secondo membro non dipende ancora da =,
(®%) Cfr in loc. cit. [2], eap. IIT, lemma III.
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ove si e posto
37 D [v] = ) Var + agvu + y[v] .

Utilizzando per la (36) la formula di Schwarz ed osservando che esiste
una Oy (T) per cui & (%)
c
(37" /(152 [on] dv << Cy3(T), 0<<t<1T)

0
ne viene la tesi.

8. LEMMA V. — Fissato un T > 0, esistono due C,(T), C5(T) per le

quali 8i ha
¢

¢ asvw 2 83 Uy 2 Y
@9 1)+ (oo = e
0
d n3 Vi 2
(39) f(;wz at) dw < Cg (T)
0

O<t=<T;n=1,2,...)
(*!) Si pud procedere nel modo seguente; & intanto

4 < [4
o o? Uy 0* Uy 2 o
D2 v, ] de <2 a,DTD-mt—}a?W-{-zp[v]—@p[O] de 4+ 2 Jy?[0]dx
0 0 0
e ricordando la ipotesi (¥)
c

c 4
. o 00 g 220’ eopy [ 4270 |
f¢~[v"]dx54v/<a1&_é_t+azbtg)dac+4li~(1) Dﬂvl+

0 L0 0

00y

(]
2
+| = +|vnl}dx+2/w2[0]dx

0

ove B(T) ha lo stesso significato che nel teorema del n.2. Ricordando ora che (cfr. n. 2)

4

0v,\2
9 n
U"Scf(bx) dx

0

ed i lemmi II, e III, ne viene l’affermazione fatta.
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Ragioniamo per la (38) come nel lemma III. Derivata rispetto a ¢ due
volte la (19,), si moltiplichi per ¢, (¢) (**) e si sommi rispetto ad s, troveremo

; 0%y oa, 03w da, 8%v 8%, &*v, 0% av
g 2 1 n 2 n 1 2 n
” [at2l+ (3t ox o2 ' ot 8t3>+ ot? 6w8t+ ot z T+
0

(40)

82"’" 6 vn a v“ J—
+[Wt+"l’vm—aw3t+ Yoz TV 6t“ 5 (o =0

Py
ove l’indice ¢t indica la derivazione, poiche % soddisfa a condizioni ana-
loghe alle (5%) (Cfr. lemma III), posto

l/ Y 3 " 2 83 . 2
S
0
( 030v,\2 03 v, \2
ro= [|(G)+ (Goe) |
0

Dalla (40) si otterra
K, (8) 4 2R, (1) + 2y () = 0

(41)

ove si e posto:

c
o 3 Oay 1 day v, \2 | [, oay
0

e dove per , (t) (%) si ha, per i lemmi I, IT e III e per le ipotesi fatte

ox ot* otd

0%, 8%, %

(2?) Va osservato che dal sistema (19,), che potremo secriverlo nella forma normale
(19'"), discende facilmente, nelle nostre ipotesi, I'esistenza delle derivate terze chil (1) .
() La w, (¢) ha la forma:

c
b’-‘al *v, 0% ay 0* v,
W1;(‘)=f%b—tgbrm+ YD _sz"I'

0

[ bz v’l b2 v’l a v"
+ qu + ¥, b—x-b_t+ Vi, 3R + vy, 3t +
0%, 0%v, o l *v,

+ wvxt + W”ac”w bx ot + wvwvt D t2 + "vav

2t | owot
0, v, ov,] 020,
+ vatt""’"'vtvm bxat+ Yoror 38 + Yoy W Y

*v, 2%, bﬁz oY, 9%v,) Do,
+ th“‘"wvvw'b—x_b_t'*"/’wt Y + Yy 9t| o1 v 3R 08
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sulle derivate seconde di p (*4)

/U“
(42) | wal) | <M T)Vf ats

Ragionando c¢ome nel lemma III avremo

[4

A (T)gu(t) < B(T) f gu (@) d7 4 4 (T) + Ko (0)

0

ove A(T), B(T), 4, (T) banno significati analoghi (?%); da cid segue ancora
per il lemma I

(43) ou)< O+ A () A(T)

A(T) oxp. iy !

Ma si pud, ripetendo il ragionamento fatto nel lemma III, svincolare il se-
condo membro di questa da = (?%) e la prima parte della tesi & provata.

(?4) Cfr. la nota (19).

T
(?%) Cfr. nota lemma II. 4(7) ha lo stesso significato, ﬂ(z ) & una costante non in-
feriore al massimo in (S} ), e per ogni n, dei due valori
3 da, 19a, 0 ay 0“1
Tt zow toar T ”t+ TV

che esiste per le ipotesi fatte sulle derivate di iy, mentre

A, (T)=2TM k (0)= c 0 0% oy)? " d
— t . —_—

= arstr, 0l 0= [low o (5 () fae
0

(%) Si cerca da prima (come nella nota (19)) una mayégiorazione per K _(0); per

[
%,
questo si maggiora in primo luogo YRy

0
(19), tenendo conto delle condizioni di compatibilita %(0,0,0,0,0)=v(,0,0,0,0)=0,
si ottiene :

d v 0 ay w8
/a2 (x,0) (b aﬂ) coos do = —f%ww [0] + — ( SE )}t %s —— .
0

2
2) dz . Se integriamo per parti la (#) della nota
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Per la seconda parte si potra ragionare come nel lemma IV. Si derivi

!

2
rispetto a ¢ la (19,) e, dopo aver moltiplicato per — (RTS) Con (£), si sommi

Moltiplicando questa per ¢! e sommando, si ottiene:

c

v D ay 20,1 3 vy
faz (x, 0) (bx btz> d: —‘f g[wn [0] Dx 22| o bﬂ%tia;
0

Utilizzando questa relazione e la disugunaglianza

day 0%v, 2
'/’m[]"‘bm o +V—bsv“ =0
g T | do=
( Vay mor)

si ottiene, ragionando come nella nota (19) (e utilizzando il lemma 11I), 1a disuguaglianza

c bg
(%) f (ax atﬁ) de<< H,J4 (T)
0

con H, indipendente da n.

2% v,\2
Si maggiora in secondo luogo f ay (x, 0) (—b—te—")td%. Dopo aver derivate le (19,) rispetto

a t, ponendo t =0, si moltiplichi per ¢!’ e si sommi rispetto ad 8 ottenemo, tenuto con-

to che
ov b X
om=(50)a )

t e c
o® v,\2 b Y 0* U b Yy b Yy
ay (%, 0) Y d” =— v + + Yo, Y + a, 30| 08 ti“g
0 0

Utilizzando la relazione precedente, e, la disnguaglianza :

c
baz 02”“ 63'0”
s vt ('a—ﬁ%f)v’f“im

( v

+ Vag Y3 dx =0,
t=0
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rispetto ad s; otterremo

(4] c
v, \2 8% v v, | day 0%, duy §*v,
de — g gm0 72
f(&w“ é%) v f%a, ot? gz + ot3 + ot ox ot at  at* +
0 0

32,”" (92')7
wgi T Yo W” + v,

) 0%
at ) ox® ot

+ v + Yoy

x.

Da questa per i lemmi precedenti, per le ipotesi fatte sulle derivate
della v, utilizzando ancora la formula di Schwarz ne viene la (39).

9. Consideriamo la funzione di Green @ (r,&) relativa al problema
' (@) + dy@) =0, y(0) =¢t(c) = 0. Riesce:

w—(f?_—‘f—) se x << &

G, &=
E(c—ua)

c

se x> ¢

e vale per la G (v, &) lo sviluppo in serie di autofunzioni, uniformemente
convergente :

(44) G@,H)=—— 3 .

si potrd ragionare come precedentemente, e, tenendo conto della (%), delle ipotesi fatte e
del lemma ITI, si deduoce :

con H, indipendente da n. Da quest'ultima e dalla (%) segue la voluta maggiorazione
per K, (0).

Partendo dalla (43), a questo punto, si ragiona come nel lemma III, alla nota (19),
utilizzando la (42).
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Si puo provare ancora il seguente lemma

LeMmMA VL. — Se D [v] & Voperatore definito in (37) e Oy (T) la costante
definita nel lemma IV, si ha

vn<é,t>+f¢>[vn(w,t>lG(w,adw Sog(T)o(—;—).
0

La dimostrazione si fa come in [2](?7).

(*7) (Cfr. [2], lemma V). Si ha:
2y

b
(*) b wg + @ [U”] - 3‘7[1)"] + T[’U"]

e ricordando le (17) e (18)

bgv" imx .
bwgseanw=O (t=n+1,n4+2,..))

0

Ne viene dalla (%), per la (44) e tenuto conto dalle (19,)

: [
7 2¢ 51 im& imx
f{g[””] + Flo, )} 6w, O do=— a? i=§+1 7 osen—— f‘p[vn] son —— dzx,
0
da questa discende
i c

2 s .

}f{g[vu]+ T[vu]} G(W;E)dﬁ S_: Z‘ 1 ¢[’U"]SOII 'lnmdxl
A S ¢

0

Ma si ha

4]

f 92 [v,] dw,

0

c
\fQ[vnjsen%vdx ¢
0

per oui il primo membro della precedente si pud maggiorare con

2_ quz[vn]dm > 2
i=nt1
1

e poiche Z < —, ricordando la (37’) ne viene la tesi.
1+n
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10. La dimostrazione del Teorema II, che si fonda sui lemmi prece-
denti, pud ora conseguirsi, ripetendo alla lettera i ragionamenti di S. Faedo
e percid rimandiamo alla memoria [2] (%8).

Vale anche con lo stesso ragiouamento la seguente osservazione

OSSERVAZIONE. — Le¢ successtont
oV, OV  OYn 0%y
{vn;-a—w,—at—, W,W (n:1,2,...)

convergono untformemente in (St) alla soluzione del problema B) e alle derivate
omonime e quindi le successioni

O L RO/ SN . S i T
" T T Tt e T T Gwet T

convergono uniformemente alla soluzione e alle derivate omonime sul pro-
blema A)(*). -

(®8) Cfr. eap. III, § 2, n. 1, 2. I lemmi II, III, IV, V, precedenti danno dei criteri di
eguale continuitd (Cfr. [2], [8], [9]). Per essi & possibile costruire una successione d’interi
{ngl (k=1,2,...) in modo che le successioni:

L
v, ok "k _ "k Tk
' 3x ot o Cyxmot

convergano uniformemente-ad una funzione v(x,?) e alle derivate omonime in (8;). Si
prova poi utilizzando il lemma VI che v (x,?) risolve il problema B) e percid v — w (Cfr.
il n. 5) il problema A).
(29) Altri risultati della memoria [2] (cap. III, § 3, n. 2) come la convergenza in
av"k 0%v
media 7 a Y su (0,0) per ogni ¢t >0 ed il teorema generale di convergenza (cap. IV)
pre ogni sistema {g, (v)} ammesso al metodo variazionale, appaiono intimamente legafti
alla linearitd dell’operatore F'[u] e non sembrano per tanto deducibili nelle ipotesi del
teorema II, come lo sono in [2], senza ulteriori ipotesi su F.



di propagazione semilineari 207

ELENCO DELLE PUBBLICAZIONI CITATE

[1] - C. MIrRAMDA : Equazioni alle derivate parziali di tipo ellittico, Springer, (1955).

[2] - 8. FAEDO : Un nuovo metodo per Vanalisi esistenziale ¢ quantitativa dei problemi di pro-
pagazione, Ann. Se. Norm. Sup. di Pisa, S. III, v. I, (1949).

[3] - M. PICONE : Nuovi contributi all’analisi quaniitativa dei problemi di propagazione, Rend.
Aco. Se. Fis. Mat. Soc. R. Napoli, S. 1V, v. VI, (1936).

[4] - M. PICONE: Analisi quantitativa ed esistenziale nei problemi di propagazione, Atti del 1,
Congs. U.M.I. (1987).

1
[6] - A. CHIFFL: Analisi esistenziale ¢ quantitativa dei problemi di propagazione, Ann. Se. Norm.
’ Sup. di Pisa, 8. III, v. IX, (1955).

[6] - R. BELLMANN : Stability theory of differential equations, MacGraw-Hill Book Co., Inec. (1953).
[7] - G. SANSONE : Equazioni differenziali nel campo reale, Parte prima, Zanichelli (1948).

[8] - L. ToNELLI: L’estremo assoluto negli integrali doppi, Ann. Se. Norm. Sup. di Pisa, S. I1°
v. II, (1933).

[9] - S. FAEDO: Alouni nuovi crileri di eguale continuitd per le funzioni di pid variabili, Rend.
di Mat., Roma, S. V, V. VI, (1947).



