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STRUTTURE UNIFORMI DI SPAZIO PRECOMPATTO

di GI0VANNI AQUARO (Bari)

INTRODUZIONE. — Scopo del presente lavoro & Desposizione di un pro-
cedimento generale di definizione di strutture uniformi di spazio precompatto.

Introdotto «ad hoec» lo strumento essenziale, il «reticolo» sopra uno
spazio topologico E, secondo la def. 1 del § 1, il procedimento consiste sem-
plicemente nel far corrispondere univocamente ad ogni reticolo una strut-
tara uniforme di spazio precompatto, detta « associata » al reticolo: la to-
pologia da questa dedotta risulta meno fine della topologia inizialmente
data su E. )

L’asserita generalita del procedimento viene misurata dal fatto che ad
ogni struttura uniforme U si pud far corrispondere univocamente un reti-
colo la cui struttura uniforme associata of (%) & meno fine della data U e
con essa coincide se e solo se ¢ & una struttura uniforme di spazio pre-
compatto ; in ogni caso le topologie dedotte da U ed o (U) sono identiche.

Le conseguenze del procedimento sono svariate e di esse alcune nuove
e facilmente riconoscibili dal lettore esperto.

Dal puuto di vista metodologico si notera che la tecnica qui sviluppata -
ha carattere puramente insiemistico e puo essere inquadrata nell’ambito p.
es. di [6](*) cap. II non richiedendo direttamente o indirettamente 1’uso in-
termediario della retta numerica.

Si terra presente che la terminologia ed il simbolismo sono quelli di
[6] e [6] ad eccezione di pochi easi che saranno esplicitamente precisati con
adeguati enunciati. A tal proposito si segnala subito che il termine «entou-
rage » di [6] cap. II viene qui tradotto con «adiacenza » ; inoltre, diversa-
mente da [6], qui non si richiede che spazii topologici compatti, regolari,
uniformizzabili, precompatti ecc., siano separati (di Hausdorff).

Poiché dovremo ripetutamente servircene, converra enunciare subito
alcune definizioni e proposizioni equivalenti ad altre ben note,

(*) I numeri indicati in [ ] si riferiscono all’acclusa Bibliografia.

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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DEF. 1. — 8i dice che la struttura wniforme U sull’insieme E & una
struttura uniforme di spazio precompatto se per ogni adiacenza V di B per U,
esiste un ricovrimento finito di I formata da insiemi piccoli di ordine V . Lo
spazio uniforme E st dice precompatto se ¢ definito da una struttura uniforme
di spazio precompatto. .

Prop. 1. — Ad ogni spazio uniforme E, definito dalla struttura unifor-
me W, si possono far corrispondere univocamente uno spazio wuniforme com-

pleto B oed un isomorfismo j di E sopra un sottospazio ovunque denso di 7.

Se E é separato anche E é separato ed unico a meno di un isomorfismo.
DEF. 2. — Se lo spazio uniforme E & definito dalla struttura wniforme

WU, lo spazio uniforme completo H e Visomorfismo j di cui alla precedente
prop. 1, chiamansi rispettivamente completamento di E per U ed isomorfismo
associato. ) R

PrOP. 2. — Se B é uno spazio uniforme ed U é la sua struttura uni-
Sforme, affinché E sia precompatio occoire e basta che il completamento di E
per U sia compatto. :

§ 1. — Reticoli e strutture uniformi ad essi associate.

DEF. 1. Se & ¢ G sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente,
aperte dello spazio topologico E, chiamasi reticolo su E ogni parte R del
prodotio & >< Q di & per G che verifichi i seguenti assiomi : .

(Ry) -— R non ¢é la parte vuota di F>< G

(Bx) — (F, Q) € R implica Fc G

Rmm) — (Fy, G)) € R ed (Fy, Gy) € R implica (F,nF,, G, NG,) € R

(Rrv) — per ogni (F, Q) € ‘R esistono due insiemi chiusi A e B di B
talt che E=AUB, (A,@) € Re(B,CF)e R.

La compatibilitd di questi assiomi risulta da quanto segue ed in par-
ticolare dal teor. 1 del § 2; Vindipendenza di ciascuno degli (Ry), (Rm) ed
(Rrx) dagli altri tre restanti & di facile verifica mentre quella di (Rry) dai
primi tre & chiarita nella prop. 7 del § 4.

DEF. 2. — Se ‘K é un reticolo sullo spazio topologico E, un ricovri-
mento aperto Jfinito . (Gph<p<, di E dicesi R - riducibile se esiste un vico-
vrimento chiuso finito (Fyph<y<, di E tale che, per ogni k=1,2,..,n sia
(Fy, Gy) € R.

DEF. 3. — Se R & un reticolo sullo spazio topologico E , dicesi base
associata ad ‘R Vinsieme delle parti B dello spazio E >< E , prodotto di E per
se stesso, tali che esista un ricovrimento aperto finito ‘R - riducibile (Gph<wk<n

n
di B per cut sia B=U (G >< Gy).
k=1
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Con un opportuno adattamento di un procedimento usato in [1] n. 3
prop. 7 indichiamo come ad ogni reticolo si possa associare una struttura
uniforme.

TEOR. 1 — 8e R ¢ un reticolo sullo spazio topologico B , la base associata
ad ‘R (def. 3) & un sistema fondamentale di adiacenze di una struttura wuni-
Jorme U (R) di spazio precompatto su E (cfr. def. 1 dell’Introduzione) e la
topologia C(‘R) dedotta da U (R) é meno fine della topologia T data inizial-
mente su E.

. Dim. Stabiliamo, in primo luogo, che la base 93(°R) associata ad R &
una base di filtro su E>< E ed all’luopo proviamo preliminarmente che :
(1) A€PB(R), BEPV(R) implica AN BeP(R).

Infatti, per la def. 3, esistono due ricoveimenti aperti finiti % - ridu-
cibili (Up)1<n<m © (Vi)i<n<n di E tali che A = hU (Up>< Up)e B= U (V;6 >< V).

—1
Per la def. 2 esistono due ricovrimenti chiusi finiti (F),<p<m € (Gla)lskSn di
E tali che (Fy, , Uh)E%perh_l 2,.,me (G, Vk)E‘X%perk—l,z,...,n.
Ovviamente & AN B hU }U((Uh NVy) ><(Up N Vi) ed BE= U U (UpN Vi) =
=1 k=1 h=1 k=1

m n

=U U (F, N Gy) e da cid, poichd in forza dell’assioma (Ryry) si ha (Fj n Gx,
h=1 k=1

UpN V)R (h=1,2,..,m,k=1,2,..,n)consegue che (U, N Vi)i<h<mi<i<n
¢ un ricovrimento aperto finito ‘R - riducibile di B e quindi per le deff.
2e3 ANBEV(R).

Inoltre se Ag & la diagonale di B ><#, ovviamente si ha che:
(2) BeB(‘R) implica 4 c B

(3) BeB (‘R) implica B = B (dove B ¢ il simmetrico di B).

Poiche sussiste (1), poicheé per (Rr), B (%) non & la parte vuota di
P (H>< E) (insieme delle parti di E >< E) e,\ poiché per la (2) non contiene
la parte vuota di B >< H,B (‘K) & una base di filtro su E>< E .

Dimostriamo che 93 (%®) & un sistema fondamentale di adiacenze di una
struttura uniforme su E, per il che basta stabilire che 9B (°R) verifica gli
assiomi (U7), (Um) ed (Urm) del n. 1, § 1, cap. II di [6]. Evidentemente (UI)
ed (Ujp) sussistono in forza di (2) e (3). Passiamo a verificare la (U ).
Puopo sia Be93(R): per la def. 3 esiste un ricovrimento aperto finito ‘79—-—

n
riducibile (Up)i<p<, di E tale che B = U (U, >< Uy). Per la def. 2 esiste
=1

un ricovrimento chiuso finito (Fy);<k<, di E tale che per k=1,2,..,n sia
(Fr, U) € R.

Per k=1,2,..,n, posto V= C F, in forza dell’assioma (Rrv) esi-
stono due insiemi chiusi Hy e Gy di E tali che B = H, U Gy, (Hy, Up) € R
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e (G, Vi) eR. Inoltre per (Rr) si ha Fy cUy e quindi & = U,V Vy:
dunque (Uy, Vi) & un ricovrimento aperto finito ¥ - riducibile di E e per

n

cid, posto Ay = (U >< Uy) U (Vi >< Vi) si ha Ay € B (R) e, posto 4 = U Ay,
k=1

in forza di (1), si ha A €P (K). Si riconosce che ¢ Ao A c B. Infatti sia

n
x € H; poiche & BE=UF),, esiste un k=1,2,..,n tale che v € F), e
k=1
quindi, per la definizione di A4y, si ha A4, () = Uy. Consegue A (x) c
Alw) € Uy, A@®) >< A(x) < Up>< Uy € B, cid che, A essendo simmetrico al

—1
pari di ogni Ay, implica Aod = U (4 () >< 4 (x)) = U (4 (x)><4 (x)) cB.
xeE xcE

Dunque 3 (‘R) verifica anche (Uiy) e quindi & un sistema fondamentale
di adiacenze di una struttura uniforme < (%) su K.
Supponiamo che V sia un’adiacenza di B per U (R) : esiste un B € B (R)

tale che B c V e, come al solito, 8¢ B = U (U, >< Uy) dove (Ug)i<k<n & un
=1

ricovrimento aperto finito ¥ - riducibile di B: poich® (Ug)i<pi<, © un
ricovrimento finito di B formato da insiemi piccoli di ordine B e quindi di
ordine V , U (‘®) & una struttura uniforme di spazio precompatto. Inoltre,
poiché B & aperto in B >< B, V & un intorno di 4dg in E >< F e quindi,
per ogni x € B, V (#) & un’intorno di # per C. Dunque la topologia T (‘®)
dedotta da U (‘K) & meno fine di T.

Il teorema 1 cosi dimostrato consente di porre la definizione :

DEF. 4 — Se K ¢ un reticolo nello spazio topologico E , la struttura
uniforme U (‘R) su B, della quale la base associata (def. 3) & un sistema fon-
damentale di adiacenze (teor. 1) dicesi struttura uniforme associata ad %
e la topologia T (R) su B dedotta da U (“R) chiamasi topologia associata ad K.

Naturalmente, C (®) , pur essendo meno fine di C, in generale non &
identica a C e se si vuole che U (‘K) sia compatibile con T, ciod che sia
T (‘R) = T, si devono imporre ad X delle restrizioni che vengono preci-
sate nella seguente

Prop. 1 — Se R & un reticolo sullo spazio topologico B , affinché la strut-
tura uniforme U (R) associata ad R (def. 4) sia compatibile con la topologia
C di B, é necessario e sufficiente che R verifichi il seguente assioma (piu
restrittivo di (Ry)):

(Rr) — Per ogni punto x di E e per ogni intorno V di x esiste un (F, @)
€ R tale che sia x € Fe Gc V-

DiM. Necessitd. Supponiamo U (°R) compatibile con la topologia C di E
e V sia un intorno del punto x di F. Esiste allora un’adiacenza W di E
per U (R) tale che V = W (x). Detta 9P (R) la base associata ad R, in
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forza della def. 4, esiste un B € 9P (‘®) tale che B c¢ W e quindi, per la def.
3, esiste un ricovrimento aperto finito ‘R - riducibile (Gy)i<p<, di E tale
che B=k6 (@G >< Gg) . Per la def. 2 esiste un ricovrimento chiuso finito
—1
(ﬁ'k)lsks,. di F tale che perognik =1, 2,..., nsia (Fy, Gy € ‘R . Esiste un
k=1,2,..,n tale che x € Iy donde, per (Ryr) essendo Fy c G; , consegue
€ Gy, .Perogniye Gysiha(r,y) € Gy >< Gpyc B c Wequindiye W(x)=
=V e poi Gy c V. Dunque (Fy, Gy) € R,x € Fy, G, c Ve da cido (Ri).

Sufficienza. Supponiamo che ¢ verifichi Iassioma (Rf). Siano # un
punto di F e V un intorno di x per . In forza di (Rj) esiste (F, G)€ R
tale che sia x € F, G c V. Per (Rry) esistono due insiemi chiusi 4 e B di ¥
tali che = AUB,4,GeR,(B,CF)eR. Dunque (¢,CF) & un
ricovrimento aperto finito ‘¥ - riducibile di F e quindi, posto C = (G <
>< @) U ((C F)><(C F)) siha 0 € 93 (‘R) . Poiché 8w € Fsiha C(w) = G c V
donde V & intorno di « per la topologia T (R) associata ad K (cfr. def. 4).
Dunque C (‘R) & piu fine di T, cid che, T essendo piu fine di T (‘R) per
il teor. 1, dimostra che & C = T (‘R) e quindi che U (°R) & compatibile con T.

La proposizione cosl stabilita, in quanto (Ri) implica (Ry), giustifica la
seguente definizione :

DEF. 5. — Se & ¢ @ sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente,
aperte dello spazio topologico E, chiamasi reticolo regolare su E ogni parte
R del prodotto &F >< G che verifichi Vassioma (Ri) della prop. 1 e gli assiomi
(Ru), (Ruy) ed (Rrv) della def. 1.

Questa definizione, la prop. 1 (sufficienza) ed il teor. 1. consentono di
enunciare il teorema.

TEOR. 2 — Se ‘R & un reticolo regolare sullo spazio topologico E, la
struttura wuniforme su B associata ad R & una struttura wniforme di spazio
precompatto compatibile con la topologia di E .

Sussiste 1a seguente proprieta estremale.

PRrROP. 2. — Se R ¢ un reticolo sullo spazio topologico E, la struttura
uniforme of (‘R) associate ad R é la meno fine delle strutture uniformi U su
E verificanti la seguente proprietd :

a) — per ogni (F, G) € R esiste un’adiacenza V di E per U tale che
V(F)c G.

Dim. Sia (F, G) € ‘R . In base all’assioma (Rry) esistono due insiemi
chiusi A e B di B tali che #=AUB,(4,6G) cRe(B,CF)eR: dun-
que (G, C F) & un ricovrimento aperto finito ¥ - riducibile di £ e quindi,
posto V = (G >< G) U (C F)>< (C F)), la V & un’adiacenza di £ per oA (‘R)
e si ha V (F) = @ . Dunque o (‘R) verifica a). :

Supponiamo ora che )/ sia una qualunque struttura uniforme su ¥ ve-
rificante a) e V sia una qualunque adiacenza di E per o (%) . In base alla
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def. 4, esiste un B appartenente alla base associata 3 (‘K) ad ‘R tale che
B c V. Per la def. 3 esiste un ricovrimento aperto finito ¢ - riducibile

n
(Gr)i<k<n di E tale che B = U (G >< G4) . Per la def. 2 esiste un ricovri-
B—1

mento chiuso finito (Fi)<k<, di F tale che, per ogni k. =1,2,..,n, sia
(Fy , Gr) € R . Poichd U verifica la a) per ogni k =1, 2, ..., n esiste un’a-
diacenza W, di E per <) tale che W (Fy) c Gy .
7
Poniamo W = N Wj: ovviamente W & un’adiacenza di F per U : se
k=1

n

& (x,y)eW, da = IFk, consegue x € F, per almeno un k=1,2,..,n
To—
e quindiy € W (Fy) ¢ Wi (Fy) c G e poi (2,))EF>< Gyc Gpy><Gyc B cV
donde W c V: dunque V @& un’adiacenza di E per U ed of (‘R) & meno
fine di U.

La proposizione cosi dimostrata non richiede che ‘¥ sia regolare ciog,
secondo la prop. 1, che ¢ (‘R) sia compatibile con la topologia di E: con-
viene per cid osservare il corollario :

CORULLARIO. — Se R ¢ un reticolo regolare sullo spazio topologico E,
la struttura uniforme oA (R) associata ad R é la meno fine delle strutture
uniformi compatibili con la topologia di E e verificanti la a) della prop. 2.

Per proseguire l’analisi delle strutture uniformi associate a reticoli con-
viene premettere un :

LEMMA — Se E ¢ una parte ovunque densa dello spazio uniforme B , 86
A e B sono pavti del sottospazio uniforme E tali che esista unadiacenza V di

tal sottospazio tale che V(A)N B= allora esiste un’adiacenza Vai B per cui
VAanB=g.

Dim. Esiste un’adiacenza simmetrica W del sottospazio FE tale che
WoW c V. Risulta W(4)n W (B)= ¢ : poiche F & sottospazio uniforme

di F esiste un’adiacenza W di  tale che sia W = W n (B >< E); assumia-
mo un’adiacenza aperta V di ¥ tale che ¥ c W. Risulta ﬁ(A) nNB=yy.
Per dimostrarlo, essendo B c 17(B) basta riconoscere che & ﬁ(A) NV(B)=g.
Per assurdo, supponiamo che, viceversa sia 17'(A)n Aﬁ(B):l: @ : poiche
V)n ﬁ(B) & aperto ed F & ovunque denso in ¥ risulta En0 ('\l} 4)n
7 (B) == @& . Supposto x€ B n (V(4)n ?(B)) si ha x€ F ed esistono a' € A
e V' €B tali che (a,x)€ V(b,w)s'f/‘e poi (a,x) € (A >< E)N ﬁc(ExE’)nﬁ",
b,2)e(B><E)nV c(BE>E)nW e quindi, essendo W= Wn (E>xE),
@ € W(A)n W (B) il che & escluso. Dnnque & V(4)n V(B)= & e da cid
la tesi.
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Cid premesso stabiliamo una proposizione che utilizzeremo ripetutamente.

Prop. 3. — Se ‘R & un reticolo regolare sullo spaxio topologico E , se
A (R) é la struttura uniforme associata ad R, se B el completamento di
B per A (‘R) ¢ se j & Visomorfismo associato ad o (‘R) (cfr. def. 2 dell’In-
troduzione) ogni volta che per le parti A e B di B esista un (F, G) € R tale che
AcF,Bn@G= g, denotate con j(_A-)N e j_(F)N le aderenze di j(A) e j(B)
in E’, risulta j—(]?)N nj@N =g.

Dim. Poiché in forza della prop. 2, esiste un’adiacenza V di E per A
(‘R) tale che V (F)c G e risulta A c F, G c C B, sitrova V (4d) c V(F)

c GcCBequindi V(A)nB= & . Sia _Q{N(l%)j(E') la struttura uniforme

indotta su j (F) da gf’(v%) e sia h Vestensione di j ad F >< E cios 1’applica-
zione di B >< K su j (F)><j () definita ponendo per ogni (r,y) € E >< F
h(x,y) = (@ ,jy). Posto W = h(V), poiche j & un isomorfismo di ¥
su j (B) per oA (R) ed o (‘R)jg) » W & un’adiacenza di j (E) per Q{N(C)‘Z),-(E) ed
inoltre, essendo V (4)N B = g, risulta W (j 4)) N j (B) = & . Poiche j (E)
¢ ovunque denso in F, per il lemma precedente esiste un’adiacenza Va#
per oA \R) tale che ¥ (j (A)Nj(B)= @ . Sia W un’adiacenza simmetrica
di 7 per Q?(C)Qusile cEa_j'VoW cV. . N

Se fosse j(4) Nj(B) =+ ¢ esisterebbe x €5(4) Nj(B) e quindi sa-
rebbe W (@) Nj(A)== @, W@ nj(B) £ @ e quindi per un a €4 (4) ed
un b€j(B) sarebbe a € i (x), b€ ﬁ’(w) e da cid W essendo simmetrica,

~

(@,b)€ WoW cV nonchd be V(j(4)) ed in fine be V (j(4)nj (B)il che &
escluso. Dunque & j(_A)N n j(_B)~= .

I seguenti esempii forniscono una prima verifica della compatibilita de-
gli assiomi di reticolo regolare: in entrambi EF denota uno spazio topologico,
& e G denotano gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente, aperte di .

Esempio 1. — Supponiamo che E sia compatto e regolare ed R sia
Pinsieme degli (F, @) € F>< @ tali che F c G. Poiché E & regolare, cioe
verifica Vassioma (Opy) di [6] cap. I, § 6, n. 6, se # & un intorno di F e V

o

¢ un intorno di x, detto V Dlinterno di V', esiste un intorno chiuso F di «

tale che F c V. Posto G = V si ha (F,®)eR,z€F e G c V donde
I’assioma (Ry) & vero per “®. La verifica di (Rx) ed (Rrm) € imwmediata.
Per stabilire (Rrv) supponiamo (F, G) € %2 . Essendo F c G, poiche E @
compatto e regolare esiste un intorno aperto V di F tale che Ve (cfr.
[10] cap. 5, teor. 10). Posto A = Ve B=C V, risulta = A U B, con A
e B chiusi, ed inoltre da A c G e B c CF, consegue (A,G)€ER e
(B,CF)eR: dunque ‘R 'veérifica (Rrv) e quindi & un reticolo regolare
su K. Si ritrova cosi un risultato ben noto di A. WEIL: ogni spazio
compatto e regolare risulta uniformizzabile (cfr. teor. 2).
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Esempio 2. — Denotiamo ora con ‘R Tinsieme degli (F, ¢) € F>< @
tali che esista un U € & N @ (ciod simultaneamente chiuso ed aperto) per cui
F c U c G. Poiche E stesso & aperto e chiuso, & chiaro che ‘R verifica
(Ry). Che ‘R soddisfi anche (Rp) ed (Rrr) & immediato. Per provare (Ryy)
supponiamo (F, G) € ‘R: esiste un U e F N @ tale che F c U c G. Posto
A=UeB=CU,risulta F=A4UB,A¢FNnG,BeFnGedd dc@
e Bc CUF: in conseguenza & (A, G €ER e (B,C F)eR e da cid (Rry) ri-
sulta verificato da ‘R che, cosl, & un reticolo su E.

La struttura uniforme of associata ad R (def. 4) & qui chiamata strut-
tura wniforme O-dimensionale su E. Per la def. 4, la base 3 associata ad
R (def. 3) & un sistema fondamantale di adiacenze di F per «f . Denotiamo
con % il filtro generato da <43 ciod il filtro delle adiacenze di «: un altro
sistema fondamentale di adiacenze per o{ & Iinsieme )3, delle parti B di

"
E >< F della forma B = U (U >< Uy) dove (Ug)h<k<, & una partizione aperta
k=1

(e quindi chiusa) finita di & . Per dimostrarlo, poicheé & 93, ¢ 2 e 13 & una base

di 2/, basta solo stabilire che per ogni B € <3 esiste un B, € )3, tale B, c B .
Sia dunque B € 93: per la def. 3, esiste un ricovrimento aperto finito

n
R - riducibile (GQg)i<p<, di E tale che B = U (G >< G4). Per la def. 2
fo1

esiste un ricovrimento chiuso finito (Fi);<i<, di E tale che per ogni k =

1,2,..,n sia (Fy, G) € ‘R . Cid implica che, per ogni k=1,2,..,n e-

siste un insieme chiuso ed aperto W; di FE tale che Fr, ¢ Wi c G4 . Sia

k—1
Vi= W, e, per k=2,3,..,n, V= W,n(C U W,). Evidentemente
j=1
ogni V; & aperto e chiuso (eventualmente vuoto), risulta V;, N Vi = & se
n
¢h+kede F=UTV;,. Siano k, , k%, .., k, quelli degli indici ¥ =1,
k=1
2, ..,ntali che Vx5 & . Posto U; = Vi, perogni l=1,2,..,p,(Uii<isp
»
& una partizione aperta finita di # e quindi, posto By = U (U; >< Uj), si
=1

ha B, € 9B, ed inolfre, se & | =1,2,.., p risulta U;>< Ui ¢ Vi >< Vy,

c Wi, >< Wy, € Gy < Gy, ¢ B donde B; c B. Dunque 93, & un sistema

fondamentale di adiacenze per of .

Notiamo ora che, in forza della prop. 1, ¢ & compatibile con la topo-
logia di EF, cioe ‘® & un reticolo regolare, se e solo se per ogni punto  di
E e per ogni intorno V di x esiste un U € FN G tale che sia x € U c V:
in altre parole:

o) — Affinché la struttura uniforme O-dimensionale sullo spazio topo-
logico E sia compatibile con la topologia di E occorre e basta che E sia
O-dimensionale secondo Menger-Uryshon (cfr. [4]).
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Cio premesso, sia Fa completamento di E per o (cfr. def. 2 della In-
troduzione) e sia A la struttura uniforme (di spazio completo) di B: poiche
A, per il teor. 1, & una struttura uniforme di spazio precompatto, in forza
della prop. 2 dell’Introduzione, e compatto. Dimostriamo che se E ¢ O-di-
mensionale secondo Menger-Uryshon, altrettanto accade ad w. (efr. [11]).

Sia j Visomorfismo associato ad of (cfr. def. 2 dell’Introduzione): j (E)
® ovunque denso in H e, detta &j(E) la struttura uniforme indotta da & su
j (B), j risulta un isomorfismo di B su j (B) per of ed iz -

Denotata con X Vaderenza in F di una qualunque parte X di H os-
serviamo che: L

B) — Se (Uph<i<n & una partizione aperta finita di E , (j (Uk) hi<i<n
é una partizione aperta finita di E.

Infatti, per ogni h=1,2,..,n, U & aperto e chiuso e quindi &
(Up , Up) €K e quindi per ogni k=1,2,..,n con k3 h, essendo
U, N Uy, = &, per la prop. 3 consegue j(Uz)~ Nj(Uy)~ = <& . Inoltre, ov-
viamente, & ¥ — j (&)™ =kﬁlm)" e da cid la f).

Cio premesso, W sia una qualunque adiacenza di " per A e W sia
una adiacenza chiusa di & tale che W’ c W. Posto V=W'n (j (Bxj (&),
ovviamente V& una adiacenza di j (E) per g’\{'j(E) . Detta h V’estensione di j ad
E >< E, cioé l’applicazione (biunivoca) di F >< E su j (E)><j (#) definita
ponendo per ogni (x ,y) € E>< E,h(x,y) = (j (%),J (y), poiche j & unifor-
memente continua per o ed Q’\f’j(E), la il( V) & un’adiacenza di K per .
Poiche )3, & un sistema fondamentale di adiacenze per o, esiste una par-

" -1
tizione aperta finita (Ug)<y<, di E tale che U (Uy >< Uy) c h (V). Risulta:
B=1

” n —_— n —1
kgl(j (U™ ><j (U0 =kglh(Uk XUy~ =h Iggl (U >< Up)~ < h (@ (V))™ <

VYeW "~ =WcV.

n
Poniamo B = U (j (Up)~ ><j (Ux)™): per la osservazione ), (j(Ur)™ 1<k=n
=1 .

& una partizione aperta finita di T e quindi B & un’adiacenza di bl per la
struttura uniforme O-dimensionale 97{'0, su F . Dunque g'\fo, & pitl fine di of;
da cid consegue che la topologia %0 su E dedotta da .a'{o ¢ piu fine della
topologia T dedotta da o ciod dalla topologia di spazio uniforme e com-
patto di cui & munito #. cio e, poiché per il teor. 2. ﬁ ¢ meno fine di
%, dimostra che %0 8 identica a C; dunque _Q% & compatibile con la topo-

logia di ¥ ed E, per la a), & O-dimensionale secondo Menger-Uryshon.
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§ 2. — Reticoli generati da una struttura uniforme.

Nel precedente § 1 ad ogni reticolo abbiamo associato una struttura
uniforme. Uno degli obbiettivi di questo § 2 &, reciprocamente, quello di as-
sociare ad ogni struttura uniforme un reticolo regolare: a tal fine premet-
tiamo due lemmi.

LeMMA 1. — Se A e B sono parti dello spazio uniforme H e se V é una
adiacenza di H tale che V (A) c B, esiste un’ulteriore adiacenza W di E tale
che W (4) c B.

Divm. Basta assumere W come adiacenza simmetrica di F tale che
WoWec V.

LEMMA 2. — Se A e B sono parti dello spazio uniforme E e se esiste
un’adiacenza V di E tale che V (A) N B = & , esiste un’ulteriore adiacenza
W dai E tale che AN W (B) = & .

Dim. Basta assumere W come adiacenza simmetrica di # tale che Wc V.

Cid premesso indichiamo come ad ogi spazio uniforme si associi un re-
ticolo regolare.

TEOR. 1. — Se & ¢ § sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente,
aperte dello spazio uniforme B e se W é la struttura uniforme di B, Pinsieme
R(U) degli (F, G)eF><G tali che esista un’adiacenza V di E per cui V (F)
c G, é un reticolo regolare su E (cfr. def. 5 § 1).

Dmvm. Sia 2 € F ed U un qualunque intorno di x: esiste un’adiacenza

— o
V di E tale che V () = U il che, per il lemma 1, implica che esiste un’a-
- o —_— o
diacenza W di K tale che W ({#}) c U . Dunque & ({x}, U)€ R (U), il che, es-

sendo x € {#} ed ﬁc U dimostra (Ri) per R (W) . La verifica di (Ryy) & im-
mediata. Supponiamo (F,, G,)€R(U) ed (F,, Gy) € R(U): esistono due a-
diacenze V, e V, di F taliche V,(F,) c G,, Vo (Fy) € G,. Posto V=V, NV,
si ha V(F,NnF,c G, NG, e quindi (F,NFy, G, N Gy) € R (WU ciod R(UW)
verifica (RIII)-

Per provare (Rry) supponiamo (F, G)€ R (U): dunque esiste un’adia-
cenza W, di F tale che W, (F)c G e sia W, un’adiacenza aperta di F tale

che Wy0W, c W,. Poniamo allora, A = W, (F), B=C W, (¥F). Evidente-
mente 4 e B sono chiusi ed ¢ = A U B; inoltre, a causa del lemma 1,
essendo W, (W, (F)) ¢ W, (F) c G esiste un’adiacenza V, di E tale che V,
(A) =V, (W,(F)) c G: dunque & (A, G)ER(U).

Inoltre, a causa del lemma 2, essendo Bn W, (¥F) = & , esiste un’adia-
cenza V, di H tale che VyB)N F= & da cui risulta V,(B)cCF e (B,
C F)€ ‘R (U). Dunque (Rry) sussiste per ‘R (%) che, in tal guisa, risulta un
reticolo regolare su F.




di spazio precompatio 159

11 teorema cosi dimostrato, tra ’altro, fornisce una nuova prova della
compatibilita degli assiomi (R;), (Ry), (Ry) ed (Ry) e quindi quella di (Ry),
(Bip) y (Ry) ed (Bpy). Ci sard comoda la seguente: .

DEF. 1. — 8Se & e @ sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente,
aperte dello spazio uniforme E e se U & la struttura uniforme di E, il reti-
colo regolare R (W) su E (cfr. teor. 1) insieme degli (F, @) € F>< Q tali
che sia V (F) c G per almeno un’adiacenza V di E per U, chiamast reti-
colo generato da U e la struttura uniforme associata ad ‘R (U) (cfr. def. 4,
§ 1) chiamasi struttura uniforme associata ad .

Questa definizione ed il teor. 1 di cui sopra consentono di enunciare la:

ProP. 1. — Se E é uno spazio uniforme definito dalla struttura unifor-
me U, la struttura uniforme associata ad U é una struttura uniforme di spa-
2t0 precompatto compatibile con la topologia su E dedotta da .

La nozione di reticolo regolare fornisce una nuova caratterizzazione
della uniformizzabilita :

Pror. 2. — Condizione necessaria e sufficiente affinché lo spazio topo-
logico E sia uniformizzabile é che esista un reticolo regolore su E .

DiM. Necessita. Consegue dal teor. 1.

Sufficienza. Congegue dal teor. 2 del § 1.

Al fine di proseguire ’analisi della struttura uniforme associata ad una
data premettiamo due lemmi.

LEMMA 3. Se E ¢ uno spazio wuniforme ed U & la sua struttura uni-
rorme, se R (U) é il reticolo generato da U (cfr. def. 1) affinché il ricovri-
mento aperto finito (Grphi<k<n di B risulti R (U) - riducibile (cfr. def. 2, § 1)
¢ necessario e sufficiente che esistano un’adiacenza V di E per U ed un ri-
covrimento chiuso finito (Fy)i<x<, di E tale che sia V (Fy) c Gy per ogni
Ek=1,2,..,n.

DiM. Necessitia. Se (Qp)i<i<y, & un ricovrimento aperto finito <R ()-ri-
ducibile di F, esiste un ricovrimento chiuso finito (Fy)<p<, di B (cfr. def. 2,
§1) tale che per ogni k=1, 2,..,nsia (F, Gx) € ‘R(U): dunque per k =1,

2, ..., n esiste un’adiacenza V; di F tale che Vj (Fy) c G . Posto V=n V,
k=1

consegue V (Fy) c Gy per ogni k=1,2,..,n ed inoltre V & adiacenza di
B per .
Sufficenza. B ovvia.

LeMMA 4. — Se E & uno spazio uniforme ed U é la sua struttura uni-
Jorme, affinché una parte A di E >< E sia un’adiacenza di E per la struttura
uniforme A (W) associata ad U (cfr. def. 1) é necessario e sufficiente che esi-
stano un ricovrimento aperto finito (Gr)i<p<n, Un ricovrimento chiuso finito
(Frhi<k<n €4 una adiacenza V di E tali che sia Lnj (Gp><Gg)c A e V(Fy) c

k=1
cGpper k=1,2,..,n.
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DiM. Necessita. Se R (U) & il reticolo regolare generato da U (def. 1)
la base B (R (W) ad esso asgsociata & un sistema fondamentale di adiacenze
per A (W) per cui, A essendo adiacenza di F per of (), esiste un ricovri-

n
mento aperto finito R (%) -riducibile di E tale che U (G >< G3) c 4.
=1

Per il lemma 3 (necessita) esistono un ricovrimento chiuso finito (Fy)<p<,
di F ed un’adiacenza V di F tali che V (Fy) c Gy per k=1,2,..,n.
Sufficienza. Se (Gp)i<p<n 4 (Fi)i<k<, Sono ricovrimenti finiti di ¥ il
primo aperto ed il secondo chiuso ed esiste un’adiacenza V di F tale che
n
V(Fy)cOGpyperk=1,2,..,n e 86 & U (G, >< Gy) c A, per il lemma 3

k=1
n

(sufficienza), (Gr)i=p=<n © R (U)-riducibile e quindi U (G4 >< Gy) appar-
k=1
tiene alla base associata ad R (%) ed A appartiene ad of (U).

Cid premesso possiamo stabilire che :

PRrOP. 3. — Se E & uno spazio uniforme ed U é la sua struttura wni-
Jorme, denotata con A (W) la struttura uniforme associata ad U (cfr. def. 1)
8t ha che:

a)y — A (W) & meno fine di U,

b) — A (W) é identica ad U se ¢ solo se W é una struttura uniforme
di spazio precompatto,

¢) — Se F & un qualunque insieme chiuso di E, se WUp é la struttura
uniforme indotta da U su F, se oA (Up) € la struttura uniforme su F asso-
ciata ad Up e se A (Wg & la struttura uniforme indotta da o (W) su F,
risulta A (Up) = A (U)g.

Dim. di a). Sia R (W) il reticolo generato da U (def. 1). Se & (F, G)¢
R (U), per la def. 1 esiste un’adiacenza V di E per U tale che V(F)c G.
Poiche of (W) & la strutbura uniforme associata ad R (W), per la prop. 2
del §-1, of (W) & meno fine di U . ,

Dim. di b). Se </ & una struttura uniforme di spazio precompatto, di-
mostriamo che & o (%)= U per il che, o (W) essendo meno fine di U a
causa di a), bastera dimostrare che ) & meno fine di « (%). Sia V un’a-
diacenza di F per W e W sia un’adiacenza aperta simmetrica di E per Y
tale che WoW < V. Poiché U & nna struttura uniforme di spazio precom-
patto, esiste un ricovrimento finito (Fy)i<p<, di F formato da insiemi chiusi
piccoli di ordine W . Per ogni k =1,2,..,n sia G, = W (F). Evidente-
mente (Gpli<kx<n, © un ricovrimento aperto di E: posto B = lj (G>< Gy) se

k=1
& (®,y)€B si ha (,y)€ Gy >< G, per almeno un k=1,2,..,n e da cido

x€ W (Fy),y€ W(Fy) e, W essendo simmetrica, (,y)€ WoWoW < V donde
B c V. Da cid, poiche (Gpli<p<n ©d (Fi)i<yg<, Sono ricovrimenti finiti il pri-
mo aperto ed il secondo chiuso di F ed essendo W (Fj)= Gy per k=1,
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2,..n, in forza del lemma 4 (suffficienza), risulta che V & un’adiacenza di
E per A (U) ed U & meno fine di o (‘¥) come volevasi.

Dim. di ¢). Cominciamo con lo stabilire che o (W)r & meno fine di A
(‘Up) ed, all’uopo, supponiamo che A sia un’adiacenza di F per oA (WU)g.
Esiste una adiacenza A’ di E per of (%) tale che A = (F>< F)n A’ e quindi,
per il lemma 4 (necessita), esistono un ricovrimento aperto finito (Gy)<r<n, Un
ricovrimento chiuso finito (F%);<p<, ed un’adiacenza V’ di E tali che V' (Fy) c

n
Grpper k=1,2,..,p ed U (G;,>< Gy) c A'. Siano k, ,k,,...,k, quelli de-
k=1

gli indici 1,2,..,n per i quali FyrnNnF 3 & e, per ogni i=1,2,..,p,
sia G;=FnGy,,Fi=FN0F, V=(F>F)nV'. Ovviamente (G:)<i<, €d
(Fi)<i<p sono ricovrimenti finiti, il primo aperto ed il secondo chiuso, di ¥
e risulta V (F;) c G; per ogni i=1,2,...,p. Cio, V essendo un’adiacenza

P
di F per Up, in forza del lemma 4 (sufficienza) dimostra che, posto B = U

=1

(G:>< @), B & un’adiacenza di F per o (“‘UF); risulta inoltre B c 4. Dun-
que A & un’adiacenza di F per o (WUp) e per cido of (U)p & meno fine di
A(Ur) .

Reciprocamente, dimostriamo che «{(%r) & meno fine di A(W)r. Supponiamo
dunque che A sia un’adiacenza di F per o{(‘%x). In base al lemma 4 (necessita) e-
sistono un rieovrimento aperto finito (Gx)i<k<n, un ricovrimento chiuso finito
(Frh<wk<n d un’adiacenza V' di F per Yptali che V(Fy) c Gy, per ogni k=1,2,...,n
ed G (G >< @) c A . Poiche V & un’adiacenza di F per Uy esiste un’adia-

celllczs;, V di B per tale che V = (F>< F)n V'. Sia W' un’adiacenza aperta
simmetrica di B per </ tale che W oW’'c V', Per ogni k=1,2,.., n
poniamo Gy = W'o W' (F}) e Fj,= W’ (Fy): ovviamente Gy ed Fj sono parti
rispettivamente aperte e chiuse di . Essendo W' (W' (Fy) = W'oW' (I}) =
= @, per il lemma 1 esiste un’adiacenza Wy di E per U tale che W (Fi) =
= W;.'Q(W’(Fk)) c Gy per ogni k=1,2,..,n.

Sia poi F,yy =C W' (F) e Guyy =CUF: essendo F i N W' (F)= g,
dal lemma 2 consegue che esiste un’adiacenza W, di E per < tale che
Wit1 (Fpus) N F= & donde Wy (Fq1) € CF = G4, . In conclusione, per
ogni k=1,2,..,n, n41, & Wi(F}) c G il che, essendo E=:Gim,

n+1
dimostra che B’ = U (G} >< Gy), per il lemma 4 (sufficienza), & un’adiacenza
k=1
di B per oA (U).
Poiche & Gy = C F si ha G4, N F = ¢ donde, posto B=(F>< F)nB’
si ha
n
(1) B= U (Gxn F)><(GxN F))

k=1
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Sia k=1,2,..,n: risulta per definizione G,= W'o W' (Fj) e quindi se
@ z€G;N F consegue x€ W oW ()N Fc V' (F )N Fepercide v € Fed
esiste un y € Fy tale che (x,y)€ V': essendo Fy c Fsiha (x,y) € (I >< F)n
V c(E><F)NV'=V e quindi € V (F) c G;. Dunque & G N F c Gy e,
per (1), B c A: poichd B & un’adiacenza di F per o (U)r altrettanto acca-
de di A e quindi A (WUp) & meno fine di o (W)r. In definitiva & of (Uy) =
= A (WU)r e la prop. 3 & completamente dimostrata.

Dalla proposizione cosi stabilita deduciamo alcuni corollari il primo dei
quali fornisce una proprieta estremale della struttura uniforme associata ad
una data che puo essere raffrontata con quella stabilita nel coroll. prop. 2,
§ 1 (cfr. anche [6] cap. IX, § 1 eserc. 6, b)).

COROLLARIO 1. — Se E éuno spazio uniforme ed U é la sua struttura uni-
Jorme, la struttura uniforme o (W) associata ad U & la pin fine delle strut-
ture uniformi di spazio precompatio su E meno fini di U .

Dim. Supponiamo che ' sia una qualunque struttura uniforme di spa-
zio precompatto su E meno fine di . Siano C e C’ le topologie dedotte
rispettivamente da </ ed U’ : poicheé U’ & meno fine di U, T’ & meno fine
di ‘C. Inoltre per la prop. 3 b) risulta of (W)= W'. Sia V un’adiacenza di
E per Q' : per il lemma 4 (necessita) esistono due ricovrimenti finiti (G4);<p<n
ed (Fi)i<wp<n di E, il primo aperto ed il secondo chiuso per T’ ed esiste
un’adiacenza W' di F per <’ tale che W' (Fy) c Gy perogni k=1,2,..,n
ed G (@1, >< @) € V' . Poiche ciascun @Gy, & aperto e ciascun Fy & chiuso

k=1
per T e poiche W' & anche adiacenza di E per 9, in forza al lemma 4
(sufficienza), risulta che V'’ & un’adiacenza di F per of (W). Dunque U’ &
meno fine di of (W) cid che, per la prop. 1, dimostra la tesi.

Ulteriore corollario della prop. 3 & il seguente :

COROLLARIO 2. — Se¢ U ed U" sono strutture uniformi di spazio pre-
compatto sull’insieme E ¢ se R (U') ed R (U") sono i reticoli generati da U
e, rispettivamente, da U’ , da R(U)= R (U") consegue WU = U" .

Dim. Se A (U) ed o (U’') sono le strutture uniformi associate ad U’
e rispettivamente U" e se o* (R (U)) ed o* (R (U’ )) sono le strutture uni-
formi associate ad R (W) e, rispettivamente R (), richiamate Uipotesi e
la def. 1, in forza della prop. 3 b) si ha W = A (W)= A* (R (U)) = A*
(RU") =AU )=U".

COROLLARIO 3. — Se ogni struttura uniforme Y compatibile con la to-
pologia dello spazio uniformizzabile E verifica la seguente proprietd :

a) — se F e G sono insiemti il primo chiuso ed il secondo aperto di E
ed ¢ F c @G esiste unw’adiacenza V di B per U tale che V (F) c G,
allora esiste una sola struttura uniforme compatibile con la topologia di K.
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Dium. In base alla prop. 1, in forza della uniformizzabilith di ¥, esiste
almeno una struttura uniforme <Y di spazio precompatto compatibile con la
topologia di B . Sia R (¥) il reticolo generato da U ; se F e G sono insie-
mi di #F il primo chiuso ed il secondo aperto con F c G, sia V un’adia-
cenza di E per U, prevista da a), tale che V(F)c G. Se & e § sono gli
insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente, aperte di F, detto ‘R (¥) I'in-
sieme degli (F, G)€ & >< @ tali che sia F ¢ @, risulta ‘R (F) c ‘R (U), donde,
essendo R(U) c R (E)in forza di (Ry) della def. 1, § 1, si conclude R (E) =
= R (U) = U (cfr. prop. 3 b)). Dunque esiste un sola struttura uniforme
di spazio precompatto compatibile con la topologia di E. In base al teor. I
di [12], consegue la tesi.

Poiche le strutture uniformi compatibili con la topologia di uno spazio
compatto uniformizzabile verificano la a), in conseguenza del teor. 33 di [10]
cap. 6 pag. 199 si ritrova un ben noto risultato di A. Weil :

COROLLARIO 4. — Non puo esistere pin di una struttura uniforme com-
patibile con la topologia di uno spazio cempatto.

Proseguiamo ora l’analisi delle strutture uniformi associate in relazione
alla uniforme continuita.

PROP. 4 — Se E ed E' sono spazii uniformi e se U ed WU rispettiva-
mente sono le loro strutture uniformi, dette oA (W) ed A (W) le strutture uni-
Jormi associate ad U ed U’ rispettivamente, ogni applicazione j di H in H',
uniformemente continua per W ed W' é uniformemente continua per o (U) ed
AU .

Dim. Supponiamo che A’ sia un’adiacenza di B’ per o (%). Per il lem-
ma 4 (necéssitﬂ) esistono due ricovrimenti finiti (Gg)i<p<, ed (Fih<p<n di B,
il primo aperto ed il secondo chiuso, ed esiste un’adiacenza V' di E tale
che V' (F;)c Gy per ogni k=1,2,..,n.

Sia ¢ I’estensione di fad F >< F, cioe, al solito, ’applicazione di B >< F
in E'>< E' definita ponendo, per ogni (x,y)€ E><F, g (,y) = (f(®), /).

—1
Posto V=g (V’), poiché f & uniformemente continua per U ed W, V &
un’adiacenza di E per U.
—1 —1
Per ogni ¥ =1,2,...,n poniamo G, = f(Gy) ed Fr, = f (F}); (Grh<i<n
ed (Fyhi<kp<n Sono ricovrimenti finiti di E, il primo aperte ed il secondo

”n
chiuso; inoltre, come & facile constatare risulta V (F}) c G4 . Essendo U
k—1
—1 =
(G >< Gy)c g (A'), per il lemma 4 (sufficienza), g (4') & un’adiacenza di ¥
per o (%) . Dunque f & uniformemente continua per of (W) ed o (U).
Consegue il
COROLLARIO — Se E ed E’ sono spazii uniformi, se W ed W' sono ri-

spettivamente le lovo strutture uniformi e se W' é una struttura uniforme di
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spazio precompatto, ogni applicazione f di E in E' uniformemente continua
per U ed W é anche uniformemente continua per of (U) ed W' .

Dim. Consegue dalla prop. 3 b) e dalla precedente prop. 4.

Ricordato che ogni spazio compatto e separato (di Hausdorff) & regolare
e quindi che esiste una ed una sola struttura uniforme compatibile con la
sua topologia (come si riconosce anche dall’esempio 1 del § 1 e dal coroll. 4
della prop. 3 di questo §), possiamo utilizzare i risultati precedenti per in-
dicare una nuova proprieta di estensione delle applicazioni uniformemente
continue.

ProOP. 5. — Se E’ & uno spazio compatto e separato ed U é Vunica
struttura uniforme compatibile con la sua topologia, le seguenti proprietd a) e
b) sono equivalenti :

a) — Se A ¢ un insieme chiuso di uno spazio uniforme E ed f é un’ap-
plicazione uniformemente continua del sottospazio uniforme A nello spazio uni-
forme B’ esiste un’applicazione uniformemente continua f di E in E' tale che
per ogni x €A sia —f(w) = f(x). '

by — Se A é una parte chiusa di uno spazio regolare e compatto E
ed f & unapplicazione continua del sottospazio A nello spazio E' , esiste un’ap-
plicazione continua f di B in E’ tale che per ogni x€ A sia 7(w)= f(x).

DiM. a) implica b). Supposta vera la a), A sia una parte chiusa di uno
spazio regolare e compatto E ed f sia un’applicazione continua del sotto-
spazio A nello spazio E'. Sia 9 Punica struttura uniforme compatibile con
la topologia di FE (cfr.esempio 1, § 1 e coroll. 4 della prop. 3 di questo §);
la struttura uniforme ¢4 indotta da U su A & (I'unica) compatibile con la
topologia del sottospazio A. Poich® A & compatto, la f, come & noto, ri-
sulta uniformemente continua per ¢4 ed <%’ e quindi per a) esiste un’ap-
plicazione f di E in E’ uniformemente continua per QU ed 9’ tale che per
ogni y€ A sia f(w):f(w). Poiche f ¢ continua in K la b) & verificata.

b) implica a). Supponiamo vera la b); A sia una parte chiusa di uno
spazio uniforme E ed f sia un’applicazione uniformemente continua del sot-
tospazio uniforme A in E’. Denotata con ¢ la struttura uniforme di E e
con U4 la struttura uniforme indotta da % su A4, come di consueto indi-
chiamo econ o (W) ed A (UWU,) le strutture uniformi associate (def. 1) rispet-
tivamente ad U e ad U, e con (W), la struttura uniforme indotta da
A (W) su A. Poiche E’' & compatto, in forza del coroll. della prop. 4, la f,
che per ipotesi & uniformemente continua per U, ed ', & uniformemente
continua per of (U4) ed U': cid, essendo of (Uy) = A (W) in forza della
prop. 3 ¢), implica che f & uniformemeunte continua per o (W)4 ed U’ .

Detto & il completamento di B per o (W) (cfr. def. 2 del’Introduzione),
sia A () la sua struttura uniforme di spazio completo. Poiche of () & una
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struttura uniforme di spazio precompatto, in forza della prop. 2 dell’Intro-

duzione, e compatto. Sia j I’isomorfismo associato ad of (%) (cfr. def. 2
dell’Introduzione) : j (F) & una parte ovunque densa di Fe J e un’isomorfismo
di E su j(B) per A (W) e per la struttura uniforme %(%),(E) indotta da
.s%(cl() su j(F). L’applicazione h inversa di j &, dunque, un’applicazione
(biunivoca) di1 j(¥) su E uniformemente continua per %(%),(E) ed o (U);
inoltre si ha: .

(1) hoj(x) = per ogni € K.

Naturalmente, se of (W)j4) & la struttura uniforme indotta da o (W)
sulla parte j(4) di E’v, la restrizione hjz di h ad j(A) & un’applicazione di
j(4) su A uniformemente continua per g%'(%)ju) ed A(WU)4 e, per la (1),
risulta
(2) hjcay (J (@) = @ per ogni xz€ 4.

In conseguenza fo hj4) & un’applicazione di j(4) in E’ uniformemente
continua per _;%(CZZ),-(A) ed U’ . Poiche B’ & separato e completo (poiché com-
patto), in forza del teor. 1, n. 4, § 3, cap. II di [6], esiste un’applicazione
uniformemente continua f' del sottospazio uniforme j(4)~ di F (G (4)~ & Va-
derenza di j(A) in E) in E’, tale che risulti:

(3) I (@) = fo hjia (&) per ogni 2 €j(A4).

La f, dunque, & un’applicazione continua dell’insieme chiuso j(A)™ di

~

E in E’ e cio, essendosi supposta vera la b) ed H essendo regolare e com-
patto, implica che esiste un’applicazione continua f” di H in E’ tale che
risulti .

(4) S"@)=s" (@)  per ogni a'€j(4)”

e quindi, in forza di (3), tale che risulti:

(5) S (@) = fohjq (®) per ogni x €5 (4).

Poichd # & compatto ed f’/ & continua in H, come & noto £’/ & uni-
formemente continua per of () ed U’ . Posto F=r"0j, la f & unappli-
cazione di ¥ in F’ uniformemente continua per of (W) ed U’ e cid, poichd
A (W) & meno fine di U in forza della prop. 3 a), dimostra che f & unifor-
memente continua per U ed <’ . Inoltre, in forza di (5) e di (2), per ogni
w€A , visulta f (@) =f""oj (%) =f o hja (®) = f (hjca) (J ()) = f (). Dunque b)
implica a) e la prop. 5 & completamente dimostrata.

4, Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Ad esempio, osserviamo che se F” & uno spazio di Banach compatto,
come & ben noto ([6] cap. X, § 5, eserc. 11, ed anche [3], [8] e [2]) per E’
sussiste la b) di cui sopra e quindi la prop. 5 ha il corollario :

COROLLARIO. Se A é una parte chiusa di uno spazio uniforme H e se f
& un’applicazione uniformemente continua del sottospazio uniforme A nello spa-
zio di Banach compatto B’ , esiste un’applicazione uniformemente continua f
di B in B’ tale che per ogni x€ A sia f(x)=f(x).

Da questo corollario, se B’ & un intervallo compatto della retta nume-
rica, consegue un risultato indicato da KATETOV in [9] (cfr. anche [1]).

§ 3. — Un assioma di separazione caratteristico degli spazii uniformiz-
zabili e la struttura uniforme di Tychonoff-Cech.

Mentre ogni spazio uniformizzabile, oltre ai consueti assiomi di struttura
topologica (O,) ed (Oy) di [6] (cap.1, § 1, n. 1), verifica Vassioma di regola-
ritd (Oy) ([6] cap. I, § 6, n. 7; cap. II, § 2, n. 2) il sussistere di (Oy) in
generale non basta ad assicurare Duniformizzabilitd la quale, come & stato
rilevato in pitt modi ([14] § 2, teor. I; [6] cap. IX, § 1, n. 5; [13] cap. III,
§ 25, 21.1) pud essere caratterizzata solo mediante assiomi di separazione
piu restrittivi.

La nozione di reticolo regolare puo essere utilizzata per caratterizzare
PuniformizzabilitA mediante un assioma di separazione che, come & ovvio,
& equivalente agli altri gia noti ma pud essere formulato senza I’uso inter-
mediario della retta numerica (attraverso funzioni reali continue) o dei nu-
meri diadici.

A tal fine premettiamo una definizione :

DEF. 1. Dicesi successione di Uryshon sullo spazio topologico E, ogni
successione (( U(,,'f))UShsgm)meN (1) di jfamiglie finite di insiemi aperti di E tali che:

a) — v = Ug@] per ognt me€N ed ogni h=10,1,...,2"
b) — U(,,’? c Uity per ogni mEN ed ogni h=0,1,..,2m —1.

DEF. 2 — Se A e B sono parti dello spazio topologico E, si dice che
A é U - contenuto in B se esiste una successione di Uryshon ((Ugf))oshsgm)mm
su F tale che A c Uf)o), U},l) cB.

Ci serviremo del lemma seguente che, anche se deve considerarsi so-
stanzialmente noto, non sembra sia stato esplicitamente enunciato nella for-
ma qui esposta.

(!) Denotiamo con N Vinsieme dei numeri interi positivi 1,2,..,n,..
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LEMMA 1. — Se A e B sono parti dello spazio uniforme H e se esiste
un’adiacenza V di E tale che V(A) c B, -allora A é U - contenuto in B.
Dim. Per ricorrenza determiniamo una successione (V,),.ny di adiacenze
aperte e simmetriche di E tali che Vi, cV e, per ogni n€ N, V,qy 0 Vyps € Vi
Ancora per ricorrenza determiniamo una successione (( UEL‘))OS,,Q”.),,,S ~ di parti
aperte di F >< F tali che, detta 4 la diagonale di E >< E, risulti:
o) U(,f,” ¢ un insieme aperto di #>< F perognim€é Nedh =1, 2,...,2™,
B UL =d,00=v,
y) U = UW per ogni me N ed h=10,1,...,2"
0) Vo UL c TSV per ogni me N ed h=0,1,..,2" —1.
Per m =0, (Ui,'i))oshsgm € univocamente determinata da f) e sup-
postala determinata per un certo m € N definiamo (Ug,l'_)_i_l)oshs2m+l ponendo :

U, =U® per k=0,1,..,2"
U = ypi1o UY per k=0,..,2" —1

Evidentemente, per costruzione, (Uﬁ,’ff,.l)OShszm+1 verifica la a) e la y):
quanto alla J) essa & di verifica immediata.
Sia meN ed h=0,1,..,2" — 1. Si verifica facilmente che &

U%‘)(A) c Uif.""l) (A) e da cio consegue che, se si pone WP = Uﬁﬁf") (4)
per mEN ed h=0,1,..,2", Ia (W *)<psom)mey © una successione di
Uryshon su FE (cfr. def. 1) ed inoltre & A c Wf,o), wWdec B: dunque 4 &
U - contenuto in B come volevasi.

Dopo cio & immediato che:

PrOP. 1. — Ogni spazio topologico uniformizzabile E verifica I’asgioma:

(Ow) — Per ogni punto x di E e per ogni intorno V di x, esiste un in-
torno W di « tale che W sia U - contenuta in V (cfr. def. 2).

DiM. Sia A un’adiacenza di F per una qualunque struttura uniforme
Q compatibile con la topologia di E e tale che A (x) = V. Sia B un’adia-
cenza aperta di K tale che BoB c A. Posto W= B (x), risulta B(W)=
= BoB(x)c A(x)=V e quindi, in forza del lemma 1 del § 2 esiste un’a-
diacenza B, di E tale che B, (—W) c V: cio, in forza del lemma 1 di questo
§, W essendo un intorno di x, prova (Oy).

L’assioma (O.) ora introdotto & evidentemente piii restrittivo dell’assio-
ma di regolarita (Op;) e pud legittimamente considerarsi un assioma di com-
pleta regolarita : il lettore esperto, infatti, riconoscera facilmente la sua equi-
valenza con l’assioma di completa regolaritd di Tychonoff, Di ¢io noi diamo
dimostrazione indiretta ricordando che detto assioma di Tychonoff, in forza
di un ben noto teorema di A. Weil ([6] cap. IX, § 1, n. 5), equivale all’u-
niformizzabilita e provando, con la proposizione reciproca della prop. 1 di
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cui sopra, che ogni spazio verificante (O) & uniformizzabile. Premettiamo
all’uopo la:

Prop. 2. — Se FE ¢é uno spazio topologico verificante Uassioma (Oy) e se
& ¢ G sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente, aperte di E , Vin-
sieme R (E) degli (F,Q)eF><G tali che F sia U - contenuto in G (def. 2)
é un vreticolo regolare su K .

Dim. Supponiamo che x sia un punto di # e che V sia intorno di «.

o
Poiche sussiste Vassioma (O.y) e poiche Vinterno V di V' & un’intorno (aperto)

di x, esiste un ulteriore intorno W di « tale che W sia U — contenuto in
[}

V; si ha dunque (W, I;)E%(E),we W e V c V donde per R (H) sussiste
DPassioma (R;).

La verifica di (R;) & immediata. Dimostriamo (R;) . Supponiamo (¥, , G,)
€ER(E),(F,, G,) € ‘R(H). Per la definizione di ‘R (F) e per le deff. 1 e 2, esi-
stono due successioni di Uryshon su F, ((U(,ff))oshszm)meN e ((Vi,'?)os,tﬁm)mw
tali che F, c vy, Udc 6y, FchE,O), Ve G,. Per ogni m € Nedh=0,1,...2™
poniamo W = Uﬁ,’? n 7% & immediato riconoscere che ((W(,f’,))OShszn.)",EN
¢ una successione di Uryshon su F e che ¥, N F, c Wf)o), wd e G, N Gy.
Dunque & (F, N F,, G, N G,) € R(H) e cio dimostra (R,,) per R (H).

Per stabilire (R,,) premettiamo un’osservazione preliminare :

a) — se é (F, )€ R (E) risulta anche (CG,C I)eR(E).

Infatti, essendo (F,G)€ R (K), esiste una successione di Uryshon
{ U(yz))oshsz”‘)meN tale che F c Uﬁ,w , Uf)l) c G.PerognimeN ed h=0,1,..,2™
2m—p
m

poniamo Vﬁﬁ) =CU ). & immediato riconoscere che ((Vf,’f>)03hszm)meNé
una successione di Uryshon e che ¢ C G c V(()°), V' c CF: dunque & (C @,
CF)ER(E) e da ¢id la «).

Cido premesso, passiamo a dimostrare (R,,) per ‘¥ (®).

Supponiamo (F, G)€ ‘R (E) e quindi che esista una successione di Ury-
shon ((U,(,;,‘))OShSZn-),,,EN tale che F c USO), Uf,l) c G.

Poniamo ¥ — v, G = Uy e, per meN ed h=0,1,..., 2" poniamo
Vﬁ,’,‘) = Uf,?f,.l,W(,,}f) = U%ﬁ;""h). Si riconosce facilmente che (( V,‘,z‘))oéhgm)mm e
((Wg:))os_hs2m:x)=mglv sono successioni di Uryshon su F e che ¢ F c VSO),

*
vlc@e FcWwW, wWlca.

Dunque & (F, é)e%(E),(]?’, G)€ R (H). Poniamo A —Fe B=ELG.
Evidentemente 4 e B sono insiemi chiusi di E e risulta =AU B. Es-
sendo (F, @)€ R (B) si ha (4, @) € R (F) mentre, da (F, G)€ R (E), in forza
della osservazione a) consegue (C ?}, C P eR(H) ossin (B,CFeR(E).

In conclusione (R;,) & vera per ‘¥ (F) che cosl & un reticolo regolare
su K.
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Siamo ormai in grado di dimostrare che (O,,) & anche sufficiente per
I’uniformizzabilita. Invero si ha:

Prop. 3. — Se E ¢ uno spazio topologico le seguenti tre proprietd sono
equivalenti :
a) — E ¢é uniformizzabile.
b) — E wverifica Vassioma (Oyy).
¢) — Detti Fe § gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente, aperte

di B, Vinsieme R (B) degli (F, Q)€ F >< G tali che F sia U - contenuto in G
(cfr. def. 1) é un reticolo regolare su E.
DiM. a) implica b). Consegue dalla prop. 1
b) implica ¢). Consegue dalla prop. 2
¢) implica a). Consegue dal teor. 2 del § 1.
Dopo cid siamo in grado di porre una definizione :

DEF. 3. — Se E é uno spazio topologico verificante Vassioma (Oy) e se
F e Q sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente, aperte di B , il
reticolo regolare R (E) su B (cfr. prop. 2) insieme degli (F,G)€F >< G tali
che F sia U — contenuto in G (def. 2) chiawmasi reticolo di Tychonoﬁ"—é’ech su B,

DEF. 4. — Se E é uno spazio topologico verificante Iassioma (On) la
struttura uniforme o (F) su E associata al veticolo di Tyohonofva'ech (deff. 3
e 4 del §1 e def. 3 di questo §) chiamasi struttura uniforme di Tychonoff
Cech su B.

Dopo ¢id & ovvia la

Prop. 4. — Se E ¢ uno spazio topologico verificante Passioma (Oyy), la
struttura uniforme di Tychonoﬁ-éech su B (def. 4) é una struttura uniforme
di spazio precompatto compatibile con la topologia di E .

La struttura uniforme di Tychonoff—éech & caratterizzata dalla seguente
proprieta estremale.

ProP. 5. — Se lo spazio topologico E verifica Vassioma (O), la strut-
tura wniforme di Tyohonoﬁ'—éech su B ¢é la pin fine delle strutture uniformi
di spazio precompatto compatibili con la topologia di E .

DiM. Supponiamo che ¢ sia una struttura uniforme di spazio precom-
patto compatibile con la topologia di F e sia of (%) la struttura uniforme
associata ad QU (cfr. def. 1 del § 2): per b) della prop. 3, § 2, si ha of (U) = U.
Sia V un’adiacenza di B per U . Per il lemma4, § 2, esistono un ricovri-

mento aperto finito (Gy)<k<n, Un ricovrimento chiuso finito (Fj)<p<n ed
n

un’adiacenza W di F per U tali che sia U (Gy>< Gp) c V e W (Fy) c Gy
k=1

per ogni k=1,2,..,n: per gli stessi & consegue da lemma 1 che Fj &

U — contenuto in G4 e da cid, denotato con R (E) il reticolo di Tychonoff
Cech su E (def. 3), si ha che (Gy)<p<n © K (E)- riducibile (def. 2, § 1).
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n
Quindi, in forza delle deff. 3 e 4, U (G >< Gy) & un’adiacenza di E per la
k=1

gtruttura uniforme di Tychonoﬁ'—(v)ech A (E) di E: dunque V & un’adiacenza
di E per oA (E) che cosl risulta pin fine di .

Il seguente corollario fornisce un’ulteriore caratterizzazione della strut-
tura uniforme di Tychonoﬁ’-éech.

COROLLARIO. — 8¢ ‘R (H) é il reticolo di Tychonoﬁ"—(}’ech sullo spazio
v

uniforme B wverificante Vassioma (Or), la struttura uniforme di Tychonoff-Cech
A(F) su B & Punica delle strutture uniformi di spazio precompatto U com-
patibili con la topologia di E che godono della proprieta :
a) — per ogni (F, Q)€ R (E) esiste un’adiacenza V di B per U tale che

V(F)c @G.

DiM. Poiche of (E) & la struttura uniforme associata ad R (W) (def. 4),
per la prop. 2, § 1, of (B) verifica la a) ed ogni struttura uniforme Y su E
verificante la a) & pitt fine di o (U). Ma se U & una struttura uniforme
di spazio precompatto compatibile con la topologia di F, per la prop. 5,
essa & meno fine di «{(E): quindi si ha W = A (E) come volevasi.

ProOP. 6 — Se F ed E’ sono spazii topologici verificanti Vassioma (Oyy)
e se A(E) ed A(E’) sono le strutture wniformi di Tychonof_f'-(;'/ech su F e,
rispetlivamente, su E', ogni applicazione continua f di E in E’ é uniforme-
mente continua per A (E) ed A (E’).

Dim. Denotiamo rispettivamente con ‘R (E) ed ‘R (E’) i reticoli di Ty-

A
chonoff-Cech di F ed E’ e premettiamo un’osservazione
—1 -1
o) se é (B, G')e R(E) st ha (F(F'),f(G')€R®E.
Per provarlo rileviamo che da (F’, Q)€ ‘R(E’), in forza della def. 3,
consegue che F' & U -contenuto in G’ e cid, in forza della def. 2, implica
che esiste una successione di Uryshon ((U;S,h))os;,sgm)mm su B’ tale che

P ) R B __ e . —
F cUy', Uy’ c G . Posto U,, =f(U’,’) per ogni me€ N ed ogni h =0,
1,..,2™ & facile riconoscere che (( US?)OS,,SZ».)MN ¢ una successione di U-

-1 —1
ryshon su F e visulta f(F) cUY, UL cf(G’) e da cid la «). Cid premesso
supponiamo che A4’ sia un’adiacenza di B’ per o (F’): esiste un B’ ap-
partenente alla base associata ad R (E’) (cfr. deff. 3 e 4 § 1) tale che B’ c A’.

Per la def. 3 del § 1 esiste un ricovrimento aperto finito (G¢)i<x<n di E’,
”

‘R (E’)- riducibile tale che B’ = U (G} >< Gi). Per la def. 2 del § 1 esiste
k=1
un ricovrimento chiuso finito (Fj);<k<, di B’ tale che sia (Fi, Gg) € R (E’)
—1 —1
per ogni k=1,2,..,n. Consegue che (f(Gx)i<w<n © (f (Fk)1<k<yn SONO ri-
covrimenti finiti, il primo aperto ed il secondo chiuso, di ¥ e, in forza di
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-1 —1
a) per ogni k=1,2,..,n, risulta (f(Fr),/(Gr)€ R (F). Cid mostra che,
L —1
posto A = U (f(Gg) >< f(Gy)), con le solite argomentazioni, A4 & uw’adia-
k=1

cenza di E per o (E). Detta g Vestensione di f ad B >< F, cioé D'applica-
zione di E><F in E’><E’ definita ponendo, per ogni (x,y)€ E>< F ,

n —1 -1 —1 —1
9@,y)=(f@),f®),siha A =kl£19 (G >< @) =g (B) c g (4’): dunque g (4)
e un’adiacenza di E per o (F): cido dimostra che f & uniformemente conti-
nua per o (#) ed A(E’).
Quanto precede ci conSente di pervenire alla compattificazione di Ty-
chonoff-Gech-Stone nell’ambiio della teoria dei reticoli.
ProOP. 7. — Se E é uno spazio topologico verificante Passioma (Or), il

completamento ¥ aiE per la struttura uniforme < (H) di Tychonoff-Cech e
Pisomorfismo j associato ad o (E) (cfr. def. 2 dell’introduzione) godono delle
segquenti proprietd : ’

a) — B & uno spazio regolare e compatto, separato se E é separato.

b) — j & un omeomorfismo di E sopra un sottaspazio ovunqne denso di H.

¢) — dette h Vomeomorfismo di j(E) su E , inverso di j, per ogni ap-
plicazione continua f di E in un qualunque spazio separato e compatto E’ esi-
ste una applicazione continua _;-“_ di E in E’ tale che per ogni x €j () risulti
Sf@)=Ffoh(x).

Diu. Poicheé E & uno spazio uniforme esso & regolare e, poiche of (F)

& una struttura uniforme di spazio precompatto, per la prop. 2 della Intro-

duzione, qe compatto. Inoltre, se E & separato, dalla prop. 1 della stessa
Introduzione, risulta che He separato. Dunque a) & vera.

Poiché j & un isomorfismo di F su j(F) e j(H) & ovunque denso in E’v,
la b) & vera.

Detta _QA{'(E),-(E) la struttura uniforme indotta su j (E) dalla struttura u-
niforme &(E) ai # , h & un’applicazione di j (¥) su F uniformemente con-
tinua per o (E),m ed of (E). Detta of (E’) la strutbura uniforme di Tycho-

v

noff-Cech dello spazio E’ (unica compatibile con la topologia di E’ poiche
E’ & compatto), a causa della prop. 6, ogni applicazione continua f di ¥ in
E’ & uniformemente coutinua per o (H) ed < (E’) e quindi foh & un’ap-

plicazione di j(#) in E’ uniformemente continua per g%'(E)j(E) ed A(B’).
Poiche j (H) & ovunque denso in Fe poicheé E’ & separato e eompleto per
A(E’), per il teor. 1 del n.4, § 3, cap. 6, [6], esiste un’applicazione f di b
in B’ uniformemente continua per A (B) ed oA (E’) tale che x€j(H) impli-
chi f(x)=Foh (). La f & continua in ¥ e da cid consegue c).
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Se F & separato, per a), anche Fe separato cido che in forza di b) e
¢), con ben nota argomentazione, caratterizza ¥ come la compattificazione
di Tychonoﬁ'—dech-Stone di #/ a meno di un omeomorfismo.

Ulteriore conseguenza della prop. 7, della quale conserviamo ipotesi e
notazioni, & la seguente.

Supponiamo che F sia separato : ricordato che of (F) & la struttura uni-
forme associata ad X (B), in forza della prop. 7, pxecedente e della prop. 3
§ 1, risulta che B é uno degli spazii topologiei E tali che esista un’appli-
cazione ¢ di E/}\ln E per cui:

a’) — E & uno spazio compatto e separato,
b") — i & un omeomorfismo di E sopra un sottospazio ovunque denso di E'\,
¢’) — se F’ ed F’/ sono insiemi chiusi e disgiunti di E tali che (F’,
CF")eR(E) allova ¢ i F)"Ni(F’ =g (X & Paderenza in 7 della
sua parte X).
Supponiamo inoltre che E Aed 4 verifichino a’),b’) e ¢’) e sia Q/K\ la strut-

tura uniforme che compete ad F quale spazio compatto e separato. La strut-

tura uniforme ¢ su F, immagine reciproca di C/Z\é per i, in quanto ¢ & un
omeomorfismo, & compatibile con la topologia di E, & una struttura unifor-
me di spazio precompatto e quindi, per la prop. 5, & meno fine di A (E).
Inoltre se & (¥, Q)€ ‘R (E), poiché F e C G sono chiusi e disgiunti, per ¢)
siha i (F)>n i(C—G)A= @ . Da cid, poichéi’f]\ & compatto, consegue che esi-
ste un’adiacenza V di 17]\ tale che V(o(F’) YNi(C ™ =@ e quindi

(@ (FNNi(C G = . Se V & ladiacenza di F per Y immagine reciproca
di I/f\ per lestensione di ¢ ad E>< K si ha V(F)n(C G)= & e quindi
V(F)c G. Per la prop. 2, § 1, consegue che </ & piu fine e quindi, per
quanto sopra, ldentlca, ad g{( ). Da cid, con ben nota argomentazione, si
deduce che F ed E sono omeomorfi.

Dunque B uno, e risulta omeomorfo a ciasecuno, degli spazii topolo-
gici 2/}'\ cui pud associarsi un’applicazione ¢ di F in 247\ di guisa che a’),d")
e ¢) suno verificate. Poiché B & omeomorfo alla compattlﬁcdzlone di Ty-
chonoff- bech Stone di F altrettanto accade per ciascun E

§ 4 — Un metodo generale di definizione di reticoli.

Descriviamo ora procedimenti di generazione di reticoli.
DEF. 1. — Se & ¢ @ sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente
aperte dello spazia topologico E chiamiamo sistema di generatori di reticolo
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su B ogni coppia (2,B) di insiemi di parti chiuse di E verificante i seguenti
assiomi :

(G) — Esiste un (F, Q)€ F>< G taleche Fc G ed (F,C Q)€ U><P.

(Gp) — Da B’ €93 e B’ €93 consegue B’ N B’ €Y

(Guy) — Da B’ €93 e B’ € B consegue B’ U B’ € P

(Gw) — Risulta % c 8.

(Gy) — Da A€ e BEC)3 consegue AN BEW

(Gy) — Da A’ €% ed A’ € U consegue A’ U A’ €U

Gy) — Se ¢ (F,@eF><G ed (F,CGEU><DB, esistono A€W e
VeGtali che CVEB, Fc VcAcG.

Esempii di sistemi di generatori vengono forniti in seguito: per il mo-
mento giustifichiamo ’introduzione di essi con la:

ProP. 1. — Se (2%,B) é un sistema di generatori di reticolo sullo spa-
zio topologico B, Vinsieme ‘R degli (F, G)€ & >< G tali che F c G ed (F,C @)
EUXBYU(B><U) & uu reticolo su B .

Dim. La (G,) dimostra che ‘¥ verifica (R,).

La (R;) sussiste per la definizione di ®.

Per verificare (R,;) supponiamo (F’, G’')€ R ed (F/, G’’)€ R . Essendo
F'ePBed F/”€B, a causa di (Gy) & F/ NF”"€B; essendo CGF €NV e
CG"e€PB, per (Gy) 8 C(G' N G"') = (C ¢')U(C G"") € B; se almeno uno degli
F’ ed F'’ appartiene ad 2/, poiché I’altro per (G,,) appartiene a B, in forza
di (Gy) risulta F’ n F’’ € 20 e quindi (F' N F"’, G’ N G’") € R, mentre, nell’altro
caso, per la definizione di R deve essere C G’€ %, C G’’€ % e quindi, per (G,),
CENG)=(CG)U(CG")EYW ed ancora (F'NF’,6G'nG”’)eR. Dun-
que R verifica (Ry).

Per stabilire (R,y) snpponiamo (F, G)€ R e sia Fe 9. Per la definizio-
ne di ‘¥, essendo F c @, in forza di (Gyy) esistono A€ e Ve @ tali che
CVeB,FcVcAcEG. Poniamo B=C V:risulta E=AUB, A4 c G ed,
essendo A €2, GeP, si ha (4,G)€R; da Fc V consegue poi Bc L F
ed, essendo BeB e C(CF)=Fe% si ha (B,CF)eR. Dunque (Ry) &
vera per ‘¥ che in tal guisa risulta un reticolo su E (eventualmente non
regolare).

La proposizione cosi dimostrata giustifica le seguenti definizioni.

DEF. 2. — Se & ¢ G sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente,
aperte dello spazio topologico E e se (2,B) e un sistema di generatori di re-
ticolo su H, chiamasi reticolo generato da (2%, V) il reticolo R su E (cfr.
prop. 1) insieme degli (F, G)€ F>< G tali che (F,C G)€ (% ><B) U (DB >< %)

DEF. 3. — Se (%, D) é un sistema di generatori di reticolo sullo spazio
topologico E, chiamasi struttura uniforme gemerata da (2 ,W) la struttura u-
niforme associata (cfr. def.4 § 1) al reticolo generato da (%,PV) (cfr. def. 2).



174 GIOVANNI AQUARO : Strutture uniformi

Passiamo ora ad un rapido studio di alcune proprietd della struttura
uniforme generata da un sistema di generatori. All’uopo premettiamo un
lemma.

LEMMA 1. — Se (%,W) & un sistema di generatori di reticolo sullo spa-
zio topologico B, se é A EUW e se (Ug)i<k<n € un ricovrimento aperto di A
tale che per ogni k=1,2,..,n sia C Uy €13, esistono due ricovrimenti finiti
(Virsk=n €d (Ap)i<k<n di A, il primo aperto ed il secondo chiuso tali che per
ogni k=1,2,..,m CVy€B,Ax€ ¥ ¢ Vi c Ay c Uy .

DiM. Poiche® la tesi, in forza di (Gyy) & vera per n = 1, per induzione
completa basterd stabilire che se essa & vera per un certo intero positivo n
essa ¢ anche vera per n + 1. Sia (Ug)i<k<n41 Un ricovrimento aperto finito
di A tale che per ogni k=1,2,..,n,n -+ 1 sia C U, € B. Poiché & A €%
e C Uyy1 €D, per (Gy)risulta A N (C U, ) € % e quindi essendo A U(C Uyt1)

n
c U Uy e CU,ED per ogni k=1,2,...,n, dallipotesi di induzione
k=1

consegue che esistono due ricovrimenti finiti (Vi)i<x<n ed (Ax)i<ik<n di
AN(C U,41), il primo aperto ed il secondo chiuso, tali che per ogni ¥ =1,

2, ,nsia A€W, CV€Be Vi c Ax c Uy . Consegue AN (C G Vi) € Uppr-
k=1
Per ogni k=1,2,..n, & C V;€9B e quindi in forza di (Gy) ¢ C U Vi =
k=1

n n

= N (C Vi) €D, donde, essendo A € %/, in forza di (Gy) & AN(CU Vi) e¥:
k=1 =1

in forza di (Gy,) esistono un’insieme aperto Vi, ed un insieme chiuso 4,4,

n
tali che C V41 €B, 4,1 €% ed AN(C U Vi) € Viys1 CAnp1 © U,+1. Dun-
k=1

n+1
que @ Ac U V, e, per ogni k=1,2,..,n,0+1,A4,€%,C V€8 e
k=1

Vi c Ay c U . La tesi &, dunque, vera per induzione completa.

Sussiste allora la seguente.

PrOP. 2. — Se (%,DB) ¢ un sistema di generatori di reticolo sullo spa-
wio topologico B e se G(2,B) é la struttura uniforme da esso generata (cfr.
def. 3) affinché V sia uwadiacenza di E per G(2%,B) é necessario e suffi-
ciente che esista wn ricovrimento aperto finito (Qp)i<p<n di H tale che sia
l:i (Gp>< Q) c V,CGLeB per ogni k=1,2,..,n ¢ se e B¢, esista un
k=1
k=1,2,..,n tale che C GL€¥.

DiM. Siano & e @ gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente, a-
perte di B, R il reticolo generato da (2/,B) (cfr. def. 2) e C(‘R) la base
associata ad R (def. 2, § 1),

Supponiamo che V sia una parte di BF>< E.
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Se V & un’adiacenza di F per Q (%, B), poiche G (2, V), in forza della
def. 4 del § 1, ha come sistema fondamentale di adiacenze € (°¥). esiste un
BeC(R) tale che B c V. Per le deff. 2 e 3 del § 1 esistono due ricovrimenti
finiti (Qp)i<k<n ed (Fi)i<p<, di E, il primo aperto ed il secondo chiuso, tali
che per ogni k=1, 2,..,n sia (Fy, Gx)€R. Quindi per k=1,2,...,n in
forza della def. 2, risulta (Fy, Gy) € (% >< B) U (B >< %) e da cid, in forza di
(Gw), 8i ha C Gx€B, inoltre, se & E ¢ 2, non potendo essere Fy €% per
ogni k=1,2,...,n perchd® allora, in forza di (G,), sarebbe F = G Fpe,

fe=1
deve essere C G €3 per almeno un k=1,2,..n.

Reciprocamentc supponiamo che (Gy);<x<, sia un ricovrimento aperto
n
finito di E tale che, posto B = U (G >< () risulti B c V, sia C Gy€ P

k=1
per ogni k=1,2,..,n e, s8¢ & E¢2, risulti C Gy €% per almeno un

n
k=1,..,n. Se & E€%, applicando il lemma 1, dall’essere = U G,

consegue l'esistenza di due ricovrimenti finiti (Vi) <p<, ed (Fk)ISkS,,leli E,
il primo aperto ed il secondo chiuso, tali che per ogni k=1,2,..,n sia
CVieB,Fre¥e VycFyc Gy.Perognik=1,2,...,n & dunque (Fy, Gy)
€ ‘R donde in base alle deff. 2 e 3 del § 1, risulta B€ € () e quindi V & un’a-
diacenza di E per Q(%, D).

Se, invece, & K ¢ 9 per ipotesi & C G4 € ¥ per almenoun k= 1,2,...,n
ed & lecito supporre C @,,€%. Da cido eda C G, cnU1 Gy con C Gy € P per

k=1
k=1,2,..,n—1, in forza del lemma 1 consegue che esistono due rico-

vrimenti finiti (Vih<p<n— €d (Frh<up<n— di C G, tali che per ogni k=1,

n—1 n
2,.,n—1 risulti Vi c Fy, € G. Posto F,=C (U Vi) risulta = U Fj,
k=1 k=1
n—1

e per ogni k=1,2,..,n—1 & (Fyx, Q)€R. Tnoltre da CG,c U Vi
: F=1
consegue F,c G,: ma per k=1,2,..,n—1, & C V;€B ed allora, per
n—1
(Gy) si ha F,= U C V,€PB il che, essendo C U, €%, dimostra che & an-
=1
che (F,, G, €R. Tutto cid, in base alle deff. 2 e 3 del § 1 dimostra an-
cora che & B€C(‘R) e quindi che V & un’adiacenza di E per G(2/,DW).
Diamo un’ulteriore informazione su ¢ (%,B) dopo aver premesso il
LEMMA 2. — Se (%,DB) é un sistema di generatori di reticolo sullo spa-
zio topologico B, se ‘R ¢ G (¥, 13) sono rispettivamente il reticolo e la strut.
tura uniforme su E generati da (2, V) (cfr. deff. 2, e 3), per ogni struttura
uniforme U su E le sequenti due proprietd sono equivalenti :
a) — per ogni (F, Q)€ R esiste un’adiacenza V. di E per U tale che
V(F)c@G.
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b) — se ¢ A€Wed U ¢ un sistema aperto tale che CUEB ed Ac U,
esiste un’adiacenza W di E per U tale che W(A)c U.

DiM. a) implica b). Sia vera la a), sia A € 2% ed U sia un insieme aperto
tale che CU€e9 ed A c U. Consegue (A,CU)eW><B e quindi (4, T)
€ R : tenuto conto di a), consegue b).

b) implica a). Sia vera la b) e sia (F, G)€ ‘R : dunque ¢ F c G,(F,C @)
E(UXMB)U(B><). Se & (F,CHEU><DV, essendo vera la b) consegue
a). Se, invece, & (F,CAHeP><UsihaCGeU,C(CF)=FecPBe CGcC
C F donde, per b) esiste una adiacenza W di E per U tale che W (C @) c
CF e quindi (W(C @)nF= g : da cio, per il lemma 2 del § 2 consegue
che esiste un’adiacenza V di F per U tale che (C G)N V(F)= & e quindi
V (F) c G: dunque & vera la a).

Dal lemma cosi dimostrato si deduce la seguente proposizione

PROP. 3. — Se (2%,P) & un sistema di generatori di reticolo sullo spazio
topologico E , la struttura uniforme G (% ,0B) generata da (2, B) é la meno fine
delle strutture uniformi U su E che verificano la ) del precedente lemma 2.

Dim. Indicato con R il reticolo gemerato da (27, 9), poiche G (2, 1)
per la def. 4 del § 1 & la struttura uniforme associata ad R, in forza della
prop. 2 del § 1, §(2/,V) & la meno fine delle strutture uniformi su E verifi-
canti la a) del lemma 2 e quindi, per lo stesso lemma, & la meno fine delle
strutture uniformi su ¥ verificanti la ) del lemma 2 medesimo, donde la tesi.

Gli assiomi da (Gy) a (Gyy), come gia si & affermato, sono compatibili:
di cio diamo verifica mediante la seguente proposizione.

PrOP 4. — Se & e I sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettiva-
mente, chiusee compatte dello spazio regolare localmente compatto B, risulta che:

a) — (F,&F) & un sistema di generatori di reticolo su B,

b) — la struttura uniforme Q¥ ,&F) generata da (¥ ,&F) (cfr. deff. 3)
¢ la meno fine delle strutture uniformi compatibili con la topologia di E

¢) — affinché V sia un’adiacenza di B per G (I ,F) é necessario e su/-

ficiente che esista un ricovrimento aperto finito (Gy)i<k<n di B tale che sia
"

U (Gp>< Gy) c V ¢, se E non é compatto, tale C Gy, sia compatto per almeno
k=1

un k=1,2,..,n.
DIMOSTRAZIONE di a). Sia  un punto di E e V sia un intorno di x:

o
Vinterno V di V & un intorno aperto di x, onde, E essendo regolare e lo-
calmente compatto, come & ben mnoto ([10] cap. 5, teor.17; [6] cap. I, § 10,
o

coroll. prop. 9) esiste un intorno chiuso e compatto K di « tale che KcV.

o
Denotato con <R il reticolo generato da (2£,B) si ha che & (K,C V)eH <&
(]
e quindi (K, V)e®. Dunque:
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«) — per ogni punto x di F e per ogni intorno V di x esiste un
(F, @) eR tale che € Fe G V.

Cio dimostra in primo Inogo che per (%, &) sussiste (@,). La verifica
degli assiomi da (Gy) a (Gy,) & immediata. Quanto alla (G,,), supponiamo
che K ed U siano insiemi di F, il primo chiuso e compatto ed il secondo
aperto con K c U. Poiché E & regolare e compatto, come & ben noto ([10]
cap. 5, teor. 18; [6] cap.I, § 10, prop. 10) esiste un intorno aperto G di K
tale che G sia compatto e contenuto in U : cid, essendo GE€JH e CGEF,
dimostra (Gy;) per E. Dunque & vera la a).

DimMoSTRAZIONE di b). La «) di cui sopra prova che 92 & un reticolo
regolare (cfr. def. 5 § 1) e quindi G(Jf, &F) & compatibile con la topologia di
B . Inoltre sia K € Jf ed U sia un insieme aperto di F tale che K c U: co-
me & ben noto ([10] cap. 6, teor. 33; [6] cap. II, § 4, prop. 1) per ogni strut-
tura uniforme ¢/ compatibile con la topologia di B esiste un’adiacenza V di
E per U tale che V (F)c G. Dunque U verifica la b) del lemma 2 e per
cio G(J, F), essendo per la prop. 3 la meno fine delle strutture uniformi
su E compatibili con la topologia di E e verificanti la b) del lemma 2, &
meno fine di U . Cid dimostra la validita di b).

DiMoSTRAZIONE di ¢). Consegue dalla prop. 2.

Se & separato una ben nota argomentazione consente di stabilire che il
completamento di F per (27, 13) (cfr. def. 2 dell’Introduzione) non & altro
che la compattificazione di Alexandroff di  (a meno di un omeomorfismo).

Indichiamo ora un procedimento di costruzione di generatori di reticolo
suscettibile di comode utilizzazioni. Premettiamo una definizione :

DEF. 4. — Un insieme & di parti chiuse dello spazio topologico E dicesi
un sottosistema di generatori di reticolo su E se verifica i sequenti assiomi,

(8;) — HEsistono un insieme chiuso F ed un insieme aperto G di E tali
che Fc G ed (F,CQRESXS.

(Su) — Da F' €S ed F”” €S conseque F N F’" €S,

Su) — Da F €S ed F’’ €S conseqgue F/ UF’" €8,

(Siy) — Se F ¢ G sono parti di E, la prima chiusa ¢ la seconda aperta
ed ¢ Fc @ nonche (F,C G)ES><S, allora esistono un insieme chiuso A ed
un insieme aperto V di E tali che (A,CV)eES<S ed Fc VcAcG.

Consegue ovviamente la

PROP. 5. — 8¢ & ¢ un sottosistema di generatori di reticolo sullo spazio
topologico B, (5,5) é un sistema di generatori di reticolo su E.

Dopo cido conviene introdurre la

DEF. 5. — 8¢ & ¢ un sottosistema di generatori di reticolo sullo spazio
topalogico B, chiamasi struttura uniforme generata da & la struttura uniforme
generata (def. 3) dal sistema di generatori di reticolo (5,9).
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Prop. 6. — Se Q() & la struttura uniforme generata dal sottosistema di ge-
neratori di reticolo & sullo spazio topologico E, affinché V sia un’adiacenza
di B per Q(5) & necessario e sufficiente che esista un ricovrimento aperto
(Grhi<p<n di B tale chektj (Ge<xGryjcVeperognik=1,2,..,n,CGrES.
=1

Dim. Per la def. 5, @(5) & la struttura uniforme generata dal sistema
di generatori di reticolo (5,5). Supponiamo che F e @ siano insiemi di E,
il primo chiuso ed il secondo aperto tali che F c G e tali che (F,C Q)¢
3 >< S (cfr. assioma (S;). Per (S,,) esistono A €35 ed un insieme aperto V di
E tale che C VeSS percui Fc Ve Adc @G. Risulta E=AU(CV) e quindi
per (S,;) & H€d: cid, per la prop. 2, dimostra la tesi.

Quanto sopra viene ora utilizzato in due esempii.

PROP. 7. — Se & ¢ G sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettiva-
mente, aperte dello spazio topologico E ¢ se ‘K & Vinsieme degli (F,G)€ F>< G
tali che F c G, le seguenti tre proposizioni sono equivalenti.

a) — R é un reticolo su E.

(Oy) — Per ogni insieme chiuso F di E ed ogni intorno aperto U di F
esiste un intorno aperto V di F in E tale che Vc U .

b) — & ¢é un sottosistema di generatori di reticolo su E (def. 4).

DiM. a) implica (Oy). Supposto che ‘R sia un reticolo su E, sia A (R)
la struttura uniforme associata ad ¥ (cfr. def. 4, § 1). Supponiamo che F
sia un insieme chiugo ed U un suo intorno aperto in K: si ha (F, U)e R
e quindi per la prop. 2 del § 1 esiste un’adiacenza W, di E per of (‘K) tale
che Wy (F) c U. Sia W un’adiacenza di E per «f (‘®), aperta per la topo-
logia prodotto per se stessa della topologia C(‘®) dedotta da o« (‘R) su E,
con lulteriore ipotesi WoWcW,: consegue W (W (F))=WoW (F)cWy(F)
c U. Cid per il lemma 1 del § 2, implica che, detta A l’aderenza di
W (F) per C(‘R), esiste un’adiacenza W, di E per o (‘R) tale che W, (A) c U.
Consegue A c U: detta (F') Paderenza di W (F) per la topologia T data
inizialmente su F, poiche per il teor. 1 del § 1, C & piu fine di T (W), si
ha W(F)c A c U. Sempre perché C & pit fine di T(®), W (F) essendo
un intorno aperto di F per T(R), W (F) & un intorno aperto di F per T
ed ® W(F)c U. Cio implica la (Oy).

(Oy) implica b). Infatti & verifica (S,), (S,) ed (S, e, se F verifica (Oy),
& verifica anche (S,,) come & ovvio.

b) implica a). Supposto che & sia un sottosistema di generatori di re-
ticolo su E, per la prop. B, (¥,&) & un sistema di generatori di reticolo
su E: sia R* il reticolo su F generato da (¥, &): evidentemente & ‘R = R*.
Poiché ®* & un reticolo su F consegue la a).
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La proposizione cosl dimostrata prova, come & ovvio, 'indipendenza
degli assiomi di reticolo della def. 1 del § 1 e indica relazioni tra spazii
normali e reticoli.

Indichiamo un ulteriore esempio di utilizzazione della nozione di sotto-
sistema di generatori di reticolo.

Ricordiamo che si dice perifericamente compatto ogni spazio topologico
verificante l’assioma :

(R C) — Ogni punto dello spazio & dotato di un sistema fondamentale di
intorni aperti aventi frontiere compatta.

Conviene ora premettere un lemma :

LEMMA 3. — Se F ed U sono parti la prima chiusa e la seconda aperta
dello spazio regolare perifericamente compatto E, se ¢ Fc U ¢ se la fron-
tiera Fr.(U) di U ¢é compatta, esiste un intorno aperto V di F avente fron-
tiera compatta ¢ tale che V c U.

Dim. Essendo F N (Fr.(U))= @ ed in forza della regolarita di Z e del-
Pagsioma (R O) di cui sopra, risulta un ricovrimento aperto di Fr.(U) Vin-
sieme ‘R delle parti aperte ¥V di E tali che Fr.(V) sia compatta, sia
Vn(Fr.(U)=F @ ed esista un intorno aperto W di F tale che W c U e
VN W= . Poiché Fr.(U) & compatta, % contiene un ricovrimento aperto
finito (Up)i<p<n di Fr.(U). Poniamo :

1) A=Un(cﬁ U .
k=1

Come & ovvio si ha 4 c U; inoltre A & chiuso e, poiche dalla (1) con-
n
segue Fr.(4) c Fr.(U)VU (U Fr.(Uy), la Fr(4), come insieme chiuso del
k=1
”n
sottospazio compatto Fr.(U)U (U Fr.(Uy)), & compatta.
k=1

o
Dimostriamo che F & contenuto nell’interno A di 4.8Siak=1,2,..,n;
essendo Uiy € R esiste un intorno aperto Vi di F tale che sia Vic U ed

n ”
UeN V= : posto W= N Vi, s8i ha WcV,cCU,,Wec N (CUy=
k=1 k=1
n
= C (U Uy) donde, essendo anche W c U, consegue W c U n (C (6 Uy) = A.
k=1 k=1
o
Da cid, poiché W & aperto e contiene F, consegue F c A come volevasi.
o o
Posto V= A, si ha Fr.(V)= Fr.(A) c Fr.(4) e quindi, come insie-
me chiuso del sbttospazio compatto Fr.(4), la Fr.(V) & compatta e cio,
o — —
V essendo intorno aperto di F ed essendo V—=Acde VcA=AcU,
dimostra la tesi.
Dopo c¢id & immediato riconoscere che:
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ProOP. 8. — Se FE ¢é uno spazio regolare perifericamente compatto, in-
sieme F* delle parti chiuse aventi frontiera compatta di E, é un sottosistema
di generatori di reticolo su E, la struttura uniforme G (F¥*) generata da F*
(cfr. def. 5) é compatibile con la topologia di E ed affinché V sia un’adia-
cenza di E per Q(F*) occorre e basta che esista un ricovrimento aperto

n
(Grhisk<n di B tale che sia U (Gp><Gx)c V e per ogni k=1,2,...,n, la
Fom1
Fr.(Gy) sia compatta.

Dim. Sia 2 in qualunque punto di # e V un intorno di #: per Vas-
sioma (R C) esiste un intorno aperto G di x# avente frontiera compatta e
tale che G c V: poiché E & regolare esiste un intorno chiuso U di x tale
che U c G. Per il lemma 3 precedente esiste un intorno aperto W di U
avente frontiera compatta e tale che W c G. Posto F= W si ha Fr.(F)
c Fr.(W) e quindi # & un insieme chiuso avente frontiera compatta ed &
Fc G. Cido dimostra che &F* verifica (S,), (S;) ed (Sy) sono ovvii ed (Sy)
consegue dal lemma 3. Dunque &* & un sottosistema di generatori di re-
ticolo su E (def. 4) e per cid (prop. 5) (F*,F*) & un sistema di generatori
di un reticolo ‘¥ su E il quale, per quanto sopra & regolare (def. 5, § 1)e
quindi la struttura uniforme Q(&*) generata da &* & compatibile con la to-
pologia di E (prop. 1, § 1). La prop. 6 completa la dimostrazione della tesi.

Si osservera ulteriormente che @ (F*) & una struttura uniforme di spazio
precompatto e quindi il completamento di E per Q(F*) & compatto: per ul-
teriori proprieta di tale completamento si potranno sviluppare considerazioni
analoghe a quelle di [11].

Benche esuli dalla teoria degli spazii uniformi, puo forse avere interesse
Posservare che il lemma 1, in forza delle propp. 4a), 7b) ed 8 implica che:

Se E é uno spazio topologico ed A é un insieme chiuso di K, se si ve-
rifica uno dei seguenti casi a), B) e y)

a) — B & regolare e localmente compatto
p) — E & normale
y) — B é regolare e perifericamente compatto,

se A mel caso o) € compatto e mel caso y) ha frontiera compatta e se
(U)1<p<n € um ricovrimento aperto di A tale che mel caso y) Fr .(Uy) sia com-
patta per ogni k=1,2,..,n, allora esiste un ulteriore ricovrimento aperto
finito (Vi)i<g<yn di A tale che, per ognik =1,2,..,n, sia Vi c Uy , el caso
o) Vi sia compatto e nel caso y) Fr(Vy) sia compatta.
(cfr. per ), [7] cap. X, § 50, teor. A; per ), [6] cap. IX, § 4, n. 3 prop.
3; per y), [11] § 1, lemma 1).
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