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SU UN PROBLEMA AL CONTORNO TIPICO
PER I’EQUAZIONE DEL CALORE

Memoria di ‘MAURO PAGN1I (a Modena)

Sia data l’equazione lineare parabolica del secondo ordine
ou
@ Lw) —_—=Ff

(L (u) operatore lineare ellittico nelle variabili spaziali «, , ..., x,) nell’interno
di un dominio t il quale sia o un cilindro retto determinato dalla base D,
dominio sufficientemente regolare dello spazio (x,,...,x,), e dal segmento
0 << y <y, oppure l'insieme che si ottiene -mantenendo fisso D e l’iperpiano
y =y, e deformando con continuitd la ipersuperficie laterale in modo tale
che essa risulti ancora una ipersuperficie sufficientemente regolare, con iper-
piano tangente in ogni suo punto che formi con gli iperpiani caratteristici
y = cost un angolo maggiore di un numero 6 > 0, ed avente il contorno
negli iperpiani y = 0, y = y,. B noto che i problemi tipici maggiormente
studiati sono quelli che consistono nell’assegnare sulla base D la soluzione

u e sulla superficie laterale s la » oppure la sua derivata conormale % .

Recentemente G. FICHERA [5] in uno studio indirizzato a determinare
i problemi al contorno tipici per ogni equazione lineare ellittico-parabolica

del secondo ordine, ha richiamato l’attenzione anche su un altro problema

tipico per la (I), quello consistente nel dare la v su D e la %1; (derivata se-

condo un asse obliquo «regolare») su. s. Aftraverso i procedimenti del
Fichera si puo infatti dimostrare l’esistenza di una soluzione « debole » di
detto problema.

Attraversol’uso della trasformata di Laplace (v. ad es. PICONE [16], J. L.
L1oNs [20]) si pud studiare dal punto di vista esistenziale il problema nel
caso che il dominio = sia il cilindro retto e che i coefficienti di L (u), f,

Passe I e il dato 2—0; non dipendono dalla variabile y.
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Dal punto di vista del teorema di unicitd il problema era stato gia con-
siderato da M. Picone [15] nei suoi ben noti Lavori sulle maggiorazioni delle
soluzioni delle equazioni lineari ellittico-paraboliche.

Non mi consta perd che il problema sia stato studiato a fondo sotto
tutti i punti di vista, in particolare sia mai stata dimostrata Desistenza in
ipotesi generali anche sul dominio 7 di una soluzione forte analogamente a
quanto & stato fatto per i primi due problemi tipici sopra richiamati. Sorgono
infatti qui difficolta di ordine nuovo connesse anche ad integrali singolari ed
equazioni integrali singolari di tipo fin’ora non studiato.

Lo scopo del presente lavoro & appunto quello di intraprendere uno
studio sistematico del suddetto problema. Considerero il caso pitt semplice
e significativo della (I), quello dell’equazione del calore in tre variabili, cioe
il problema

5 du

11 i —
(I1) 8902+8w2 By in ¢ o

(I1II) w=¢ su D, —=g su s

" in cui Vasse 1 e ¢ dipendono dalle tre variabili «,, x,, y.

Con ¢ido mi sembra che saranno messe ugualmente in luce e superate le
difficoltd concettuali nuove che si presentano, e I’estensione a pitt dimensioni
non dovrebbe presentare nuove forti difficolta.

Perverro anzitutto all’esistenza della soluzione « debole » applicando il
procedimento esistenziale di G. Fichera (n. 2); la «regolarizzazione » di
questa soluzione porta alla considerazione di un teorema di inversione della
formula di Green (n. 3) analogo a quello dimostrato da L. AMERIO [1] per
i primi due problemi tipici relativi alla (II). Si dimostra cosi che la % & una
soluzione « forte» della (II) nell’interno di r e verifica le (IIT) quasi dapper-
tutto, e quindi ancora in senso « debole ». L’ulteriore regolarizzazione della
w sulla frontiera presenta pero difficolta relative allo studio di un nuovo tipo
di integrali singolari e di equazioni integrali singolari (n. 11), difficoltd che
compaiono anche se si vuole impostare lo studio di (II)}-(ILI) attraverso l’or-
dinaria teoria dei cosiddetti potenziali di superficie e di dominio costruiti
con la soluzione fondamentale della (IT) e di uso ben noto nel caso dei due
primi problemi tipiei.

Ho superato queste difficolta (n. 4, 5, 6) in modo analogo a quanto fatto
per le equazioni ellittiche nei Lavori di OSEEN [14], GIRAUD [7], MAGENES [12]
costruendo un opportuno nucleo H (M, N) dipendente da (II), dal dominio =
e dall’asse I, attraverso il quale & possibile la traduzione del problema (II)-
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(ITI) in equazione integrale ordinaria del tipo di Volterra e pervenire cosi
alla soluzione « forte » del problema.

Numerose conseguenze di questa costruzione vengono tratte nei n. 7,
8, 9 e 10, quali la caratterizzazione della classe di funzioni in cui vale il
teorema di inversione del n. 3, nuovi teoremi di unicita per (II)-(I11), teo-
remi di completezza di certi sistemi di funzioni, in particolare dei polinomi
parabolici, utili in vari metodi di calcolo approssimato della soluzione quale
ad esempio il noto metodo del Picone, ed infine alcune prime proprieta degli
integrali singolari di cui ho prima detto.

1. — Preliminari e un primo teorema di unicita.

Tratteremo da prima il caso che z sia un cilindro retto. Passeremo in
seguito (vedi n. 12) al caso piu generale per il dominio 7.

Sia D un dominio del piano (, x,) limitato dalla curva semplice e
chiusa ¢, e dalle k& curve semplici e chiuse ¢;,...,0,, a due a due prive
di punti comuni, esterne l'ina all’altra ed interne tutte a c¢,; g, Cyye..y Cr
essendo inoltre di classe 2 in ogni loro punto.

Fissato y, > 0, indichiamo, per 0 << y’ < y,, con z (y’) il dominio cilin-
drico dello spazio (%, , @, , y) costituito dai punti (z,, #,, y) tali che (z,, ,)
appartenga ad D e 0 << y << y’; con o (y) la frontiera di = (y’) con p (0) e p (¥)
rispettivamente la base inferiore e la base superiore di z(y”), con s(y’) la
superficie laterale di z(y’) (sicché risulta o (y") = p (0) + p (¥") + s (¥’)) con
¢ (y’) la frontiera di p (y’). Poniamo poi piit brevemente : 7 (y,) = 7, o (y,) = o,
$(Yyy) = 8. ' } :

Per ogni punto M di s sia definito un asse ! (M), giacente sul piano
passante per M e parallelo al piano (#,, #,), penetrante in z; inoltre i coseni
direttori di ! (M) siano funzioni di classe 1 del punto M su s.

Poniamo per &« = 0,8 =0, M = (x,,x,,y) e N = (21, 42, y’) essendo
due punti dello spazio tali che y" >y

o .
(yl — y)ﬂe 4(!/ _y) M r = V(wi - w1)2 + (xé - w2)2 ;

hog (M, N) =

e piu in generale essendo 1 > 0

o Ar?
WP (M, Ny = _" Tw,
B ( ’ ) (y/ — y)/g
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Sia poi F (M, N) la funzione cosl definita
F (M, N) = hoy (M, N) per y" >y

FM,Ny=10 per y <vy.

Si ponga ancora

ou
EXu) = Ayu + —.
(w) hu+ Yy
Considereremo il seguente problema al contorno :

Ewy=0 in r—o

=0 - su p(0)

¢ essendo un’assegnata funzione su s.

Incominciamo col dare per il problema (1) un primo teorema (') di uni-
citd, che si ottiene come caso particolare (*) da ricordati lavori di M. Pi-
cone [15]:

L. Del problema (1) v’¢ al pin wna soluzione regolare () in <.

2. — Esistenza della « soluzione debole » e regolarizzazione all’interno di z.

Verrd detta soluzione « debole » del problema (1) ogni funzione  di qua-
drato sommabile in v a cui resta associata una funzione y di quadrato som-

() Altri teoremi di unicitd saranno dati nel n. 8.

(®) 1 teoremi di unicitd che conseguono dalle formule di maggiorazione di [15] valgono
per problemi pilt generali del problema (1) e sono stabilite nell’ ipotesi dell’esistenza di
una funzione ® che soddisfa a determinate condizioni quantitative; queste nel caso qui

trattato si riducono alle seguenti: w >0 in 7, E (w) limitato snperiormente in z, bb—;) <0

su 8. L’esistenza di una tale @ ® ovvia.

() Una funzione u si dird regolare in z rispetto a (1) se, essendo continua in ogni
punto interno a z e in ogni punto di p (yy) — ¢ (y,) con le sue derivate dei primi due or-
dini che compaiono in F (u), riesce inoltre continua in 7z ed ammette in ogni punto di &
ou

1arb—l.
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mabile su s tale che la

(2) fa,(’) vy ds = f'lp (a;‘) % — b® v) ds + ju E* (v) dv
*
8 8§ 4

sia verificata per ogni » di classe 2 in v e tale che v = 0 su p (y,) (*).
Proveremo Vesistenza della soluzione debole per il problema (1).
Se w & una funzione di classe 2 in v verificante

3) w<0in<, Bw=0in 1, a(’)gzg——b(’)w>08u s,

sussiste per ogni v di classe 2 in 7 e tale che v = 0 su p (y,) la formula di
maggiorazione

(4) f (@ v ds < & g f (a(l) %’ — 0 v) ds + j (B* (0)2 do %,
23

dove k & una quantitd positiva dipendente esclusivamente da w. La (4) &
una facile conseguenza della formula di Green (cfr. [17])

f(@E(u)—uE*(fv))dt —|—f(a(‘)v%%—a§?u%—|—b(’iuv) do =0
*

scritta per w e v2.

D’altra parte non & difficile constatare l’esistenza di una w verificante
le condizioni (3)(%): si ha cosl la (4).

Dalla (4), per il principio esistenziale di G. Fichera [3] si ha la [2]. Da
quest’ultima discende poi con gli stessi ragionamenti usati da Amerio nel
n. 4 di [1] (pag. 112) che per @ esterno a z

5) 0— f @y 82 aﬁ D 35 — [g(30) a® PO, Q) dnes — (00 (3) FOL, Q) dars,

8

(¥) Per la definizione di a®, af,?, l *,b(’) vedasi [17] oppure [16] pag. 739 e seg.

(%) 8i pud infatti procedere ad es. come segue: sia w’ una funzione negativa di classe
2 in 7z soddisfacente alla o bb— — b0 >0 su s, posto w=eY w’ si soddisfa alla E(w)==0

prendendo ¢ sufficientemente grande.



78 MAURO PAGNI: Su un problema al contorno tipico

e per P interno a t

() 4nu(P)= [yt ap L0 L)

o dys— f g(M)aO F(M,P)dyrs— f DOW(MF(M,P)dys .
573

8

Ottenendo cosl la regolarizzazione della u all’interno di z.

Si apre ora il problema di interpretare le condizioni al contorno per la
# cosl trovata. Una prima interpretazione la otterremo col teorema di in-
versione del numero successivo.

3. — Formule limiti e teorema di inversione.

Sia @ (@) una assegnata funzione sommabile su s, e si ponga

(®) wp) = [p@F (@ P ags.

8
Sia P un punto sulla conormale positiva ad s in M »y (8) e P’ il simmetrico
rispetto ad M. Ricordiamo che, come & stato provato da L. Amerio [1] e
E. Magenes [11], per quasi tutti i punti M di s risulta

) lim ((P) — w(P’) = 0.
P—M (suwvyy)

Vogliamo ora provare che per quasi tutti i punti M di s si ha

ou (P) __ ou (P'))
olu ol

4 7 cos (nM lM) 17
— 37 ~ = (M) = — -
COS* (N, Y1) agn

(8) lim ( @ (M).

P—M (su vyy)

Arriveremo alla (8) sfruttando sostanzialmente un teorema di di B. Jes-
sen, J. Marcinkiewicz, A. Zygmund [8], secondo un’idea gia usata per ana-
loga questione da L. Amerio [1].

Cominciamo coll’osservare che per lipotesi fatte, nell’intorno di ogni suo
punto M, s si pud rappresentare prendendo la terna (£, &5, n) avente origine
in M e dove il piano (£,, ) ¢ tangente in M a s, ha la stessa direzione
e verso di y e &, & ’asse ny, normale interna ad s in M, mediante ’equazione

9 & =r&)

dove f(£,) & funzione continua con la sua derivata prima e seconda in un
intorno dello zero.

(®) La conormale »,, & la proiezione sul piano caratteristico per M della normale n M-
Nel caso del cilindro retto »,, = ng,; si & qui preferito introdurre sin d’ora la conormale
affinch® le formule seritte rimangono immutate anche nel caso del dominio pil generale .
che verrd considerato nel n. 12.
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Sia @ un punto di s e # un numero posivo. Si indichi con T (@, 2) il
rettangolo situato sul piano tangente ad s nel punto @, di centro @ ed
avente un lato, parallelo alla generatrice del cilindro, di lunghezza 422, e il
rimanente lato di lunghezza 2z. Si denoti con s(@, 2) la porzione di s che
ha per proiezioﬂe, secondo la normale in ¢ sul piano tangente in @, T(Q), 2).
Mostriamo che per quasi tutti i punti Q di s si ha

jW(Q)——QJ(@)ldQS

(10) lim 4@2 _ =0.
20 area s (@, ?)

Preso comunque un punto M di s sia Or un cerchio del piano (&, , 7)
di centro Vorigine e di raggio R in cui valga la (9). Detta s (Cg) la porzione
di s che ha per proiezione secondo &, sul piano (&, , %), Or; per provare la
(10) bastera far vedere che questa sussiste per quasi tutti i punti Q dis(Cg).

Posto ¢ (£, ,7)=¢ (@) se @ & un punto di coordinate (&, ,f(&,),n) ri-
spetto alla terna (&,, &,,) la funzione ¢ (£, ,#) risulta sommabile su Og.
Dette E,; le coordinate di un punto interno a Cr e y(2) e u(2) due fun-
zioni continue crescenti per 2 = 0-e nulle per z =0, per il teorema sopra
ricordato di B. Jessen, J. Marcinkiewicz e A. Zygmund, risulta

g+ ntu@)

‘ . 1 oo
11) lﬂmfd%fltp(&n)—w(fun)ldfi=0
s—v(@) n—u()

per quasi tutti i punti (ZE1 ,;7—) di Cg.

D’altra parte se con T, (&,,7) si indica il rettangolo del piano (£, ,7)
dato da |& — &, |<<#,|n — 5 |<2® e con B il massimo di Vl 4+ f2 in
Cr, si ha per z abbastanza piccolo :

ﬁ«p(@)—qs(éﬂdw -Bﬁw(eun)—w@,%ldadv
5(@2) '

= Tor(€,0m)

(12) =
area s (¢, 2) area s (@, 2)

=

E 42z 4z

B _
_fdEiflqv(«fnn)—w&m)ldn-

area T, (&, , )
E—22  p—dz

Passando al limite per 2—0 nella (12) e tenendo presente la (11) ove si
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faccia y (?) =22, u(?) =42% si ha la (10) per quasi tutti i punti @ di
$(Cgr).

Sia M un punto di s in cui valga la (10) e supponiamo per semplicita,
senza per questo ledere la generalita, () che sia ¢ (M)=0.
Assunta nell’intorno di M la rappresentazione (9), per le proprietd ammesse
per la f(&,) ¢ possibile determinare tre numeri positivi B <1, H,q tali
che per ogni &,,% di Cr e qualunque sia il numero x, riesca

‘|'f(51)|£175?<H|51l,|fsl(§1)|£H|§1|,

(13) .
(@) <E+w—fEPE<g@E+a?).

Sia E, il circuito del piano &, ,# cosi definito ()

T

Tt

— — a?sen?
L= a® sen” 0 A a>0

che, prendendo a sufficientemente piccolo, pud pensarsi interno a Cg.
Indichiamo con D, il dominio del piano &,y che ha FE, per completa
frontiera e con s, la porzione di s che si proietta ortogonalmente su

D,.(® Si ha

gu(P)  du(P)_ 0F10. 1) 2T, P) .
a0l —f"’(Q) dQs—[ —dgs +

8—38g, 8—38g

oF(Q,P) oF(Q,P)
+j¢(Q)—b—irdQ8—f¢(Q)*m—dQs

(") Basta ricordare che la (8) vale se @ ® costante (come segue dalla formula di
Green) e scomporre u (P) nella somma

ﬁtr(Q)—tp(M)]F(Q,P)dQS +f¢(M)F(Q;P)dQ8-

(8) Queste curve sono state introdotte da B. Pini [18].

(® D, potrebbe essere sostituito dal rettangolo T, (0,0) (vedi ad es. Amerio [1D
per quanto riguarda le censiderazioni di questo numero. L’opportunitd della scelta fatta &
legata alle considerazioni svolte nel n. 11.
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Occupiamoci dapprima della differenza dei due integrali estesa s, .
Detti « e f i coseni direttori di I rispetto agli assi &, ,& e posto
P=(0,z,0),(P=(0,—x,0), riesce essendo &, ,&,,n le coordinate di ¢

EH-a—8,)?

220D _ e+ B2 s0n| =0

Si ha allora, posto per brevitd ¢ (£, , ) = ¢ () se @ ha coordinate (£, f(&,),7)

‘/ aF(Q P)dQs——fw(Q)ﬂ;%;‘IﬁdQsl=

8q

E+(e—r (&))? (oS (&) .
1 V 12 ‘51 Sl S—

=5 Q&)1+ fe = 2 e 7 —¢ 7 d&, dy +
Da

i e—f (£)2

+f R EE T A e

E+(e+Sf (5)? §’+(w—f (&)?
£) 4o — o 1 e
—LEEE T T= s | < | [ | e VT | B T
Da

81 (o FIE)2 2 2
E-(otr (5)? ’f § ) @ ;fﬂ\ﬁx) e _514'(-’”;:./(51))

- e - — e~

g ez =
n
| . | &+ (e—r (&) 2 &7 (32
+77§'[6 4 e ’ 4 ]}d&d’?\-

Indichiamo rispettivamente con I, e I, gli integrali ora scritti e ve-
diamo come possano essere maggiorati.

Riesce detto £, un opportuno numero compreso fra —“| & | e |&]

@—f&)r @& GG
T, lf@i (» ""f('fi)) 1

e

6. Annali della Scuwola Norm. Sup. - Pisa.
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d’altra parte, tenuto conto delle (13), si ha in Cg:

Bt@—fEP=8+e—fEP+E—B=L @+ +

o o1 E 1
te—bB=gt oSl @ta

Per quanto sopra visto e per le (13) si ha allora
23453

( .
1 H? &P — =
I1églb/lwl+f§l—:ljs'—le " dg, dn|+

(fv*+£')

U| Vidrg) L2t '””'E‘ He —™ g dn

@*+&D

1 H3 & ———
ey | [0 RIS ¢ 7 dan|+
Da

_ @

> |f|«pV1+fel el 4, z’)df‘d"“

(42"

+|[I‘PV1—f;.lfe g, dnl

Eseguiamo la trasformazione di coordinate

Sé,_—SQsenG '/logsen29 0=0
o 2can? _r z
(17-— o* sen” 6 2£9£2

e indichiamo con y (¢, 6) la funziohe |¢ l/l 4 fi| espressa mediante le va-
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riabili o e 8 e con J (¢, 0) lo jacobiano della trasformazione. Si ha

I, < K,

g 8
sen 0|15 1 512 — —goaenig
fx(g, 0 5 | (logsenge) e T T (o, 0) dod6 +
0

|
w]a\“’l"‘

\ sen?

13 32 L.
+112f fx(e, [elleen Ol o LV 70, 0) 20 a0
-5 °

1 \°2 1 \32
Osservato che le espressioni |sen 6|1 (log 9> , |[sen 6|3 (log o 9>
22
si mantengono limitate e che e Betente 8"’, indicate con K, e K; due
opportune costanti, si ottiene

x?

L=k, [ [HER 0 50,0 a0+

a2
+K2f f ¢ F|a|d(e, 6)de @6 .

b=~I

Analogamente dette K,, K,, K; altre opportune costanti, risulta :

2
. 2
IzéKg/ fx(e, ) ¢ %' J (0, 0)do db +

x 0
-2
+Kf f 89’].70|J 0, 0) do do +
7w 0
Y
% a2
+ K f——e 8¢ 2| 1(0,0) J (¢,0)de do .

|
SIE
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Posto

[ 2
w(e>=f fx(e,eme,e)dede,si b tim 2P —
e—b
0 7

1
Infatti detto B il massimo di Ssene‘/logs—e;i—e ed osservato che il
¢ completa fi'ontiera,, & contenuto nel rettangolo

dominio D,, di cui K,
|&| < Be, |n|l<B*¢*, siha

——[ j 9,9)J(9,9)d9=%fl¢’(@)ld@8£
o

_z
2

lp (@)] dg s
8(0,Bpo)

area s (0, Bo) ' 0

area s (0, Bo)
3 H

passando al limite per ¢ — 0 nelle relazioni ora scritte, per la (10) e per

0, B
essere la quantita M 0 limitata, si ottiene 1’asserto.

Per maggiorare I, e I, basterd ovviamente maggiorare i seguenti due

—/f 8‘-” J (¢, 0) de do,

z
2

integrali :

. .
’Q%aﬂlxle_s_@J(e, 6) do 0.

I
o\
\wla

|
SIE

Notato che v’ () = f x (0,0 0) d9, si ha, indicato con &(a)
i
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un infinitesimo con «:

a

a
2 2 2
T ¥ (0 —gp pla) - 1 [ ﬂ
=2 do="Y 8@ —— [ Z ¢ 8 y()d
11 6/ 0 € Q @ ¢ 4 94 ¢ Q +

0

a

_l_'/‘w_g(zg_) e—:_e’d9=s(a)+8(a/) _‘Z;e_fi_e’dg—{—s(a),
0

0

a a

- (el v g _v@ L1

Q=f—g—ew@=7rM6W—z-?€WW@@ﬁ
h 0

a
3 2
+{ﬂ ew o) do=z¢(a @ﬂ e@@+uqﬂ§{@@.
0

Ricordato che per n intero = 2

(=] 2

‘e 8 - n—1
/'QT Q dQ — 93n—5 I ( 3 ) (x)—(n-l),
¢ .

si ottiene, per |x| <1, I, + I, = ¢(a), e quindi

(14) L 4+ I, =c¢(a).
Prendiamo ora in esame la differenza
oFr P
[v@ 2P B g5 — [0 P e

proveremo che

F 74
(15) lim gftp(Q)a—MdQs—fqa(Q)a—M’—P—)dQs =0.

PoMsuv) oly oly
M gZs, s—3,,

2
Detto C, il cerchio del piano (§,,7%) di raggio —Z— e centro Dorigine, e in-

dicata con sz la porzione di s che si proietta ortogonalmente su Oy 81
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osservi che, essendo

fqo((})————aFé? ) dos
M

(8—84)—843

funzione continua di P in M, basterd, per provare la (15), mostrare che,
posto @ = (8 — 85)+842, 8i ha

(16) lim f(p(Q)aF Q,F __J ’M) QM) 45

P-M(sur,,) olyr
Infatti ’
s OF (Q 'P) f antardy
fqv(()) ———a—,;’— dgs= ftp & V1 + 15, % 2 4 g dy.
) Ua’-Da

Per tutti i punti (&, ,%) tali che < 0 di Cq, riesce, supposto le|<<1e
indicata con k una opportuna costante,

1 (& f & (@— &
— X, - .
[Tl yg—e

osservato che uno qualunque dei detti punti puo porsi sotto la forma

£, =28asend, Vlog

sen® 6
= —a?seno,
T .
con |92|£|91|<—6'7 si ha
. 1 10,1
__E_{_ —1686]1’01103 Seni g, . _wsen 2 ogsen’og k
iy sen? 6, _ *6,
k — T, . = e sen? 6y < — .
pe aisenio a*sen*9 4
N 2 2
BF(Q P)

Riesce allora per ogni P = (0,,0), [¢|<1; |¢(Q)- <= a4l(p(Q)|
e quindi la (16).
Preso o> 0 arbitrario si determini un a > 0 tale che |¢(a)| <—;—;

fissato cosl a esisterd per la (15) un & positivo < 1 tale che per ogni
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P=(0,2,0), con 0 <x <J, riesca

F P’
|[r@ D ags — [ 2T ags| < 5

5—8g 8—s;

Cio prova completamente la (8).
Conservando le notazioni gia introdotte, si ponga

w(P)-f @ 3—‘7—9—1))%8

In modo perfettamente analogo a quanto fatto per provare la (8) si trova
che per quasi tutti i punti M di s &:

7 : : . 74} R 4n -
(8 P#lz[l(ﬁw){w (P) — w (P} = 574 an @ (M) .

Mostriamo infine che per quasi tutti i punti M di s &

6w (P) 8w (P’

. _ in
(7 lim F1; A %—-—(—‘—(Wba M)‘P( ).

PMsuv )

Sia M un punto di s ove valga la (10) e supponiamo per semplicita
@ (M)=10 (9. Si ha

dw (P) aw(P’)_ ' o oF(@Q,P)., 8 9F(Q,P)

5—sg =3¢

6 3FQ P) 3 0F(Q,P)

8q

Osserviamo che le stesse considerazioni svolte per stabilire la (15) provano che

. o 0F(Q,P) o 0F(Q,P"
(18) PJ}({E?M)U (@5 T8 g5 — [0 5 2y

a L

8—8,

(19 Cfr. nota (7).
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Detti « (@), B(Q) i coseni direttori dell’asse I (@) rispetto agli assi
£ ,& e a*(M), B*(M) i coseni direttori, rispetto agli stessi assi, di I si ha

0 BFQ P) o oF(Q, P’)
I/ (@ o tgs ~ [910) 50 M ags|<
4@ ) g+@+s)
1 * X — —_—
3| [renn =B [T T A e |+
Daq .
) 2 . e sl+(m+f)2
T f qﬂ(fun)&_a‘:s [e —* ]V + /4 dfadn‘
Dg )
1 B &+ @—f)* +(@+f 2o
| [reom s le—ne T — e T Vit 7 |+
Dq
§H+@—r)?
1 * 4 aft S ;
T f«p(éum@fT“ﬂ)fnx—ﬂe 1A an |+
Dq ‘
‘ @)
1
Tl [rem®EED g o = T 2 .
Dq

Con considerazioni perfettamente analoghe a quelle gia usate per le maggio-
razioni di I, e I, si mostra che i primi tre integrali che figurano al secondo
membro della relazione ora scritta sono infinitesimi con a«. In quanto agli
ultimi due integrali, che indicheremo con J,,J,, basterd osservare quanto
segue. Posto a« (&, ,9)=a (@), (& ,n =F£(Q), se Q@ & un punto di coordi-
nate (&, (£),n), si ha B(E,,n)a*(0,0)+a(E,,7) 6*(0,0)=— B(&,,m)«(0,0)+

+ « (& ,79)B(0,0); e ricordando le ipotesi fatte sull’asse !, riesce
].B(Siam“*(o’o)+“(‘Su77)f3*(09O)I=|“(51,"7)13(070)_5(517’7)“((),0”=
=|[06(5“17)—0t(0,0)]/3(§1,?7)+[ﬂ(o,0)—/3(5“"7)]0!(51,"7)|£
Sl“(‘fu’?)_“(oyo)l|ﬁ(517’7)|+|ﬂ(0;0)—ﬁ(§n77)|I“(fi”?)lgk(lfil""l’?l)

(& costante opportuna).
Si ha allora, tenendo presenti le (13),

ga?

— 2 — —
J1+J2£k|f|‘p‘/1+f§1|(|§1|+ln|) (H§1—|—|w|)|51|e =87 dE, dy| ,
Dg

-1
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e col solito procedimento & facile vedere che l’integrale ora scritto & infini-

tesimo con a. Resta cosl provata la (17).
Ponendo

3F(Q, P)

@)= [y o1

8

dQS

@

gli stessi ragionamenti provano che per quasi tutti i punti M di s

s« *
17 lim ow* (P)  ow*(P
PMsuvy) olyr Ol

’) 4z
% =—@oane " 7).

Dalle formule limiti ora dimostrate segue facilmente il teorema di in-
versione che ora preciseremo.
Indichiamo con I' Vinsieme delle funzioni u (P) che soddisfano alle
seguénti proprieta :
a) & soddisfatta la E (u) = 0 nei punti interni di z;
b) preso quasi ovunque su o un punto M esiste finito il limite

(19) lim w@)=AM) e AM)=0 su p(0);
P-M (suvM+)

c) preso quasi ovunque su s un punto M esiste finito il limite

(20) im 2P _ gy,
PoM (suvy+) oly

d) A(M) e B (M) sono funzioni sommabili su ¢ e s rispettivamente,
e risultano soddisfatte le equazioni

@) 0= [apna?TI:D, _f M) a® F (M, Q) dy s —
)L 8lM
A (M) VO F (M, Q) dy o

s+ (o)
se @ & esterno a 7, e

8F (M, P)

(22) 4nu(P)=fA(M) O g dus —/B(M)a(’)F(M,P)dMs—

—fA(M) b0 F (M, P)dys

se P & interno a <.
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II. Se A(M), B(M) sono due funzioni sommabili rispettivamente su ¢
e su s e soddisfacenti alla equazione (21) per ogni @ esterno a v, allora la
Sfunzione w (P) definita per P interno a v dalla (22) appartiene alla classe I'.'

Ricordiamo che L. Amerio [1] ha dato lo stesso teorema nel caso di
l=v, » essendo la conormale.

Il teorema II di un’interpretazione dei dati del caso del n. 2. Osser-
viamo anzi che la soluzione debole trovata nel n. 2 appartiene ad una
sottoclasse I'* di I', precisamente a quella in cui A (M) e B (M) sono di
quadrato sommapbile.

Si pone ora il problema di sapere se vale il teorema di unicitd nella
classe I'* (o addirittura in I') per il nostro problema. In secondo luogo se
g & sufficientemente regolare, per esempio continua o hoelderiana, la u sara
soluzione forte del problema, cioé sara essa stessa pill regolare sulla frontiera
e assumera i dati nel senso classico? Sorgono allora difficolta collegate a
certi tipi di integrali singolari e di equazioni integrali singolari (come ab-
biamo gia detto nell’introduzione) che non mi risulta siano stati fin’ora
studiati. Nei prossimi numeri risponderemo alle questioni poste cercando di
evitare le difficolta segnalate.

4. — Funzione H(M, N) associata al dominio < e all’asse 7.

Ci proponiamo di dare relativamente all’equazione F (u) = 0, al dominio

7z e allasse ! un nucleo H (M, N) che permetta di tradurre il problema di

derivata obliqua per Pequazione del calore in un’equazione integrale ordinaria.

Supporremo dapprima che il dominio z soddisfi alla seguente ulteriore
ipotesi :

%) in ogni punto M di s Passe opposto ad ! non abbia altro punto

che M a comune con z (11).
x

Posto per ogni z reale & (x) = j e~"dt, & ben noto che 45(—|—oo)=v?n.
; .
Indicati con a, (M), a, (M) i coseni direttori dell’asse I (M), 8, (M), B, (M)
quelli della conormale » (M) diretta verso Vinterno, e detti M =(x,,,,y) un
punto di s e N=(x;,,y’) un punto qualunque dello spazio, poniamo :

 or, xS 008.00 + 500600 <55

Yy —y + Y
+ [By (M) oty (M) — By (M) g (M)] [oxy (M) (w5 — @) — aty (M) (w1 — @1)] o =)
(" — yPP2 )

(1) $i osservi che questa ipotesi & sicuramente verificats se 7 ® convesso.
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‘ @, (M) -7?1—4"1)4‘% M) _w2)> I
— ik
20 —y) 2 per y' >y,
_ fag M)y —ay)+ag(M ) — p)]2 :
e 4(y'—y)
HM,N)=0 . per y' <y.

Detti I, v rispettivamenre i vettori unitari su (M), v (M), m il vettore uni-
tario uscente da M e di coseni direttori — a,,«,, r il segmento orientato
che unisce (x,,x,,0) con (v} ,x4,0), la H(M,N) per y >y pud essere
scritta pitt concisamente come segue :

( I><r 1) . '/7—,)
72 ] —
_ S _r , = 2
H(M,N): |,>< vb’ 4(1,_y)_(m>fv)(ma/>2<r)e 4(y'—y) 2y — )2 ‘.
y—uy ¥ —9) _ (axr?
\ e -y

La funzione H (M ,N) gode delle seguenti proprieta :

1) per I =v, H(M,N) coincide con F(M,N);

2) fissato comunque M su s, H (M, N) come funzione di N & conti-
nua insieme alle sue derivate prime e seconde in v — o ed & ivi soluzione
della equazione K (u) =0 .

3) per M su s e N di 7 tali che M &= N, vale la limitazione

|H(M,N)| < Ahyy (M,N)+ By (M,N);
3
(4,B,2 costanti indipendenti da M e da N).

La 1) si verifica immediatamente ponendo nella espressione di H (M, N)
oy (M) =By (M), ay(M)=p,(M).

Proviamo la 2). Incominceremo col mostrare che, fissato M = (w,,wg, )
sus, HM,N), & come funzione di N=(x},xs,y’), continua in tutto
T —o. Si osservi che potremo limitarci a studiare il comportamento del
gsecondo addendo perche & evidente la continuitd del primo addendo. II
secondo addendo

! I><r 7

. |® ( 1_) - ?i
_(m><v)mx<r) Ty | \2 (Y —y)? b
3 — OXrP¢ ' ‘ =

Yy —y)?2 \ e 4W—y J

(M><v)(mx<r) — o I<r Va
- =z ¢ P\—=)— 7%

Y — ) 29" —y)*
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puo diventare singolare in 7 — ¢ quando il punto N tende ad un qua-
lunque punto P di p(y)—s. Se il punto P & un qualunque punto
di p(y) —s non appartenente all’asse [ (M), il prodotto [r>< m]® tende
al tendere di ¥ e P ad un numero positivo e questo basta per dire
che il secondo addendo ha, in questo caso, per limite lo zero. Se P &
un qualunque punto dellasse (M) e diverso da M, per D ipotesi fatta
su v e sull’asse !, quando N tende a P la quantita |><r & definitivamente

2
positiva e quindi quando [|>,<_r] -4 o0, _I_?_<r_ - oco. Si ha allora,
4(y'—y) .
20" —v)
Ix<r
posto, 2 = ————,
2 —y)? -
TT
li ———Q 9% _ im —
z—}-]:-aoo e o 10 — 22677 -

e cio prova la continuitd della funzione presa in esame.

Le stesse considerazioni permettono di stabilire la continuitad delle de-
rivate prime e seconde della H (M, N) dato che, come & subito visto, queste
hanno la stessa composizione di H, ciod sono somme di due addendi uno
dei quali ovviamente continuo in v — ¢ e Daltro del tipo ora visto.

Che H(M,N), fissato M in s, come funzione di N sia soluzione di
FE(u) =0 in 7 — o si verifica facendo il calcolo.

Per stabilire la 3) studiamo il comportamento di H (M , N) quando il
punto N=(»;,x2,9') di v tende al punto M =(x, ,x,,y) di s.

Tl primo addendo di H (M ,N) si comporta in maniera nota essendo in
modulo << A4 hy; (M, N) (A costante opportuna indipendente da M e da N).
Il secondo addendo & maggiorabile con B, hy, 3 (M, N) (B; costante oppor-

2

tuna indipendente da M e da N) se la coppia M, N & tale che I><r > 0;
se invece | >< r << 0, riesce per le ipotes;i fatte (lc <é << g— e la i) (r><

>< m)? = A+? con A costante positiva minore di 1, indipendente da M e N,
e quindi ’

I<r Vn
" ( 1_) )
(mx<v)(m><r) ~ = ‘2 —9) =

I )32 (ixr)?
Y —v) \ T /
(rXm)? — ~_},1:!_
_ [m><viim><r) - T gq;(_';“_) _ V_n§ =B, .
(Y — y)P? 2(y' —y)'? 2 ' — y)*



per equazione del calore 93

Osservato che

r2 Ar?

(M,N)=_r_e—4(y’—y)<*Lg Lly'—y) (0<1<1)

h
b (y" —ypr” = (y—yPr

3

F)

e detto B il pit grande fra B, e B,, si ha la voluta maggiorazione.

oH(M,N)
o @i

Per M=(x;,2,y) di s e N=(@123,y)di t—o0 e y’ >y, si ha:

Studiamo il comportamento delle derivate (t=1,2).

GHOL, N)_ 1 [ (I><v) (@i — &) | () (@m><v) <-2n><r>} R

8 @1 2 @ —y? @ — )

& (_I ><r 1 )_ VTn )

= [“2 (L) (M >< V) () (M ><v) (m><r>2} 2Ay'—y)? ,
732 EREYTP IXr)?

(y'—y) 2@y —yr 8‘417)5—7;) ’

OHOLN) 1 [(l><v) (@ — @) | ay(M)(M><V) (m><r>] T
9 @ 21 @ —yp2 W — yP

1)

-2 [—ay(M)(m><V) | a(M)m><v)m><r?];  \2(y’'—y)?
e W [ W—9" T 2y — P L "
e tW—y ;
risultano le ulteriori seguenti proprieta :
oH (M, N _ 0H o0H oF (M N)
4 M) M) —=—_
) o lu % 1—|-a2( )19-70"2 ovu

b)per M= (w1, %, y) di s e N= (w1, 23, 9) di v, M=N ¢

5 (M, N), (i=1, 2),

laﬁ(M, N)
2

e \éx‘lhw(M M)+ B 5 (0, N)+0
4, B, C , A costanti indipendenti da M e da N).
La 4) ¢ di immediata verifica.
La 5) si prova con le stesse considerazioni usate per la 3).
Abbandoniamo 1’ipotesi ¢): mostreremo come si possa pervenire ad un
nucleo che abbia le proprieta di quello ora visto.
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Incominciamo coll’osservare che, per essere s di classe 2, in ogni suo
punto M Vasse opposto ad I (M) incontrerd la s in un insieme di punti che
ha un primo elemento M;. La distanza M ¢ una funzione del punto M
sulla superficie che ha un estremo inferiore positivo che indichiamo con 2d.

Detti M = (21, @, y) un punto di s e N=(x;, %3, y) un punto dello
spazio, poniamo

H(M,N)=%->};e'w:%_%>§1}<;‘;;;<’)e’m.
: @(__'ﬁ'__l_>_cp<|_>iﬁ_?))
2@y — y)? 2@ —y)? ,
) — )] 5pery >y,
¢ v

HM,N)=0 per y' <vy.

H(M, N) & come funzione di N continua insieme alle sue derivate
prime e_seconde in tutto lo spazio, salvo che sul segmento di equazioni

'(l/‘i=$1—061(M)t

23) ;;;:xg—ag(M)t 0<<t<d.

!

Ty =y

Infatti le singolarita della H possono trovarsi solo sul pianoA per M
parallelo al piano #;, x,. Per N tendente ad un'qualunque punto di detto
piano diverso da M e non situato sulla semiretta uscente da M e di coseni
direttori — a3, — @y, 0, considerazioni perfettamente analoghe a quelle
fatte per stabilire la 2) provano quanto affermato. Se invece N tende a un
punto N appartenente alla semiretta suddetta, ma non al segmento di
equazioni (23), riesce

,2
lim H(M, _N) = lim |,>< r g— AY'—y)

NoW N-wY Y

_'><_'_)_ @ ('_>§"_ﬂ)

@( ; 1
(M><v)m><rp) —EXCERED Ao —y)? 20/ —y)*
_ OXrap

N-N Y —ypPP? e 44—y

(mxv)(mxr)e—““—x'—)'ﬂz‘ﬁf'l'i@( 1><r o I><r—|-d)§
1 1 ¢

i )3/0 4y'—y)
-~N y =y ' 2 ' 2
N 2 (y —y)? 2@y —y)?
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1
Posto 2 = ————— ed osservato che, detta 2d; la distanza di N

1
20 —y?*
dal punto di coordinate (v — &y di, ® — &y d, ), & definitivamente I><r 4

+d<—d <0, si ha

_ (mXrdXrid)y?

. (m><vV) (mX<r) =) — 0
- )

lim ——
N >N (y, - y)3/2

|20 =) -2 ()]

1 1

. 20 —y)? 20 —u)? . D[I><r)z]— BA><r+dy]
fm d X rtaf T, lim o IXrd)z =0
NN e 4—v) = Fee

Considerazioni dello stesso tipo provano quanto affermato per le derivate.

H(M, N) come funzione di N &, come si verifica col calcolo, soluzione
dell’equazione F (u) =0 in tutto lo spazio tranne che sul segmentb di
equazioni (23).

Osserviamo ancora che se M & un punto di s, per N di z vicino ad M
la H(M,N), come funzione di N, si comporta come H (M, N).

Infatti, posto

(mXr)3?

(m><v) (m><r) e‘ﬂy'——w;@( I<r+d ) V;;

L M=y T —9") 2

si ha HM,N)=HM,N)+H (M, N) ed & come & facile vedere
con considerazioni analoghe alle precedenti, lim H, (M, N)=0 .
. ven '
Da tutto cido segue che valgono per H (M, N) le seguenti proprieta (12):

1 bis) per | =v la H(M, N) coincide con F (M, N);

2 big) fissato comunque M su s la H (M, N) pensata funzione di N,
¢ continua insieme alle sue derivate prime e seconde in v — o ed & ivi solu-
zione dell’equazione FE (u)=0;

3 bis) per M su s e N di v tali che M &= ¥, vale la limitazione

| H (M, N)| < 4 hoy (M,N) + Bhf}y (M, N)

(1?) Il nucleo H (M, N) pud sostituire " (M, N) anche nel caso che valga la 4): si
potra allora prendere per d un qualunque numero positivo. B evidente che nel caso gene-
rale in H (M, N) si possa prendere invece di d un qualunque numero positivo minore di 2d.
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(A, B, 1 costanti opportune indipendenti da M, N);
4 bis)
M F(M
olar oV

dove L (M, N) & una funzione continua e limitata per M su s e N inz—N;

5 bis)
HM,N — = ° D
“2__(630{’__)I_—_Ahl’g(M,N)—I—Bh@m(M,N)+ Oh%/ﬂMv N)+D

(i=1,2)

(4,B,0,D,A costanti indipendenti da M, N).
’ ’ ? ) ’

5. — Alcune considerazioni sull’integrale f S(MYH(M,N)dxs.

8

Sia 6 (M) una funzione continua su s e si consideri la funzione

(24) o;(N)=f6(M)H(M,N) du s,

mostriamo che la v(N) & continua in z. Incominciamo che l’osservare che
per la 3 bis) e per il fatto che ho, (M, N), hf%,/z (M, N) sono per tutti gli
N funzioni di M sommabili (%) su s (vedi Levi [9]), la v(N) & definita in .
La continuitd nei punti di 7 — s & ovvia; limitiamoci a considerarla nei
punti di s. Sia P un punto di s, preso &> 0 arbitrario, si determini una
sfera y di centro P tale che detta s, la sua intersezione con s riesca qua-

(43) Le funzioni h a,p (M,N) e h,(f)ﬁ (M, N) riescono sommabili su s come funzioni di M,
per qualunque fissato N, non appena sia 8 4 o — 28 > 0. L’integrale / R, ﬂ(M yN)dys @
8
una funzione continua di N==(x],},y') in tutto lo spazio appena 3 4 « — 28 >0; se si
pone 8 fa —28=4q e si fa Vipotesi che M e N siano su s e y —y<d, si ha
by, (M, N) dys<.L dqlz con £ costante dipendente da a,f. Lo stesso dicasi per
8

fh&)lg (M, N)dys. Vedi Levi [9], [10].

8
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lonque sia N di y.7: f,é(M)H(M,N)] dys < e; e questo & possibile in

virtl della 3 bis) e delle maggiorazioni che si trovano in Levi (vedi nota (13)).

Daltra parte la funzione di N, f S(M)H(M ,N)dys & continua in P. Si

ha allora o
’[6(M)H(M,N)dMs——/6(M)H(M,P)dﬂs =
U HM N)dMs—f YH(M, P)dus +U6(M H(M, N)dys -|-

+U H(M,P)dys| < 3¢

non appena il punto N di = & sufficientemente vicino a P.
Si ha cosi

lim v (V) =f6(M)H(M, Q) dys .
N—~@Q

\

La v (N) & evidentemente derivabile in r— o; preso un punto QE(}?1 ,;2 ,?/)
v (N) =f6(M) OH (M, N)
dle dlg

di s si ha per N di =: dys. Studiamo ora il

8
limite 1m 224
N-@urgt) dlg
Dato che per la 4 bis)

v (N) _ GH(M, N) . M N)
dlg _/é(M) alg —f — dy s +
[eanzar,m dMs+f anfs (Q)M&Jr st UL

OH(M,N)

— [0‘1 (M)L(M’ﬂ + oy (M) W—]i dy s

o1

per studiare il lim 30 (N)
v-¢ dlg

ben noto il comportamento degli altri due quando N - Q su vQ 4 -

basterd occuparci solo del terzo addendo essendo

7. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa,
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Mostriamo che Vintegrale che costituisce il terzo addendo ha senso
anche quando N = Q. Infatti si ha per M = Q (1)

HM, H(M, ) A
i [“1(@)8 gwi 9—) ay (@) 6 ( Q)] [a‘ () aH(;af{ @ az(M)QH(;Zé Q)”=
[“1(Q)_ai(M)]aHM , Q) +[ o (@) — ay (M aH(M Q)l_

2k (r + |y — y ) [A hip (M, Q) + Bhlp(M, Q) + C1lu(M, Q) + D)<
A fhag (M, Q) + 2 (M, Q) 4+ e (M, Q)+ hyy (M, Q) +
hPe (M, Q) 4+ 1 (M, @)} + B

con A, B-costanti opportune. Per noti risultati (vedi Levi [9], [10] o nota (!2))
esistera l’integrale

#5) f §[al (@) — a, () 2HH, @)

Ed anzi, se assumiamo come campo d’integrazione invece di s una sua parte
compresa fra due piani paralleli distanti di una quantita arbitrariamente
piccola d, Vintegrale medesimo sard (vedi nota (13) infinitesimo di ordine
uguale a quello di 4'2.

Se invece il punto N=(x;,x5,y') di v non appartiene ad s ma & un
punto di vg;, seguiamo un ragionamento fatto dal Levi [10] che ripor-
tiamo per comoditd del lettore. Si divida il campo s in due parti, 'una s,
* tutta interna ad una striscia compresa fra due piani paralleli al piano
®, ®, di altezza arbitrariamente piccola in cui si abbia sempre per N su

— ey ) 2 D oty
2

vg+ € sufficientemente vicino a ¢, posto r= V(E1 — )P+ (52 — &),
r= V(@] — 2)® + (@ — x2)%,

(26) r=kr

(%) Infatti ®

[y (@) — ay (M)]
| oy (@) — ag (M) |

< T T—ul)  T=V @ —m)e + @— )

per ogni coppia di punti di 8: M= (x,,%;,Y), QE(;,,E;,%-
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e la parte restante s —s,. Si spezzi allora l'integrale da studiarsi nelle
due parti relative a s, e s s, . In quanto al primo integrando, per la (26)
e la 5 bis) si ottiene ’

HM,N). H(M,N
i[“i(Q)_ai(M)la (aw' _)-{-[az(Q)-—az(M)]%_)
(@ =y 0] | 0T 4y () — )|’MH
Ly QH (M, N)
(27 76(7'—|‘|?/—?/|). o7 ““ awz H“

(r 4+ |y — ¥ ) (a2 M, N) + kit (M, N) + 03 (M, N) + D} <
Ky (o (M, N) 4 1y (M, ) -0y (M, W)} 4
ky (g (M, N) + b (M, N) + Wb (M, N)} + Ky

onde il primo integrale diventera infinitesimo con d. Quanto alla parte
residua, osserviamo che Vintegrando & .sempre continuo e quindi, preso
¢ >0 si pud, una volta fissato d, determinare un numero ¢ > 0 tale che

per r < o si abbia qualunque sia il punto @ di s

N) H N
‘jg[ai(Q)—oﬁ( )]%‘I’[ 2(Q _“Q(M)Ja——%——)ié(M)dMs—

§—8

oH (M , Q)
o3

f %[%(Q) — a0 S 9 4 (@) — (3] <e.

o] % (M) dy s

§—8

Se ricordiamo ora che, come si & sopra osservato, l’integrale (25) esteso a
8, ¢ infinitesimo con d, si ha

M,N
tim 300 {[a@ S + a0 ETT -

N—@(surgt) J o1 ox2

oH (M, N) OH (M, N) B
e H DT s =

aHMQ

[«i (an)

fé(M)g[a, (Q) — &, (M) + [ (@) — o (M

8

oH (M, Q)
)] P dar s
e che la convergenza al variare di ¢ ¢ uniforme. L’integrale che costituisce
il primo membro della relazione ora scritta & continuo in t.
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Tenendo presente che, com’® noto

lim fé(M)L(M N)dMs:.faM LM, Q)dys,
N+

]jmfé( )BF(M N —f Q)d s+ 27 8(Q)
N-o+) ovuM

si ottiene per quanto visto

im YW i faM)aH(M M) s =
NQourgh) Ole N -Quurgh) ) alq

0H (M, Q)

20 (@) + [ 00 o, 00 LDy o, o) L P ay o
B
@) [ 300 fiut@) — 2,00 LD Ha a0 D s =
H(M oH (M
2 (@) + [ 000 o (@ 20 4 o) S D s —

_}_faH(M Q 8 (M) dye 5.

Le considerazioni svolte permettono, per Iuniformita rispetto a ¢ messa
in evidenza, di dire di piu, cioé che

. N H M
(28 bis) Jim ‘9”&; L f 9 Q) Mydys.
La w ¢, come visto, per ogni ¢ di s funzione di M sommabile
Q

su s. Tenuto presente che per M e @ entrambi su s(M == @) sussiste (vedi

Q%M’—Q)‘ < Blhea (M, Q) + hoa (M, Q], e te-
vy

Levi [10]) 1a maggiorazione

nute presenti le maggiorazioni date a pag. 99 si ha per M 5= @ ed en-
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trambi su s

|&‘(£{Q,_@'£A[h2,2(1u’. Q) + hoy (M, Q)
(29)

—|-h13M Q) -|-h“> M, Q)+ hyy (M, Q) -+ 2 (00, ) +15 (M, Q) + B
2

(4, B,  costanti opportune indipendenti da M, Q).

Si osservi che se (M) & hoelderiana rispetto ad «,, #, uniforme-
ov 9w
vy’ o
strazione di cio & del tutto analoga a quella fatta dal Gevrey [6] (a
pag. 410 e seg.) per provare nelle stesse ipotesi su 6 la continuitd di
ou Ju .

— , — in 7, essendo
0wy’ 0w »

mente in y su s allora v(N) ammette le continue in 7. La dimo-

w (M) =f5(M)F(M,N)dMs.

8

Vogliamo ora studiare Pintegrale

(24) v(N):fé(M)H(M,N)dMs

con 0 (M) soltanto sommabile su s.

Incominciamo con Dosservare che se & (M) é sommabile su s per quasi
tutti gli N di s, la funzione di M, 6 (M) hqp(M, N) é sommabile su s non ap-
pena 3 + a — 28 > 0. Cid si dimostra immediatamente seguendo un’idea di

G. Tichera. E noto che lintegrale f hopg (M, N)dys esiste per ogni M ed &

funzione continua in tutto lo spaziso e in particolare su s e pertanto essendo

hap (M, N)= 0, per un criterio di sommabilitd di L. Tonelli, la funzione, di

Med N,6(M)hy,p(M,N) & sommabile sul prodotto topologico di s per s¢

stesso. Per il teorema di Fubini di riduzione degli integrali multipli segue

allora che per quasi tutti gli N di s la funzione (di M) 6 (M)hep(M,N) &

sommabile su s. E poi evidente che lo stesso pud dirsi della funzione
& (M) hip (M, N) (4 > 0).

Quanto sopra visto e lo studio fatto di H(M , N) c¢i assicurano la som-
mabilitd per quasi tutti gli ¥ di s delle funzioni 6§ (M)H (M, N) e di
s ) 2O N) 9o ()
alN (%Q

. Le considerazioni svolte per la con (M) continua
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e considerazioni del tipo noto (!5) permettono di asserire che se &(M) & som-
mabile su s, per quasi tutti i ¢ di s risulta

lim v(m:f(M)H(M,Q)dMs,

N—»Q(squ+)
HM,N
(28) im0 g ] ooy AL N s —
. N-QEurgy) Ol N-Qurgy) lQ

—228(¢ +f an B as

6. — Traduzione del problema al contorno in equazione integrale ordi-
naria del tipo di Volterra; teorema di esistenza e di unicita.

La traduzione del problema (1) in equazione integrale che ora daremo
gerve anche a rispondere ai quesiti posti sulla regolarizzazione della solu- -
zione debole.

Indichiamo rispettivamente con {v}, e con {v} le classi delle funzioni »
date dalla (24) con O(M) continua e con d(M) sommabile in s. Se si cerca la
soluzione del problema (1) con g continua nella classe {v}., poiche tali v
verificano la F(u) in t — o e la v = 0 su p (0), bastera solo imporre alla
funzione &(Q) di soddisfare alla seguente equazione integrale

(30) 276(Q) + f 9%%@ S0 dar s = 9(Q).

La (30) e, nella funzione incognita 6 un’equazione lineare di seconda specie
di tipo misto di Volterra-Fredholm. Introduciamo la successione dei nuclei

iterati del nucleo oH(M, Q) .
alg
H(N
@ ar, @ = [ eyt ) S ays,
(31) ’ n=1,2,...
’ . GH(Ma_Q_)
G() (M7 Q) - 8lQ .

(5) Vedi L. Amerio [1] ed E. Magenes [11]: di quest’ultimo in particolare la nota 10.
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La maggiorazione (29) permette di fare ragionamenti perfettdmente analoghi
a quelli svolti da E. Magenes |11](!6) e provare che: per ogni coppia di
punti Q= (xy,x5,y"), M = (¥, x5,y") di s risulta per ogni y’ & y"

o k 0H(M,N) gH(N, /

B2 e, < ——y; [|RE R gy < b
@—y"P ¥ @' —y"

(ky costante indipendente da M e Q); gli integrali G, (M , Q) e

f\ G, (1, ) aﬂfﬁ;’-@‘dw

sono funzioni continue della coppia (M , Q) di punti di s.
+ Mediante calcoli analoghi a quelli fatti dal Levi si puo allora dimostrare

oo

la convergenza uniforme della serie 3 G, (M , @) e di ottenere cosi lo svi-
2

1 gH(M, Q)

luppo del nucleo risolvente di —
2n alQ

K, Q) =3 o Gu, Q)

La (30) ha dunque una ed una sola soluzione data da

33) 3(0) = 5= (0@ + [900 KL, @ tes).

I problema (1) con g funzione continua su s ammette quindi la soluzione

v(N):fH(M,N)B(M)dMs

con 6 (M) date dalle (33); per i risultati del n. 5 e in virtu del teorema di
unicita del n. 1 si ha anche Punicita nella classe delle funzioni regolari
in ©. Resta cosi dimostrato il teorema di esistenza e di unicitd per il proble-
ma (1) nella classe delle funzioni regolari in <.

(16) Vedi anche Pogorzelski [19].
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Se si cerca la soluzione nella classe {v} del problema (1) con g somma-
bile, si perviene all’equazione integrale

(30" 2ra(0) + | G0

O0(M)dys =g(Q).

Constatata col solito ragionamento la sommabilita su s per quasi tutti i @
di s, della funzione g (M) K (M , @) e che Vintegrale & funzione di ¢ som-
mabile su s, si considera la funzione 6 (@) data dalla (33). Con procedimenti
ben noti nella teoria delle equazioni integrali si verifica poi che tale d (@)
¢ soluzione (anzi Vunica soluzione della (30”)). Si & cosi pervenuti ad un
teorema di esistenza per il problema (1) nella ipotesi della sola sommabilita
per la g (Q) e di un teorema di unicita nella classe {v}.

OSSERVAZIONE : Allo stesso modo si puo trattare il problema aggiunto
E*(v)=101in r—o,

w @2 g,
*

v=20 su p(yy),

pervenendo agli stessi risultati.

7. — Equivalenza fra le classi {u} e {v).

Posto

(34) W) = [w OO F QL N s,

.
8

indichiamo con {u}, e {u] rispettivamente le classi di funzioni » date dalla
(34) con u continua e con u sommabile su s. Mostreremo che le classi
{u} e {v} sono equivalenti.

Infatti le (34) e le (24) possono essere considerate come due trasforma-
zioni T, e T, lineari e continue nello spazio 2 delle funzioni sommabili su
s in quello 3”7 delle funzioni soluzioni di E () = 0 in 71— o e sommabili in =

che si normalizzano ponendo rispettivamente || u | = f |u|ds, ||w| = f |u| dr.
. 1

8
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Diciamo V} la varietd di 3 costituita dalle funzioni hoelderiane; V; & una
base di 2. Presa una u di V), si consideri la corrispondente u ; il problema

Ewy=0in v —o, g—QZ:%

77 0 7(1") e quindi su s, ha una soluzione v in {v}, e tale v coincide colla

su s, v=~0sup(0), per la continuita della

% considerata in virtt del teorema di wunicita del n. 1. Si ha cosi

T, (Vi) € {v}.. Viceversa, sia 6 appartenente a Vj e si consideri la v corri-
ou __ 9V
Fyvhe Y su s, u==0 su p(0).

Tale problema &, poiche % e continua su s (vedi quanto osservato a pag. 101)

spondente e il problema F ()= 0 in 7 —o,

risolubile in {u}, (vedi Levi (10)) e detta w la soluzione per il teorema di
unicitd del n. 1 (preso sul caso ! = v) u coincide con v.

Si ha cost T, (Vy) < {u}.. Avendo {u} e {v] una base propria comune,
si ha Dasserita equivalenza. )

8. — Teorema di unicita nella classe I'.

Sia N (M, P) la funzione di Neumann relativa al problema (1), la cui
esistenza & assicurata dai risultati del n. 6 ; mostriamo che ogni funzione di
I" pud rappresentarsi cosi
(35) 47 u (P) —f M)a® N (M, P)dys.

Invero, per mostrare la (35) bastera far vedere che, posto N (M, P)—
— FM, P)=g (M, P) vale la

(36) fA(M)a,(,f) (ﬂi P)d s — fa(”B(M)g(M, P)dys —

8

_f M)b® g (M, P)dys=0.

La (36) si consegue applicando un teorema analogo a quello di
L. Amerio [1] (pag. 110-111), applicato alla funzione ¢ (M, P) prolungata,

(17) Vedi Gevrey [6] pag. 410 e seg. dove & dimostrata la continuitd in 7 delle derivate
ou ou
—_— 0 —.
0% 0%
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in un dominio 7z’ contenente nel suo interno 7, in una funzione di classe 2.
Detto prolungamento & possibile se i coseni direttori di ! sono di classe 2;
nel caso generale detti « e B i coseni direttori di I si approssimino questi
uniformemete con i coseni direttori di «,, 8, di ™ che siano di classe 2
in modo che detto H® (M, N) il nucleo relativo all’asse I™, H® tenda
uniformemente ad H. Passando al limite si ottiene allora anche in questo
caso la (36). Dalla (35) seque evidentemente un teorema di wunicitd nella
classe I' per il problema (1).

9. — Equivalenza fra le classi {«} e {v} e I'.

A,

L’equivalenza fra {u} e {v} & stata dimostrata al n. 7.

Che ogni » di {v} appartenga a I' segue facendo un ragionamento
perfettamente analogo a quello usato per stabilire il teorema V da E. Ma-
genes in [12].

Viceversa, se w ¢ di [', posto B(M) = lim ﬂ, si risolva il pro-

P—M(suvy+) 0tM
blema (1) con g =B nella classe {v]. La v che cosl si trova appartiene
alla I' per quanto ora visto, e per il teorema di unicita in I", v coincide
con una w di {u}. Resta cosi provata lequivalenza tra {w}, {v}, I.

10. — Teoremi di completezza.

Sia ¢/ un dominio limitato contenente z nel suo interno, e sia {g, (Q)}
una successione di funzioni continue nel dominio 7 = 7 — v + ¢ chiusa
rispetto alla totalitd delle funzioni continue nei punti interni a z, per
esempio sia ¢, (Q) =@ w2 y" (e =0, 1, 2,...).

Posto f, (M) = / 9 (QF M, Q) dg 7 con ben note considerazioni (vedi

[1] e [11]), indicata con {£,) una successione di vettori dello spazio S, di
componenti f,. in p(y,) e (b(l) fr— ag) :.{;:)
j

su s, si consegue in virtu del

n. 8 il seguente teorema ;

IIL 11 sistema {Q.} é completo nella totalita dei vettori G di componenti
g1, 92 di quadrato sommabile rispettivamente in p (y,) € su s.

Si consideri ora la funzione

f= epm+psw.— (P} +2)y
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p1 € py essendo parametri arbitrari. e si considerino i polinomi parabolici
omogenei

. o f
w, (M) = w, (r,, * = — = (e = 0,1, 2,...
(M) ’ (@1, @3, ¥) (817’1" 3]1’2‘2)2,.=0 - pe Mmoo\ y 4y )

e il sistema dei vettori {w,] di componenti 1w, su p(y) e bO w, —
w
— aﬁ)"iT; su §; vale allora il seguente teorema:
o 'u
IV. Nell’ipotesi che D sia semplicemente conmesso, il sistema {w,} é
completo nella totalita dei vettori di componenti g1 e gs di quadrato sommabile
rispettivamente su p (y,) € su s. ‘

11. — Considerazioni sulla derivata obliqua delle funzioni di {u} e sugli
integrali singolari relativi.

Sia @ () una funzione continua su s ed ivi hoelderiana rispetto a
%y, &y uniformemente rispetto a y, e si ponga

(34) u (P)=f¢(Q)F(Q, P)dg s.
. 8

Allora, com’® noto (vedi Gevrey [6]), esistono continue in t le derivate
_a_u e _6_1_»_ e quindi il lim du (P) per ogni M di s.

0wy dx pom 0ly

Mostreremo come tale limite possa esprimersi con un «integrale prin-
cipale ». Assunta nell’intorno di M la rappresentazione (9) di s, sia D, il
dominio che ha per completa frontiera il circuito del piano (&, ) & di
equazioni

T TT
=9 - = =
& a sen 0 l/log o2 0 > 0 5

n = — a? sen® @ a>0

e sia s, la porzione di s che si proietta ortogonalmente su D, -
oF (@, M)

o lm
esteso ad s e relativo alle regioni di esclusione s, il limite, se esiste finito

Chiameremo « integrale principale » della funzione ¢ (@)
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oF (Q, M)

per a -~ 0, dell’ integrale f @ (@)
0lm

[ aF @, m,
fqﬂ(Q ol

Si cominci coll’osservare che detti aj , fir i coseni direttori dell’asse ly
rispetto a &, e &, , riesce

dgs e lo indicheremo col simbolo

8

du(P) _ 5u(P)
ol nk

o u(P)
op 51

M

B - (¥)

Essendo ben noto il comportamento quando P (0,z,0)—~M(0,0,0) del
primo termine del secondo membro bastera studiare il secondo addendo.

Si ha
F
suil)_[210, D)y, dQerfa D b @ dgs.
P&y dréy

8—8,

Siano 4, B gli estremi del segmento dell’asse & su cui il circuito &,
si proietta ortogonalmente, — b e b le loro ascisse; diciamo C e D i punti
di &, che hanno proiezione 4 e B, e =z, la figura piana delimitata dai
segmenti AB, BD, AC e dallParco di &, CMD ; diciamo infine ¢, la porzio-
ne di s che si proietta su =, .

Poniamo

9(P)=fa—mQ—’£2ﬁM(P(Q)desy I(P>=f%@ﬁw<®des

aP 51 8P§1
8—38, Sq
o F(Q,P) oF(Q,P)
)= [ D by @ aes, 5e)= [T D g0 d0n
8—84—Cq Cq
oF P b P)
ey= 298Dy, 1= [ 2D 00— ponyag
6?51 6 El
Sg Sa
IP)=9,(P)+ bu T (P), IP)=pulpM)I,+ I,(P).
(!8) I1 simbolo bbE indica la derivata secondo la direzione di & fatta rispetto a
P>1

P. Si noti che & e & sono rispettivamente la normale e la tangente alla curva ¢ (M)
nel punto M,
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Per giungere a quanto propostoci bastera provare :
1) che fissato a esiste J, (M) ed & uguale al limite di I, (P) per
P=0,z,0)-M
2) I(P) & infinitesimo con & uniformemente rispetto a P.=(0,x,0).
Proviamo la 1). Osservato che

L ppe L e o
RE = [[ 47T pEnl TRy

per la continuita di ¢ bastera provare che la
He—f @)

& ———
’7_216

47

(37)

si puo maggiorare con una funzione sommabile non dipendente da P, cio®
gl -2
da «: infatti la (37) e << %e— —47 che & sommabile su m, come vedremo : )

b 3

. & 0 i
- -
/ L%'e —‘-*'ld§1dn=2[ol£1 %e —4idy
n . 7
g ) 0 Q(El)
dove o (&) ¢ il valore di # del punto sulla & corrispondente a &, ; con

semplici caleoli si ha <9, < %)

b 0 & b & 61 0
fdgif% e——_“ldn=4f§i_ —H® g = 4fcos9§sen9+l-—s‘£— i9—=K
n 1
0 0

ogsen?o
0 e(&)

il che prova la 1).
Proviamo la 2). Incominciamo col mostrare che I; (P) & infinitesimo
con a uniformemente rispetto a x. Si ha

w7 tHat

Lo =[S Wit s ant
()

e -2 ——
[ = Ry,
ﬁ)a
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e con semplici calcoli, detto &(a) un infinitesimo con a,

? Hta?

1, P)igK”‘”””E‘ - asan +f'§‘ Ak dyl + e,

Eseguendo la solita trasformazione di coordinate si prova in modo analogo
a quanto fatto nel n. 3 che I, -0 con a, uniformemente rispetto ad .
In quanto a I,, tenendo conto della hoelderianitd di ¢, si prova facilmente
che tende a zero allo stesso modo.

I ragionamenti fatti nelle nostre ipotesi sulla ¢ provano Vesistenza per
tutti i punti M di s dell’integrale singolare e che vale la relazione

(38) im Py jW(Q)%@dQs=

PoM(uoyry) OlM  PoMeuryy, J oly

____ 2ncos(nu, ly) o +/ BF Q M)dQs

cos? (ny, Vi)

Ci proponiamo in quel che segue di estendere la (38) al caso che ¢ (@)
sia soltanto sommabile sus. Si pongono allora anzitutto due problemi: l’esi-
stenza del limite che figura a primo membro della (38) e l’esistenza dell’in-
tegrale singolare che si trova a secondo membro della (38). I due fatti non
sono indipendenti perché come proveremo per quasi tutti i punti M di s
Desistenza del limite e quella dell’integrale singolare sono fatti equivalenti.
Incominciamo con. l’osservare che la 1) seguita a sussistere per quasi' tutti
gli M di s nella sola ipotesi della sommabilitd di ¢ (Q); infatti Desistenza
di 9, (M) per quasi tutti gli M di s segue ripetendo il ragionamento fatto

F M
a pag. 101 e tenendo presente che f | 8——(9—‘5— ) ‘d s & come funzione di
dq
g -
Q limitata su s. Cosl pure dalla sommabilita di -—‘-e — 8| su ;g , che si
&
consegue come fatto per provare quella di —%e_ —4 |, segue che Vinte-

grando di 9, (P) & magg’iorabile con una funzione sommabile su ¢, indipen-
dente da P. Da cid la validita di 1). Sia M in un punto in cui valga la
1) e contemporaneamente la (10). Supponiamo per semplicita, senza per que-
sto ledere la generalitd, che sia ¢ (M)=0. ‘ ’
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Indicato con Dy, (@ > x) il dominio del piano (£,,#) che ha per com-
pleta frontiera i circuiti &,, &, si ha

P F )Y -
20— [p@ B ags 4 ff o 1+fs,[E%ﬂM+&;)ﬁ—x°‘M‘

s—38g

§f+[f(51)~¢]’
¢ W ag dn +
&) —a]?

tz /f ) fe.[f;; ﬂm-I-&’ti;—g——de]e_"——W*dsidn.

r
Si osservi poi, che per definizione ’integrale principale / @ (Q) 9 f’fl) M) dgs
8
¢ il limite, se esiste finito,
lim [ ¢ (@) 22 M) g
-0 3ZM
8_‘8$
cioé anche
. OF(Q, M) £
1111; ,/¢(Q) (Q d st+5 ff Eim Vl—l-fs.[ f(;) ay
o 3—30,
7

e W dE dy).

La voluta equivalenza sara allora dimostrata quando avremo provato
quanto segue

’

a) che lim / @ (Q) 2!

z-+0

oF (@, P) , aF(Q M),
oly - dq

8—8g 8—8g,

b) che valgono le due seguenti relazioni

(39) llm// 1) V——l-fgl[& +f(é1

& (&) —2]?
Je— —iz as dy =0,

— 8 +f&)—al®
(40) hm ff &, V1 +f2 g( By L =2 f(§1) x M) i

. B4 (&) '
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Proviamo la a). Osservato che riesce

[r@ B ags — [o @Dy a0s 4
—-3a M 8—3u
F P P
+ [r0 228D, dQs+f 0T &P g, a0,

e sussistendo la a) per i primi due addendi del secondo membro basterd
limitarci a considerare il suo terzo addendo ; d’altronde come sopra rilevato
¢ lim Y, (P)= 9, (M) e cio prova la a).

x—0
Per quanto riguarda la (39) si osservi che bastera ovviamente mo-
strare che

S (& &+ f(E)—al
tim ([0 @ V117 (5 pu)m—=a anar=o.
x —
D :

Eseguendo la trasformazione di coordinate

s&l_2gsenel/log —g—gﬂ %

senz6
( 7 = — p? sen? 0
riesce indicato con J (9, 0) I’"Jacobiano della trasformazione

& +H/&)—al?

ff«p(el, ey ‘f?—;'e‘“——M at, dn <
Dz

z 2 20 |sen 0| l/l‘)gﬁlﬁﬁ .

f fX(de) o sen® 8 J (0, 0)|senB| e Se*sen'6 do dp.
0 Ed

)

2 2?
¢ fetsen’0 — ) ¢ %" con K; costante, e

Osservato che per p <<« son 0
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posto v (o) =f fx(e,O)J(e,G) d9 si ha
0

3
|£ | & S G)—ap o
[[oe nirEle = dsldn<1r/———e @ ag
Yo
dove- K & una costante.
Ricordato che w(@) -~ 0 per ¢~ 0, con calcoli elementari si ottiene che
e
lim ‘P (o) e z‘?cjlg—()
z—0 § o®

In modo del tutto analogo si consegue la (40). Resta cosi provata l’asserita
equivalenza.

Ci si pud dunque limitare a studiare o lesistenza del limite a primo
membro della (38) o quella dell’integrale singolare a secondo membro ; una
volta dimostrata una delle due esistenze & immediato ricavare la validita

della (38), in virti della sua validitdh quando ¢ & costarte e della equiva-
lenza provata. L’esistenza del limite

im 2%
P—M (surpy+) oy

per quasi tutti gli M di s consegue dalla (28') e dalla equivalenza delle
classi {u}, {v} provata nel n. 7. Si ha cosi lesistenza per quasi tutti i
punti M di s dell’integrale singolare

[o@F T aqu
M

8

e la validita, per quasi tutti i punti M di s, della (38).

12. — 11 problema (1) nel caso che ¢ sia pid generale di un cilindro
retto.

Tutto quanto abbiamo detto si estende al caso in cui il dominio <
sia pit generale del cilindro retto sinora considerato (vedi n. 1), e precisa-
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mente sia ottenuto da questo con deformazione continua in modo da rima-
nere limitato dai piani y=0 e y=y,, che le sezioni coi piani y=1
(0 <<t <"y,) siano domini dello stesso tipo di D; e che inoltre la superficie
laterale s sia di classe 2 in ogni suo punto, con piano tangente che formi
con i piani caratteristici y = cost. un angolo maggiore di un numero 8 > 0.

Il téorema di unicita del n. 1 e quanto & detto nel n. 2 non subiscono
alcuna modifica perché la non si & tenuto conto. della particolare ipotesi
fatta su =.

Anche le formule limiti del n. 3 rimangono immutate; perd i calcoli
da farsi per stabilirle divengono formalmente pitt laboriosi (si veda per una
questione sostanzialmente analoga L. Amerio [1]). Quindi anche il teorema
“II (di inversione della formula di Green) rimane invariato.

I1 n. 4 rimane del tutto immutato perche indipendente dal fatto che t
sia un cilindro retto piuttosto che un dominio del tipo pit generale ora
considerato. .

Restano pure inalterati i digscorsi fatti al n. 5 sull’integrale

f O(M)H(M,N)dys, discorsi che si basano sulle proprieta del nucleo
s

H(M,N) (n. 4) e sul comportamento degli integrali / hopg(M,N)dys,
s

[ hy (M, N)dy s studiato dal Levi (vedi nn. 2, 3, 4, 5 di [10]) proprio nel-

8

Pipotesi che s sia una superficie tipo ora precisato.

La traduzione del problema al contorno in equazione integrale e i con-
seguenti teoremi di esistenza e di unicitd del n. 6. non subiscono modifica
perché non vengono a mutare le proprieta dei nuclei iterati 14 considerati
(si veda in proposito anehe quanto & esplicitamente osservato da E. Ma-
genes a -pag. 154 di [11]).

I nn. 7, 8 9, 10 conservano evidentemente la loro validitd, senza al-
cuna modifica, anche di carattere formale. . '

Infine rileviamo che i risultati esposti al n. 11 rimangono, anche for-
.malmente, immutati ; i calcoli delle dimostrazioni pero dovranno subire delle
modifiche, inessenziali nella sostanza, che ne appesantiscono ’esposizione.

Le uniche modifiche, in ogni caso semplici e soltanto di calcolo, da ap-
portare quando il eilindro retto & sostituito dal dominio ¢ pitt generale qui
considerato, sono dunque relative soltanto ai nn. 3 (teorema di inversione

della formula di Green) e 11 (integrali singolari).
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