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HYDRODYNAMIQUE EN THEORIE UNITAIRE
PENTADIMENSIONNELLE

RorAND GUY (Ziirich)

SOMMAIRE : On généralise UVhydrodynamique relativiste aux théories unitaires pentadimensionnelles
en utilisant la théorie des invariants intégraux. On monire qu’en partant des identités de
conservation de la théorie wnitaire on peut obtenir une équation de comtinuiié et un systéme
d’équations différentielles pour les lignes de courant, systéme qui peut étre retrouvé par un prin-
cipe variationnel qui fournit un invariant intégral relatif o duquel on déduit le tenseur de
tourbillon Qap [§§ 1, 2, 3].

L’existence dans Vg (variété riemanienne, élément primitif de la théorie envisagée) d’unm
groupe d’isométrie globale permet de monirer, X étant Vopérateur de derivation de Lie re-
latif au vecteur _’g: générateur infinitésimal du groupe, que X p = Xo=Xr=XF=0 Y
étant la pression propre du fluide envisagé,  la vitesse unitaire dans Vs, r la pseudo-den-
8ité et F Uindice du fluide. On introduit alors le systéme caractéristique de la forme inva-
riante d w et Von monire que la composante I, du vecteur T dont Qap est le rotationnel,
est constante le long de chaque ligne de courant, puis que la condition nécessaire et suffisan-
te pour que le systéme d’équations différenticlles des trajectoires d’isométrie admettent d w
comme forme invariante est qune I, soit constant sur toute la variété caractéristique [§§ 5, 6].

Dans le cas de mouvements irrotationnels, définis comme etant les mouvements pour les-
quels le rang du sysiéme caractéristique est nul, on obtient un théoréme de Lagrange géné-
ralis¢ et dans le cas de mouvements rotationnels (rang égal & deux) la généralisation des
théorémes classiques de Helmoltz [§§ 7, 8].

On regarde enswite en utilisant le théoréme de « descente » (11) comment les résultats ob-
tenus plus haut se traduisent das V,, variété dinterprétation d’espace-temps qui joue pour Vy
un réle un pew analogue & Vespace de Minkowski pour la relativité générale. On voit alors
que la partie hydrodynamique par Uinfluence de F est partout présente dans les termes ayant
une signification électrodynamique et qu’on n’obtient pas, comme en relativité générale, une
séparation nette des deux parties qui sont ici inextricablement lides, [§§ 9. 10. 11. 12.].

L’étude, enfin, des mouvements permanents permet d’obtenir les mémes résultats qu’en rela-
tivité générale.

INTRODUCTION. — Les théories unitaires pentadimensionnelles se distin-
guent par 1’ « outil mathématique de représentation » suivant qu’on emploie;
ou le formalisme d’une variété riemannienne comme Kaluza (1), O, Klein (2),
Gonseth-Juvet (3) et récemment Y. Thiry (4) par la méthode du trieédre mo-
bile suggérée par M. Lichnerowicz; ou le formalisme dit projectif comme
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Veblen (5), Pauli (6) et derniérement par P. Jordan (7). Les résultats obtenus
par ce dernier et par Thiry sont les mémes.

En 1922 E. Oartan montrait (8) que les principaux théorémes de I'hy-
drodynamique classique pouvaient éire obtenus en utilisant la théorie des
invariants intégraux. Trés élégamment, M. Lichnerowicz, dans deux mémoi-
res (9), (10), utilisa cette méthode pour élaborer une hydrodynamique. en
relativité générale. On trouvera un exposé systématique de ces questions
dans son beau livre (11) consacré aux théories relativistes. Nous nous pro-
posons dans ce mémoire de montrer que cette généralisation peut étre pour-
suivie et étendue au formalisme des théories unitaires pentadimensionnelles.
Nous le ferons dans le cadre de la méthode du triedre mobile et nous uti-
liserons le livre de M. Lichnerowicz auquel nous emprunterons les notations,
conventions et résultats.

Dans la vayiété différentiable V, a 5 dimensions, munie de la métrique
riemannienne de type hyperbolique normal:

(a) do® = y,p dae dxf |
nous utiliserons le tenseur d’impulsion-énergie:
(b) Oup = 19, V5 — P Yap

ol p est la pression propre et » la pseudo-densité, v le vecteur unité orieyté
do® <L 0.

(c) [r*f va 05 = — 1]
Les équations du cas unitaire intérieur s’écrivent:
(d) Saﬂ == @alg

le premier membre 8,; satisfaisant aux identités de conservation, on a né-
cessairement, D, étant le symbole de dérivation covariante:

(e) D, @aﬁ =0

’

§ 1. — Les équations de conservation.

On montre comment & partir de (e) on peut obtenir tout d’abord une
équation de continuité, puis un systdme différentiel auquel obéissent les
lignes de courant.
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a) Bquation de continuité. — Introduisons le vecteur K par
11 rK,= D,(p Vo)

en différentiant, puis en utilisant le théoréme de Ricci et le fait que
Dap = dap et que y5= 35, il vient:

1'2 r Kﬂ = 8,3 p
D’autre part en différentiant totalement
1-3 YapVaVp = —1
D (y*f vavg) = va 05 D y*f + y*F v, Dvg+ y*¥vg D v, = 0

=vfDvg4v*Dv,=0

ou en composantes

14 v D,v,=0.

Multiplions maintenant les deux membres de (a) par p«e
7B, =05 =rviv, —rp

et, puisque multiplication contractée et dérivation sont commutables, en uti-
lisant 1-1 ainsi que (e):

1-56 D, (v v* Vg | =1 Kﬂ .

Effectuons la dérivation du premier membre
1-6 vg Dy (r v2) 1 v* Dy vg =1 Ky,
puis multiplions par v :
v8vg Dy (r v*) - rvfv2* Dyvg=1» Kgvf = vf o5 p .
Mais vfvg= —1 et d’aprés 1-4 v D, v =0, d’ou:
1-7 Do (rov)y= —0v*3d,p.

Cette équation joue le role d’dquation de continuité.
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b) Systéme d’équations aux lignes de cowrant. — Dans 1-7 remplagons
D, (rv*) par sa valeur déduite de 1-6

— 10 v* Koy 4 10* Dyvg=1r Kg -
d’ou

1
vaDavﬁ=v°‘wﬂKa—|—Kﬁ=T(8/}p-I-v“vpaap)

mais ggp = 75 da P, ce qui donne: .

a

r

1-8 v* Dy vg=(y y —+ v* vp)

Cest lelsystéme d’équations aux lignes de courant.

Posons:
f d
P
F=—expf———
etp
2y
ainsi
d 1
ap
P
g Jo+wp
pO

Nous supposerons que nous sommes dans le cas adiabatique et qu’il existe
une équation d’état liant o densité propre du fluide & p, o = ¢ (p), ‘dans
ce cas:

0. F 8a P
1-10 0 Lg F = = —
g r e+p
»
K est donc le gradient de f p
i ®(p)+p
2y

§ 2. — Principe d’extremum.

Nous voulons montrer maintenant que les lignes de courant, c’est 2
dire les trajectoires du vecteur v orientées (d o® < 0) dans I’espace, réalisent
Pextremum de

€«
2-1 't=deO’
%
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Evaluons 2-1 sur un arc de courbe C de V orientée do® <0 joignant les
points », et », . Représentons pour cela ¢ & P'aide d’un paramétre quelcon-
que u et posons:

. d x>
2-2 00—
v du

alors
do® = yapda® daf = yup o of du?
et
Uy
T ——-f F(yaﬂaé“ @) e du

%o

La parenthése de l’intégrant est une fonction homogéne par rapport aux .
Posons:

2-3 2= F?y5a0 b

af  of

et calculons Pyt . En dérivant partiellement f et en se rappelant que
x® awa

F nest fonction que des x* et non pas des x* de méme que Yap 3

2fi= 217'2;/“/3,.%/3
0 x*
ou
o Py
8t F?(pos e ab)h
de méme
. . 'a "g
o _ 8o F (yap x® 2P)ls 4 w .
o x* (7aﬁ z° mﬂ)‘/s

Prenons comme paramétre 1’abscisse curviligne imaginaire o, alors
(pap @ @FYlr == 1 et

af

ox®

1 . .
=aaF—l—?anmﬂaa7aﬂ
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. ax®
Le vecteur ¢ v* =
do

définit localement un champ de vecteurs, ainsi:

of

2-5 Epe

1
=8aF—?FU“UﬁGa7aﬂ

2-4 nous donne

* ' of

2-6 -
0 x*

=i Fv,.

Du fait que 74, = 0. et de la sommation en « et ¢, on aura par multipli-
cation contractée du symbole de Christoffel par ve ve i

1 1
[ B, 0] v*ve ='§'”u V2 [0 Vg = 08 You — o Yap]l = '2—857’90!"’“"’9 .

Ainsi 2-5 peut s’écrire en remplagant « par 8 et f par g:

21 of _

L= — Fluf.elvve 405 F.

Or on sait que la variation d’une intégrale étendue & une courbe variant
au sein d’une famille est donnée par

Oy

oY
2-8 07t =w (9)] -—fPaéx“do
oll
2.9 0@ =-L5am
d a*
ot
210 p.—® of _ of
dodxf b
of of - .
En remplagant dans 2-10 pr et Fpw par leur expression tirée de 2-6 et 2-7,
ox &

a
Pp=—-iFvp+ Flaf,o]vive— s F

et en dérivant totalement le premier terme du deuxiéme membre

. dF | ., _dv i
Pﬂ=’”ﬂ%+‘Fﬁ;ﬁ‘i‘F[“/g,Q]”“”e_aﬂF
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Comme
dF dor
—_— = —_— 14
P 8"Fda tor o, F

et
dvg doy |
d—0=3yvﬂ%=t/tﬂ'37’vﬂ

alors

Pg=—vgv7 9, F— Fov? 9, v+ Flaf,o]vve — s F

ou encore en se rappelant que 7% 8o F=0pF

opF
Py = —F [ (9avs — [ f, 0] v9) + 55 (75 =+ v vp)]
en multipliant [« f, o] par y°%y,,, on voit facilement que le premier terme

de la parenthése carrée est égal a v* D,vg, ainsi Py peut s’écrire:

d.F
F

2-11 ‘Pg= — F[v* Dyvg 4 (7%' -+ vovg)].
Si on applique 2-8 & extrémités fixes: ¢ a_'; =4 ::;:, =0, alors

6t=—f(t’a6w°‘)do=0. -

Pour que 7 soit extremum, il faut et il suffit que le vecteur unitaire de C
soit tel que le vecteur d’Euler P de composantes P soit nul, c’est a dire,

en se souvemant que d’aprés 1-10 3;,F = — 6;10’ que
2-12 v* Dy vg = Ou (7;4—0“ vﬂ)
p

qui est identique & 1-8.

§ 3. — L’invariant intégral relatif.

On sait d’aprés la théorie des invariants intégraux que f w est un in-

variant intégral relatif pour le systéeme d’équations différentielles aux

7. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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. dx®
extrémales I, =0, a* = ]
u

, on en déduit alors que le systéme différentiel

aux lignes de courant admet 1’intégral relatif

3-1 fw;—:fl?'vaéwa
[

ot C est nne courbe fermée non tangente aux lignes de courant ().
Introduisons le vecteur I, = F v,, comme F est un scalaire, on aura

1o = Fv°

Soit maintenant la métrique de Riemann:

3-2 do? = F? do

conforme & la métrique do?. D’aprés la signification méme de 1_;, pour la
métrique d;g, les lignes de courant satisfont aux équations des lignes géo-

* *
désiques P,=— 0 orientées do* < 0. En introduisant le _vecteur 1 de la va-
*
riété riemannienne définie par do® qui admet les mémes composantes cova-

riantes fa=1a, les équations 2-11 prendront la forme:

* ¥ %

3-3 e D15 =0
ol
* * * *
14 = 7“ﬁ Iﬂ = F—2 7“ﬂ Iﬂ
- *
et ot la dérivée covariante D, est calculée au moyen de la connexion

*

* * -
Iepg =y [af,o]=F-2ye {F2[af,0] + F (Yps 0aF + Voo 38 F — Vap 8o F)}

§ 4. — La forme invariante d » et le tenseur de tourbillon.

De Vinvariant intégral relatif w on en déduit de suite un invariant
absolu. Comme on sait, il suffit de prendre la différentielle extérieure de w,

(*) Nous prenons o (8) = Fv, 0z plutét que i Fv, dz* pour avoir uu invariant réel.
Cela ne présente ancun inconvénient, car cette expression a les mémes propriétés d’inva-
riance relativement au systéme differentiel que i Fv, ox*
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qui, en coordonnées locales s’écrit :
1
41 do = dlz N\ dof = 5 (8alp — L) da* N dak.

A la forme dw est donc associé un tenseur antisymétrique:
4-2 Qaﬂ = 5a Iﬂ - 6ﬂ -la

le rotationnel de I,, auquel on donne le nom de tenseur de tourbillon.

§ 5. — Propriétes déduites de I’existence du groupe d’isométrie.

Montrons maintenant que, de I'existence d’un groupe d’isométrie globa-
le et des conditions a) et b) faites sur la variété riemannienne (?), X étant
l'opérateur de dérivation de Lie relatif au vecteur £ générateur infinitési-
mal du groupe, on a !

5-2 Xp=0, Xo =0, Xr=0, XF =0,
Soient les équations du champ du cas intérieur
5-3 Saop = Oup

avec @,; dont Vexpression est donnée par (b) et out S,s est le tenseur de
Ricei de V.

On suppose connues les données de Cauchy sur une certaine surface
> de V; engendrée par des trajectoires dont ’équation est, en coordonnés
adaptées: x* = 0 et qui n’est pas tangente au cone élémentaire de V (y*4 = 0).
On counait donc sur 3 les potentiels y,g (u), v =1,2,3 et leurs dérivées
premiéres g, y.pz (@*).

Supposons pour un moment qu’on connaisse p sur 2. Par multiplica-
tion contractée, on obtient de 5-3 )

5-4 Sﬁ:ym&,g:rvlv‘—ﬁp

Or

r v vt v, vy = (r v v v, P = — (r vt)?

(®) voir [11] II § 11 p. 181
{
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car v v, y* = — 1, ce qui donne, en utilisant 5-4:
55 (r 4 = — M (81 + p 72) (S 4 72)-
Le premier membre est positif

(9 (p) = — y™ (83 + 2 72) (S + 2 72) > 0
ce qui donne
5-6 rot =+ Q*(p)

D’autre part, & 1’aide de 5-4 et de 5-6, on a

b‘f—l—?n Sty
rvt T = Q4 (p)

5-7

par multiplication contractée, il vient

84 p oy
. Mgt X TPV
5-8 (74 v T 0t (p)
d’ott par 5-6
o l==% (L4
5-9 = qu Fp 4 = B4 pys

Mais on a r=po -} p.

La valeur de Si est counue sur X; par Iéquation d’état p = @ (p), la der-
nidre équation 5-9 nous donne p sur 2. A Vaide de 5-7 et de 5-8, on en
déduit la valeur de v;. D’aprés 5-9, on peut écrire a Paide de 5-5:

5-10 (0 +p) (8™ +pry=— "1 +py)(Sa+ 2.

Or du fait que les y,; ne dépendent pas de x0: 9, yaﬂ (w)=0 et 9,8, =0.
Dérivons 5-10 par rapport a a°:

(@ (P)+1D(S%+pr)dsp+ @+ doprt=—28,p(S*+py*

ol:
(8442 7 (@ (0)+ 3+ (o +p) Y4 pp = 0
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ou encore:

SH+pyH
44 —
lr* — 3B —¢) —

Jopp =0
Avec 5-9 et 5-6, il vient:

[y — B — v) (] op =0

Si le crochet est différent de zéro, c’est & dire si la surface n’est pas front

d’onde hydrodynamique — c’est le rdle que jouent les surfaces dont le
crochet est nul et qui est 1'une des variétés exceptionnelles du probléme
de Cauchy dans le ecas que nous étudions — alors on en déduit que:

9P =20; par o=@ (p) on a g0 =¢’ (p) §op =0, de méme par 5-7, on a
aussi g, v; =0 et encore pour §yr=279,(¢0 +p)=0.
Ainsi

14
dp
XF =9, F=— X exp f————-:O
0 . e+p
9

ce qui démontre les propriétés 5-2.

§ 6. — Le systéme caractéristique de la forme d w.

Ainsi que nous Pavons vu, le systéme différentiel aux lignes de cou-
rant admet dw comme forme invariante ou comme invariant intégral absolu.
Or on sait qu’il peut exister d’autres systéemes d’équations différentielles
qui admettent dw comme forme invariante et qui sont indépendants entre
eux. Ce sont ceux qui admettent des intégrales premiéres communes. Si »
est le nombre de ces intégrales y; et que n est le nombre de variablesde la
forme dw, un théoréme connu de la théorie des invariants intégraux dit
qu’il y aura n — r systémes admettant do comme forme invariante. Il faut
done chercher toutes ces intégrales premiéres. On le fait en intégrant le
gystéme caractéristique de la forme qui serait, si y,, ...y, étaient intégrales
premieéres:

dy, =0=dy,=0= =dy,=0,

qui est un systéme d’équations de Pfaff.

Or pour une forme différentielle extérieure fermée, c’est a dire une
forme dont la différentielle extérieure est nulle (d (dw) = 0), le systeéme ca-
ractéristique de la forme se réduit au systéme associé de la forme dw, c’est
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a dire au systéme que 1’on obtient en égalant & zéro les dérivées partielles
de la forme par aux rapport n variables,

o (dw)
dar ~
ce qui donne par 4-1:
6-1 'Qaﬁ daf = 0

Le nombre » des jntégrales premiéres sera donné en définitive par le rang
de ce systéme d’équations, c¢’est a dire par le nombre de vecteurs associés
au systéme 6 1 linéaircment indépendants.

Dans notre cas n =25, on est donc amené & étudier le rang d’un sy-
stéme de 5 équations & 5 inconnues. Or le rang de ce systéme est aussi
égal & la classe de la forme dw, c’est & dire au nombre minimum de varia-
bles au moyen desquelles dw puisse s’exprimer. Or on sait également qu’une
forime quadratique extérieure, tout comme une forme algébrique, peut se
ramener a une forme canonique dont le nombre de variables est pair. Le
rang de do dans V; doit étre certainement inférieur a 5, sinon on aurait
n—1r=>5—05=10 systéme admettant dw comme forme invariante. Or, com-
me on Pa vu, les lignes de courant sont solution d’un systéme admettant
dow comme forme invariante. Done I est solution du systéme 6-1 et le rang
de 6-1 doit étre au moins égal & 4. r doit étre différent de 3 et de 1. 11
peut ainsi étre égal, comme nous le montre le raisonnement que nous ve-
nons de faire, 4 2 ou 0. Si r =2, on aura 3 systémes indépendants qui
admettront dw comme forme invariante.

Envisageons maintenant la variété riemaunienne conforme & ¥V, munie
de la métrique d:2, elle admet le méme groupe d’isométrie, et comme*le
vecteur Y est défini par I%.,t =1, = Fv,, des propriétés de 5-2, on en déduit
également que Xl* =90. ;

Les lignes de courant sont les trajectoires d’un champ de vecteurs ad-
mettant une transformation infinitésimale X. D’autre part le systeme admet
comme nous l'avons vu la forme invariante dw. Par un raisonnement clas-
sique de la théorie des invariants intégraux on déduit une nouvelle forme
invariante

-

*
do (&, do) = £ 8, Ly — £ d I

et comme en coordonnées adaptées &=10, %=1, on a

-

do (£ ,de) = —d 1,
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Dire que dI, est un invariant pour 3-1, c’est dire que I, est une intégrale
premiere du systéme aux lignes de courant. Ainsi la composante I == I, du
vecteur I conserve une valeur constante le long de chaque ligne de courant.

On peut remarquer qu’on peut écrire I, au moyen d’une fonction sca-
laire G dans un systéme quelconque de coordonnées:

G=1¢1,

ce qui donne en coordonnées adaptées ¢ =1I,.
Evaluons la différentielle de G, dans le systeme adapté, on a

d@=daI,=o;1,dx"
et comme Q;y=¢g;I,—d,L;=20;1,, car 9,1 =0,
A6 = Qydat
ce qui peut encore s’écrire en introduisant le vecteur —é
d G = Q,p &P dx*

La condition nécessaire et suffisante pour que G = I, soit constant sur tout
V, est évidemment

‘Qaﬂ Eﬂ =0

C’est & dire que le systéme d’équations des trajectoires de groupe admette
dw comme forme invaris{nte, puisqu’alors les trajectoires de groupe seraient
dans la variété caractéristique. _

Pour que le systéeme d’équations des trajectoires du groupe d’isométrie
admette dw comme forme invariante, il faut et il suffit que I, soit constant
sur toute la variété, c’est a dire que

I,= Fuv,=C",

Nous dirons, si le systéme caractéristique 6-1 est de rang 2 que le mouve-
ment considéré est rotationnel. Alors, comme nous l’avons vu, dw admet
des variétés caractéristiques a trois dimensions engendrées d’une part par
les lignes de courant, d’autre part par les trajectoires d’isométries, enfin par
les trajectoires d’un vecteur q’on appellera le vecteur de tourbillon.

Si le systéme caractéristique est de rang O, ¢’est A dire si le tenseur Qup
est identiquement nul, le mouvement sera dit irrotationnel,
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§ 7. — Mouvements irrotationnels, théoréme de Lagrange (°) generalisé.

Le tenseur de tourbillon est nul identiquement £,;=0. Si on se limite
alors & un domaine simplement connexe de Vy, le fait que £2,;,=0 se tra-
duit par l'existence d’une fonction y telle que I soit le gradient de celle-ci:

Ia=6a'l/)

et Von sait que cela se traduit par l’existence d’une famille d’hypersurfaces
w = (% et réciproquement. Done pour que le mouvement soit irrotationnel,
il faut et il suffit que

Ia=aaw-

Mais on peut dire plus, et ceci généralise la propriété de « permanence» du
théoréme de Lagrange: Pour que le mouvement envisagé soit irrotationnel, il
Saut et il soffit que les lignes de courant soient orthogonales a une méme hy-
persurface (locale).

*
On a vu que dans la métrique do? conforme 3 la métrique do® les li-

gnes de courant étaient géodésiques orientées d§2< 0 de 1a variété rieman-
nienne définie par cette métrique. Alors il résulte de I’existence et de 'etude
des coordonnées de Gauss (%) que si les lignes de courant sont orthogonales
a une hypersurface, elles sont trajectoires orthogonales de la famille de
surfaces obtenues en portant & partir de S sur les lignes de courant un
are 3 constant. Alors d’aprés le précédent théoréme, le mouvement est
irrotationnel.

§ 8. — Mouvements rotationnels. Théorémes de Helmoltz.

Nons avons désigné les trajectoires, solution du troisieéme systéme dw
comme forme invariante lignes de tourbillon. Nous allons énoncer pour ces
trajectoires des théorémes qui généralisent ceux de Ihydrodynamique classi-
que diis & Helmoltz.

A. — Soit un cycle I' a une dimension non tangent 3 une ligne de
tourbillon. Les lignes de tourbillon issues de chaque point de I' engendre
une variété & deux dimensions qu’on appellera tube de tourbillon C. Le

(®) §'il existe & un instant un potentiel des vitesses, il existe & tout instant,
* (111, § 26, p. 59,
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fait d’admettre ’invariant intégral

veut dire, si I, est uu cycle homotope sur 0 & I', qu'on a

&1 f”=fw

Comme w est ici la circulation du vecteur courant, on peut énoncer le théo-
réme : La circulation du vecteur courant le long d’un cycle I' & une dimension
reste invariant 57 on déforme I sur le tube de tourbillon C défini par I.

On peut énoncer de théoréemes semblables si on considére, & la place
de cycles sur un tube de tourbillon, des tubes de lignes de courant ou de
trajectoires d’isométrie.

B. — Oonstruisons alors sur un tube ¢’ formé par une congruence de
courbes solution de S’ (lignes de courant) deux cycles homotopes I'y et 17,
et, sur chacun de ces cycles un tube de lignes de la congruence solution
de 8" (lignes de tourbillon) qui forment deux tubes C; et C;. Soient en-
core sur Oy un cycle I'y et sur Ci un eycle I'f', on aura du fait que dw
est formé invariante de S’

et du fait que dw est forme invariante pour §’

fg):fa)
! /
Ty 51
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fo]-

ry ry

ce qui permet d’écrire:

Remarquons que Iy et I';' ne sont pas deux cycles pris sur un méme tube
de lignes solutions de S’’.

Si alors on appelle moment d’un tube de tourbillon la valeur de f w com-

mune & tous les cycles homotopes sur un méme tube, on peut énoncer;
deux tubes de tourbillon construits swr deux cycles d’un méme tube de courant
ont méme moment. Il y a permanence ou conservation de moment ou inten-
sité d’'un tube.

C. — Soient encore €’ et €’/ des trajectoires de S” et de N’/ respec-
tivement. Menons par un point quelconque M de l’espace V la trajectoire
0’ et la trajectoire 0’/ passant par ce point. Prenons sur (¢’ un point quel-
conque P et sur ¢’/ un point quelconque . Construisons la trajectoire C;’
qui passe par P et la trajectoire O] qui passe par @. Ces deux mnouvelles
trajectoires O; et O;' se coupent.

En effet, soient ¥;,...9;_5, les intégrales premiéres communes aux
deux systémes considérés, si a;,...as—, Sont les valeurs numériques de ces
deux intégrales au point M, leurs valeurs numériques seront les mémes en
P et en @, de méme sur C; et sur 0;'. Alors les courbes ¢/, ¢’’, Ci, O,
sont sur le méme variété a 3 dimensions

Yy =01y Yo = Ay, Y3 = a3,

done C; et (7 se coupent. Si S’ est le systéme aux lignes de courant et
8¢ le systéme aux lignes de tourbillon, la propriété que nous venons de
démontrer peut s’exprimer en disant qu’une ligne de V, qui est de tourbillon
a un instant dans un mouvement rotationnel reste de tourbillon,
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D. — Chaque variété caractéristique peut é&tre engendrée de la manidre
suivante: on part d’un point i de V; et I’on méne une trajectoire de 'un
quelconque des systémes admettant dw comme forme invariante, puis, sur
cette trajectoire on meéne par 'un de ses points une trajectoire d’un autre
quelconque des systémes admettant Ia méme forme invariante. e.t.e. On
engendre de cette facon toute la variété et on n’en sort jamais,

§ 9. — Le principe d’extremum dans V,.

Nous allons appliquer la méthode de descente (°) qui permet de passer
d’une fonction £’ de V,y; a une fonction L’ de ¥, telle que les extréma-
les de f L se projettent sur les extrémales de f L’. Nous allons don¢ cher-

cher & déterminer la fonction L’ qui permet d’obtenir des extrémales telles
(dans V,) que les extrémales de

81 f L2 = f H? y;, @t are = f H? 02 (L2 = y,, o o)

se projettent sur celles de f r

La procédé de descente nous conduit a former ([6.7])

8-2 05 L' =n'
Mais
L2 =2L 0 L' =2LNWV=2LHN

or 9;.L =Ha; L et si on a g5 L="h comme dans [6.7]

8 L =Hh
d’olt en comparant avec 8-2

8-3 W=Hhm

I

Alors d’aprés 8-1 et 8-3,

1 .

(%) voir (II) p 158. Les numéros d’équations entre crochet indiquent des équations
de ce livre.
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" et en simplifiant

1

8-4 }’o«xﬂ.b‘“=7009é°+70z‘-7;i=£h='§‘36»82

relation qui est la méme que si on avait pris £ ([8.1]):
Le méme procédé de descente conduit & éliminer x° entre 8-3 et

8-5 L' —ha
Pour cela décomposons L2
L2 = H2[y% (da°) + 2 pp dat dwd + y;; dot dw?!] = H? L2,

en prenant dx® comme variable directrice; on obtient:

1 2
8-6 L% = H? [l [‘_ 3% 432” + &?
Yoo | 2
avec
81 D* = g @i éi, 9ij = Yij — roie ,
' Yoo

8-4 et 8-6 nous permettent d’écrive tout d’abord

8-8 ’ 20 — o L Yoi @
Yoo Yoo
puis
n2
L= " 0%} ¢?
Yoo

.

La résolution des équations de la théorie par approximations indique (8) qu’il
faut prendre comme variété d’interprétation de V, non pas V,, variété quo-
tient de V; par la relation d’équivalence définie par le groupe d’isométrie,
dont la métrique est ds? = g;; da’ dwi, mais une métrique conforme:

ds? = £ ds?.

On introduit alors ds® — ds® £ dans Péquation ci-dessus et on pose h =i

(6) Voir Hennequin. F. (12)
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(« réel), ainsi 52=—;— D? et

9-9 V 1 -|- — 5
700
" Par 9-5 et 9-8

. 2 e
_H,f—iaw°=,f(ﬂ+;‘—>+mM
00

700

d’olt en exprimant .£ par 9-9:

— 1 o? . .
L’ @——- HA4 —) +iayyat
l 1+ Y00
Yoo

On peut aussi introduire la forme potegtiel—vecbeur @ = @; de’ (E,—: @) en

= d
remplagant yy par 8y, @; et P par 28 alors

do
2 1 <
9-10 L'do—(H+“>————~‘lf+iaﬁ<p.
Yoo V o VE
14—
Yoo
Remarquons que si H =1,
L’da—' 1 i
/+70 V§+ Bo

puis en multipliant par ¢ et en changeant de signe

—zL’da—V ' V——"l‘“ﬁ‘l’

qui est la forme obtenue par M.me Hennequin.

.

§ 10, — L’invariant intégral de L’.

D’apreés le théoréme du procédé de descente, L’ admet 'invariant inté-
gral relatif:

10-1 w=20
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qui est égal & Vinvariant intégral relatif de £’ puisque §; L= 9; L’, ainsi:
C_O = 81‘: .’L’, d.’l/'k

Or an § 2, notre probléme de variation nous avait conduit & poser L = f
et H=F, ainsi d’aprés 2-6 §; f=i'F v, , et nous prendrons comme dans
le § 3:

10-2 w = Fvy, da® .
k d.’l}k

Mais v, est la composante covariante du vecteur de Vy: iv = 5 hous
¢

—
—

. . oo —  dw =
allons Pexprimer en fonction du vecteur.unitaive u = —de V,, douée de
ds

. ds? .
la métrique ?= ds®. Par 9-9, on a:
- V—V 52’
alors:

k i ds _
10-3 v@=—1.—di=i.d——fd—s=i.l/€ Vl———u’—@V&V——lu.
t do t qs do 7

10-3 nous donne v, = yy, iv* = Lh, en prenant ¢ comme parameétre, £ =1,
done iv,=1tia ou v, = «, alors

% — Yoi vt
700

’00==

et
Vi = Yia ¥ = yip ¢* + pyy v/

mais [18-5] nous donne y; = gi -+ B you @; avee yo = f @ yoo [18-1], ainsi:

1 B . X .
10-4 v, = %; (B @i yoo & — B Yoo Pivoi ¥ = B 700 P, I Poi + voo0 gij vV = & B i+ gijvi.

D’autre part [14.5] donne pour Sh

— Y o
ﬂh:kl/l—%; ou—@aﬁ_k'/?—l.
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10-4 devient en remplacant v/ par sa valeur donnée par 10-3 et g;; par

1
F o

v =1 §—1<k¢i+;ﬁv‘§;i>

Mais u; est un vecteur de V,, ¢i définit la métrique de V,. Ainsi on a
;,-j wi = 1.4;, finalement:

10-5 q;i:iv"z—z—l(k%-;—%éz?i)

ce qui, par 10-2, donne pour linvariant intégral de L’:

10-6 w—ip|/ % 1(70 + “‘)dwi
. W= = i+ =
\ V& ARNTE

ou en posant

1 2 — Us
nw=1i g—z——l et Gi=Fke; i

Ve

Z)=F,u 6@'

§ 11. — Le tenseur de tourbillon Q,; dans V,.

Nous allons également voir comment s’exXprime Q,; en fonction d’élements
de V,.
On avait (4-2)

.Qaﬂ-—" Oa Iﬁ_ 8,9 I, = Ga(Fvﬁ)'—' 6ﬁ(F.va>

Alors

— -
Qi = — [——x&F—l— a(,(ili'l/a—z—l (Iupi—]-—z_t—f)]
£ Ve
D’aprés le § 5, XF =g, F =0, et il en est de méme des autres quantités
figurant dans la derniére parenthese, il reste donc

11-1 Qpy=0oF
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Ensuite

aimaloron el o 5]

Introduisons les vecteurs

s

112 O, = Fug; et @’:FVE i

ainsi que les tenseurs

11-3 Qij = (8: C} — 9; C)
11-4 Fij = (0: 2 — 8, 2y) ,
d’ou

11-5 Qy = Qi + & F

Si £ est _une constante (hypothése de Klein), on voit que ’on peut sortir u
et £ de O; et il reste

Le tenseur qui figure dans la parenthese est le rotationnel du vecteur cou-
rant C; de hydrodynamique relativiste classique pour la variété ds?.
D’wutre part on aurait

7@7=,u(8,-!_2,— (9j?2i)=/4(aiF(Pj — 8; I i)

la parenthése ne se réduit au champ électromagnétique Fi == 9; ¢, — 9, @i
que si F est constant. Ainsi la partie hydrodynamique, quand elle existe,
est lie indissolublement a la partie électromagnétique.

De méme qu’en théorie relativiste du fluide chargé (7), on peut écrire

pour le vecteur I :

11-6 I =% &+ 0f.

(") Voir [II] Chap VI Ire partie,
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§ 12. — Expression du systéme caractéristique par des elements de v,
systéme caractéristique de la forme dw de V,.

Le systdme caractéristique de la forme dew (§ 6) était
12-1 . Q5 daf =0 (a, =0,1,... 4)
ce qui ‘peut s’éerire

ou
Qiﬂ dzf = 0 5 -Qio dax® —I— Qij dzi =0

Exprimons QJ et f’w au moyen du vecteur courant 5 —F17t et du tenseur
champ électromagnétique F,, de la variété V Notons qu’on peut prendre
dans V4 les mémes composantes covariantes pour F@J que dans la variété V4.
Mais il n’en n’est plus de  méme pour C;. En effet

-

i _ i i
ui=% et w’:gﬂ d 1w done C'= Fui=— iG‘

ds V_ds V—
D’autre part

Ui = gi, W Eg,]ul._'/é-u” d’on C—V—G

Ui = Giy U V?

Posons, comme en relativité ;générale dans le cas du fluide parfait *) chargé:

Aij=8; 0, — 9; Ci
pour le tenseur de tourbillon,
== @i+ U
pour le vecteur d’impulsion,
mij =08, — 8jLi= Ay + L Fy

pour le rotationnel du vecteur d’impulsion: (¥ n’est pas la valeur de la
forme champ électromagnétique).

11-4 donne
"—[&HF‘PJ)"’BJ /‘F‘P@]—#F I@;""P; #F)—¢z3;(MF)]

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pua.
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2, [(_Eﬂ,) a-(%mﬂ)} [V__A@,—l-l?’(u, ,;V—%—Zia,-l%)]

d’ott pour .Qij

A”-{-—F]G 1;)+F(“;31V—— “;3;”)"‘

VE Ve

+ k(pj 0i(n F) — @i 6, (1 F))J .

Dans le cas de la théorie de Kaluza-Klein ol & est constant et égal a 1,
on a

Qj=pldi+FEFy) +k@ioiF—@i 6 F) et ds® = ds

Si maintenant F =1, ou p =0, on est dans le cas matiére pure chargée,
0 F=0, Cj= Cj, et {~T i+ u;, qui est le vecteur d’impulsion de la re-
lativité restreinte. Ainsi la premiere parenthese de 12-3 fait presque appa-

raitre ;i,-, 3 Dexception des facteurs F et V-]? On remarquera encore une
fois que la partie électrodynawmique subit toujours Iinfluence de F et qu’il
en est d’ailleurs de méme dans la théorie de Kaluza-Klein. Par contre on
retrouve le cas matiére pure chargée, & I'exception du facteur u.

Nous n’écrirons pas explicitement le systéme caractéristique 12-2. Mais
nous formerons le systéme caractéristique de la forme d w:

— — . 1 — ‘ — A .
124 dw =d (Fu Q) A dvi = > [6: (uF @) — 8j (uF @) dat A da

mais ce rotationnel a déja été calculé, c’est .{_)-i,- donné par 123. Ainsi le
systéme caractéristique s’écrira:

12-5 Q;; dat dui =
Si u est constant, en tenant compte du fait que ((-)j F)dei =0, 12-5 devient:

Qijdwi = p [(Ayj + Pl Fij) + ¢; F 0, F] dwi = ¢

systéme qui ne se réduit pas a la forme caractérlsthue du schéma fluide par-
fait chargé mentionné plus haut. Mais d’aprés la remarque que nous avions
faite, on retrouverait par contre le systéme caractéristique du milien matie-
re chargée, c’est a dire le cas ou il n’y a pas de pression,
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§ 13. — Mouvements permanents.

On introduit un champ unitaire stationnaire conformément a la défini-
tion donnée (8). Le mouvement d’un milien dont le tenseur d’energie est
Oup =17 v, 05— p y.5 est permanent dans un domaine D; de V si espace
riemannien est stationnaire dans D,. Alors le groupe d’isométrie dont E est
le vecteur de Killing générateur infinitésimal du groupe laisse invariant
E et @i

On peut alors montrer de la méme fagon qu’au §5, en dérivant seule-
ment par rapport & x* qu'on a

X v=0=p,v=0, X,p=0, X, F=0

X, étant le symbole de dérivation de Lie relatif au vecteur de Killing ¢

Si alors on munit la variété V, de la métrique d; qui admet le méme
groupe d’isométrie que l’espace associé & do, il est évident d’apreés le résul-
tat ci-dessus qne le vecteur I satisfait aussi 3 h

X, I =0,

on en déduit une nouvelle forme invariante pour le systéme aux lignes de
courant:

do (&, dm) == 9,15 dab — £8 A,

ce qui donne encore en coordonnées totalement adaptées *), puisque (° =0,
=0, t=1

13-1 do (¢, do) = — d I,

.d 1, est un invariant pour le systéme aux lignes de courant, c’est a dire
que c’est une intégrale premiére de ce systéme. Ainsi I, conserve une valeur
constante le long des lignes de courant. En coordonnées totalement adaptées
I, est expression d’une fonction scalaire H définie en coordonnées locales
par

12-2 H=:(1,

Or le tenseur de tourbillon 2,5 ainsi que le vecteur de tourbillon qui est
une forme linéaire de £,z (puisque solution d’un systéme linéaire a coeffi-

(®) Voir (11) § 39, 11
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cients £,;) admettent la méme transformation infinitésimale X,. Il en résulte
que le systéme aux lignes de tourbillon admet relativement & dw et & X,
les mémes propriétés que le systéme différentiel aux lignes de courant.
Ainsi I, ou H est constant le long de chaque ligne de tourbillon. Il en est
de méme le long des lignes trajectoires d’isométrie définies par le vecteur
Epuisque X1§=0 d’aprés les hypothéses espace stationnaire. Alors on
peut dire que H est constant sur chaque variété caractéristigue. Cherchons
maintenant & évaluer la différentielle de H. En coordonnées totalement
adaptées, on a

13-3 AH = dI; = 04 1, ded = Q4 da4
ou en coordonnées locales
13-4 dH = Q,5 P dut
Or le systéme caractéristique 8’écrit 2,5 If =0, ou pour a =4 (4=1,2,3,),
QupIB=0QuI*4 Q4pI8=10
d’oi en reportant Q44 I* dans la formule 13-3 multipliée par I,:
ItdH = — Q,p IB dx4

qui est Pextension relativiste d’une formule de Beltrami et qui exprime que
sur des sections d’espace le gradient de I, a pour composantes

QupIB

I+
En introduisant la décomposition d’un vecteur de V, en espace et en
temps et en utilisant le lepére naturel associé en un pomt; x aux coordon-
nées adaptées, la direction de ¢ coincide avec le vecteur 04, alors si v® est

04 H=—

la grandeur d’espace (%) du vecteur i = g—g relativement a la direction de

temps ¢ dans un systdme local totalement adapté, (y,, > 0), on pose

ru=1"V,
alors d’aprés [2.5, I]
- v R .
— ot = (o — O (o= -0y 7 = P
4

(® Voir (11) § 2, p 6.
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Comme v est un vecteur orienté do® << 0, il vient

TS OV
Va4
ou
(v4)2 == — 744 (”2 - 1) .
Comme
I, (I

Ia=Fva7 ”4=T7 (”4) = 7

d’olt, I’apres la formule précédente
Iy =—Fp, (*—1)=F2V (1 —?.
Alors puisque I, est constant le long de la ligne de courant
1 — %) V%= (.

qui est une forme qui rappelle le théoréme de Bernoulli
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