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GLI ENDOMORFISMI DELLE VARIETA ABELTANE
SU CORPI DI CARATTERISTICA POSITIVA

di Tacoro BARsotrTI (Los Angeles)

INTRODUZIONE

Presento qui alcuni risultati che discendono direttamente da quelli di
[6] (v. bibliografia alla fine di questo lavoro), e dai metodi usati in [6].

L’idea centrale del presente lavoro & la seguente: se {®,,...,®,} &
un insieme regolare di parametri dellanello quoziente dell’identita di una
varietd abeliana A4 di dimensione n sopra un corpo algebricamente chiuso
k, la legge di composizione su A definisce, nell’anello % {.r] delle serie for-
mali di potenze, una legge di gruppo, che a sua volta definisce un gruppo
analitico @ (gruppo formale di Lie); se & ha caratteristica p == 0, tali gruppi
G sono stati studiati (indipendentemente dalle varieta abeliane) in [10],
[11]. [12], ed in altri lavori dello stesso autore. Se p/ & l’ordine del kernel
di pds, @ & prodotto diretto di due gruppi analitici ¢;, G,, ove G; &
prodotto diretto di f gruppi di dimensione 1 del tipo 1, (0 W*) di [12],
mentre @, & un grappo radicale, ossia tule che ogni sua iperderivazione in-
variante & pseudonulla. Un omomorfismo, ed in particolare un endomorfismo,
di A si spezza in un omomorfismo di G; ed uno di G,; poiche tali omo-
morfismi possono venire studiati per mezzo di matrici ad elementi p-adici,
§i oltiene cosl la (fino ad ora mancante) rappresentazione p-adica dell’anello
degli endomorfismi wdi A; & noto che le rappresentazioni g-adiche, per i
primi ¢ 3= p, sono state studiate in [14].

In questo lavoro presento soltanto quegli sviluppi che si riferiscono
a @;, dato che la parte riferentesi a @, & complicata dal fatto che, a priori
almeno, G, pud essere isogeno ad un gruppo analitico avente fattori diretti
semplici di dimensione > 1, nel qual caso tale gruppo analitico ha probabil-
mente anche fattori diretti del tipo I, di [12], con m > 1 (nel caso con-
trario, ha solo fattori diretti di tipo I,); dato che lo studio di @, & note-
volmente semplificato quando fattori diretti di tale tipo sono assenti (in
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tal caso gli omomorfismi di @, sono completamente descritti da matrici ad
elementi p-adici con 4 (n — f) righe), vorrei, prima di considerarlo esaurito,
o agsicurarmi che tali fattori possono effettivamente comparire nei gruppi
analitici che sorgono nello studio delle varieta abeliane, ovvero dimostrare
che non vi compaiono mai; la seconda alternativa si avvera, ad esempio,
quando n — f<<2.

La sezione 1 contiene una definizione dei gruppi analitici che considero
pit adatta ai nostri scopi di quella data in [10], in quanto esibisce specifi-
camente tali gruppi come gruppi di punti di uno spazio affine; il resto
della sezione 1 & dedicato a ridimostrare formule generali, e proprieta di
G, gia dimostrate in [10] e [12]; in tal modo questo articolo pud essere
letto indipendentemente dai [10], [11], e [12]; il lettore che gia conosca
tali lavori pud limitarsi a leggere le definizioni.

La sezione 2 contiene il teorema sulla rappresentazione p-adica degli
omomorfismi di A4 ; la sezione 3 & dedicata ad una applicazione di quanto
precede alla costruzione di una matrice p-adieca emisimmetrica connessa ai
cicli di 4 (cfr. § XI di [14]); tale matrice, che corrisponde, grosso modo,
ai periodi secondari di funzioni intermediarie su A [8], & evidentemente
collegata all’omomorfismo di A sulla propria varietda di Picard [4], ma non
contiene ancora tutte le informazioni su tale omomorfismo che sarebbe de-
siderabile avere.

La sezione 4 contiene un risultato generale (4.2) sulla struttura dell’a-
nello degli endomorfismi di A, valido per il caso in cui n—/f (ovvero in
cui k abbia caratteristica zero); le A per cui ¢id non accade sono quelle
su cui si danno differenziali esatti non nulli di prima specie (cfr. 4.4 di
[6]), e sono quindi di tipo molto speciale.

1. I gruppi analitici.

Sia k un corpo, e siano w,, #,,... indeterminate, in numero finito o
no; indicheremo con k {#,, ®,,...] Vanello delle serie formali di potenze
nelle @;, con esponenti interi non negativi e coefficienti in %, intendendosi
che ogni serie contenga solo un numero finito di indeterminate; & {,, #,,...}
denotera il corpo quoziente di k {®,, #,,...]. E noto che % {x] & dotato, in
modo naturale, di una metrica. In generale, se x,, #,,... sono elementi
di un campo d’integritd A contenente k e dotato di una metrica, e se ogni
serie di potenze mnelle x;, a coefficienti in %, converge ad un elemento di
A, indicheremo con % {z,, @,,...] Panello dei limiti di tali serie, e con
kE{x,, ®y,...} il corpo quoziente di k {»,, #,,...]. In questa sezione fis-
seremo, una volta per tutte, ¥ ed un insieme v, , v,,... numerabile di
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indeterminate, e denoteremo con 2 1insieme degli elementi di k {v] privi
di termine di grado 0 nelle v; ’anello £ ha la proprietd che ogni serie di
potenze di un numero finito di elementi di £, a coefficienti in k, priva di
termine di grado 0, converge ad un elemento di Q. Se &,,...,&, €82,
diremo che le & sono analiticamente indipendenti (su k) se non esiste nessuna
serie di potenze nelle &, con coefficienti in k non tutti nulli, che converge a
0. 11 corpo quoziente di £, che coincide con %k {v}, sard indicato con £Q*.

Siano «,, ..., x, indeterminate, e si consideri lo spazio proiettivo §
sn £2* il cui punto generale non omogeneo & {z,,..., #,}; sia G Vinsieme
dei punti di §, a distanza finita per le {«}, in cui le coordinate a; hanno
valori in Q. Siano y,,..., 9y, € 2,,..., 2, altre indeterminate, e sia
{9, (@, y),.\. .y gu(®, )} un insieme di serie di potenze nelle x ed y, a
coefficienti in k, e tali che g;(x, 0)—=wa;, ¢:(0, ¥)=y:, ¢:(9 (*x,y),2) =
gi(x, g (y, 2); allora, se P, @ sono elementi di G, di coordinate rispetti-
vamente & ,..., &, ed 9,,..., 9., il punto B di coordinate g¢; (&, 7) ap-
partiene a G; se si pone R—=1D"Q, si & definita una legge di composizione
su @, ed & provato nella sezione 2 di [10] che in tal modo ¢ diviene un
gruppo, la cui identita Eg ha coordinate 0,..., 0. Ogni grnppo G cosl
definito sarad da noi chiamato un gruppo analitico di dimensione n su k (ed
£); Pinsieme {x,,..., x,] dicesi il punto generale di G (). Se @ ha il si-
gnificato precedente, e P€ @, e se y & elemento di k {«], privo di termini
di grado 0, la sostituzione di a; col valore che x; ha in P trasforma y in-
un elemento di £, che sard indicato con y (P). Si noti che un gruppo ana-
litico & un gruppo topologico nel senso solito della parola.

Se @' & un altro gruppo analitico su % ,, ¢con punto generale {(YigersYm )y
un oﬁwmorﬁsmo di G su @ @& uw’applicazione = di G su G, che & un omo-
morfismo nel senso della teoria dei gruppi, e tale inoltre che esistano m
elementi 2,,..., 2, di k{«], privi di termine di grado 0, ed aventi la
proprieta espressa dalla relazione z;(P)=—=y;(n P) per ogni P € G L’omo-
morfismo n & un isomorfismo fra G e G', se esiste un omomorfismo =’ di
G’ su G, tale che o'« P—P per ogni Pe@. Se @' & immerso nello spazio
proiettivo §', il prodotto diretto G >< G’ & Vinsieme dei punti P>< P’ di
8 >< 8’, quando P, P’ variano in G, @' rispettivamente; e la legge di com-
posizione in G >< G’ & ottenuta nel modo solitamente usato nella definizione
dei prodotti diretti di gruppi.

() Per una teoria generale dei gruppi analitici, 'anello £ dovrebbe essere pii ge-
nerale di quello scelto qui; ed inoltre, si dovrebbero ammettere come punti generali anche
degli insiemi {®;,..., %,,} ove le #; non sono tutte analiticamente indipendenti. Per gli
scopi del presente lavoro, le definizioni date sono perd sufficienti.



4 Iacopo BARSOTTI: GQli endomorfismi delle varietd abeliane

Se = & un omomorfismo di @ su tutto G’, il gruppo analitico con
punto generale {2z} & una copia di G’, e sara spesso indicato con lo stesso
simbolo @’; pertanto, si puo asserire che un omomorfismo = su tutto G’
‘prescrive un’immersione di k {y] in k {#]. Nel seguito, anello k {x] sara
indicato con k {@], ed il corpo k (¥} con k{@}. Si consideri ora un fso-
morfismo 7 fra G@ e G ; mediante Videntificazione precedente, si avra in
tal caso k{G]=1F {G'], e quindi il gruppo G pud essere ‘considerato come
gruppo analitico in due modi distinti, che differiscono soltanto per il loro
punto generale; la trasformazione dell’uno nell’altro modo di rappresenta-
zione di G sard considerata come  un cambiamento di coordinale; & chiaro
che ogni insieme di n elementi ¢, ,..., ¢, di k{@], privi di termini di grado
0, e tali che k {t]—=1Fk {@], pud essere scelto come punto generale di un
gruppo analitico isomorfo a G . Il gruppo G & commutativo se P Q=—¢QP
per ogni coppia {P, @} di punti di @.

Un gruppo logaritmico di dimensione n & un gruppo analitico isomorfo
al prodotto diretto di = gruppi analitici di dimensione 1, in ciascuno dei
quali si abbia g(x, Yy =x+y+ 2y, ovvero 1 +g(x, y) =1 +x) (1 +y);
ciascuno di questi gruppi, che & percio un gruppo logaritmico di dimen-
sione 1, si dira gruppo logaritmico canonico; e se G & un gruppo logarit-
mico, ogni elemento « di k {G], tale che x(P Q) =u () + 2 (Q) + « (P)x(Q)
per P, Q€ @, si dira an elemento canonico di G, ovvero di k {G]; un
insieme di elementi canonici che sia anche un punto generale di (un
gruppo isomorfo a) G dicesi un insieme di coordinate canoniche ; il polinomio
g X, Y)=X+ Y4 XY, ove X, Y sono indeterminate, si dira la legge
canonica logaritmica.

D’ora in poi, ed in tutta questa sezione, si supporra che k sia algebrica-
camente chiuso, ed abbia caratteristica p > 0.

Sia @ un gruppo analitico di dimensione n su k, e sin {x,,..., x,}
un punto geneiale di @ (o di un gruppo analitico isomorfo a G); la defini-
zione di iperderivazione, e di iperderivazione invariante sinistra, o destra, su
G, o in k{@], & identica a quella data nella sezione 1 ddi [6], od anche
nelle sezioni 4, 5, 6 di [10]. In particolarve, vi & un insieme { Dy}, con
h = { hyyeoey by}, by intero =0, 3; h;>>0, di iperderivazioni invananti
sinistre su @, definite, per ogni f€k { @], dalle relazioni

(1.1) ¢ S (PQ=F(P)+ Zu (Dnf)(P) 2 (@)

per ogni P, Q€ G; qui, #* sta per wfl-. . .wﬁ" . Le D; cos) definite si di-
rauno legate ad {x}, e saranno talvolta indicate con D, ;; indicheremo con

g Vingieme {h} tale che hj=— d; (simbolo di Kronecker). Se G & commutativo,
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i simboli D (@), D, (A7), 8,(@) avranno lo stesso significato che hanno mnel
caso in cui G & una varieta gruppale commutativa (sezione 2 di [6]).

Per ogni P € G, esiste un autoisomorfismo o, di. k {G] su k tale che
per ogni fek{G], e per ogni Q€ G, si abbia (0p F) (R Q) =7\ (D);
formula (1.1) mostra allora che si pud scrivere, simbolicamente,

(1.2) op =a,+ 3, o, D, ,

ove g, f— f(P) per ogni fEk{G] Se G & commutativo, si puo anche
scrivere :

(1.3) op'=1+23, 4" (P)D

Da (1.1) si deduce facilmente la

(1.4) Formula di Leibnitz: Dp(xy) =2 Dpy +y Dpx -+
+ 2 (D,x)(Dsy), per z, yek {G].
r4s=h

Da (1.3) segue anche, se G & commutativo, 06,” =1+ 5, «™ (P) Dy, da

cui il 2.5 di [6] discenderebbe agevolmente; comunque, da o;" (®y) =

= (o;” x) o;py e dalla formula precedente si deduce che, se G & com-
mutativo,
(1.5) D, @wy)=aD,y+yD,x+ 3 (D x)(Dy).

1+s=h

Sia A una varieta gruppale nonsingolare (ossia senza singolarita fuoori
del suo luogo di degenerazione) di dimensione n su k (e qui & potrebbe anche
avere caratteristica 0), e sia {x,..... x,] un insieme regolare di parametri
di Q(E4/A); siano A,, A,, Ay delle copie di 4, e siano {y}, {2}, (¢}
le copie di {«} in k(4,), k(A,), k(A;) rispettivamente; si supponga
k(A,) S k(A > A,) come prescritto dalla legge di composizione su A;
poiché il completamento (topologico) di @ (E4,/A,) & contenuto nel comple-
tamento di Q@ (EH4 >< By,/A >< A,), esistono delle serie di potenze g,,..., ¢,
nelle z, y, con coefficienti in k, tali che z,=g;(x, y); e le g; necessa-
riamente soddisfano le y;x, 0) =x;, g:(0, ¥) =y, ¢: (9 (%, ¥), 1) =g: (2,9 (y, 1)).
Pertanto A definisce un gruppo analitico G di dimensione » su %k, con
punto generale {«}, ed & chiaro che G & unico, e non dipende dalla scelta
delle #;, a meno di isomorfismi. Il gruppo analitico @ si dira il completa-
mento di A. B ora facile vedere che G pud essere definito anche scegliendo
le x; nel completamento di @ (E4/A); G & commutalivo se, e solo se tale &
A ; ogni omomorfismo di A pud essere estese ad un omomorfismo di G in
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modo unico, ed ogni iperderivazione invariante sinistra su 4 ad una, uni-
camente determinata, su G. Ma si ha di pin: scelte le x; in @ (Es/A),
ogni iperderivazione invariante gsinistra su G & combinazione lineare, a
coefficienti in &', di un numero finito di D, ;, e pertanto induce una iper-
derivazione invariante sinistra su A ; si pud cosl concludere che gli anelli
delle iperderivazioni invarianti sinistre su A e G sono isomorfi, ¢ possono
quindi essere identificati. Si noti che G & un sottogruppo della estensione
di A su Q*. Cogliamo quest’occasione per dimostrare esplicitamente un
facile risultato, di cui si & fatto uso nella dimostrazione del 4.3 di [6]:

(1.6) LEMMA. Sta G un gruppo analitico commutativo di dimensione n su
kye, per j—0,1,...,8, sta {Dyj,..., D,j] un insieme di iperderiva-
ziont invarianti su @, che inducono in k {Gpj] una k-base di D, (Gv).
Allora Vinsieme dei monomi di grado positivo nelle Dy (i—1,...,n; j=0,...,s),
con coefficiente 1, e grado <p in ogni Dy, & una k-base indipendente
di Se11 (@) ‘ .

Dim. Per j=—0,..., s, siano 2;;,..., @,; elementi di ¥ { G¥'], senza
termine di grado O, tali che (Djxy) (Eg)= 0y, cosicch® le i, per j
fisso, i=1,...,n, ed r=20,..., p—1, formano una k { G -vase
indipendente di k { G*’]. Si esprima ogni intero positivo a mnella rappresen-
tazione p-adica, vale a dire a —ay 4 a,p + ayp* + ...+ a, p, ove
0<a;<p, e pongasi «f =w,0a}...2;"; se b=1{(b,...,d,}, pongasi
anche wbzwfl ce w:" . Infine, si seriva 4, — Dy DR ...Dy, dy=
=y, -+.4dnp, . Si vuole dimostrare che I’insieme delle 4, quando
b= 1{b,,..., b,} & tale che 0<<b; < p+', 3;b;> 0, & una k-base indi-
pendente di S,y; (@). L’asserzione & vera per s —0; suppostala vera per
s<m>0,Ila dimostrerd vera per s—m. A tale scopo, & necessario,
e sufficiente, dimostrare che non si annulla il determinante H,,; delle
(4y x*) (Bg), ove b—=1{b,,..., b,} ¢ h={h,,..., h,} sono tali che
0 << b <pmt', Ok <pmtl, Z;b;>0, Z;h>0. Ora, ogni b si pud
scrivere nella forma b=—b, 4 p™b,, ove by = {be,..., bo,} con by <p™,
e b, —{by,..., bin} con 0<<b;; <p; ed analogamente, si pud scrivere
h=—hy, 4 p™ h,. Cid posto, si ha

~ h my, " h
(dy ) (Eg) = (4, Ala,,.b1 @0 2" M) (Bg) = [Ap,,,b1 @ ™ Abo a0 (Bg) =

=[(Aymy, @ ) (BQ)] (4, 2™) (Bo)] + [0 (Bp)] [(4, ™) (B
Ora,

(4

", _ —
s, a® M) (Bg) = (k1) 6b1h1, ove h!=(h,1)... (k1
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8 hy={hyy..., h1n}; se K== 0 & il determinante di guesti elementi, e se
K >< H,, indica «prodotto diretto» di determinanti, si pud pertanto scrivere
K><H,| 8

0 |H,
quando b & tale che b, =0; e questo determinante & certo non nullo,
perché¢ K< H,, &= 0 == H,, c. v. d.

11 (1.6) permette di fissare una base di D (@), distinta dalla {D,;},
non appena il punto generale {#} di @ sia dato; tale base & 'insieme delle
Dyn, ove D%, & definito a partire dalle D, i, = D:,pis]\ nello stesso modo
in cui il 4, della dimostrazione precedente & definito a partire dalle D;; di (1.6).

Siano x, y elementi canonici di un gruppo legaritmico G, e sia ¢ la
legge canonica; si definisca x.y —y.x —g (x, y); allora 2 —=x.y & elemento
canonico di G, poiché si ha, per P, Q€ G: 2z (P Q) =(g(x,y) (P Q) =g(x(PQ),
Yy(PR)=g(g(P), 2@Q), gy (P), y(@)=9g(@@P, y(P), g (@,
¥ (Q)) =g (2(P), 2(Q)), per Vassociativita e la commutativita, In particolare,
si porrd ¥ —wm.x...x (r volte), se r & intero positivo, e 2@ =0. B
allora facile vedere che (x.y).z2 —x.(y.#2) Se 2 & un altro elemento ca-
nonico di @. Sia »r —=r, -+ r, p -+ ry p* 4 ... un intero p-adico, con 0 <"r; < p,

H,, 11 nella forma , ove 8 & la matrice delle (4, who)(EG)

?

e pongasi $;=— 3;»; p/, cosicché r = lim s;; si consideri la successione
0 i—> 00

Xy XyyLyyonn,y OVO X; = P , @ essendo un elemento canonico di @. Poiche

P — P, il lim x; esiste, e sara indicato con x®). Si bha facilmente, per
i — oo
P, Qe @: o (P Q) = lim x;(P Q) = lim g (%;(P),x:;(Q)=g () (P) , x")(Q)),
it — 00 t— oo

onde 2 & elemento canonico di G ; inoltre () . @) = gl+9, (EM)E) — xrs)
20 =0, a0V =g, .y =2 .y, e cid prova che 'insieme V degli
elementi canonici di @ & un I,-modulo, se I, & anello degli interi p-adici.
Dico che V & un I, modulo libero, di ordine eguale alla dimensione = di
G, avente per I, -base indipendente un insieme {#,,..., #,} di coordinate
canoniche su G .

Si indichj infatti con G; il gruppo logaritmico di dimensione 1 il cui punto
generale & »;, cosicché G = G, ><...>< Gy, e sia V; 'I,-modulo degli ele-
menti canonici di G;. Se z2€V, per i=1,..., n esiste un elemento
#2; €k { @] tale che per ogni P; € G; si abbia z; (P;) = 2 (Hg, ><...>< Bg, _;><
> P;>< EGi-l—l > ... >< Eg,); evidentemente z; (P; ;) = g (2 (P:), # (@),
onde z; € V;. Poiche 2€ V, si ha 2(P;><...>< Py) =g (21 (Py), 2 (Hg, ><
NPy oo o X P))= ... =g@(P), 9@ ({P), ..., 9 @1 (Pna),
Zn(Pa)) . . ))=(21-25. . .2n)(P1>< .. .><P,),onde 2—=2; .2y . . . 2n.
D’altra parte, se gli 2;€ V; sono assegnati arbitrariamente, & certo
2=—21 .2 ...2, €V, @ 230 se non tutti gli 2; sono nulli. Pertanto, V &
la sommua complementare dei V;. Se allora si indica con V uno qual-

v
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siasi dei V;, e con x il corrispondente x;, resta da dimostrare che V &
un I;,-modulo libero di base x.

Ora, se 0 =2¢€ V, sia s il minimo intero tale che D,.2 = 0; se
pr <s < prt!, si ha che D, induce 0 in k {2] per m << p", onde Dy, 2—20,
assurdo. Pertanto deve essere s —p" per qualche » = 0. La formula di Lei-
bnitz (1.4) mostra allora che D, pr induce una derivazione invariante mnon
nulla in k {z], che sara pert:mto del tipo a D,;, con 0==a€k; poiche
DY = D, © D! =D L1y 8 ha e =a, acC, (= sottocorpo fonda-
mentale di k); si 1nd|ch1 con a anche lintero razionale >0 e <p, la
cui classe residua mod p & a, e pongasi ¥; — #@"), e quindi 1+ x; =
= (1 + «)®"; pongasi anche z — o " .z Poiché €k {x"], si ha
Dy, =0 per s < p", ed evidentemente D _ .2, = a (1 + @), onde la re-
lazione ¥, . 2y — =2, ovvero la (1 + ) (1 4+ 2))=—1+42, da (1—|—-z1)D” -+
41 +x1)D o z1—a(l +2), ed anche a(1-+2) (L4 1)+ (1 +21) D pr 1=
—=a(l+ z), o infine D or A1 = 0. Ora lo stesso ragionamento si puo ap-
plicare a 2; anziche =z, ottenendo un x,, ed uno zzzw(z Vg, tali
che D, b8 %2 = 0, con $>r. Cosl proseguendo si ottiene una succes-

sione wl, %,,..., generalmente infinita, tale che (x,. 102 .w,,)<-1>.z6k {aP™],

ove m — oo quaudo n — oo. Ma allora, t — lim 2, . .. %, esiste, ed &
7 — oo

tale che t=D .z €k {aP™] per ogni m, ossia t—1 .z€k Poichd t-V. €V,

esso deve essere — 0, ossia ¢t —z; siccome t— x® per un opportuno

h € I,, Passerto & dimostrato.

Si considerino ora due gruppi logaritmici G, G/, di dimensioni n ed m
rispettivamente; sia {#,...,#,} un punto generale di G, e sia {y;,..., ¥, } uno
di G’; suppongasi che ciascun x; e ciascun y; sia elemento canonico ; sia z’
un omomorfismo di G su G’. Allora esistono degli elementi 2, ,...,2, € k {G],
tali che per ogni P€ @ si abbia z, (P) = ¥; (" P); pertanto, z; (P @) =
=@ P)(@ Q) =9 @@ P)y yi(a” @) =g @ (P), 2(Q), se g & la
legge canonica logaritmica. Cid mostra che ogni #; che non & nullo’pud
essere considerato come punto generale di un gruppo logaritmico A; di di
Ipensione 1, e che inoltre z; & coordinata canonica di A;.

Defti V', V’ gli I,-moduli degli elementi canonici di @, G’ rispettiva-
mente, ® chiaro che per ogni y€ V’/ esiste uno z€ V tale che y(n’ P)=2(P)
per ogni P€ G, e che, in particolare, 2 —2; se y — y;; Vapplicazione
y — 2 & evidentemente un omomorfismo n dell’I,-modulo V’ sull’I,-modulo
7, ed & determinata non appena le z; siano state assegnate. Ora, V e V’
hanno ordini rispettivamente n ed m ; pertanto, = & completamente determi-
nato da una matrice, con elementi in I,, ad m righe ed n colonne; un
cambiamento di base per V o V’ sostituisce tale matrice con una equivalente.
La matrice in questione, quando una scelta di base sia stata effettuata,
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si indicherd con My (7’). B altres) chiaro che se G” & un terzo gruppo
logaritmico, dopo una scelta di base si ha My (o’ 7') = Mp (') Mpi(n'), se
o & un omomorfismo di G’ su @”; ed & pure palese che My (7') =0 se e
solo se ' = 0. Dico che & anche vero che, se n' e o' sono omomorfismi
di @ su G, si ha My (7 + o) = Mp (') + Mp(9') 5 si intende che ' 4 ¢
¢ definito da (n' 4 o') (P)=(a' P) (¢’ P) per ogni P € G. Ed infatti, si
indichmmo con 7, o, 4 gli omomortismi di V' su V legati a n/, o' e =’ 4 ¢
rispettivamente, o se si vuole, alle rispettive matrici. I’omomorfismo = &
definito, nella notazione esponenziale, dalla relazione y@ (P) =y (n' P) per
ogni P€G; ora, si ha: yW(P)=y((@' -+ o) P)=y(a'P) (@' P)=gy (=" D),
y(@ P) =g @ (P), y@ (P) = [y .y@] (P), onde y» —y@.y@©, e pertanto
A—uan -+ o, come richiesto. Resta cosl provato che, se G' — @, le corri-
spondenze 7' —~ My;(n') ¢ n' — & sono isomorfismi di anelli; questo fatto ci
permette di affermare (come & gia stato dimostrato in [12]) che Panello degli
endomorfismi (— omomorfismi su se stesso) di G & isomorfo all’anello di tutte
le matrici di ordine = ad elementi in I,; si noti che tale anello & una
schiera massima, su I,, nell’algebra rvegolare (ossia di tutte le matrici) di
grado n sul corpo R, dei numeri p-adici (cfr. [1] o [9]).

Se &/ & un omomorfismo di G su @', diremo che n’ ha grado 0 se n' @
ha dimensione < n =—=dim G, ossia se k {n' @] & un anello locale completo
di dimensione < n. Se n’ non ha grado 0, cid significa che &k {zn’ @] ha
dimensione n; ed allora, se {@;,..., @.}, {¥1,... Y] sono i punti ge-
nerali di @, @' rispettivamente, k {x] e &k {y™] sono anelli locali della stessa
dimensione; in tal caso, le 3™ formano la base di un ideale di k {] che &
un primario appartenente al primo massimo p di k {«]; la lunghezza di tale
primario, che coincide col grado [k {#}: k {y™]}] (cfr. Teoremi 8 e 23 di [7]),
¢ un intero positivo, che dicesi il grado di ='.

(1.7) TEOREMA. Siano G, G' gruppi logaritmici, di dimensioni n, m
rispettivamente, su k, e sia n’ un omomorfismo di @ su G'; allora la carat-
teristica di My, (=') eguaglia la dimensione di =’ G. Se tule dimensione é
n, sia v la valutazione p-adica di Ry ; allora il grado di n' é p*, ove v é
il minimo fra i v(d) quando A varia fra i minori di ordine n di My (7).

Dim. Nelle notazioni precedenti, la caratteristica di Mp;(n’) eguaglia il
numero di elementi 3™ che sono indipendenti su I,; e poichd k {y@)] &
analiticamente isomorfo a k {n’ @], la caratteristica di My (n') & anche la
dimensione di =’ @.

Se n’ @ ha dimensione n, il precedente risultato mostra che qualche A
¢ non nullo, onde il minimo v dei » (4) & un intero non negativo. Poiche
in I, ogni ideale & principale, mediante una trasformazione delle basi
{#:}, {9:] & possibile fare in modo che My (n') divenga una matrice (a;)
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tale che a;;=—0 se i 9= j, e certo a;==0 per ogni i, dato che Mp;(n’) ha
caratterigtica n (e quindi m = ). Per tale scelta di base, si ha v —=w(a;;)+
—+ v (age) + ... 4 7 (@), ed inoltre si sa che v & indipendente dalla scelta
della base. Basta quindi provare il risultato nel caso in cui My; (#') ha la
forma accennata. Ma in tal caso si ha yg”) =0sei>n,e yg"):wg"ii)
se i << m; ora, ultima relazione definisce un omomorfismo =] del gruppo
G; di dimensione 1 e punto generale x; sul gruppo G; di dimensione 1 e
punto generale y;, ed & chiaro che il grado i =i, ossia [k {a;): k {ai%?}],
e precisamente p”(“"'»; pertanto il grado di =’ & p*, c. v. d..

2. I completamenti delle varietd abeliane.

In questa sezione, k& é un corpo algebricamente chiuso di caratteristica
p> 0. B dimostrato in [12] che ogni gruppo analitico commutativo & pro-
dotto diretto di un gruppo logaritmico, e di un gruppo analitico radicale,
tale cio® che ogni sua iperderivazione invariante & pseudonulla, necessaria-
mente di ordine potenza di p; la dimensione del fattore diretto logaritmico
eguaglia il massimo numero di derivazioni invarvianti D, linearmente indi-
pendenti, che soddisfano la relazione DP— D . Se pertanto A & varieta
abeliana non singolare di dimensione n su k, e se p/ & Pordine del kernel
di pdy, il 4.3 @i [6] mostra che il completamento di 4 & prodotto diretto
di un gruppo logaritmico di dimensione f, e di un gruppo radicale. In
questo articolo ci limitiamo alla considerazione della parte logaritmica, ed
allora ne possiamo stabilire l’esistenza (se non come fattore diretto, almeno
come immagine omomorfa massima) in modo diretto :

(2.1) LEMMA. Sia A una varietd abeliana non singolare su k; posto
0= Q(E /), ¢ p="P (E4/A), sia y un elemento di 0, tale che y=1
(mod p), e che y—Ldy sia un differenziale invariante non nullo su A. Sia o
il completamento di 0, e pongasi B = p_ﬁ; siano Ay, A, copie di A, e
suppon_(}asi k(A4y) €k (A >< Ay) come prescritto dalla legge di composizione su
A. Allora esiste un x €0 tale che: 1) x =1 (mod f)); 2) y 1l €0°
(= anello delle potenze p-esime degli elementi di _o); 3) xy— w1, 8¢ X; & la
copia di x legata ad A;.

DiM. Voglio dimostrare che esiste una successione y; —y, Yo, Yz,-..
di elementi di o tali che: a) y;,€ Y (4, d;4) (v. sezioni 1 e 3 di [6] per le
definizioni di 8,4 e di Y (4, «) rispettivamente); b) y, =1 (mod p);
¢) vi'yi € 0°7" se i > 1. Per i=1, queste tre condizioni sono soddi-
sfatte, la condizione a) essendo equivalente al fatto che y—tdy & un diffe-
renziale invariante su 4. Supposto dunque che le y;,..., ¥,—1, soddisfa
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centi alle condizioni a), b), ¢), siano state trovate, procederemo a dimostrare
la possibilita di trovare y,. Sia pf Pordine del kernel di p d4; V'esistenza
del differenziale invariante non nullo y—! dy mostra, per il 4.3 di [6], che
S>> 0; lo stesso ragionamento usato nella dimostrazione di 4.1 di [6] prova
anche che Y (4, 6, 4)/k (47"), (ove k (AP"), & il gruppo degli elementi non
nulli di ¥ (AP")) & un gruppo di ordine p'f. Sia Z Dinsieme dei prodotti
di un elemento di Y (A, 4,,) per un elemento di % (4?"7"),; allora
ZEY (A, 614), € Z/k (AP 2 Y (4, 8,4)/Y (B, b,5), ove B=AP""",
per il secondo teorema di omomorfismo sui gruppi; I'ultimo gruppo, a sua
volta, & isomorfo a [Y (A, &, 4)/k (47"),)/[Y (B, 81,5)/k(B?),), che & un gruppo
di ordine pf/pf = p*—1f. Quindi Z/k (A?"7"), ha lo stesso ordine di
Y (A, 8-34)/k (AP""),, e pertanto Z = Y (A, 6,_14); cid dimostra che
esistono una 2 €Y (4, d,4), ed un t€k (AP’—I)O, tali che y,_; —=2¢. Per
ogni P€A, si ha 6,2==z1,, ove ¢, €k (AP");, ed & possibile scegliere P
in modo che o, 2€ 0 —p, nel qual caso y._; = (5p2) t;l t, ove t;ltek(AP"'l)-
Si pudo quindi supporre che la z originale soddisfacesse gia la condizione
2€0—p. Ora, se z=ua (mod p), con 0= a€k, pongasi y. = a~'z; si ha
cost Y, € Y (A, 0,4), 4p1=y, t', con ¢ €k (AP™), e infine y, =1
(mod p). Ne segue y. — y,_;=y,(1—t), e percid ' =1 (mod P);
ma allora, 1 —¢ €pnk(AP™") S pr"™, e pertanto y, — y,_1€ pr" Y, ed
y,,_l y,_lzt’sopr"l. L’egistenza della successione { yi} ¢ pertanto dimo-
strata. Si noti che pr"™! indiea, come di solito, la p*—l-esima potenza dip.

Pongasi ora »=— lim y;, che, come si & visto, esiste, ed & elemento di

1—00

0; allora x =1 (mod p), per la condizione b), e questa & la condizione 1)
dell’enunciato; inoltre, per ricorrenza sulla condizione e¢), y, ¥y~ € 0P per
ogni r, e quindi xy—1! E_o—l", che & la condizione 23 dellenunciato. Infine,
pongasi 0 = @ (B4 >< E4/A >< A;), P=7P (E4>< B4q/A >< A;); si ha
yfl Y41 =1+ m,, con m, €Ep N o, e quindi y;'l Yryi = 1 4 m,5, con
my; €PN OP", e pertanto y, '@ =1 - ¢,, ove ¢, € p No?". Ora, (wwy) Ly =
¥r @)™ (U)o (1 + @) (L + 1] (1 + g¢,)p; ma per il 3.1 di [6], 1a condi-
zione ¥y, € Y (4, 6,4) comporta che (y, (y,)1)™ (¥,)s € b (AP" >< Aﬁ'r), e che
pertanto (xx;)~! x, appartiene al corpo quoziente di (_)PT; essendo c¢io valido
per ogni r, si conclude che x,—axx;, con a€k; e poiche x=1,
=1, =1 (mod F), ove P — Pﬁ, e certo ¢ — 1. Questa & la condi-
zione 3) dell’enunciato, c. v. d..

Sia ora A una varietd abeliana non singolare di dimensione = su
k, e sia pf Vordine del kernel di p d4; a norma del 4.3 di [6], sia
{yl-l dy,,..., y}'l dyr} una k-base indipendente del k-modulo £ definito
in quel teorema, e si scelgano le y; in modo che y;€ 0, y; =1 (mod p);
qui, p ed 0 hanno lo stesso siguificato che hanno in (2.1); cid & sempre
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possibile, eventualmente mediante una sostituzione del tipo y; — a; op; ¥;,
con €A e 05 a;€k, Per ogni i << f, sia 1 + a; € 0 legata ad y; come
x & legata ad y in (2.1). Se G & il completamento di A, il (2.1) mostra che
{®,,..., 2} & un insieme di coordinate canoniche di un gruppo logaritmico
G, di dimensione J, che & immagine omomorfa di G in un omomorfismo
y; inoltre, ogni omomorfismo o di @G su un gruppo logaritmico & del tipo

=pfy, ove f & un omomorfismo di G;. Gli elementi canonici di @, si
diranno gli elementi canonici logaritmici di A :

(2.2) TEOREMA. Sia A una varieta abeliana di dimensione n su L, e sia
pf Vordine del kernel di p dy; allova Vinsieme degli elementi canonici loga-
ritmici di A é un Ip-modulo libero di ordine f.

L’ Iy-modulo degli elementi canonici logaritmici di A sara indicato con
Vi(A); e per ogni primo q, g, (A) indicherd il gruppo dei P € A tali che
P = B, per qualche intero non mnegativo i; se f=—0, g,(A) si riduce
ad E4, mentre se f > 0, la teoria svolta ai nn. 28, 29, 30, 31 di [14] &
applicabile a g, (4). Nel segunito, avremo occasione di parlare di matrici ad
m righe ed n colonne, senza esserci assicurati preventivamente che m > 0
ed n > 0; una volta per tutte, faremo la convenzione che in ogni formula
in cui una tale matrice, od un ente legato ad essa, appare, la matrice
stessa, o quell’ente, debba considerarsi non scritta se m=—0 o n =20;
e che parimenti, ogni asserzione concernente una tale matrice, od un tale
ente, con m =— 0 o n— 0, debba considerarsi non fatta.

(2.3) TEOREMA. Siano A, B varietq abeliane mnon singolari sw k, di di-
mensioni n ed m rispettivamente; siano pf, p* gli ordini dei kernels di p dy,
p Op rispettivamente; dopo aver scelto delle basi in g, (A4), V., (A4), & (B),
Vi (B) (supposte coincidenti se A — B), per ogni omomorfismo = di A su
B esistono due matrici My (n), My (7), unicamente determinate, ad elementi
in Ip; ed aventi h righe ed ' colonne,e tali che:

1) My (m + ) = Mp (n) + Mp (¢); Mp(m + @) = My (7) + Mpi (o),
se o ¢ un omomorfismo di A su B;

2) se C é una terza vavietd abeliana non singolare su k, ¢ o & un
omomorfismo di B su C, si ha My (o @) = Mp (0) My (%), ed Mp; (0 7) =
= Mp1 () Mp; (70)

3) M, (m) ed My () hanno la stessa caratteristice ; se f=—n, tale
caratteristica é la dimensione di 7 A ;

4) se dim 7 @ =n, ossia s¢ m ha grado positivo, siano p*, p® le
massime potenze di p che dividono, rispettivamente, tutti © minori di ordine j
estratti da My (7), e tutti i minori di ordine [ estratti da M, (n); allora p® é
anche la massima potenza di p che divide Vorvdine del kernel di 7, ossia il
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grado di wna componente separabile di m, e p® divide Vinseparabilita di
7, ed uguaglia tale inseparadbilita se f—mn;

b) se in particolare B— A ed f—=mn, ¢ s¢ ¢p(n, X), @un, X)
sono t polinomi caratteristici di Mp (7w), Mp;(n) rispettivamente, il prodotto
@p (wy, X) @pi(m, X) é il polinomio caratteristico di =, ed ha percio coef-
Jictenti interi razionali.

DiM. L’omomorfismo 57 pud essere esteso ad un omomorfismo = del
completamento @ di A sul completamento G’ di B; l'esistenza ed unicita di
My () ed My, (n) sono allora conseguenza del Teorema 14 di [14], e delle
consgiderazioni che precedono il (1.7); Passerzione 2) & conseguenza di (1.7),
e delle considerazioni che seguono il Teorema 14 di [14]; Vasserzione 1)
& conseguenza di (1.7) e del Teorema 14 di [14]. Occorre ora provare che
My () ed Mp; (n) hanno la stessa caratteristica. Sia ¢ la caratteristica di
Mp (n), e si consideri il gruppo g dei Pe€g,(d) il cui corrispondente
vettore p-adico vp soddisfa la condizione M, (n) vp =0 (mod 1); allora g
ha la proprietd che il sottogruppo di g i cui elementi hanno per periodo
un divisore di p”, con #» intero positivo, & prodotto diretto di f/'— ¢ gruppi
ciclici di ordine p7; inoltre, g, (w 4) > g, (4)/8, e pertanto 'ordine del
kernel di p 0,4 & p°; quindi, per (2.2), ¢ & Vordine di V;(n 4), onde p¢ @
la caratteristica di My (n), per (1.7). Questo dimostra Passerzione 3).

L’asserzione di 4) che si riferisce ad M, (n) & conseguenza immediata
della Proposizione 13 di [14]; la parte rimanente & conseguenza di (1.7), e
del fatto che il grado di =, come omomorfismo di G, eguuglia 1’insepara-
bilita di =, come omomorfismo di A4 ; quest’ultima asserzione si dimostra
nel modo seguente: se {y} & un insieme regolare di parametri di Q(E,4/nA),
per definizione il grado di = nel primo senso & la molteplicitd e (Q (Ea/A);
y); invece il grado di z nel secondo senso & [k (A4): &k (n A)]; ora, per il
Lemma 2.2 di [2], se » & Pordine del kernel di z si ha re (Q (E4/A); y) =
— [k (A): k(= A)], come richiesto.

L’asserzione 5) si dimostra nello stesso modo usato per il Teorema 36
di [14]: si indichi con » la valutazione p-adica di R, (normalizzata in modo
che » (p) = 1), che si intendera estesa ad ogni prolungamento finito di Rp;
per ogni endomorfismo 4 di A, Passerzione 4) dell’enunciato implica che
v (grado di i) = v (det My (1)) + » (det Mp; (A)) Ma se w;,..., ws. sono le
radici caratteristiche di 1, in un conveniente prolungamento finito di R,,
si ha » (grado di 1) = (w; Wy ... wy,). D’altra parte, se {5;,..., 7.},
{Wut1ye ooy N2u) sono gli zeri di @p A, X), @u (A, X) rispettivamente, si ha
anche v (det My (A) = (51 ...1n.), € v (det My (A) = ¥ Qg1 - - - H20), cOSicC-
che »(wy... Wen) =¥ (... 7N2m). Sia F(Y) un polinomio a coefficienti
interi razionali, e pongasi A= F (n); per il Teorema 35 di [14], le radici
caratteristiche di 1 sono le F(w;), se le w;, u; sono ora legate a n
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anzich® a 1; inoltre, M, () = F (M, (7)), e My (2) = F (My; (n)), cosicche,
per il teorema di Sylvester sulle matrici, gli zeri di ¢, (1, X), pp; (4, X)

sono rispettivamente gli F () 1=1,...,n) e gli F(p)@i=n-+1,...,2n)
2n 2n

Pertanto, » (II; I (w;)) = » (II; F (3;)); ed allora, a norma del Lemma 12 di
1 1

[14], il polinomio caratteristico di = & proprio ¢, (7, X) @p (m, X); esso ha
coefficienti razionali per il Corollario 2 del Teorema 37 di [14], c. v. d.

3. La matrice p-adica legata ad un ciclo.
i

In questa sezione, fermo restando il significato di k come nella sezione
precedente, daremo una applicazione dei risulbati precedenti alla gene-
ralizzazione del contenuto del § XTI di [14]. Prima di tutto, una defini-
zione: siano A, B varieta abeliane non singolari di dimensioni », m ri-
spettivamente sopra un corpo algebricamente chiuso, e §ia # un omomor-
fismo di B su A ; suppongasi dapprima chie n operi su tutta 4, e sia X
un ciclo irriducibile di dimensione » — 1 su 4; allora = {X}*=3; a; 2,
ove gli a; sono interi positivi, e gli 2; sono sottovarieta irriducibili distinte di
Bix); ogni 2; opera su una sottovarieta irriducibile Z; di dimensione m —1
di B, e si porra N X=23i0a;Z;. Se Xnon @ irriducibile, N1 X verra
definita per linearitd; si noti che se # ha grado positivo, questa definizione
coincide con quella data nella dimostrazione del (12) di [4], come si vede
dai risultati di [2]. Se ora z non opera su tutta A, si porrd N, X =
=N (Xna B, A) se (XNzB, A) & definita; negli altri casi, N;'X
non & definita. Si noti che se X =—divy &, per uno 4 € k(4), e se o
denota riduzione di @ (x B/A) (mod P (x B/A)), & N;' X = divg o 9.

(3.1) TEOREMA. Sia A varieta abeliana non singolare di dimensione n su
k, e sia pf Pordine del kernel di pd,; fissate delle basi di gp (4) ¢ Vi(A),
ad ogni ciclo X (virtuale intero) di dimensione n — 1 su A si pud far corri-
gpondere una matrice quadrata Hy (X), ad elementi in I,, di ordine f, in
modo che : ‘

1) By (X) =0 se X=0 (o, il che & lo stesso, per il 4.3 di [6],
se X=~0); .

2) By (X + ¥) =B, (X) + B, (Y);

3) se PeEgy(A), e v(P) é il corrispondente vettore p-adico, mod 1, st
ha Ep (X)v (P) =0 (mod 1) s¢ ¢ solo se 6, X ~ X;

4) se m & un omomorfismo su A di uw’altra varietd abeliana non singo-
lave B su k, ¢ s¢ N ' X é definito, si ha Ep (N X)=[Mp(#)]—1 Bp (X) My (x).
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Div. Posto g¢—p", con r intero non negativo, e C—a A, ove
«=¢qd4, sia Z un ciclo di dimensione n —1 su A, tale che ¢Z~0, e
siano ¥z, , yz, elementi di k (4) tali che si abbia divg ¥z, = qZ, e ¥z, =
=%y, se 9z & la copia di ¥z, in k(0); tali 9z ed yzy esistono per la
Proposizione 32 di [14], e sono determinati a meno di costanti moltiplicative
in k. Si noti subito che se Z' & la copia di Z su C, & divg¥z—=qZ;
pertanto, ¢ N1 Z = divy, 74, onde N' Z = divy Yzq; 81 osservi che se
P appartiene al kernel di a, si ha o, N1 Z'—=N_1 Z’, onde o, Yzg— hp Y245
ma la relazione P?— E, dA immediatamente hb=—1, onde hp =1, e
percio yz, €k (8 A), se 3 & una componente separabile di « (v. sezione 1
di [6] per la definizione). Se invece P & un punto qualsiasi di 4, il divi-
sore, su A, di ygq’ op Yz, & N71(o,, Z' — Z'); ora, Z' =0 poiche ¢Z' ~ 0,
e pertanto 7' ~ o , Z’, ondé y;ql Op Yzq €k(0), o in altre parole, Yz, € Y(4,x).
Come nella dimostrazione di (2.1), esistono un h€k, ed un Pe 4, tali
che 1 gy = ko, Y5 tPpartenga a Q (£,/4), e sia=1 (mod P (I,/A)).
Si consideri 2z, come un elemento di % {G], ove G & il completamento di
A, e sia {£,..., &} un insieme regolare di parametri di @ (H4/A); allora,
per P, Q€ G, e come conseguenza del 3.1 di [6], si ha che zz, (P Q)=
= 224 (P) + 224 () + 224 (P) 224 (@) + (1 + 24 () (L + 224 (Q) 0, ove w
e una serie di potenze, senza termini di grado 0, nelle & (P) e £1(Q). Ed
allora, con ragionamento analogo a quello usato nella dimostrazione di (2.1),
si pud dimostrare che esiste un elemento canounico logaritmico x, di A
tale che z, —x, €p?, P essendo il primo massimo di k { G|. Evidentemente,
14z, & determinato, a meno di un fattore moltiplicativo in k { G1], uni-
camente da Z e ¢. Se m & un’altra potenza di p, si ba naturalmente
mqZ ~ 0, cosicch® ¥z,, esiste, & pud essere scelto = d7,; in tal caso,
pongasi y —= mqda, 2"’ = copia di Z su y A, n=m d;y, cosicche y =17 a.
Allora divg (Yzmg Yzg) = Ny ' 2" — mN;' 2/ =N, ' (N, Z' — m Z'); ma
per la Proposizione 31 di [14], & N, ' 2"~ m Z, e pertanto yz,.q ¥z, € %(C);
cid comporta che ®zuq - w(z_q'”) €k {GY; se vy (Z) & il vettore a coordinate
in I,, determinato mod ¢q, che corrisponde ad wxz,, & cosi provato che
Vg (Z) = m g (Z) (mod ¢). Si noti inoltre che se 7' & un altro ciclo di di-
mensione n — 1 su A, tale che ¢ T~ 0, & certo v, (Z+ T) = vy (Z) +
vg (T') (mod ¢); inoltre, & Z~ 0 se, e solo se yz € k (0), ossia se e solo se
vg (Z) =0 (mod q).

Dato X, applichiamo quanto precede a Z—yo, X — X, ove Peg;,(4);
tale applicazione & certo possibile, perché ¢Z ~ 0 per ogni ¢ tale che
P¢ — HE,. Dato un vettore ¢, con componenti (in numero di f) in I,
per ogni intero non negativo ¢ sia P; un punto di g, (4) il cui corrispon-
dente vettore p-adico & = p—*t¢ (mod 1), e pongasi Z; — op, X — X; poichd
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Pg’i = Eq, lo 2 =, (Z;) esiste, ed & determinato mod p*. Si ha P}.’{_I:Pi,
onde p Zity ~ Z;, per il Corollario 2 al Teorema 30 di [14], e percid
vpita (Zi) = P 2y (mod pY); ma vt (Z)=pe; (mod p’), onde 21, = 2 (mod
p1), e pertanto lo 2z = lim z; esiste, dipende solo da X e ¢, ed ha com-

% — 0 '

ponenti in I,. Se t' & un altro vettore a componenti in Ip, pongasi
t" =1t 4 t', e siano 2j,2" e 2,2 legati ad X e, rispettivamente, ¢’ e ¢" come
2, z lo sono ad X e t; si vede allora che z;' = 2 - 2i (mod p%), onde
2" —z -+ 2. Quindi Vapplicazione t—~ 2 — F ({) soddisfa la F(t 4 t) =
= I (t) + F ('), ed in particolare F (p’ t)—=p/ F(t), onde F(t)=0 (mod pi)
se t= 0 (mod p’); questa significa che 1a F (t) & funzione continua, se-
condo la topologia indotta da quella di Ep; ma allora, F (at) —=a F (t) per
a € I ; questa relazione, fra 1’altro, permette di definire F (f) quando ¢ ha
componenti in R, , e mostra, insieme alla F (t 4 t’) = F (t) 4 F ('), che F
¢ lineare, ossia che esiste una matrice Ep (X), ad elementi in I, tale che
F(t) =B, (X)t, se t viene interpretato come matrice ad j righe ed una
colonna, La relazione v, (Z 4 T)=v,(Z)+ vq (1) (mod q) da subito B, (X +
+ Y) = Ep (X) + Ep(Y). )

Nelle notazioni precedenti, sia P € g, (4), e suppongasi P¥ — H,;
posto p~it=wv(P) (mod 1), ¢t & vettore ad elementi in I,, e si ha opX~X
se e solo se, per i=j, Vi (Z;) = 0 (mod pi), ossia z;= 0 (mod pi); questa,
a sua volta, & equivalente a z =0 (mod p’), od anche F (v (P)) = 0 (mod 1).
Le asserzioni 2) e 3) dell’enunciato sono pertanto dimostrate. L’asserzione 1)
segue dal fatto che se X=0, & o, X~ X per ogni PE€g,(4), onde
B, (X)t= 0 (mod 1) per ogni vettore p-adico t; Pultima relazione implica
appunto Ep (X) = 0.

Sia ora B una varietd abeliana non singolare su k, e sia = un omo-
morfismo di B su A4 ; sia X ciclo di dimensione n —1 su A tale che X'—
— N.! X sia definito; sia o Pomomorfismo di ¢ (= B/4) su k (7 B) il cui
kernel & P (s B/A). Sia t' un vettore ad elementi in I, , e pongasi t = My (7)¢';
a partive da t/, e da t, si costruiscano i punti P;, P; come nella costru-
zione precedente; essi sono punti di g, (B), gp (4) rispettivamente, e si ha
P;=n P; €x B. Posto Z;—op, X — X, Z; =op X' — X', si vede facil-

mente che Z, — N, Z;; se allora si ripete la costruzione precedente, co-
minciando da ¥z, e ¥z, su Z e Z;, si vede che, per ¢= p*, si pud
scegliere ¥zl = @ ¥z,, dato che ¥z € @ (z B/A); quindi si pud anche
scegliere 7, = @ ¥z, , e pertanto zi — [My; (7)l—; 2 . Ne segue che 2’ —
= [Mp ()1 25 ma & = By (X)t, 2=1FEp(X)t, onde Ep(X)t =
= [My; ()]~ Ep (X) My (n) ', c. v. d.

Ci si pud chiedere se Passerzione 1) di (3.1) sia invertibile, e ciod se
sia vero che la relazione HEj, (X)=0 implica X = 0; che cosl non sia si
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vede subito nel caso in cui A sia prodotto diretto di varieta abeliane, una
delle quali (ma non tutte), sia essa B, ha la proprieta che il kernel di pdp
& Ep. La questione perd rimane significativa nel caso in cui A sia sem-
plice, e tale che il kernel di p 4 abbia ordine >>1; in tal caso, la risposta
¢ affermativa, ossia la H, (X) =0 implica X = 0, come si vede subito
osservando che, per 'asserzione 3) di (3.1), la Ey, (X) =0 implica o, X~ X
per ogni P€ g, (A), e questo, a sua volta, mostra che g, (4) & contenuto
nel kernel del’omomorfismo ix introdotto alla sezione 2 di [4]; pertanto,
essendo A semplice, tale kernel coincide con 4, e quindi ix = 0, onde,
per (9) di [4], X = 0.

Nelle notazioni dell’asserzione 4) di (3.1), si scelga B —J — jacobiana
di una curva C; allora, se N;' X & definita, e se nx ha il significato sta-
bilito al n® 45 di [14], pongasi, per P€A, N1 o0, X — N1 X = Z,; per
il Corollario 1 al Teorema 32 di [14], ed in quelle notazioni, si pud scegliere
®Zpg= ®opqy OVE szo,,&p 0 — 0; quindi, come nell’ultima parte della
dimostrazione di (3.1), si ottiene

(3.2) [M,, (@)]_, B, (X) =B, (6) M, ().

Questa resta valida anche se N, ' X non & definita, dato che N, ly
& certo definita per qualche ¥ = X.

Ora, per il Corollario 3 al Teorema 30 di [14], & 6,6 ~ 0 se e solo se
P = Ej, cosicchs, per (3.1), E, (0) & modulare (ossia il suo determinante &
una unitd di I,), ed in particolare [H, (0)]~! esiste; pertanto,

Posto qui A —=J, X—06, e ricordando che, per il Teorema 25 di
[14], & 7, =a' = corrispondente di z nell’involuzione di Rosati su J, si ottiene:

(3.4) TEOREMA. Sia J la jacobiana, supposta non singolare, di una curva
su k; sia 7w un endomorfismo di J, e sia w' il aorrispondente di m nell’ in-
voluzione di Rosati; allora

Mp (n') = [Bp O)]7* [Mpi ()] -1 By (0),

ove 0 é il ciclo su J definito al n° 41 di [14].

Se ora A & varieta abeliana non singolare semplice su &k, e se per
ogni endomorfismo « di A, a' denota ’endomorfismo reciproco definito al
n® 71 di [14], si ha da (3.3) (scrivendo x invece di 4):

(3.5) Mp (&) = H [My; ()], H,

2. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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ove
H = My (n) [Bp (0)] [Myp1 (70)]—1;

se invece si considera la o* ottenuta mediante la reciprocitd definita al
n. 72 di [14], si ha:

(3.6) My (o*) = [Bp (X)]7! [Mp ()] —1 Ep (X).

, & pongasi

— [Bp (X )]-—'1)

Sia By (X) la matrice emisimmetrica (

(Mp ()

Ep (X)

M2 () = ; allora la 4) di (3.1), e le (3.4), (3.5), (3.6) possono

My (ﬂ)) ’

essere espresse per mezzo di queste matrici; in particolare, la (3.4) diviene
(3.7) My (') = [Ep O] [Mp (@)1 E5 (6).

Un esame della dimostrazione del teorema di dualitd ((14) di [4]) pel
caso di caratteristica zero mostra che tale dimostrazione & basata sul fatto
che M, (Ax)=U E,(X), per un primo g, ove U & matrice modulare ad
elementi in I,; ora che siamo in possesso della matrice H,(X), & facile
convineersi che M, (1x) = U E, (X); questo pero non da nessuna informa-
zione su M,; (1x), e pertanto, anche nel caso piu favorevole in cui f—mun,
non permette di migliorare in alcun modo quanto & noto sul teorema
di dualitd per il caso di varietd abeliane su corpi di caratteristica po-
gitiva; ed a tal proposito, voglio cogliere ’occasione per sottolineare che
Dosservazione che conchinde la sezione 3 di [4] resta, al momento in cui
scrivo, I'approssimazione igliore ad un teorema di dualitd, inquantoche
ogni maggiore precisazione che & dato di trovare qua e la nella letteratura
& o illusoria, o non dimostrata. Ad esempio, un’analisi della dimostrazione
del Teorema 3 di [13] mostra che tale teorema’ (a prescindere dal suo e-
nunciato) non dice nulla di pil, per quanto riguarda la varietd di Picard
di A, di quanto espresso in [4]; inoltre, il risultato generosamente attri-
buitomi dal recensore del mio lavoro [4] (cfr. Math. Rev., 16, 1955, p. 616),
secondo cui la varietd di Picard della varietd di Picard di A & legata ad
A da un «isomorfismo puramente inseparabile», non & stato da me dimo-
strato, od enunciato, né allora, ne ora; e l'ulteriore informazione, meno ge-
nerosamente fornita dal recensore, secondo cui il teorema di dualitd & ormai
parte del teorema generale sulla dualita fra la varieta di Picard e la va-
rietd di Albanese di una qualsiasi varietd normale, sembra peccare di ec-
cessivo ottimismo, in quanto ‘sfortunatamente nessuna dimostrazione di tale
teorema generale & reperibile, fino al momento in cui serivo, nella letteratura.
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4. L’anello degli endomorfismi.

In questa sezione, k denota un corpo algebricamente chiuso di caratteri-
stica p = 0. Il corpo razionale sara indicato con R, e D’anello degli interi
razionali con I'; R, ed I, denoteranno, al solito, il corpo g-adico, e I’anello
degli interi g-adici, ¢ essendo un primo razionale.

Se A, B sono varietd abeliane su k, & (4, B) denoterd I’I-modulo
degli omomorfismi di A su B; esso & un I-modulo finito, certo libero, per
il Teorema 37 di [14|; in particolare, porremo & (4) =5 (4, A); come &
indicato nel n® 54 di [14], 5 (A, B) & immerso in un R-modulo, che indi-
cherd con H (A, B); porrdo analogamente A (4)— H (4, A), cosicché A (4)
& un’algebra su R, ed @ (4) & una schiera di A (4) su I, ossia formata
da elementi interi rispetto ad I. B facile vedere che <6 (4, B) & anche un
@ (A)-modulo destro ed -un & (B)modulo sinistro, e che H (4, B) & un
A (A)modulo destro ed un A (B)-modulo sinistro. I’elemento 64 & 1’unitd
di @ (4), e verra talvolta indicato con 1; A (4) & sempre un’algebra semi-
semplice, che & semplice se, e soltanto se, A & isogena al prodotto diretto
di varieta abeliane semplici isogene D'una all’altra, ed & divisoria se, e
soltanto se, A & varietd abeliana semplice (cfr. Teorema 29 di [14]); se A
e B sono isogene, H (4, B) ¢ un A (4)modulo destro di ordine 1, ossia
del tipo 1 A (4), con 1€ H(A, B); ed analogamente, esso & un A (B)-
modulo sinistro di ordine 1: infatti, se A e B sono isogene, & mostrato al
n® 54 di [14] che esistono un A€ H (A, B) ed un A—'e¢H (B, 4),
tali che' 12—1 — dp; se quindi o€ H (4, B), & certo 1~1go€ A (4), e
o =A(Alp)€Ei A (A

Sia A una varietd abeliana su k; al n® 53 di [14], 1a categoria di A
¢ definita come l'insieme di tutte le varieta abeliane isogene ad A ; in
quanto segue, daremo alla parola « categoria» un significato meno esteso,
vale a dire: la categoria di A & un insieme S di varietd abeliane su %, tale
che 1) A €S, 2) se B & isogena ad A4, B & isomorfa ad un elemento di
S, 3)se BeS, B & isogena ad A, e 4) elementi distinti di S non sono
isomorfi. Si vede facilmente che tale definizione evita difficoltd di ordine
logico; la categoria di A non & unicamente determinata, ma fra due di
esse esiste una corrispondenza biunivoea in cui elementi corrispondenti sono
isomorfi, ‘Gli elementi della categoria di A saranno indicati in generale con
A;, ove i percorre un certo insieme, per esempio di numeri ordinali; in
particolare, 4, — A; si porra anche H;=— H'(Aj, Ai), Hy = b (4;, Ai),
A;—=H;, Qi—=dH; . Le A; sono tutte isomorfe fra loro, cosicehd si puo
cousiderare un’algebra A su R, certo semisemplice, isomorfa ad ogni A;.
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L’insieme degli elementi delle H;, che verra indicato con M (cat A),
ha una struttura algebrica, che porta ad un anello una simiglianza del tipo
di quella che un gruppoide di Brandt porta ad un gruppo; percio chiamerd
tale insieme, con tale struttura algebrica, un anelloide; un altro esempio di
anelloide & dato dall’unione of (cat A) delle o5;. I concetti di isomorfismo
e omomorfismo fra anelloidi si definiscono nel solito modo; fra gli omomor-
fismi di un anelloide B su un anelloide B’ vi sono certi omomorfismi 4,
che non sono necessariamente isomorfismi, e che hanno la proprieta seguente:
se b, ceB, nb=1nc, e b—c esiste, allora b —=c; tali omomorfismi si
diranno quasi-isomorfismi.

(4.1) LEMMA. Sia A una varietd abeliana su k, e sia B = H (cat A);
nelle notazioni precedenti, sia A uw’algebra isomorfu, su R, ad ogni A;, e
sia  un quasi-isomorfismo su R di B su tutta A; allora, per ogni i, j, ¢
induce un isomorfismo di R-moduli fra Hi ¢ [ H;=—A, che é anche un iso-
morﬁsmc; di algebre su R se i — j. Viceversa, dato un isomorfismo , su R
di A, su A, ed assegnato, in ogni Hy con i % 0, un Ay tale che Ao! esista,
vi & un solo omomorfismo ¢ su R di B su A che induce {, fra A, ed A,
e tale che £ dip =1 per ogni i; tale { é un quasi-isomorfismo su R di B su
tutta A.

DiM. La prima parte & palese. Per dimostrare la seconda, per ogni
o€ B pongusi a =1, o'« Aj) se o € Hy, avendo supposto, per unifor-
mitd, Ay =1=204,; se FeHy, si ha ¢ (a -+ f) =2 (An" (« + B) 4o =
=Ca-+CfB; se invece f € H, , si ha ¢ (¢ B) = & (u' (@B) o=
= [(MEI o 4jo) (/1}31 B Lo = (o) B); pertanto { & un omomorfismo di B
su tutta A ; inoltre, { Ay =7, ( ot Ao Aoo) =1, 04, = 1; ed anche, se
«, peH;, e o = (f, & necessariamente Ao (@ — B) 4jo=10 d4,, onde
o = g, il che prova che { & un quasi-isomorfismo. Finalmente, se {' & un
omomorfismo su R di B su A che induce {, fra A, ed A, e tale che
t =1, per a€Hysi ha: 'a=1(" 1x") (" «) (€ o) = &' (A" & Ajo) =
=, (151 o Ajo) = a, onde ' = £, e v. d.

Nel seguito, una varieta abeliana su k sara detta speciale se possiede
differenziali esatti non nulli di prima specie.

(4.2) TEOREMA. Notazioni come in (4.1), e suppongasi che A sia non
speciale; sia £ un dato quasi-isomorfismo (su R) di B su tutta A; se o @&
schiera massima di A su I, esistono un A; € cat A, ed un b€ A, tali che
0="0b"1( Q) b; in particolare, Q; & schiera massima di A; su I.

Dim. Daremo la dimostrazione per il caso p > 0; le semplificazioni da
apportare alla dimostrazione nel caso p =0 sono ovvie. Sia A, fissato, e
sia {, l'isomorfismo di A, su tutta A indotto da ; si scelga in ogni A4; una
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base di g, (4;), per ogni primo razionale q, ed anche una base di V;(4;).
My ()

My ()
M («) ed M, (x), per ¢ == p, sono definite, per linearita, per ogni a€B, e le
applicazioni a — M, (a), @ — M () sono quasi-isomorfismi, su R, di B su algebre
M, M, rispettivamente, ove M, & regolare su I, ed M, & somma diretta di al
massimo due algebre regolari su I,; se 04, 0, sono le schiere massime (Teo-
rema 11, § 1, Cap. VI di [9]) formate dalle matrici di My, M, con elementi in
I,, I, rispettivamente, si ha M, (5;) € 04, M (Hy) € 0, . Sia b’ Dlinsieme
degli o € H;; tali che 1 (x)€ 0, e M, (x)€ Q4 per ogni ¢ == p; & certo b;; S BH';
dico che of;; = f’. Se cos1 non fosse, si potrebbe trovare un a €5’ che non
apparterrebbe ad o6;;; sia » il minimo intero positivo tale che » o € &5;; ; allora
r>1, ed r & divisibile per un primo ¢q. Se ¢==p, si ha che M, (ra) &
divisibile per ¢ in 0., e quindi il kernel di qéAj ¢ contenuto nel kernel
di ra; ma allora roa & divisibile, nel senso indicato nella sezione 1 di
(6], per q04;, ossia ra=qp, ove B€Hj, e quindi rq~la € Hy, il che
contraddice la scelta di ». Se invece ¢—p, si ha che M (r «) & divisibile
per p in 0,, e questo implica, nello stesso modo, che anzitutto » o & divi-
sibile per una componente separabile di p 6 45 ed in secondo luogo anche che
r o & divisibile per una componente inseparabile di péAj; ma allora, per
1.2 di [6], r « & divisibile per p 04;, ed il resto della dimostrazione pro-
cede nello stesso modo.

Cid premesso, sia 0 una schiera massima di A su I, e sia r € I tale che
roSlQ, =& Qy; s {a,,...,a,) & una Ibase di ;' 0, sia B un mas-
simo comun divisore, nel senso dell’l.1 di [6], delle r a; € &,. Allora M, (f)
(o i1 (B) & un comun divisore destro, in 0, (o in 0,) delle M, (r ;) (0 delle
M (r a;)); nel modo seguito in precedenza e facile dimostrare che se 1/ &
elemento di 0, che divide a destra le M, (r a;), esso necessariamente divide
a destra ‘M, (B): ed infatti, se M ha tale proprieta, sia P€ g, (4), e sia «
il corrispondente vettore g-adico; se M & = 0 (mod 1), P appartiene al ker-
nel di ogni a;, e quindi al kernel di 8, e pertanto M, () ® = 0 (mod 1); cio
prova che My (f) M1y =0 (mod 1) se y =10 (mod 1), onde M & divi-

Per ogni o€y si indichi con M («) la matrice ( ); allora le matrici

. M
sore destro di M, (B). Nel caso di M (B), si seriva M:( iM ); allora lo stesso
2

ragionamento prova che M, divide a destra M,(B); & poi palese che M, divi-
de a destra My (8), come richiesto. Si consideri ora 1’0, ideale sinistro
0,0, 0)=1""0, M, (r{5"0); per il Teorema 13, § 11, Cap. VI di [9],
esso & principale, e per quanto precede esso coincide con +—1 0, M, (f);
analogamente, 0, M ( 5 0)=r"10, M (). La schiera (massima) destra di
questo ideale & quindi [M, (8)]~* 0, M, (8), o rispettivamente [M (8)]—1 0, M (B),

ed essa coutiene evidentemente M,y(Z5 " 0), o rispettivamente M (5 o). Pertanto,
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My (£ 0) S [My (B0, M, (8); pongasi ora A,=p A,, cosicchd A,==p—1A, f;
allora la relazione precedente, e I’analoga M ({7 0) S [M (B)]~ 0, M (B), dice
che se €Ly 0,8 My (Bap)e0,, ed M(Bapl)€0p; cid mostra, per il
risultato trovato pitt sopra, che fapf~1€&,, onde B((5' 0)f1SQ,, od
anche (g1 0 SA1QB,0CSb1(LQ,)b, se b={(f; di qui segue subito che
&, & schiera massima, c. v. d.

Ci si pud chiedere se non sia vero che ogni &; & schiera massima di
A;; che cosl in generale non gia si vede dal seguente

(4.3) TEROREMA. Notazioni come in (4.1); se A - non ¢é normale su R,
esiste qualche &; che non é schiera massima di A; su L.

Dim. Suppongasi che si possa scegliere 4, in modo tale che &, sia schiera
massima di A,; detti C;, C; i centri di @; ed A; rispettivamente, per ipo-
tesi 8 R c C;, e quindi I c @; in particolare, €, & la chiusura aritmetica
(integral closure) di I in 'C,. Sia «, un elemento di €,, ma non di I;
allora, esistono un intero positivo » ed un P € A, tali che Pr— H,, e
che «, P non sia una potenza di P. Supporremo che r sia precisamente il
periodo di P, cosicche il grubpo K delle potenze di P ha ordine r. Sia
f un omomorfismo separabile di 4, il cui kernel & K; posto 4, =g 4,,
& feh,, e peril Teorema 27 di [14] esiste un y € b, tale che fy—104,
cosicch® f—1=7r—1y. Si consideri I'elemento o, — f o, f~1 di A,; esso ap-
partiene a C,; se dimostro che «, ¢ &,, cid proverd che a,¢ C,, e che
quindi €, non & aritmeticamente chiuso in C,, onde &, non & schiera mas-
sima di A, su I. Se fosse a, € &,, lelemento o,y =rfoa,f1=ra,
sarebbe divisibile per r d4 , nel senso della sezione 1 di [6], e quindi il
suo kernel conterrebbe il kernel di rd,4,; in particolare, esso conterrebbe
un punto Q€ A, tale che y @ — P; infutti, per ogni tale @ si ha r§,Q—
=By Q=pP=FE,. Sideve percid avere fa,y @ — E,4 ; d’altra parte,
Boagy Q= ay P = E,, poiché oy P¢ K, c. v. d.

In conclusione, si pud affermare che se A & non speciale, cat A & I’n-
nione di due insiemi disgiunti M, N, tali che &; & schiera massima di A;
se e solo se A;€ M; N &,in generale, non vuoto; infine, se due elementi
A;, Aj di M si dicono dello stesso tipo quando @; > &; su I, il contenuto
del § 8, Cap. VI di [9] ci permette di affermare che il numero dei tipi di-
stinti in cui M ¢ suddiviso é finito, ed eguale al numero dei tipi delle schiere
massime di A.

(4.4) TEOREMA. Sia A varietd abeliana mon speciale su k, ¢ sia p > 0;
suppongasi che A sia estensione su k di una varietd abeliana sopra un corpo
assolutamente algebrico. Allora A (A) ha ordine >>1 su R, ¢ se 0 & una sua
schiera massima su I, p o non & ideale primo,
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Dim. Se A & estensione su k& di una varietda abeliana su un corpo as-
solutamente algebrico, essa & anche estensione su k di una varietad abeliana
su un corpo finito €, contenente p? elementi. B noto che l’essere o no
p 0 ideale primo & indipendente dalla scelta di 0; si pud quindi supporre,
per (4.2), che & (A) sia schiera massima, ¢ che 0 =& (4). 11 fatto che
A = By, per una varietd abeliana B su €, mostra che AP* > A, ossia
che 044 €& (4); poichd il kernel p 4 ha ordine > 1, ogni elemento rdy
di @(A) (per r intero >>1) ha un kernel di ordine >>1, e quindi d4 4 non
¢ uno di essi. Cid prova che A (4) ha ordine >>1 su R, come richiesto.
Inoltre, se » & una potenza conveniente di p, d, 4 divide r d4, per esempio
r 04 ==0444 «; suppongasi che r sia il minimo per cui cid & vero; & certo
r > 1. Allora, per ogni B€&(A), pdy divide Ogpaufoa=—20g4pe, il che
prova che l'ideale bilatero intero p & (A) di & (A) divide il prodotto degli
ideali bilateri interi & (4) 04,4 A (4), A (A) « A (A); perd, p < (A) non di-
vide nessuno dei fattori, poiché né 6,4, né « sono contenuti in p & (4);
pertanto p & (4) non & un ideale primo di & (4), c¢. v. d.

Il risultato (4.2), qui provato per varietd abeliane non speciali, resta
valido per varieta abeliane speciali; la sua dimostrazione, perod, richiede
allora 1'uso di matrici p-adiche connesse agli omomorfismi del gruppo radi-
cale G,. Osserverd in ultimo che il (4.2), e varie sue conseguenze, fu di-
mostrato, per il caso delle curve ellittiche speciali o no, da M. Deuring nel
1941; per una esposizione elementare dei risultati di questo autore, vedasi
ad esempio il suo articolo La teoria aritmetica delle funzioni algebriche di
una variabile (Rend. di Mat. e Appl., 2, 1941, p. 361).



24 Iacoro BARsoTTI: Gli endomorfismi delle varietd abeliane

BIBLIOGRAFIA

[1] A. A. ALBERT, Structure of algebras, New York, 1939.

[2] 1. BarsorTi, Local properties of algebraic correspondences, Trans, Amer. Math. Soc., 71,
1951, p. 349.

[3] I. BARsOTTI, 4 nole on abelian varieties, Rend. Cire. Mat. Palermo, 2, 1953, p. 236.

[4] 1. BarsorTi, Il teorema di dualitd per le varietd abeliane ed altri risultati, Rend. di Mat.
e Appl,, 13, 1954, p. 98.

[5] I. BARSOTTI, Factor sets and differentials on abelian varieties, presentato all’Amer. Journ.
of Math. nel lnglio 1955; da pubblicarsi altrove.

[6] I. BARSOTTI, Abelian varieties over fields of positive characteristic, in corso di pubblica-
zione nei Rend. Circ. Mat. Palermo.

[711. 8. COHEN, On the structure and ideal theory of complete local rings, Trans. Amer,
Math. Soc., 59, 1946, p. 54.

[8] F. CoNFORTO, Funzioni abeliane ¢ matrici di Riemann, Roma, 1942,

[9] M. DEURING, Algebren, Erg. der Mat., 4, 19385.

[10] J. DIEUDONNE, Groupes de Lie et hyperalgébres de Lie sur un corps de caractéristique
»>0, Comm. Mat. Helv., 28, 1954, p. 87.

[11] J. DIEUDONNE, Sur la notion de variables canoniques, Anais Acad. Bras. Ciencias, 1955,
p. 251.

[12] J. DIEUDONNE, Lie groups and Lie hyperalgebras over a field of characteristic p > 0 (1I),
Amer. Journ. of Math., 77, 1955, p. 218. '

[13] H. MORIKAWA, On abelian varieties, Nagoya Math. Journ., 6, 1953, p. 151.

[14] A. WEIL, Variétés abéliennes et courbes algébriques, Paris, 1948,



