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NUOVI TEOREMI DI ESISTENZA E DI UNICITA
PER SISTEMI DI EQUAZIONI A
DERIVATE PARZIALI

Memoria di MARIA CINQUINI CIBRARIO (a Pavia)

In due Memorie, scritte in collaborazione, (!) abbiamo trasportato 1’ordine
di idee, sviluppato da C. CARATHEODORY mnel campo delle equazioni diffe-
renziali ordinarie (?) al campo delle equazioni a derivate parziali del primo
ordine
p=sS,y,2,4q).

Quando si vogliano studiare, in questo stesso indirizzo, i sistemi di
equazioni del primo ordine a derivate parziali, si incontrano nuove difficolta.
Una ricerca recente, (]) in tale indirizzo, conduce ad un teorema di unicita,

valido sotto ipotesi molto ampie, per sistemi del tipo (avendo posto

_0%& 0%
o 5y

Di

() Pi=[fi(@,Y,215% 0 y2myq) (1=1,2,..,m);

il metodo tenuto si collega al § 3 di (4) e al Cap. II di (B).

(!) (4) M. CINQUINI-CIBRARIO e S. CINQUINI, Sopra una forma pid ampia dcl problema
di Cauchy per Vequazione p=f(x,y,2,q), Ann, di Mat. (1V) T. XXXII (1951), 121-155.

(B) M. CiNQUINI-CIBRARIO e 8. CINQUINI, Ancora sopra una forma piw ampia del pro-
blema di Cauchy per UVequazione p=f(x,y,2,q), Ann. Scuola Normale Superiore di Pisa
(III) Vol. VI (1952), p.-187-243.

Nel seguito tali memorie saranno indicate con (4) e (B).

(?) C. CARATHEODORY, Vorlesungen iber reelle Funktionen, Teubner, Leipzig, 1918,
Cap. XI, pp. 665-688.

(3) 8. Cinquini, Un teorema di wunicitd per sistemi di equazioni a derivate parziali del
primo ordine, Note I e II, Rendic. Acc. Naz. Lincei (VIII), Vol. XVII (1954) p. 188-191,
339-344.

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.



66 MaARIA CINQUINI CIBRARIO : Nuovi teoremi di esistenza e di unicitd

Nel presente lavoro cj si ispira piuttosto ai §§1 e 2 di (4) e al Cap. I
di (B), poicheé si fa uso della teoria delle caratteristiche di sistemi di
equazioni a derivate parziali del primo ordine. (%)

Per superare le notevoli difficoltd, che si incontrano in questo ordine
di ricerche, si considerano, in primo luogo, nel § 1 sistemi quasi lineari
della forma

(I) Pit 0@, Y, 2152500 y%m) G =Ji(®,Y,21 525 ey Z)
d % 0% .
(pi:H’qi:ayt;l:1,2,...,”n),

e si da per tali sistemi un teorema di esistenza, valido sotto ipotesi molto
ampie : le funzioni g; (@, ¥, 21,2, e y2m), Si(®,¥,%1, %2, ...y %) SONO SUPPO-
ste, per ogni (m - 1)-pla fissata (¥,21,25, ..., 2n), quasi continue in x in
un intervallo (0, a,) e, per ogni x fissato di (0,a,), continue nel complesso
delle variabili y,2;,22,..,2,; le soluzioni ottenute 2, (x,y), 2 (®,¥), ...,
Zm (@, Y) , assolutamente continue in x ¢ lipschitziane in y , soddisfano il sistema
(I) quasi ovunque in un campo Do, ben determinato

Do t<<r<<a, —oco<y< -+ o0,

e per x=—0 si riducono a funzioni assegnate @P;(y), che sono supposte
lipschitziane. Nella dimostrazione si sfrutta un sistema di equazioni inte-
grali, (le (IIT) e (IV) del § 1) che & stato introdotto da COURANT e LAX (%)
nelle ipotesi di continuitd, derivabilitd ecc. delle funzioni g;(x,y, 21,25y 2),

.
(*) Circa la teoria delle caratteristiche dei sistemi di equazioni non lineari del primo
ordine a derivate parziali

F,ﬁ(x,y;zl7z2’"')zm;p17p2""71’m;91’Q2;-")qm)=0 (i=1,2,..,m)

cfr. M. CINQUINI-CIBRARIO, Sopra il problema di Cauchy per i sistemi di equazioni alle deri-
vate parziali del primo ordine, Rendic. Seminario Mat. Univ. Padova, Vol. XVII (1948),
p. 75-96.

M. CINQUINI-CIBRARIO, Sopra la teoria delle caratteristiche per i sistemi di equazioni
quasi-lineari alle derivate parziali del primo ordine, Ann, Scuola Normale Sup. di Pisa (III)
Vol. III (1949) p. 161-197.

M. CINQUINI-CIBRARIO, Sopra la teoria delle caratieristiche per i sistemi di equazioni non
lineari alle derivate parziali del primo ordine, Rendic. Ist. Lombardo, Vol. LXXXVI (1953),
p. 725-746.

(5) R. CoURANT e P. LAX, On nonlinear partial differential equations with two indipen-
dent variables, Commun. pure appl. Math. Vol. 1I (1949) pp. 255-273; eofr. § 5, p. 261-262,
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Ji@,y,21,%,..,2,), e che, nelle attuali ipotesi molto generali, deve essere
giustificato con considerazioni minute; tale sistema viene risolto col metodo,
ormai classico, di ToNELLI (6), che puo essere applicato, sfruttando oppor-
tuni accorgimenti, e risolvendo, fra Paltro, un sistema ausiliario di equazioni
differenziali (cfr. § 1, n. 4), le cui soluzioni vengono utilizzate per esegnire
le maggiorazioni necessarie.

Nel § 2, introducendo qualche ipotesi ulteriore, si assicura la conti-
nuita delle derivate g;(x,y) in tutto Do ; ne segue che, in questo caso par-
ticolare, 'insieme (appartenente a D) di misura superficiale nulla, in cui
le 2y (@,9),2 (@, ).y 2 (©,y) non soddisfano il sistema (I), & tagliato da
ogni segmento 0 << x << a,y = cost. in un insieme di misura lineare nulla;
in tutto Do le 2z, (x,y), 2 (%, Y), .y 2m (@, y) soddisfano il sistema (7)

/

(b) zi(w,y) = D, (?/)‘I‘f[_Qi(Xa?/yzl(Xy?/)yzZ(ny)9""zmu(’y))q1(X7y)+
0

+fi(X,y,50(X,9),2(X,9), 20 (X, 9)]d X (t=1,2,..,m).

Se, in particolare, 0;(®,Y, 21,25 ,2%m)y [i(®,¥,21,2 .., 2,) 8000
continue nel complesso delle variabili, le soluzioni 2,(x,y),22(2,Y) yeery 2y (€, 9)
soddisfano il sistema (1) in tutto Do ; 8i ha cosl, anche nel caso classico, un
" teorema di esistenza valido sotto ipotesi molto generali. (8)

Il § 3 & dedicato ad alcune estensioni delle ricerche dei §§ 1 e 2; una
di tali estensioni permette di dare un teorema di esistenza per i sistemi non

lineari (a), gia citati, sotto ipotesi vicine a quelle del § 2(%); le soluzioni

(®) L. ToNELLI, Sulle equazioni funzionali del tipo di Volterra, Bull. of the Calcutta
Math. Soe., vol. XX (1928), p. 31-48.

(") Invece nelle ipotesi generali del § 1 esiste, in generale, un insieme J di misura
lineare nulla di valori di y, tale che se y appartiene a J, le (b) non sono soddisfatte mei
punti del segmento 0 <zx<<a y_y, mentre le (b) sono soddisfatie in tutti i punti di D,
appartenenti a segmenti 0 <x<<a, y =1, , dove y, non appartiene all’insieme J .

(8) I risultati del § 2 sono stati comunicati al X Congresso Internazionsle dei Mate-
matiei (Amsterdam, 2-9 settembre 1954) col titolo « Una estensione nello studio dei sistemi
di equazioni a derivate parziali», mentre i risultati pid generali del § 1 e quelli dei suc-
cessivi ¢80 3 e 4 non sono ancora contenuti in tale comunicazione.

(%) Un teorema di esistenza per il sistema (@) nellipotesi della continmita delle
fi®,Y,20 40,2, ,9) .0 di alcune delle loro derivate & stato dato da R. Conri, Sul pro-
blema iniziale per i sistemi di equazioni alle derivate parziali della forma

) =r@,y: Y, ., 980,

Nota I e Nota 1I, Rend. Acc. Naz. Lineei (VIII) vol. XII (1952) p. 61-65 e 151-155.
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costruite 2, (#,Y), 22 (X,¥), ., 2m (#,y) soddisfano in tutto Do le

() zi(@,y) = D; (y) +fﬂ(X7y7zl(X’y)yz2(X7?/)’°" y2m (X,9) ,¢i (X, 9))d X
' 0
(i=1,2,..,m).

Una seconda estensione contenuta nel § 3 permetterebbe di sviluppare
un nuovo metodo di risoluzione del problema di CAUCHY per sistemi di
equazioni a derivate parziali non lineari di tipo iperbolico del primo ordine (1)

Fi(w,?/;zlaz27-"7zm_§p1’p27"' s Pm3 1y qay ey Qm) =0

. 9% d %
(’&:1,2,...,m;p,-:8w,qi:ay),

i quali, come & noto (1), sotto ipotesi opportune, si possono ricondurre ai
sistemi (I); in particolare si ottiene un nuovo metodo di risoluzione del
problema di CAUCHY per equazioni non lineari a derivate parziali di ordine
n > 1 di tipo iperbolico. Tali applicazioni non sono perd state sviluppate.

Il § 4 mostra che le ipotesi del teorema di esistenza del § 1 sono suffi-
cienti ad assicurare in I, Punicita del sistema delle 2; (@,), 22(%,) ...y 2 (%, 9),
che soddi'sfano le

(IT) 2 (0,9) = D; (y) (i=1,2,..,m),

e che, quasi ovanque in Dy, sono soluzioni del sistema (I); ne segue che
ad ognuno dei teoremi di esistenza, dimostrati nel presente lavoro, corri-

(4%) Cirea tali sistemi cfr. p. es. i lavori citati in (4) e in (5). La risoluzione del proble-
ma di CAUCHY per tali sistemi & stata oggetto, in questi ultim: anni, di numerosi lavori, nei
quali si introducono ipotesi varie di continuita, derivabilita, ecc. Non faremo altre citazioni
in proposito, dato che il presente lavoro risolve il problema di CaAUcHY per i sistemi (I)
e (a) sotto una forma pit ampia. Ricordinmo soltanto la recente memeoria di P. LAX,
Nonlinear hyperbolic equations, Commun. pure appl. Math. Veol. VI (1953), p. 231-258, il
quale introduce soluzioni generalizzate di un sistema di equazioni a derivate parziali del
primo ordine quasi-lineari, seguendo un indirizzo diverso dal nostro, e, in particolare, non
rinunciando alla continuitd dei coefficienti.

Inoltre non faremo alcuna citazione relativa a lavori che riguardino equazioni o si-
stemi di equazioni a derivate parziali lineari o semilineari, oppure oche si riferiscano a
problemi diversi dal problema di CaucHy.

(1) Cfr. R. COURANT e P. Lax, 1. ¢c. in (5) § 1, p. 156 e § 4, p. 259-261.

Per la riduzione di un sistema di equazioni a derivate parziali del primo ordine non
lineari ad un sistema pure di equazioni a derivate parziali del primo ordine ma quasi-
lineari, efr. Vultimo dei miei lavori citati in (*), n. 4 p. 730 (sistema (11)).
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sponde un teorema di unicitd. Il teorema di unicita del § 4 & indipen-
dente dal teorema di unicitd, contenuto nel lavore citato in (3).

Nel § 4 si dimostra pure che, nelle ipotesi del teorema di esistenza del
§ 1, le soluzioni del sistema (I) (anche in senso generalizzato) dipendono con
continuitd dai valori assegnati per # —=0; analogo risultato si pud dimo-
strare nelle ipotesi degli altri teoremi di esistenza, contenuti nel presente
lavoro.

§ L.

Un primo teorema di esistenza.

1. Allo scopo di snellire gli enunciati dei teoremi successivi, introdu-
ciamo la seguente definizione.
DEFINIZIONE. Una funzione z(x,y), definitan nel campo 0<zx<a,
— oo Ly + oo, si dice che é ivi di classe G, se per ogni y fissato reale é
assolutamente continua in x nell’intervallo (0,a), e per ogni x fissato di
(0,a) é lipschitziana in y, con costante di LipSCHITZ indipendente da x (12).
Possiamo enunciare il seguente .
TrOREMA I. (TEOREMA DI ESISTENZA). — Siano o;(® ,¥, 21,22y e y ),
Si @, Y 21,2052y (=1,2,..,m) funzioni definite per ogni x di un
intervallo (0, a,) e per tutti ¢ valori reali di y, 2,25, ..,2,, le quali, per
ogni x fissato di (o, a;) siano continue nel complesso delle variabili y,z;,
Zgy ey By € PET OgNL (1ra+1j-pla reale fissata (Y , 21,75, ... y2y), StANO quAasi-
continue in x in (0, a,); esistano 2m -1 funzioni M;(x), N;(x) (1—=1,2,...,m),
L(x), definite in (0, a,), ivi positive o nulle, quasi continue ¢ integrabili (13),
tali che per quasi tutti gli  di (o, a;) valgano le
lQi(w’y,zl,z27---’zm)ISMi(w)
(1) (t=1,2,..,m)
|fi('/”7y’zl7z27-°-7zm)|SNi(-’”)

per tutte le (m -+ 1)-ple reali (y, 21,25, ...,24), € le

| 0i (@, Yy 21, 22y +ory 2m) — 0i(®, Y, 21, 22, ...,;m) | < L)
(2)

lfz (@, Y, 21y B2y +0y 2m) — Ji (@, ?—/-7 ;17;27 "'7Zm) [ < L(=)

y—v1+ 35— 5]

=71+ 3 |5 — 5|

(*?) Ne segue che la funzione z(x,y) & continua nel complesso delle variabili x,y
in ogni punto del campo 0 <zx=<=a, —oo <y << + 0.
(13) In tutto il presente lavoro l’integrabilitd va intesa nel senso di LEBESGUE.
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per tutte le (m - 1)-ple (Y, 21,225 00y 2n) (_T/,;l ,;2, ,Zm) di numeri reali.
Siano date m funzioni Dy (y), Dy (¥), ..., D (y), definite per ogni y, ¢
lipschitziane in y, cosi che esista una costante h, per cui sia

3) - | & (y) — D (y) | <h|y—y | (t=1,2,..,m),
per tuttt gli y,37 reali.

In queste ipotesi si pud determinare un numero reale positivo a <a, ed
esiste almeno un sistema di funzioni z) (% ,Y),22 (X, Y) ey 2m(®,Y), che sono
definite nel campo

Dw:  0<2<a, —oo<y<+oo,
sono in esso di classe @, soddisfano le
(I1) zi(0,9) = D: (v (t=1,2,..,m; —oco < y < + o0),
e inoltre in quasi tutto Do, soddisfano il sistema

(@) pu(x, )+ 0:i(@,Y, 21(®, Y)y «ey 2 (057)) 4i(@y)=Jf; (%,Y, 21 (2,Y), 22(®yY) 5 eer s 2m(2)Y))
(t=1,2,..,m).

2. Supponiamo che il numero @ sia noto e che z;(x, ¥), 22(®, Y), «ors Zm (%, ¥)
siano funzioni, che soddisfano i1 TEOREMA I in D.. Dalle ipotesi fatte
segue che esistono m costanti H,,H,,..., H,, tali che
(4) |zi@,y) —al@,y) [ <H|ly—y|  (=1,2,..,m)

per ogni « di (o,a) e per tutti gli y,y reali. Inoltre, poiche 2z (v,y),
25 (®,9Y)y .y 2 (®,y) soddisfano le (I) in quasi tutto D, si pud determi-
nare un insieme I di misura lineare nulla tale, che se y non appartiene a
tale insieme I, &

(6) 2@,y =Dy -I—f[— 0 (X, 9, 21(X, 9), 22 (X, 9) s ooy 2 (X, 9)) €6(X, 9) +
0

+ i (X, 9,21 (X, 9) 520 (X, 9) 5 oo 5 20 (X, 9))] AX (i;l’ 2y..ym)
e quindi per le (1) e (4)

() 2@, 9) — 2 (@, 9) | < ‘ f (M (X) Hi 4 Ne (X)) dX | (=1,2,...,m)
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per tutti gli y non appartenenti all’insieme I e per x;,x, appartenenti a
(0,a). Poicheé il primo membro della disuguaglianza (6) & continuo in y, e
il secondo non dipende da y, segue che la (6) vale per ogni y reale e co-
munque siano »;, 2, in (o, a).

Si indichino ora con X, Y le coordinate correnti e con (x,y) un punto
fissato di Do ; si consideri la equazione differenziale (scritta sotto forma
integrale), nella quale ¢ & un numero fissato tra 1 e m

@
) Y:y—fgi(t, Y,z (8,Y),25(t, X)) ey 2m (¢, X)) dt .
X

Dalla prima delle (2) e dalle (4) segue
(8) loi(X, ¥Y,20(X,Y),2 (X, X) 0y 2 (X, Y))—
—Qi(X,Y,zl(X,Y),zz\(x,"f),...,zm(x,Tf)ilgL(XnY—Y|(1 +§13,>
per quasi tutti gli X di (o, a) e per tutti gli Y, Y reali. La prima delle
(1) e 1a (8) assicurano che per ’equazione (7) valgono i teoremi di esistenza

e di unicitA di CARATHEODORY (!4); indicata la soluzione della (7) con
9i(X;x,y) & dunque

x
1I) yi(X;w,y):y—fezlt,m(t;w,y),zl(t,yi(t;w,y))zz(t,gi(t;w,y)),---,zm(t,yi(t;w,y))]dt-
X

Si considerino i valori di #; (X, Y) nei punti della curva

(9) Y=y¢:(X52,y) (0<X<a);

dalle (1), (4), (6), (III), segue, fissato (x,y) in D, comunque siano X,,X,,
in (0, a)

(10) | 2 (Xry 9 (X 2, 9) — 20(Xsy 06 (X5 2, 9) | <

< 2H;

X, X,
fMi(t)dt‘+lfNi(t)dt ,
‘Xf X"

(14) C. CARATREODORY, L. ¢. in (%), n. 582, p. 672, e n. 583, p. 674,
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La (10) assicura che 2;(X;¢;(X;®,y)) & funzione assolutamente continua
di X in (o, a) (140),
In quasi tutti i punti (X,¢;(X;%,y) della curva (9) esiste dunque
dzi (X ’-”;g’” 'Y 1o derivate 2% ngX’ Y - o ;XI; Y
no e soddisfano 1’i-es™me equazione del sistema (I) (nella quale si scrivano
X, Y al posto di x,y) in tutto il campo 0 << X <<a, — oo < Y < -} o0,
tranne in un insieme E di misura superficiale nulla. Si fissi # in (0,a);
al variare di y in (— oo, 4 co) le curve di equazione (9) riempiono una
volta sola tutto il campo 0 <X <<a, — oo < ¥ < -} co (nel senso che
per ogni punto di tale campo ne passa una e una sola). Per ogni y si con-
0%; (X’ Y)
86X

, oppure tali derivate non soddisfano la iesime

la derivata esisto-

siderino i punti (X, g:;(X;«,y)) della curva (9), in cui non esiste
92:(X, ¥)

0Y
delle (I) (nella quale si pongano X,Y al posto di x,y); vi & al pid un
insieme I, di misura lineare nulla di valori y, per cui tali punti X costi-
tuiscono un insieme di misura lineare non nulla (15).

oppure non esiste

(1¢bis) Infatti se (X, ,X)) (r=1,2,..,4) sono un numero finito di intervalli di
(0,a) con X < X, a due a due distinti, dalla (10) segue

X,
® 2
21Iz,-(Xr,yi(X,;w,y))——zi(X;,gi(X;;w,y))IS Elf(ZHiMi(t) + N; (D) dt,
r= r=
X’V’

e lassoluta continumitd in X di z,(X,g,(X;®,y)) per X variabile in (o, a) segne dall’as-
X

soluta continuitd in (0, a) di f(?Hi M, () + Ny (t)adt.

0

Considerazioni simili valgono in casi analoghi, che si presenteranno nel seguito.

(15) Fissato x, la Y=g, (X;x,y) stabilisce, per il teorema di unicitd citato in (14),
una corrispondenza biunivoca tra i campi 0 =X<a, —coc< ¥Y< 400 e 0=X<aq,
—oo<y< +oo; si pud provare che, inoltre, ad ogni insieme di misura superficiale
nulla dell’uno ecorrisponde un insieme di misura superficiale nulla dell’altro; cid perchd

(ofr. pid avanti nota (!6)) vale la (per X fissato, Y=g,(X; x,y), ¥ =¢,(X; ©,y))

h= Z-——__YS et
y—y
dove
a

m
4d=1+3 ijl;(t)dt.
J=1
0
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Quindi, fissato #, se y non appartiene a I;, & in quasi tutti i punti
(X,9:(X,a,y) della curva di equazione (9)(150%)

dz; (X, 9:(X;2,9) __ 02 + 0z dg;
dX D¢ Y dx’

e, tenuto conto della (IIT)

(11) dz; (Xi.‘ggf,w’?/)):

0% . . 0%
= Mf o [X, 0 (X5 @,9) 520 (X, 0 (X52,90) ey 20 (X, 00 (X52, 9] =5

dalla quale, per la i®ma delle (I) (in cui si pongano X, Y al posto di x,y) segue

dz; (X, :(X52,9)
dX o

(12)

=/ilX, 0: (X5 2,9), 21 (X, g: (X;2,9)), 2 (X i (X352, 9) 5 eer s 2 (Xygi(X§way))]'
Da questa, integrando tra o e x, si ottiene

(IV) zi(@,y) = Di(gi (052, 9)+

-l—fﬁ[X,m(X;w,y), 2 (X, 90 (X52,9) 0y 2m(X,0:(X52,9)]dX.
0

Fissato # in (o,a) la (IV) & stata dimostrata per gli y non appartenenti

all’insieme I;. Ora ¢;(X;,y) & funzione continna, e anzi lipschitziana in

y, con costante di LipscHITZ indipendente da X e x, ed & precisamente,
|

(45bis) Cfr. (A), § 2, n. 5, €), p. 145; ivi  implicitamente dimostrato un teorema di
derivazione di funzione composta. Cfr. anche il lavoro successivo di G. Scorza e M. VoL-
PATO, Un teorema di unicild per le soluzioni di una equazione alle derivate parziali di primo
ordine, Rendic. Seminario matematico Universitd di Padova, vol. XX (1951), p. 450-461;
ofr. n. 3, p. 449-451.
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tenuto conto della (8)(16)

a

n .
a+ = Hp / L) dt
J=1 "
- 0

(13) |9i(X;@,9) —gi(X;,y) | < e

.

ly—y

Ne segue per le (2) e (4)

@
(14) ffo [ X, g (X5 2, ), 20 (X, gi( X5 2, 9)) 5 oor y 2 (X, (X5 2, y))] AX —
0

x
—]ﬁ | X, ¢i (X5 2,9),20(X, 0:( X320, 9) 5 eoe s 2 (X, gs(X; 2, 9)] dX | <
0

a
a a+ = Hp[L(X)dX
m : J=1 -
S/L(X)dX(]—{-ZH,)e 0 ly — v
=1
0

(16) Cfr. (A) § 1, n. 1, p. 123-125. Posto

9, (X5,9) — g, (X;2,y)

v(X) =

— ’
Yy—u

& v(X)> 0, perch, per il teorema di nnicitd, per ogni X, e per x fisso, g,(X;x,y) &
fanzione crescente di y; dalle (8) e (III) segue che in quasi tutto (o,a) &

(@) Iv’(X>IS(i +3 Hj) L(X)v(X)
J=1

e da questa e dalla v (x) =1 segue

x

m
1+ X Hp UL(t)dt '
j=1
v(X)<e x ,
da cui la (13). Dalla («) segue pure subito
a a
m m
—a+ = H]-)fL(t)dt (1+.Z‘Hj)fL(t)dt
J=1 J=1
€ 0 <v(X)<<e 0

gid oitata in (15).
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Entrambi i membri della (IV) sono dunque continui in y, e quindi le
(IV) valgono in tutto D.

3. Si & cosi provato che, nell’ipotesi che sia delerminato a, e quindi il
campo D, e che sia noto un sistema di funzioni 2 (%, y), 25(®, ¥), «.ey 2 (@, Y,
che in D, soddisfano il Teorema I, ad esso si pud associare un altro si-
stema di funzioni ¢,(X; x, y), 92(X; 2, ¥), «.vy g (X; @, y), definite per o <ax <<a,
o<=X<a, —co<y< -+ oo, in modo che valgano le (III) e (IV).

Viceversa per i —1,2,..,m, le (1II) e (IV) costituiscono il sistema
di 2m equazioni integrali, al quale si & accennato nell’introduzione, e che,
come si & detto nellintroduzione stessa, risolveremo col metodo di TONELLI,
integrato da opportuni accorgimenti.

Scegliamo anzi tutto il numero @ reale positivo << a, in modo che sia

a

(m—l)fL(t)dt

(15) e 0 <14

m— 1

mT (m>1).

Giustificheremo la (15) nel successivo n. 4.

Per x nell’intervallo (—%, 0) e per ogni (m - 1)pla y,21,25, .., 2
poniamo

0i(®,y,2)=0; Si(®,y,2)=0 (i=1,2,..,m),

avendo scritto, qui e spesso nel seguito del lavoro, a scopo di brevita,
0i(®,v,%), filr,y, zj) al posto di @i(®, Y, 21, 25,005 2m), Jil®@,¥,21,22, -, 2,0)-

Posto 6:—2— (n=—2,3,4,..) per x in (——;—,0), —oo Ly + oo
definiamo le funzioni 2{"(x,y), (" (x,y),..., 2" (x,y) mediante le

2 (@, y) =D, (y) (t=1,2,..,m).

1

Poi per o< <<a,o0<X<<a, — oo <{y<-+ oo, definiamo le fun-
zioni yﬁ”) (X5, 9), 9;”) (X5 2, 9), oy 93:) (X5 2,9y) e z(l")(w, Y), 2(2") (G PR z(,:’:) (@, y)
rispettivamente mediante le

x
(16) 9§") (X5 2, 9) :?l'—fgi[t ’ 95") t;2,y), z}”) t—9d, 9'5") (t; =, 9)]de
X

(t=1,2,..,m)
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/

x
A7) & (@, y) =D, (g,(0;2,9)) -I-f];l’ s 950 (15 @, Y), 2 (E—0, g0 (5 2, Y))] de
. 0

(t=1,2,..,m).
Le (16) e (17) definiscono effettivamente le funzioni ¢ (X;x,y) (1=1,2,...,m)
pero<xr<a,0<X<a, —ococly<-+oco, e zgn)(x,y) (t=1,2,..,m)
in Dy. Infatti per x e X in (0,0), — oo <y < -+ co, la (16) diviene

x
gﬁ"’(X;w,y):y—f@i[t,yﬁ'”(t;w,y), D (g (b5 2, y)] dt 5
X

questa & una equazione differenziale (scritta sotto forma integrale), a cui
per la (1) e per la

(18)  |oi(X, Y, @(Y) — o (X, ¥, B,(Y)| < L(X)(1 + mh)(¥ —¥)

(la quale segue dalle (2) e (3)) si possono applicare i teoremi di esistenza
e di unicita di Carathéodory, citati in (14). Ragionando come al n. 2, tenendo
conto della (18) e della (13) (nella quale si ponga H, —=H,—=..—=H,,—h
e 0 al posto di a) segue che per x, X in {0,d), y qualunque &

8
A+ mh) / Lbdt
(19) | 6" (X2, 9)— 0" (X, 2, 9)| <e ’ lv—vy].
(t=1,2,..,m)
Si verifica inoltre facilmente che gi)(X;x,y) & funzione assolutamente
continua di « (oltre che, come & evidente, di X); infatti & (!7)

3
a4+ mh)jL(t) dt wg
(20) | " (X5, ,9) — o (X, )| < e ‘ UMm)dt(.
X

(17) Posto w (X) =| gg”) (X;2,.,9) — ggn) (X;%,,9)|, dove w,.,x, sono punti di (o, 9),
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Dalla (20) segue lassoluta continuita di ¢ (X;«,y) in@, per x in
(0,0) (1), Le (17) definiscono le 2" (#,y) (i—=1,2,...,m) per o <x < 9,
— oo <{y<+ oo; esse sono di classe G in tale campo, perche dalle (1),
(2), (3), (19) e (20) ponendo

)
(1+mh)fL(t) dt s
(21) hi—ce Y [h+ Q1 —I—mh)fL(t) dt| (hy > 1),
0
segue con facile calcolo
(22) |8 @, — " @, <k |y—y|  (=1,2,.,m)
Xg zg
(23) |2 (@ ) — 20 (@5, 9) | < Iy f m(t)dt‘ -|-} f N; (¢) dt’ .
Ly Zy

(t=1,2,..,m)

e la (23) assicura (cfr. nota (14*%)) che 2(" (x,y) & assolutamente continua
in # in (0,9).

Poi le (16) definiscono in modo unico ¢\ (X;2,y) (i=1,2,...,m) per
xz,X in (0,20), y comanque; le funzioni ¢ (X;%,y) (i—=1,2,...,m) cosi
definite soddisfano in (o, 20) le (19), (20), nei secondi membri delle quali

dalla (18) segue che, in quasi tutto (o, d), @

Jw'(X) | = (1 + mh) L(X)w(X),

X
fL(t)dl
2y

w(X)<<e w (xy)

dalla quale

14 mh)

e poiche

du,

Ly
w (x)) = Ue,[',gﬁ")(t;xs,y),¢](y2"’(t;xs,3/))]
Xy

tenuto conto della (1), si ottiene subito la (20).
(4is) Cfr. la nota (14bis); mnel caso attnale basta fare un ragionamento del tutto
analogo.
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si ponga h; al posto di . e 26 al posto di . Le (12) definiscono le 2(*) (v, y)
(i=1,2,..,m) per «# in (6, 20), y comunque ; posto

\
26
a+ mhl)fL\t) dt 28
(21 hy—¢ 0 [h (1 - mhy) / L (t) dt] (ha > hy)
0

valgono le (22), (23), nei secondi membri delle quali si ponga h, al posto
di ;.

Per ricorrenza le (16), (17) definiscono ¢\’ (X;x,y), per ogni x di
(0,a), ogni X di (0,a) e ogni y reale, e 2" (x,y) (i=1,2,..,m) per ogni
% di (0,a) e per ogni y reale. Determinate successivamente hy,...,h,,
mediante formule ricorrenti, analoghe alle (21), (21'), e posto, alla fine,
H(")-—_—'h,,, si vede che per tutti gli x ¢ X di (0,a) e gli y reali valgono
le (19), (20), nelle quali si ponga H® al posto di & e a al posto di J, e
per tutti gli « di (o,a) e gli y reali valgono le (22), (23), nelle quali si
ponga H® al posto di ;.

4. Per le (1) e (3) o

(24) g (X2, 9) —y | < fMi(t) dt (o< X<<a,(x,y) in Dy,)
0
(25) | (@, y)— D,(y)| < th@ (t) at 4+ fNi (t) dt ((@yy) in Dyy).
0 0

Se i—1 y2, . ,m, le funzioni delle 2m successioni
(26) gm (X w,y)—y m=2,3,..);
(26') 2 (@, y) — D, (y) (n=2,3,..)

sono equilimitate per (x,y) in Do 6 0 < X < a.

Proveremo ora che le funzioni delle successioni (26) e (26') sono equilip-
schitziane in y, con costante di LIPSOHITZ indipendente da x (e, per quanto
riguarda ¢ (X;2,y), anche da X); nello stesso tempo giustificheremo la
scelta del numero positivo a << a,, che soddisfa la (15).
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Dalla (16) segue che, fissato il punto (z,y) in Do, per quasi tutti gli
X di (0,a) &

agy (X;w,y) } .
27 T = (X g (W y), (X — 8, gV (X5 @, 9)) -

Per brevitd, se y; ,y, sono due numeri reali qualsiasi, poniamo
(28) | I (X;2,y)=7Y, (X), z§."> (X —9d, Y, (X)) :zji()g,yr) (r=1,2).

Tenuto conto delle (2) e (27) & per (x,¥,), (®,y) in Dy, e per quasi
tutti gli X di (0, a) (18)

(29) , d Yy (X)— Yi( ‘<L(X) Yy (X) — Yi2(“)><
dx Yi— Y2 Y1— Y
™2 (X, ) — 2 (X, i)
<14z J ) - JY ’ ).
( K j=1 Y (X) — Y (X)
Dalla (17), per le (2) e (3), segue per (x,y), (®,y:) in D
z ( ,:‘/)—zt (w9y2) Sh Yil(o)_Yiz(o)_l_
Y1 — Y2 Yi— Y
0 2 ( ) |
X) — Y X)g » z]t( » 1) zjl (s Yo) ,
1 > 1 X.
+f —illz +—1 Y (X) Y (X) I ‘

Si introducano due funzioni ausiliarie, 4ssolutamente continue in (o,a),
U(x), V (x), mediante le relazioni

U@y=mh V(m)+m[L(X) VXY 4+ UX)dX
(31) . ’

V() =1 +f1,(A) V(X)1+ U(X)dX,

Yii (X) — Yiz (X)
Yy—Y
crescente di y (per il teorema di umicitd, citato in (i4), applicato all’equazione differen-

ziale (27)).

s B > 0 sempre, perchd gg") (X;x,y), per X, fissati, ® funzione
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da cui
(32) U@y=m@h-+1)V(@)—m.
Inoltre, per quasi tutti gli # di (o, a), &
(33) V' (@)= L) V(x)1 + U()),
e, per la (32),
(34) V@) =L@ V@mh+1)V@—m+1].
Da queste, tenuto conto che V (0)—=1, si hanno le due relazioni

4
fL(X)(1+ UX)dX
(35) Ve)=¢

)

= .
(m —l)fL (X)dX
0

La (15) assicura che il denominatore della frazione a secondo membro
della (36) non si annulla in (0,a); quindi V() & positiva e crescente in
(0,a), ed &

(36) V() =

mh 1) —mh4+1)e

37) 1< V(@< V(a) 0<x<a).
Dalla (32) segue

®
(m — l)fL (X)dXxX

_m(mh+ e 0 —mk+1)

@x

(m—l)fL(X)dX

mh41) —@mh 4 1) e 0

(38) U (%)

Anche U (x) & positiva e crescente in (o, a) ed @

(39) mh<<U(x)<< Ula) 0<=x<a).
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Per 0 <a=<<0,— oo <y< 4 oo, sa"(@—8,y)==>0:) (=1,2,.,m),
e quindi per 0 << X << # vale la (19), nella quale si ponga x al posto di
d; & dunque

X
(l+mh)fL(X)dX
Y (X)— Y5 .
(40) 1 (A) (X)ge 0 < V(x), (i
Y1— Y2

1,2,..,m)

perche vale la (35) ed 8 U(@)=mh.
Dalle (30), (31) e (39) segue che, se x appartiene a (0,d), &

2 (@ y)) = & (@, ya)

Y1 — Y2

(41)

<h V(x)-l—fb(f) VO A+mh)ydt<

Ula)
2.

<h V(x)+f1,(¢) VYA 4+ TU@)dt=
0

Se 8 d<<x=<20,0< X<, dalle (29) e (41) segue, tenuto conto che
U () & funzione crescente

d Yy (X)— Yp(X
ax Y1 — Y2

Yy (X) — Yo (X)
N—9

(42)

Wgnw> 14+ U@y,

e da questa (18*1) gegue

x x

[L(t) a4+ U@)dt fL(t) a4+ U®@)dt

Yy (X) — Y (X)

i (X) 2 ( )Sex — b ———
Y1— Y2

(43)

-

(18bis) Cfr. (A) § 1, u. 1, nota (43) p. 125; si tenga conto che per X =2 »

Y @) — Y (@) 3, —y, L
Y17 Y T Yy

6. Annali della Stuola Norm. Sup. - Pisa.
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, Dalle (30), (31), (41) e (43) segue che per 6 <axr<<24§, — oo <y< -+ o0 &
]

A&7 (@, yy) — 2 (@)

44
(44) Y1 — Yo

< V(m)—}—fl/(t) VY 4+ U@—é)dat

<k V<w>+fL(t>V<t><1 —I—U(t))dt:gw(‘ﬂ,
0

Ragionando allo stesso modo nei successivi intervalli 20<<x<39,...,
(m—1)0<w<nd, e tenendo conto che U(x) e V (x) sono crescenti in
(0,a), 8i trova che per 0 <x<<a, y,¥, reali, o << X << vale la

Yo (X)— iz(X)S

45
(45) Y1— Y2

V (®) << V(a) (0=1,2,..,m),

e per ox<<a, y,ysreali la

& (@, y) — 2 (@, yo)

Y1— 92

= U(w)g U (a)

(4 6 ) m m

(t=1,2,..,m).

Dalle (29) e (46) segue pure che per o<<r<<a, o<<X<a,y,,y, reali &

)’gL(X)(l + @y Y@ = Yo ()

. ¢ Yi— Y2

‘i Y (X)— Y (X
Yi— Y2

da cui segue (cfr. nota (18'%)), tenendo conto della (35)

a
LX) a4+ UX)dX
(47) Yil(l)—hz(x)geo =V (a),
Y1 — Y2

comunque siano X ,x in (o, a) e y; ,y, reali.

5. Per ogni i (i=1,2,..,m) le funzioni della successione g%")(X HE)|
(n=2,3,..) sono equiassolutamente continue in X per X in (0, a); infatti
-dalle (1) e (16) segue

Xs
(48) Iy§")(Xr;w,y)—gﬁ")(i\’sw,y)ISUMi(t)dtl, (1=1,2,..,m),
Xr
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e questa assicura lequiassoluta continaitd in X per X in (0,a) delle
o (X, (18 m=2,3,..).

Le funzioni di tale successione sono pure equiassolutamente continue in
x parlm in (0, a); infatti con un ragionamento simile a quello, con il quale
¢ stata stabilita la (20) si ottiene (19) la

xg
(49) | (X5, ,9) — ¢ (X;25,9) | < V(a),lfMeu)dt\,

da cui, con considerazioni analoghe a quelle sviluppate nella nota (18tr) segue
l’equiassoluta continuita accennata.

Dalle (2), (17), (46) e (49) si ha poi, se x.,x; sono due punti ualsiasi
di (o,a)

®g

f M,.(t)dt|+

@,

©0) | (@ 9)— &7 (@) | < [h+(1 4 U(a))f L (1 dt] V (@
0
—|—‘ fNi(l)dt l .

(18ter) Infatti se (X, X)) (r=1,2,..,p; X, < X)) sono un numero finito di inter-

“
valli di (0,a) a due a due distinti, dalla (48) segue 3 |g§”) (Xr;x,y)——gg') X0, |=
. r=1

>
el

X

Sréfl M;(t)d t, e dalla assoluta continuitd in (0,a) di f M;(t)dt segue l'equiassoluta
X, 0

continuitd in X (per X in (o, a)) delle funzioni della snccessione gg”) (X;2z,y)(n=2,3,..).
(1%) Se =,

— ¢ (X;m,,y)|; dalle (2), (27) e (46) segue, per quasi tutti gli X di (o0, a),

, %, appartengono a (0, a) si ponga (come in ({7) w(X)=|g(i”) (X;2,.,9)—

[ (X) | = L(X)(1 + U(X)w (X),

da oui
X

lfL\t)(1+U(t))dt

wX)<e w(e,);

g
tenuto conto della (35) e del fatto che per la (1) & w (xr)S‘ f M, (t) d t |, nesegue la (49).

Ly
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Dalla (50), ragionando in modo simile a quello tenuto nella nota (18tr),
segue che, per ogni i(i=1,2,..,m) le funzioni della successione zﬁ")(w,y)

(n=2,3,..) sono equiassolutamente continue in x, per x in (0,a).

6. Dalle (46)-(50) segue che le funzioni delle 2m successioni (26), (26')
sono equicontinue mnel complesso delle variabili per o<x<a, 0o<=X<a,
—oc<y<+tooepero<w<a,— oo <y <-4 oo rispettivamente. Poiché
le (24), (25) assicurano che, negli stessi campi, le funzioni delle successioni
(26), (26') sono equilimitate, dalle 2 m successioni (26), (26') si possono estrarre
2 m successioni convergenti in ogni punto dei campi indicati rispettivi (*0)
ciot per i—=1,2,..,m

6y 6" (X, —y  r=1,2,.)
(51') 2wy — Bily)  (r=1,2..)

Se w & un qualunque numero positivo (arbitrariamente grande), si pud
provare che le 2 m successioni (51) e (51') convergono uniformemente (*!) in
ogni campo definito dalle o<2<a,0=X<a, —w<=y<=weo=wr<a,
— o <<y << w rispettivamente.

Si indichino con ¢; (X;%,y)—y; 2@,y — Pi(y) ¢=1,2,..,m) le
2m funzioni limiti delle successioni (51) e (51'); le funzioni 2; (x,y) (i=1, 2,...,m)
sono dunque definite nel campo

Do : o==wr<a,—oo0 y< + oo,

sono ivi continue mnel complesso delle variabili, soddisfano le (46) e (50)
(nelle quali si ponga z;(x,y) al posto di P (,), e quindi sono di classe

(20) Il teorema di G1ULIO AScoLl vale anche per funzioni di due o pid variabili in
campi finiti rettangolari a due o pitt dimensioni. Cfr. p. es. C. SEVERINI, Sul problema
di Cauchy, Atti Acc. Gioenia di Scienze Naturali in Catania 8. 5, Vol. X (1916), n. 3.

Del resto & semplice estendere a tali campi finiti la dimostrazione esposta da
G. SANSONE, Equazioni differenziali nel campo reale. Parte I (Bologna Zanichelli, 1941),
Cap. I, § 6, n. 2 a), p. 38-39, nota (1).

Nel caso dei campi illimitati considerati nel testo, civd o< 2r<<a,0<<X<a,
— o0 < y < + oo per le m successioni (26), e 0 <z <<a, — oo < ¥y < + co per le m snoces-
sioni (26”), riprendendo in modo opportuno la dimostrazione eitata di G. SANSONE, si pud
provare che dalle 2m successioni (26) e (26’) si possono estrarre 2m successioni, che con-
vergono in ogni punto a distanza finita dei campi stessi.

(?) Cid segue dall’estensione alle funzioni di due o pit variabili della dimostrazione
data da G. SANSONE (cfr. anche la precedente nota (*0)).
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G in De . Le funzioni ¢;(X;x,y)(i—=1,2,..,m) sono definite per (v,y)
in Dy, e per o <X <a, sono ivi continue nel complesso delle variabili, e
soddisfano le (47), (48), (49) (nelle quali si ponga g¢;(X;wx,y) al posto di
gﬁ;") (X;2,y); sono dunque, per ogni X fissato di (o, a), di classe G in Do,
e, per ogni (x,y) fissato di D, sono assolutamente continue in X in (o,a).

Si verifica poi facilmente che le 2m funzioni g¢;(X;®,y); =z (x,y)
(t=1,2,...,m) soddisfano le equazioni integrali III) e (IV); quindi le 2;(x,y)
(t=1,2,..,m) soddisfano le (II); inoltre le g;(X;«,y) soddisfano, fissato
(®,y), per guasi tutti gli X di (o, a), la \

dg(X;x,Y)

(52) b

:Qi[X’gi(X;”9y),zj(Xagi(X§w’?/))]-

7. Per provare che le funzioni 2, (,¥), 2, (®,9), ... ,2m (¥ ,%) soddisfano
il TEorREMA I, si deve ancora dimostrare che esse soddisfano il sistema (I)
in quasi tutto D .

Nel campo o<X<a,—o00< ¥Y< -+ oo si consideri la curva I':
Y—g¢:(X;0,n), dove 5 & un qualunque numero reale, ed i & uno (fissato)
tra i numeri 1,2,..,m; per brevita si ponga

(63) Yi(X,n)=g¢i(X;50,9).

In D si consideri la curva y,: y — Y;(x,#); comunque sia z in (o,a)
per il teorema di unicitd, relativo alla equazione differenziale (52), citato
in (1) @&

(54) 9 (X2, Yiw,n)= Y;(X, ).

Dalla (ITT) segue, tenuto conto delle (53) e (54),

(III’) Yc(xan):ﬂ‘f'f&[t’ Yl(t,n),z,(t,Y@(t,n))]dt.
0

Figsato 7, per quasi tutti gli « di (0,a) &

aY(@,n)

(85) dzx

=Qi[mv Yi(xyn)?zj(wyyi(xan))]'

Nella (IV) si ponga y — Y;(x,%); si ottiene

(Ivi) zi(@, Y (x,n)= ‘-Di(’])""ffi (X, Yi(X,n),%(X, Yi(X,n)]d X,
0
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dove si & tenuto conto che vale la (54), e quindi che, in particolare, &
gios2, Yi(,n)=Yi(o,n)=19.
Dalla (IV') segue, fissato %, per quasi tutti gli # di (0, a)

dz; (x, ¥; (@, n
dzx

La (III') ® una equazione differenziale (scritta sotto forma integrale),
per la quale vale il teorema di upicita, citato in (}4); al variare di 5 in
(— o0, 4 o0) le curve y, di equazione y = Y;(x,#) riempiono dunqne una
volta sola il campo D, (nel senso che per ogni punto di D, ne passa una
e una sola). B cosi stabilita una corrispondenza biunivoca tra il campo Dy
e il campo A,: 0o <=w<a; — co <5<+ oo, nella quale ad un insieme
di misura superficiale nulla dell’uno corrisponde un insieme di misura su-
0 #i (x.y)

ox

esistono, tranne in un insieme di misura superficiale

(56) ):fi[w,Yi(x,n),z,-(w,Yi(w,n))].

perficiale nulla dell’altro (31*®), Nei punti di Do le derivate p; (x,y) —

0% (‘” ) y)
2y
nulla, al quale corrisponde in 4., un insieme di misura superficiale nulla.
Inoltre le (55) e (56) valgono mnei punti di 4., tranne in un insieme di
misura superficiale nulla. Ne segue che nei punti di 4., tranne in quelli
che appartengono ad un insieme &, di misura superficiale nulla, la- (56) si

pud scrivere nella forma ()

pi(w’ 1’@(”7"7))4’
+oile,Yi(@,n),2%@, Y@, ) ¢ @, Yi@,n)=filz,Yi(@,n),2@,Y(@,).

9

Qi(wyi'/):

AlPinsieme &y di . corrisponde in D, un insieme E; di misura nulla;
posto y = Y;(®#,7), nei punti ,y di D, che non appartengono a E; &

Pi@,9) +ei@,y,5@,9) @, 9)=rfi(®,y,2@,y)),

cio® vale la i-esima delle (1). Facendo variare ¢ da 1 a m, 8i trova che le
equazioni del sistema (I) sono soddisfatte nei punti di D, , tranne in quelli
che appartengono a un insieme F, di misura superficiale nulla.

(*bis) La corrispondenza tra i campi D e A, & stabilita dalla y = ¥, (%, %); ragio-
nando come nella nota (16) e tenendo conto della (46) si trova che

a

Y(WJﬂi)_ Y(x,’h)SeI, con=(1+ U(a))[[,(t)dt.

m—1"

eI —

0
(*%) Cfr, (A), § 2, n. 5, ¢), p. 145; ofr. pure nota ({5his),
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Segue che, per quasi tutti i valori reali di y, &

™) 5@, 9) = ¢i(y>+f[— 0i(X 9,5 (X, 9) 4 (X, ) +
0
+ﬁ(X7?lyzj(.X9?/))]dX (i:1a27""m)'

Il TEorREMA I & dunque completamenie dimostrato.

8. OSSERVAZIONE. Nella dimostrazione del TEOREMA I il campo D, &
determinato scegliendo «, in modo da soddisfare la (15). Se a < a,, partendo
dalla retta # —a, si scelga alll (¢ < all <ay) in modo che sia

sl

(m—l)fL(t)dt
0 m—1
— 1).
(15,) e <1+ T@ 1 (m > 1)
. I1 TEOREMA I assicura Vesistenza nel campo a <z << alll, —co<y <+ oo
di almeno un sistema di funzioni 2;(x,y)({=1,2,...,m), che sono di classe
G in esso, soddisfano in quasi tutto il campo il sistema (I) e inoltre, per
ogni vy, le zi(a,y) =z (a, Y).
Allora le funzioni # (x,y)(¢{—1,2,..,m) prolungano le funzioni
%@,y (t=1,2,..,m), di cui il TEOREMA I assicura Dlesistenza, al di
fuori di D ; basta porre per definizione 4

G,y =z@,)(E=1,2,..,m) per a<aw=<a’, —co<y<+ oco.

Se all < a,, si pud ripetere di nuovo il procedimento, assicurando
lesistenza dalle z; (x,y) per valori x> all, e cosi continuare.

§ 2.

Un complemento.

9. TEOREMA II. « Siano soddisfatte tutte le ipotesi del TEOREMA I, e inoltre
esistano per ogni x fissato di (0, a,) e per ogni (m - 1)-pla reale (Y ,21,22, ...
o 8fi afi of:
0y’ 9%’ oy’ 9%
x fissato di (0, ay), siano continue in y, 2,2,y 2w, € per ogni (m —+ 1)-pla

vy 2,) le derivate (t,j=1,2,..,m), le quali, per ogni
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reale fissata (Y ,21,% ey 2m), Siano quasi-continue in x. Come conseguenza
delle (2) é

(67)

00:(

89«:("”,?/,21,22,--~,zm)
oy

< L(x); ‘ 5

o))
—zj—léL(x)

R IR EE TR T

oy 0 2j

(t,g=1,2,..,m)

per quasi tutti gli x di (o0, ay), e per ogni (m - 1)-pla reale (Y,2,,23, ... ,2n);
inoltre esista una junzione A (x), definita in (o, a,), ivi positiva o nulla,
quasi-continua e integrabile in (o0, a,), tale che valgano le

(88,)

(585) (

‘ 3Qi(w,f‘/’zlaz2y ey zm)_ 3@5(”,;’;1 7;2, oee 9;m) —
oy oy a
= 4@|ly =¥+ 2|27l
s=1
l aQi (w,yyzl 9 %2y oo 7zm) _ 391’(”7.;7;1 ,;2’ oo ’;m) —
sz 0% -
< 4@ }ly—7+ 3| —5l].
| 0/i(@yy 521 9%, ey 2m) 3ﬁ(-’”,?_/,;1 7;2’ a;m)
— <
ay ay
< A@|ly—7|+3 |4~z
§=
Ofi (B Yy 21 58y e y¥m)  OLil®, Y, 21, 22y een s Zm)
— =
32‘,’ 6z,-

< A (x)

—_ m —
|3/—'?/|'|'21|zs_28|§
8=

(t,g=1,2,...,m)

(t,g=1,2,...,m)

per_quasi tutti gli x di (0, ag) e per tutte le (m—+1)-ple reali (y, 21,25 vy 2m),
Uy 21522y ey 2m) . Le funzioni P;(y) (=1,2,..,m) ammettano derivata con-
tinua per ogni y reale, la quale (per la (3)) soddisfa la

(69)

iy <h (i=1,2..,m; —co<y<}o0);
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esista una costante k, tale che per tutti gli y,,y,, reali sia

(60) | D @) — Pi@w) | < K|y — o | (1= 1, 2,... m).

Allora le funzioni 21 (% ,9), 23 (% ,Y)y ooy 2 @, 9), di cui il TEOREMA I
assicura Vesistenza, ammettono derivate parziali 621 () , 922 (x’y),..., Oem(,)
oy oy oy
in ogni punto di Do, le quali sono di classe G in Do . Inolire per ogni y,
reale fissato 21 (X ,Y),22(X,Y)y.0ey2m(®,y) soddisfano il sistema (I) in quasi
tutti i punti del segmento o <<wx<<a, y =y, (*), e le (V) sono soddisfatte in
ogni punto di Do ».

10. Una volta dimostrata esistenza e la continuitd delle dérivate
gﬁ;j‘y,_fl) (t=1,2,..,m) in tutto Dy, la dimostrazione dell’ultima parte del

_azi(w ) Y)
0

TeorEMA II & immediata, poicheé se le derivate (t=1,2,..,m)

esistono continue in D, il primo e il secondo membro di ognuna delle (V)
sono funzioni continue in Dy, e le (V) valgono in tutto Dy ; quindi per ogni
Yy, reale fissato le (I) valgono in quasi tutti i punii del segmento o <x<a,

Yy—"Y.

11. Per provare la prima parte del TEOREMA II, si considerino nuova-
mente le 2m successioni (per i—1,2,..,m) ¢ (X;x,y) ®n=2,3,..),
#"(x,y) (n=—2,3,..), introdotte al n. 3, e definite dalle (16), (17). Si

09 (X;@,y) 92w,y '
- oy ’ Y (t=1,2,...,,m) esistano
[

continue per x, X nell’intervallo (o, d) (1gr£n—l;6:7> e per

supponga che le derivate

— oo <y < - oo, e siano lipschitziane in y per x, X fissati in tale inter-
vallo, con costante di LipscHITZ indipendente da x e X; si prova subito
che tali derivate esistono continue anche per #, X in (o,(r + 1)d), e per
— oo < y< -+ co, e sono lipschitziane in y (per #, X fissati) con costante
indipendente da x, X. Infatti per «,X in (o,(r 4 1)6) e per ogni y la
9" (X;x,y) (dove i & uno qualunque dei numeri 1,2,..,m) & soluzione

(®3) Quindi UVinsieme E di misura superficiale nulla, in cui il sistema (I) non & soddi-
sfatto, & tagliato da ogni retta y =1y, in un insieme di misura lineare nulla (Cfr. anche 1n-
troduzione e nota (7)).
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dell’equazione differenziale (16); per ogni X fissato, esiste la derivata

doi(X, ¥, 2 (X— 6, Y)) __ doil.

.. m o50i(...) 985X —0, Y

=1 9% oY ’

Ia quale, per ogni X di (o,(r -4 1)J) & continua in Y. Allora, tenuto conto
. (1)
delle (46), (57), (68,) e delle ipotesi fatte sulle derivate W per x

nell’intervallo (0,rd), ¥y qualunque, da un teorema di CARATHEODORY (*4)
() vy
) (Y.
WD per (@, ) in (0,00 1)), 9
comunque; indiecando per brevitd tale derivata con G (X;x,y), e con
R (X, Y) il secondo membro della (61), G (X;x,y), fissato (v,y)
o<a<(r-+1)0, —oco <y< -+ oo) soddisfa per quasi tutti gli X di
(0,(r+1)0) la

segue lesistenza della derivata

(62) "%X”’ =R"(X, 0" (X;2,0) @7 (X5 2,9),
dalla quale
.
- f R, o ¢33, ) at
(63) @ (Xja,y) ==e

per tutti gli X,x di(o,(r-+ 1)J) e per ogni y reale; si puo verificare che
la G (X;@,y) & lipschitziana in y (con costante indipendente da x, X). Da

az(y\ .
: per  in (0,(r+1)0) e

questa e dalla (17) segue lesistenza di ——ai—/w-)

per ogni y reale; precisamente (*)

92" (@, 9)

(64) 9

= ®i(g" (0; % ,9) & (052 ,9) +

b4

+ f FP (X, " (X;2,9) 67 (X;2,y)dX,

0

(*4) C. CARATHEODORY;, L. o. in (?), n. 589-591, Satz 7, p. 682-687.
(%) Circa la derivabilitd sotto il segno di integrale, efr. (A), p. 140, nota (!7). Dal
teorema la dimostrato segue che, per ogni x, la (64) vale per quasi tutti gli y; se si in-
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avendo posto

0fi(X, Y& (X — 9, 7)) gELIaD 04 (X — 6, Y)
oY 2 8z oY :

998"

F(X,Y)=

(X;2,9) 04" (@,y)
oy ' 98y
per X, x fissati in (o,(r |+ 1)d) e per ogni y reale (basta tenere conto delle
(57), (58), (59), (60) e del fatto che ¢ (X;x,¥y), 2" (x,y) sono funzioni
continue); si pud verificare che esse sono inoltre lipschitziane in y (per
x, X fissati) con costanti indipendenti da x», X.

Per ricorrenza, poiché per o < X <4 si pone 2" (X —d, Y)= D,(¥)

n . (n

8i prova che le derivate % )(jy’ ﬁ’y), 0% i(; 2 esistono e sono continue
per (,y) in Dy, e 0 < X<a, e sono lipschitziane in ¥, per x, X fissati
in (0o, a), con costanti di LiPSCH1TZ indipendenti da x, X.

Le (63), (64) assicurano la continuitd in y di

12. Dalle (46) e (47) segue che (% bis)
89 (X5« ,y)
oy

() \
< V(w); (65,) "‘92‘ a‘:’ APRUC

(65,) = m

’

cosl che le successioni

395;")(X;1"7y) Bzﬁ”)(wy Y)
_ —=2,3,... 66 —_—
3y (n 1y39.0)  (66) 3y

sono equilimitate per o < X <a e (x,¥) in D.

(66,) n=2,3,...)

dica con Zg”) (x,v) il secondo membro della (64), si verifica subito che Zg") (x,y) & continua

()
0% (®,Y)
in £,y . Poich® dunque, fissato £ in (o,(r + 1)) @& ‘—by’_ = Z§”) (%, y) per quasi tutti

gli y, ne segue

\

Y
#M (@, y)=2" (x,0) + / z (x,n) dn
0

in tutto il eampo o << <<(r+ 1), —co <y < + oo, e quindi, per la continuitd di
bzg")@ ' Y)
w
Cfr. anche M. VoLPATO, Sulla derivazione sotto il segno di integrale, Rendic. Aco. Lincei,
8. 8, vol. XII (1952), p. 146-150.

09, M(X;%,y)
—gt—by;’-— SoperoX<ae (x,y) in Do.

Zg”) (®,y), d Zg") (x,9) in tutti i punti di tale campo.

(?5 bis) Per la (63) @
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Per provare che le successioni (66,) e (66,) sono equilipschitziane in y,
osserviamo anzi tutto che dalle (46), (17), (57), (58,), (62), (65) segue

)y — 6" (X;
(67) ’%v' G (X5, y0) — G (X5 @, 0) }sa + U@ V) 4(X) +
¢ ?/1 —yZ :
/(u)( . 6 YI(X)) J— Z(“) (X— (S )7'2 (X)) ‘
V2 9 Lg J ) T v
+ V?(a) L(X );£1 Y (X) — Yy (X) *

6" (X; 2,9, )-— 6" (X5, 9,)
_yz

+ (1 + U(a) L(X) .

dove si & posto, per brevita
8z§“) (*,y)

Z" (@, y) = —

e le Y; (X), Yy (X) sono definite dalle prime delle (28) del n. 4. Dalla (67)

G @@, y) — G @)

segue (26), tenuto conto che

Yy — Y
1) [y () [ . b
68) | G20 = GO (X525 88) ) e %(1+U<~»2A(t)+
yl_y2
X
t
1+ Ua) fL(§)dé
w2 — 8, Y () — 2 (8 — 6, Yy (8) H X .
L atl,
TEO 2 Vo ()= Ya ) ¢

per tutti gli », X di (0,a) e gli y,,y, reali.
Dalla (64), tenuto conto delle (46), (47), (57)(60), (65) e (68), si ottiene,
con qualche calcolo, la disuguaglianza

Z" @, y) — 2" (@, y5)

SVz(a)[k—l—&-{*

Y1— Y
T Z(X — 8, Yy (X)) — 2" (X — 9, Yy (X))
A, | L > 9% fa )= % _’iz“dX}
+ f 2 Yo (%) — Yo (X) ’

dove A; e A, sono costanti, di cui sarebbe facile scrivere I’espressione espli-
cita, che omettiamo per brevita.

(*8) Cfr. (4), nota (13), p. 125, (b).
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Sia W () la soluzione dell’equazione differenziale

Ww)=m Vg(a)[lc—l—Al—I— AgfL(X) W(X)dXJ ,
cioe '

x
m V)4, f L(X)dX
0

W(x)—=m V(@) (k -+ A e

W () & positiva e crescente in (0,a).
Con considerazioni simili a quelle svolte nel § 1, n. 4, si trova che in
tutto (0, a) &

77 (@ yy) — 2 (@, y,)

= W(:v)S W (a)
Y1— Y

m m

(69)

)

comunque siano z in (0,a) e y,,y, reali.
Dalla (68) segue che, comunque siano X,z in (0,a) e y;,y, reali, &

@ (X 5 2,y) — G (X 2,9,
Y1 — Y2

< Ag,

(70) |

dove A5 & una costante, di cui sarebbe facile scrivere ’espressione esplicita.
Le 2 m successioni (66;) e (66;) sono dunque equilipschitziane in y.

Ragionando come al § 1, nn. 5 e 6, si prova che le funzioni delle m
successioni (66,) sono equiassolutamente continue sia in X che in x nell’in-
tervallo (0,a) per ogni y fissato, che le funzioni delle m successioni (66,)
sono equiassolutamente continue in x nell’intervallo (0 ,a) per ogni y fissato,
e infine che tutte le funzioni di tali successioni (66;) e (66;) sono equicon-
tinue nel complesso delle variabili.

In modo ben noto, si prova che le 2m funzioni ¢;(X;x,y), 2 (x,v)
(t—=1,2,..,m), delle quali si & dimostrata Desistenza nel § 1, n. 6, am-
09:(Xi; xy) 02,y

oy T8y
spettivamente per 0 << X<<a,0<<x<<a, — oo <y <+ oco,eper0<<xr<a
— oo <y <+ oo, eivi continue. Le derivate (2-%—(%%/’—30’—?/)
(0,a) sono lipschitziane in y (con costante A,, indipendente da X e x) e per
X (x) fissato in (0, a) ey reale fissato, sono assolutamente continue in x (X)in

mettono derivate parziali (t=1,2,..,m), definite ri-

, per X e x fissati in
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(a0 . . . -
9% @,y) .(y’y) per ogni x fissato in (0, a) sono lipschitziane in
0

(0,a); le derivate

W ()
m

y (con costante , indipendeunte da x) e per ogni y reale fissato sono

assolutamente continue in # in (0,a), e quindi sono di classe G in D .
Il TEorEMA II & dunque pienamente dimostrato.
.

13. OSSERVAZIONI: a) Come si & accennato nell’introduzione, se valgono
tutte le ipotesi del TEOREMA II, e se inoltre le funziont g; (# ,y ,21,22 5 ooy 2m),
Si @, Y,21,2, 0,2, (==1,2,...,m) sono continue nel complesso delle va-
riabili, tenuto conto che, nelle.attuali ipotesi, le funzioni
0@, Y 21 (3 Y)y ey 2m @y ), [i@yy,20(®,9) ,2@,9),.. ,2m (@,9) (=
=1,2,..,m), considerate come funzioni composte di #, sono continue
in #, e che le ¢;(w,y)(i=1,2,...,m) sono pure continue in x, dalle (V)
segue che le derivate parziali p;(x,y)(i=1,2,...,m) esistono e sono continue
in ogni punto di Do, € che le z;(x,y) (=1,2,..,m) soddisfano il siste-
ma (I) in tutto Dy, e, naturalmente, le condizioni (II).

Poiche le equazioni del sistema (I) sono soddisfatte in ogni punto
di Do, si ha cosi per il sistema (I) un teorema di esistenza (anche nell’in-
dirizzo classico) valido sotto ipotesi molto generali (non occorre che le de-
%ii , z sji , ?92 ) '22 ((,j =1,2,..,m) siano continue rispetto a «,
ne che siano lipschitziane rispetto a y, 2y, 2, ... , 2n ; S0no sufficienti le con-
dizioni, pit ampie, (57) e 58)).

b) Se a <a,, e se si prolungano le funzioni 2, (x,¥y),2(x,¥), ...,
Zm (¥, y) per valori # > a (cfr. §1, n.8), le ipotesi del TEorEMA II assicu-
rano che in tutto il campo, in cui vengono costruite le z; (x,y),2: (*,9), ...,
2 (r,y) 82 @,y 02m(®,Y)
5y ' gy ' 3y
che sono di classe G in tale campo, cosi che le (V) valgono in ogni punto
del campo di esistenza delle z; (x,y),% (X,Y), ... y2m (*,¥).

rivate

2m (*,y), esse ammettono derivate ,

§ 3.
Alcune estensioni.
A).

14. TEOREMA III. « Le funzioni Q;(®,y,2;,%,..,2m) soddisfino le
ipotest del TEOREMA I; sia r un numero intiero fissato (o <r < m —1).
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Siano Ay ( , 4 5 21925000 92m) (1 =1,2,..,m; j=r—+1,..,m),
Bi(@y Y,2,,295y2m) (i=1,2,..,m) funzioni definite per ogni x di un inter-
vallo (0,a) e ogni (m - 1)-pla reale (Y, 2, ,25, ...y 2), L€ quali, per ogni x fissato
di (0,ay), 8iano continue N Y, 2, 25, y2m, € per ogni (m - 1)-pla reale
fissata (y,2,,29,...,2,) Siano quasi-continue in x in (0, a,); esistano inoltre
quattro funzioni definite in (o, ay), u(x), p,(®), 4(x), 4, (x), ivi positive o
nulle, quasi-confinue e integrabili, tali che sia
- | Ag(®,y, 2,2, 0y 20) | < p (@) (t=1,2,.,m;j =7+ 1,..,m)
7 .
| Bi (@, 205250y 2m) | < py(@) (i=1,2,..,m),

per quasi tutti gli x di (0o,a,) e per tutte le (m—-1)-ple veali (§,2,,29,...,2p) €

- _ . om _
| Aj(®,95215 29y e s 2m) — Aij(@yy, 215 Zyyeeny 2m) | < A1) |y—y|+zllzs_z3|}
o

a2) t=1,2..,m;j=r-+1,..,m)

[ — — m _
| Bi (034,24 4295000y 2m) — Bi (2,9,2,,295 000y 2m)| < i (@)|y — | -{—le,—zsl},
s=1

(t=1,2,..,m)

per quasi tutti gli x di (o,a,) e per tutte le coppie di (m - 1)-ple reali
(Y92 32990y Zm) € (Y,21 4%, 0ey Zm)-

Le funzioni D, (), Py (¥) ... y D (y) s0ddisfino le ipotesi del TEOREMA T;
inoltre esista una costante K, tale che per ogni y reale sia

(73) | i) | < K (f=r-4+1,..,m).

Allora si pud determinare un numero positivo a, < a,, ed esiste almeno
un sistema di funzioni 2, (X,9),2,(®,Y), w2, (®,y), che sono definite nel
campo

(1],
D, ': o<wx<a, —w<y<+oo,

sono ivi di classe @, soddisfano le

(II) 20,9 =B (=1,2,..,m)

(1]
)

per ogni y reale, e ingltre in quasi tutto Do, soddisfano il sistema

(VD) pi(‘”,y)‘l'Qi(w’?/’ziyzzy-'-’zm)Qi(‘”’?/):

m
= 2+1A,-j(w,y,zi,zz,...,zm)zj-l— Bi(@,y,2 2500 42m)
Jor-

(=1,2,..,m)>»
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15. In (o, a,) sia T'(x) la soluzione dell’equazione differenziale

T () = (m —7) K-}-(m—rf[u X)+ p (X)) dX,
ciod

(m—1)

o\s

@
n(X)dX ® (m—r)f,u(t)dt
X

—|—~/,u1(X)e

0

T () = (m — ) [K e dX] .

T (x) & positiva e crescente in (0, a,).
Si scelga a; in modo che sia

m—nfmem
0 m —1
dove
(74') Ll () = T (ag) + p () + 4y (@) + L () .

Giustificheremo tra poco la scelta di a; mediante la (74) (*7).

a . . . .
Posto ¢, :—n—l- si introducano, come nel § 1 n. 3, le 2m successioni

(per i =1,2,..,m), ¢ (X;2,y) (n=2,3,..), definite dalle (16), nelle quali

si ponga d; al posto di &, e 2" (x,9)(n =2,3,...), definite dalle

40 (@,y) = D, (g (05 25y) +

4 f gzm,[x,qi"u @)y 23X — 8,08 (X; 2, 9)] " (X — 61, 68" (X; @, 9)) + Bil.. J}dx.

Sia i =r -4 1,..,m; allora

x

m

| & @ ,y>15K+f§u<X>,2+llz;”X L0 (X, 9) | - (X }dx
j=r

t=r+1,..,m

(*") La (74) si ottiene dalla (15) del § 1, sostituendo L (x) a L (x).
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Ragionando in modo simile a quello tenuto nel § 1, n. 4, si trova che
per x in (0,a;) e per ogni y &

(75) | 2@, y)|5"f()_$(“°) =r+41,.,m)
Si sostituisca al sistema (VI) il sistema
(76) Pit0i@,y,21,% ;0 s 2m) i = Fi (@,9,21,2 5 0y 2m)
(t=1,2,..,m),
dove le F;(x,y,21,25,..,%u,) Sono definite come segue
m

(77) Fi(w,y,zl,22,...,z”,):j=§+1Aij(w,y,zl,z2,...,zm)z,--l—

4 Bi(X,y 92152y ey Zm)
per z in (0,4, y¥,%1,%,..,2 reali qualsiasi, e

o] < | < T Sl <y, Tl

se invece una (o piu) delle 2; (j —=r - 1,...,m) soddisfa la zj>%0@

T
(a’o)

oppure la z,<—- 7 Pespressione di Fi(,y';21,%,..,2%m) & quella,

che si ottiene, sostltuendo nel secondo membro della (77) al posto di quella

T T
(oppure di quelle) z; il valore -—(a—"z‘ o — l") rispettivamente.

Si verifica facilmente che per il sistema (76) sono soddisfatte tutte le
ipotesi del TEOREMA I, quando si ponga

Ni(@) = pu(®) T (ag) + 1 (2 (t=1,2,..,m),

e alla I (x) si sostituisca la Ll (x), definita dalla (74’). Ne riesce giustificata
la (74).

16. OSSERVAZIONE. — Come il TEOREMA I ha un complemento nel
TEOREMA II, cosl si potrebbe portare un complemento analogo al TEo-
REMA III, facendo ipotesi convenienti sulle funzioni A;;(®,y,2,,25, ..., 2n),
Bi(@,y,2,% ) %m):

7. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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B)

17. I1 TeorEMA III permette di dimostrare un teorema di esistenza
anche per sistemi della forma

(VII) Do i (@ Yy 20y 20y ey Zm s i) (i=1,2..,m).

Precisamente

TEOREMA IV. « Le jfunzioni fi(x,y,2,,25, .. y2m,q) € le derivate
ofi 8fi Ofi
3y’ 9z og
dellintervallo (o, a,) e per ogni (m -} 2)-pla reale (y,2, 29y eee y 2, i), DET
ognt x fissato di (0, a,) siano continue nel complesso delle variabili y,z,,
ByyeeyRmyQi, € per ogni (m - 2)-pla reale fissata (y,z, 382y e Bm g q:) stano
quasi-continue in x in (0,a,) . Hsistano tre funzioni v(x), L,(r), 4,(),
deyinite in (0, a,), vi positive o nulle, e integrabili, per le quali valgano le

(t=1,2,...,m;j=1,2,..,m) siano definite per ogni x

(78) [fi(@, Y, 2, 2550 s 2m,y @) | ¥ (@) (f=1,2,..,m).
Si(®yY,y21 020y ey Zomy i) <L, @) [0 /i (@, Y2152, o0y Zmy @i < L,
oy | 07
(79) 'aﬁ(wayyzléz;’"wzm’%) < I, (v
i

t=1,2,..,m;j—=1,2,..,m)

per quasi tutti gli x di (o,a)), e per tutte le (m - 2)-ple reali (y,2,
ZgyoesZmy i)y €

(80) i@,y 21,2050y 2y @) — i@ 3 U, 21y 225 ey 2y 0D | <
— m —_— —_
=L@y —v|+ 2|5 —zl+le—gl
8=

: (i=1,2,..,m)
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f'3}‘}(&7,3/,51,22,---,z".,qi)_8_}‘}(&7,;/_,;1,;2,--.,;7”,5;) -
oYy oy -

=A@l —7|+ 3 o =+l — 2|

t

(9./'@'W,?Iczlyz2, . 7zmaQi)__3ﬁ(w,;’;1 ,;27"-y;m95i)
azj Bz,-

81 — m - —
o =@y =31+ 3 |2+l — &l

<

la.ﬁ(wﬁ/?zl’z%"',zm :Qi)_afi('” 7..;/ ,—zl ,_2'2,... ,;myzi)
dqi 0 qi

sAow){!y—§|+21|zs—?s|+|qi—il§
P
(t=1,2,.,m;j—=1,2,..,m),

per quasi tutti gli x di (0,a¢) e per tutte le coppie di (m -+ 2)-ple reali
Uy 2198250y Zms i)y (V3215200 y2my i)

Le funzioni D;(y)(i—=1,2,...,m) siano definite per ogni y reale e con-
tinue colle loro derivate prime ; esistano due costanti h ¢ k tali che ,

(82) | i) |<h (i=1,2,..,m),
per tutti gli y reali e ,

(83) | Di (y1) — Di (o) | <k |yr — 9] - (=1,2,..,m),
per tutti gli y,,y. reali.

Allora si puo determinare un numero positivo a, << a,, ed esiste almeno
un sistema di funzioni 2, (X ,Y) , 22 (X 1Y), ey 2m (¥, y), definite nel campo

E,]: oswsaz,—w<y<+w,‘

le quali somo di classe G in DY , ammettono in D le derivate parziali

. ) . L .
du@yy) 8ea@,9) 0w @r8) yitate o @i olasse G in DY, e soddi-
oy ay 0y

sfano in tutto D2 1e

(VIII) zi(wa?/)': P ®) +fﬂ(X9yyzle(Xr7waz2/(X??/\) vy 2m (X, ), 4:(X,y) dX,
« g . * ' 6o

(==1,2,.,m) - o
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cost che, per ogni y fissato, le 2z, (x,y),2:(%,Y), s 2y (®,y) soddisfano il
sistema (VII) per quasi tutti gli x di (0, as) €, per ogni y, soddisfano le (II)» .

18. Si consideri il sistema costituito dalle

0 % .
(841) aw:fi(a"af'/7zlaz27 --’zm7zm+i) :(‘—_—1?27“'7"”)
(84,) 0Zmti  OSi(®yy,21,%, 0y Pmy Bmti) O Zmgi
2 ox 8zm+t ay o
i (aee "9 fi(e .
il 5 S0, i=1,2,..,m)

oy j=1 0%

nelle 2m funzioni incognite 2;, 25, ..., Zm, #m+15 Zmi2y - 5 22m , colle con-
dizioni iniziali

(85,) 2 (0,y) = D;(y) (t=1,2,..,m)
(852) Zm+ti (0 ,y) = @: (?/) (l =1 ) 2 PRIE) m)

1 sistema costituito dalle (84,), (84,) & del tipo del sistema (VI),
con 2m anziche m funzioni incognite,

__afi(mﬂhzl 1225 ++e 9 ¥ y Bmi)

o =0 = = 0m =0 o = 0 Bmti
(t=1,2,..,m)
A;;=0 t=1,2,.,m;j=1,2,.,2m);

Am+i’j:¢9ﬁ( ’y’.l’azz’j el ’”+’)(z:],2,...,m;/:m+1,m—|—2,...,2m)

Bi=Jfi(®,9,21 %y eey Zmy Tmts) (i=1,2,..,m)

B __afi(w,y,zl,zz....,zm,zm_H)
mt 8y

(t=1,2,..,m).

Si verifica subito che sono soddisfatte tutte le ipotesi del TEOREMA III;
si pud dunque determinare un numero a,, ed esiste almeno un sistema di

funzioni 2; (@, ¥) 22 @, 9)y ey 2w (@5 Y) s Zmt1 (@ 3 ¥) 5 Zmp2 (B2 Y) 5 ooy 22m (#,9) ,
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che soddisfano le (84,), (84,) in quasi tutto D,[f,], e le (85;), (85,) per ogni y.
Dalle (84,), (85;) segue che, per quasi tutti gli y reali, &

(86) 2w,y = D:(y) +ffi(X,?/,z1(X,y),--.,zm Xy 9)s 2mpi (X, 9)d X
0

t=1,2,.,m;0<x<ay),

e, poiché primo e secondo membro della (86) sono continui in «,y,la (86)

0 2 (4

vale in tutto D). Le derivate —%y) (l=1,2,..,2m) esistono in quasi

tutti i punti di ogni ségmento 0 <x<ay,y —cost., se ¥ non appartiene a
un certo insieme J; di misura lineare nulla, e inoltre sono limitate in DY,
Per y non appartenente a J; sono dunque definite le fnnzioni

0fi(X,¥,20(X,9), 0,20 (X,9),2mpi(X,9)

ay +

87)  w@,y= Gpé(y)—l-fl
0

m 5fi(.) o 2 (X, 0 fi(...) 8 Zmyi( X, y)]
+ aXx
j—1 0% 9y 0 Zygi 8y ’

le quali, per y fissato, non appartenente a J; , sono assolutamente continue
in # in (0,a,); per un tale y, & dunque, per quasi tutti gli » di (0, a,)

3ui(ws?/):aﬁ‘("”,yyzl (®,9) 22 (@ 1Y)y e ’znt(w9?/)7zm+i(w’?/))+

88
(88) o oy
+§ 8/il.)dz(w,y) | 8Sile) d Zmyi(®,9)
j=1 0% 0y 0 Bmti oy ’

le quali valgono in Dﬁ], tranne nei punti di un insieme di misura super-

ficiale nulla. Inoltre, tranne nei punti di un insieme di misura superficiale
nulla, & in D (28)

_ 0z(x,y)

(89) w (@, y) = 2y t=1,2,..,m)

Anche le (84,) valgono nei punti di D tranne nei punti di un insie-

me di misura saperficiale nulla; dalle (84,), (88), (89) segue che nei punti

(*8) Cirea la derivazione sotto il segno di integrale ofr. (A), p. 140, nota (7).
Cfr. pure la precedente nota (25).
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di DE,J, che non appartengono a un insieme di misura superficiale nulla &

0 (v; - “m-+1i ’ ” 8ﬁ o

(t=1,2,..,m)
da cui per le (79)

o ™ m . .
8w.zlui(w7y)_zm+i(w7y)l S.'mI‘O(a")Zl""i(wyy)_znz-i-i(x’y)I'
J=1 =1

(00) |

Le (90) valgono per quasi tutti gli «# di ogni segmento 0 <x<
< a,,y = cost.,, quando y non appartiene ad un insieme J, di misura lineare
nulla (del quale insieme J, fa parte &,) ; se y non appartiene a J,, é inoltre
per le (85,) e (87)

% (0,y) =2,4:(0,9) (t=1,2,..,m).
Da queste e dalle (90') segue che, per ogni y fissato non appartenente

a J,, &, per tutti gli z di (0, a,)(*),
Ui (&5 Y) = 2y (0, Y) (i=1,2,..,m).

Da questa e dalla (89) si ha che in tutto DE,J, tranne in un insieme
di misura superticiale nulla, &

8zi(w,?/)

3y — R (x,?/)‘

Allora, per quasi tutti gli «# di (0,a,), &

Y
(91) 200, =500, 004 [ tmps (0, V) Y.
0

Poiché primo e secondo membro della (91) sono funzioni continue di
xz, la (91) vale in tutto Dfﬁ], e per la continuitd di 2,,4;(®,y) in tutto DY ,
segue che, in tutto D, &

02 (,y)

3y = Zmti(@,Y) .

(*9) Cfr. (A) nota (13), form. (a) e (b), p. 125, . n
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Da queste e dalle (86) seguono le (VIII), che valgono in tutto DL“;J, e
ne riesce dimostrato il TEoREMA IV,

19. OSSERVAZIONE. Come nel § 2, n. 13, anche nel caso attuale, se
valgono tutte le ipotesi del TEOREMA IV, ¢ s8¢, inoltre, le funzioni
Fi@, Yy 21y s 2my @) (i =1,2,...,m), sono continue nel complesso detle
variabili, tenuto conto che, in tale ipotesi, le funzioni
Si@w,y,z1@,9),y0y2m (@, y),@,y) (=1,2,..,m), considerate come
funzioni composte di x, sono continue in x, dalle (VIII) segue che anche

02 (x,y) [2]
3 (o]

le derivate ~- esistono e sono eontinue in ogni punto di D' e che le
x

(VII) sono soddisfatte in tutto D, Si ha cost per il sistema (VII) un teo-
rema di esistenza (nel’indirvizzo clagsico) (3°) valido sotto ipotesi molto ge-
nerali (non occorre che le derivate 37&, 9 f,;’ﬁ Ji

0Y 0% 04¢q
lipschitziane in y, 21, 22, ..,2mQ:; Sono sufficienti le condizioni pit ampie
(79) e (81)). )

b) Analogamente a quanto si & detto nel § 1, n. 8 nel caso del TEo-
REMA I, anche nelle ipotesi dei TEorReMI III e IV, se &, rispettivamente,
a; < a, oppure a; < @y, 8i pud prolungave il sistema di soluzioni costruito
21 (®,Y),23(T,Y) 5.y 2m (®,¥) per valori x =a, o, rispettivamente, x = a, .
In particolare, nelle. ipotesi del TEorREMA IV, le funzioni 2, (x,y),
23 (% Y) y oo 32m (@, y) soddisfano le (VIII) in ogni punto del campo, nel quale
esse sono state costruite.

siano limitate, né che siano

0)

20. TEOREMA V. « Le funzioni g; (X , ¥ , 21,22y ey Zm)y Aij (XY 121,22 5000y Zn)s
Bi(@,y,215% 0 92m) =1,2,.,m;j=r41,.,m; 0<r<m —1)
soddigfino tutte le ipotesi del TEOREMA IIL. Inoltre le funzioni
Cijn (@, y21y Z2yenny2m) (=1,2,..,m;j,h=r-1,..,m) siano definite
per ogni x di (0,a,) e per ogni (m - 1)-pla reale (Y,21,2, e y2m), P€r
ogni x fissato di (0,a,) siano continue N Y ,2;,2 .0 y2n, € PEr ogni
(m + 1)-pla reale fissata (y , 21 523 ...y 2) SiGNO quasi contimue in @ in (0, ay);
esistano due funzioni u,(x), i, (x) definite in (0, ay), ivi positive o nulle, quasi-
continue e integrabili, tali che sia

(92) I Cijn (@Y y215%29 0 s Zm) l < pp (%)

(39) Cfr. anche R. Conri, 1. o. in (9).
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per quasi tutti gli ® di (0,a,) e tutte le (m - 1)-ple reali (Y,21,%5, . ,%m) €

(93) I Gi,j,h ('” 1y Y ,R1 9%y ey zm) - Ci,j,h (w 7-:; 7;1 7;2 g seey z_m) | S

< Ao(@) |y—§l+s§1|ze-—5;l ,

per quast tutti gli x di (0, a,) e tutte le coppie di (m —+ 1)-ple. reali (y , 2, , 25,...
ey ®m)y Uy 21y 22y ey 2) . Le funzioni D;(y) (¢ =1,2,...,m) soddisfino tutte
le ipotest del TEOREMA III. Allora si puo determinare un numero az; < a, e

almeno un sistema di funzioni 2, (#,9),22 (% ,Y)y ey 2 (®,Yy), che sono defi-
nite nel campo

PR:  0<w<a; , —0<y<+ oo,
sono ivi di classe @, soddisfano le
(II) 2(0,y) = D:(y)

per ogni y reale, e inoltre in quasi tutto DY soddisfano il sistema

m
(IX) it 0@, Y,21,2 500 y2m) @i = 'h2+1 Cijon (T,Y ,215%2y 000 5 Bm) %5 21
joh=r

m
+‘2+1 A (@, Y 21,2y ey 2m) % - Bi(® 4 y 21, 225 0en y %)
j=r
(t=1,2,..,m).
21. La dimostrazione del TEOREMA V & simile a quella del TEOREMA III.
Posto

(94) M (2) = po (x) + p (@) + 5 (®)

si scelga il numero positivo a’ < a,, che soddisfi la

1
(m —1)((m — r)K4-1)

“,
Jumax<
0
In (0,a’) sia Z(x) la soluzione dell’equazione differenziale

205 m—n | K+ [ 1D @@ + 10 ax]), :
0
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cioe
(m—r)K+1

Z@x)=—1+4 -
1—(m—r) ((m—r)K—}-l)fM(X)dX
0

Z (x) & positiva e crescente in (0,a’). Sia poi ay<a’ un numero positivo
tale che valga la

a3

(m — 1)[L5} dt
1

(95) e 0 <1 -|—mh_'_1 (m > 1)

dove
(96) Li#l (1) = 2% (') Ay (@) + 2 Z (&) g (@) + Z (@) 2 (@) + pu (@) + 1y (#) + L (@)
Introdotte, come al § 1, n. 3, le P (®,9) (avendo posto ds :%) me-

diante le
x
o (@ ,y)=¢i<g£“’<0;w,y»+f§ 2 o@,hlx,gmx 2,9) (X — 8, g (X 5@, )y
(X — 8y, g (X3, )| (X — 8y, g (X5 2,) 23 (X — 83, 0"(X;2,9) +

+ 2 AL = by K, ) BT (=152, m),

tenendo conto delle (92), (71), (73), e della posizione (94); e ragionando in
modo simile a quello tenuto nel § 1, n. 4, si trova che per # in (0,a3) e
per ogni y &

2@ _ 2@y _ 2@

(n)
| @ y)|sm—r—m—-r—m—r'

Al sistema (IX) si sostituisce il sistema

(97) Pi‘l‘é’i(w’y,zl’zh"',zm):Gi(a’yyazlyzh""zm) (i=1,2,..,m)
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dove si pone

(98) Gi(@,Y,21,2, 0 920)= 2 Opjn(.)2jzn+
joh=r41
b .
+ 2 A4y(.)2 + Bi(.) (t=1,2,..,m)
J=r+1

Z (a VA
per @ in (0,a0),y,21,...,2, reali qualsiasi, |z,4,|< m - 3-7 |2 42| = m : Z ’

Z(a') N . )
wy| #m|= ——, mentre se una (o pit) delle z; (j =7+ 1, ..., m) soddisfa

Z (o Z (o' )

la z; > F(“%, oppure z; < — %, Pespressione di G; (x, ¥, 21, 22y «oey 2m)

' Z ' Z "I
¢ quella che si ottiene dalla (98) ponendo " (a z~ oppure — ﬁ(—‘ )1.

al posto di quella (o di quelle) z;.
Si verifica che per il sistema (97) sono soddisfatte tutte le ipotesi del
TEOREMA I, quando si ponga

N (@) = po () 22 () 4 p (@) Z (@) + oy (2)

e alla L (x) si sostituisea la LBl (x) definita -dalla (96); la (95) & allora equi-
valente alla (15) del § 1.

22. Si potrebbero dare altre estensioni del TEOREMA I, sulle quali non
ci dilungheremo. Abbiamo dimostrato il TEOREMA V, perché esso permette
di risolvere il problema di CAUCHY (coi dati sull’asse y) per sistemi quasi-
lineari generici di tipo iperbolico

m
(X) ,Zlf“ij (@Y 521522y e s 2) Pj ﬂij (Y 3215 225000 y Zm) q,] ==
]=

=Y Y 521y Ry ey Bm) (i=1,2,..,m),

\
i quali, sotto condizioni opportune per i coefficienti, si possono ricondurre a
sistemi della forma (IX)(31); non.staremo, almeno per ora, né a precisare le
ipotesi, né a sviluppare i calecoli, limitandoci ad osservare che il TEOREMA V
fornisce un nuovo metodo di risoluzione del problema di CAUCHY per i si-

(31) Cfr. R. COURANT e P, Lax, L c. in (5), § 4, p. 259-261.
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stemi della forma (X), e quindi anche per sistemi generici non lineari di e-
quazioni a derivate parziali del primo ordine del tipo iperbolico

(XT) Fi(@,y;52 ;2,0 3%m5 P1aPoy ey Pmi 1y @2y oory Gm) = 0
(i=1,2,..,m),

e per equazioni a derivate parziali non lineari di tipo iperbolico di un or-

dine » > 1 arbitrario (3! bis)

02 92 9°# Mtz o'z 9" 2 6"z)

(XII) F(':v’y;z;ﬁ’a—g"9_3373"";'"’3?/"—1’aw"’ax"—l6@/""’3—?/" -

23. OSSERVAZIONE. Analogamente a quanto si & fatto nel § 1, n. 8
nelle ipotesi del TEOREMA I, anche nelle ipotesi del TEOREMA V, se & az < o',
si pud prolungare il sistema di soluzioni costruito 2z, (x,y), 2, (®,9),...,
2m (¥, y) anche per valori > a;; la stessa osservazione si potrebbe fare anche
per le applicazioni del TEOREMA V alla quali si & accennato nel n. 22.

§ 4.
Teoremi di unicita. Dipendenza della soluzione dai valeri iniziali.

24. — TrOREMA VI (TEOREMA DI UNIOCITA) « Valgano tutte le ipotesi
del TEOREMA I. Allora non puo esistere pitt di un sistema di funzioni
2@, Y) 2 (@, Y)y ey 2m (@ ,y), definite in un dominio

Aot l=r<a, —o0<y< -4 oo,

(dove & é un qualsiasi numero positivo < ay), le quali sono di classe G in A,
in quasi tutto A, soddisfano il sistema

D Pit 0@, ¥,2102 0 32m)G=Li(®,Y,21,22,y2m), (=1,2,..,m)
e per ogni y soddisfano le

(Im 2 (0,9) = D; (y) (t=1,2,..,m)».

Siano zl(w’y) ’ zz(w;y) y eee 9 Bm (w’y) e zf (w’y)’z;(xyy)y'" 7231:('”7:‘/)?
due sistemi di funzioni, che soddisfano le condizioni del TEOREMA VI. Ra-
gionando come mnel § 1, n. 2, a tali sistemi si possono associare altri due

(3!bis) Per la riduzione di an sistema della forma (X1) ad uno della forma (X), ofr.
1’ultimo lavoro citato in (4), n. 4, p. 730, sistema (11).

Per la riduzione dellequazione (XII) ad un sistema del tipo (X) efr. p. es.

M. CINQUINI-CIBRARIO. Alcuni nuovi teoremi di esistenza per equazioni non lineari di or-
dine n di tipo iperbolico, Ann. Souola Normale Sup. di Pisa, S. III, Vol. § (1951), p. 329-353
(ofr. § 2, n. 1, p. 335, sistema (IX)).
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sistemi di funzioni ¢, (X;2,9),0,(X;2,9),..,0m (X;2,y) & 7 (X;2,9),
9¥ (X;2,9)y.,9m (X;2,y) rispettivamente, in modo che valgano le (I1I)e
(LV) per le funzioni ¢;(X;#,y),2(®,y) (=1,2,..,m), e le loro analoghe
per le funzioni g¥ (X;»,y),2f (®,y) (¢ =1,2,..,m).

Dalle (III) e dalle analoghe per le ¢gf (X;2,y)(i—=1,2,...,m) segue

d ,;X'w
g((’)’f ,y):Qi[X’g"(X5‘”??/)’zj(Xygi(X§w’y))]
©9 dof X;x,9)
ag: %Y =X, X;2,y),2f (X, X;0,y)
ax

Poichd le funzioni 2 (z,y),2¥(x,y) sono di classe G in 4., esiste una
costante H , tale che
2 (®,y) — 7?/

y—y
per ogni » di (0,a) e per tutti gli y,-g;- reali. Dalle (99) e (100), tenuto
conto delle (2), segue

(100)

@) = (0, ) ’SH (=1,2,..,m)
y—y

d"hX wﬂ/)"ﬂt Xz, ?/I,

ay
L B) L (X) | ge(X50, ) — oF (X5, 9) |+
2 E 5T a9 = Cee,m)] (=12, m),

dalle quali, tenuto conto che g;(x;x,y) — gf (v;x,y) =0, segue (3?)
(101) l9:( X52,y) —gf (X52,9)| <
t
(1+mH)|fL(u)du|

x
SUL(M X S|z, 0:@52,9) —2f (t,9:(t52,9)]de.
j=1
X

Dalle (IV) e dalle analoghe per la 2f (x,y) (i—=1,2,..,m) segue, tenuto
conto delle (2) e (3)

Izi yY) — 2 ?(way)lsh|gi(0;w7?/)—g?(O§$’y)|+
+f (Lm0 9) — ot (X550 +
-]—Z|zj X,9:(X;m,y) —2 (X 79i(X§w’y»“dX (t=1,2,..,m.

(3?) Cfr. (A), p. 125, nota (43), form. (a) e (b).
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Tenuto conto delle (101), si ottiene

(102) lzi@,y) — o (@,y)|<

sAfL(X)g’ |2 (X ,0:(X;2,9) —2}(X,0:(X;2,y)|dX
0

j=1

(t=1,2,..,m),
dove
a

(1+mH)[L(t)dt @
A—ce 0 (h—l—(l—l—mH)/L(t)dt)—l—l.

0
Si indichi con wu(x) il limite superiore, certo finito (33), dei valori di
mm
2 |2 (®,y) —2¥x,y)| per y variabile in (— oo, 4 oc); si prova facilmente
i—1

che la funzione u (x) & continua in (o, «)(34).

(3) Le funzioni z;(x,y) (i=1,2,..,m) soddisfano, per quasi tutti gli y, le (V);
quindi, tenute conto delle (1), per quasi tutti gli y &

Y
]zi(a:,y)—Qi(yHSj[Mi(X)H+Ni(X)]dX.
0

Poich® il primo membro di questa disuguaglianza & continue in y e il secondo non
dipende da y, la disuguaglianza vale in tutto 4w; analogamente in tutto deo ®

@
| ¥, y)— ‘1’i(y)|5f[Mi(X) H + N;(X)]dXx .
0

Quindi

Ed
m m
.Z |zi(w,y)—zf(x,y)|S2hzlf[Mi(X)H+Ni(X)] ax .
1=1 1=

0

m
(34) Posto v (x,y) = 2 |2 (x,y) —2¥(x,y)|, dalla formula (6) del § 1 (nella quale
=1

si ponga H al posto di H;) e dall’analoga per z¥(x,y) segue facilmente che |v (x,,y) —

[ ]
nt
—v(xy,y | <2 2 f{Mi(X) H + N,(X)}dX |, per ogni y reale, e per tutti gli x, ,2, di
i=1

*
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Dalla (102) segue

(103) u(w)SmAfl/(X)u(X)dX,

0
da cui, per una semplice estensione del LEMMA di GRONWALL (35), segue
u(x) =0

identicamente in (o, a), e di qui il teorema di unicita.

(0,a). Allora, dato &, si pud determinare un h, positivo, tale che per tutti gli [h| <y,
per ogni x di (o, a) e ogni y reale sia

|v(x+h,y)—v(w,y)|<f7, da cui v(®x 4+ k, )<v(x,y)+%§u(x)+%;

ne segue u(x + h)<u(x)+ %'. D’altra parte, fissato x, esiste qualche valore ? per cui

u(x) —e < v(w,gT)Su(x); allora_si pud determinare un Iy (=< h,) positivo, tale che per
| R | <hy sia u(@)—e<<v(@+h,y)<u(x+ h). Dunque dato &, si pud determinare un
h, positivo, tale che per |h| < hy sia

u(x) —e<lu(@4h)<<u@) + s.

Ne segue la continuitd della funzione #(x) in (o, a).

(3%) Sia, per maggior generalita, in tutto (o, «)

@
(@) u(x)scq-ihA/L(x)u(X)dx.
0
Si ricava subito
x
mAfL (t)dt
® u@<ce ° ;
infatti, posto
. »
mA | L@)dt
, u(@ =ce ° E@),

sostituendo nella (a) si ottiene
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25. Come al TEOREMA I (di esistenza) corrisponde il TEOREMA VI (di
unieita), che vale nelle stesse ipotesi, cosl ai successivi TRorEMI III, 1V, V
(di esistenza) corrispondono altrettanti TEOREMI di unicitd.

Le ipotesi del TEOREMA IV sono sufficienti ad assicurare V'unicita di
un sistema di funzioni z, (z,¥),2,(®,9),..,%m (¥,y) definite in A, ivi di
classe G, aventi in ogni punto di A, derivate parziali ¢, (®,¥y), g (®,9), ..
vy qm(®,y), che sono pure di classe @ in 4., e soddisfacenti la (VILI)
in tutto A, .

Nelle ipotesi dei TEOREMI III e V l'unicitd di un sistema di funzioni
che in quasi tutto 4, soddisfino le (VI) oppure (IX) rispettivamente e per
ogni y soddisfino le (II), si pud dimostrare nella classe dei sistemi di fun-
zioni 2, (#,9),2,(®,y), ..., 2m (®,y), che sono di classe @ in 4, e per i
quali inoltre esiste una costante K[, per cui

Izr+1(‘”a?/)|SKm’|zn+2(“f',:‘/)|SK[1]’°"1|zm(“’,:‘/)|SK“]-

26. TEOREMA VI1I. « Valgano tutte le ipotesi del TEOREMA I. Siano
Zi(®,y),2F@,y) (1=1,2,...,m) due sistemi di funeioni, definite nel campo
/
do: o0<w<a, —oo<y<-+oo,

ivi di classe G, soddisfacenti in quasi tutti ¢ punti di A rispettivamente le

® X
mAfL(t)dt ® mAfL(t)dt
0

¢ §(x)§\+mAfL(X)e 0 E(X)dX .

0
Se z, @ un punto di (0, «) in ouni &(x) assume il suo valore massimo, &

x

®
mAfL(I)dt mAfL(t)dt
0

e E@ <1+ &) ° —1.
da oui
mAfL(t)dt
E@)—1=(E@)—E@)e ° )

e per x =y, segue & (x,) =1, e poich® & (x)<&(x,) in (o, a), ne segue la (b) (cfr. anche
G. SANSONE, L. ¢. in (3°), Cap. I, § 5, n. 3, p. 28).
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(I Pit 0@, 4,2 ,2 0y 2m) i =Si (X, Y ,2 1% 5 y%m)

(t=12,..,m)

(I*) p{*—l—gi(w,y,zi*,z;“,...,zfn)q?:ﬁ(w,y,zi“,zé’,-..,zfn).
(t=12,..,m).

Allora, dato un numero positivo ¢, st puo determinare un numero positivo
o tn modo che sia

|2i(@,9) — 2F(@,y) | <e (t=1,2,..,m)
in tutto A, quando é
|2i(0,9) —2F0,9) | <o (i=1,2,..,m)

comunque sia y reale, cioé le goluzioni del sistema (I) dipendono con continuiti
dat valori iniziali ».

Per la dimostrazione & sufficiente riprendere i calcoli del n. 24, avver-
tendo che la (102) & sostituita, nel caso attuale, dalla

2 /

(104) |zi(x,y) —2F(x,y) | < o+ A/L(X) Zl|zj(X,gi)—zf(X y99) | dX,
j=
0
e quindi la (103) dalla

®
(105) u(w)_<_mo+mAfL(X) w(X) dX .
0
Da questa segue (36)
@x
mA f L) dt
(106) u@y<moe °

da cui, per la (104), tenuto conto del modo nel quale & stata definita la

(36) Cfr. la precedente nota (35), form. (a) e (b).
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funzione  (z) al n. 24, si ottiene (*7)

a

mA[L(t)dt

|2 (@, y) — e¥(@,y) | <oe ° ,

e quindi |2 (x,y) —2¥@,y) |<<e (i=1,2,..,m), se o & sufficientemente
piccole. )

27. Risultato analogo a quello del TEOREMA VII si potrebbe dimostrare,
coi dovuti accorgimenti, anche nelle ipotesi degli altri teoremi di esistenza
contenuti nel presente lavoro (TEorEMI III, IV, V).

m
(3") Basta sostituire, nel secondo membro della (104), a .El|zj(X, 9;(X;z,9)—
j=

——z}‘(X,yi(X;ac,y))I il suo limite superiore u (X), e poi a u(X) il secondo membro della
(106) (nel quale si ponga X al posto di x).

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.



