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SUL MODELLO MINIMO DEGLI ELEMENTI
'OUSPIDALI DEL PIANO

di CARMELO LonNGo (Roma)

1. Premessa.

Oggetto della presente Nota & la determinazione e lo studio delle va-
rietd rappresentative degli elementi cuspidali Hy e E,, cioé degli enti geo-
metrici definiti dalle curve con una data cuspide ed a due a due interse-
cantisi rispettivamente in un gruppo ¢,, e Gg, di punti coincidenti nel-
Porigine della cuspide ().

Recentemente E. BoMPI1ANI [5] ha dimostrato che la geometria proiet-
tiva degli B, cuspidali di un piano aventi lo stesso centro & equivalente
alla geometria di una V3 di 8, rispetto ad un gruppo @, di trasformazioni
birazionali della V3 in 88 intrinsecamente definito dalla varietd stessa. In
questa rappresentazione gli I; cuspidali sono rappresentati dalle rette di
una congruenza appartenente alla Vg.

Riprendo qui Pargomento allo scopo di determinare per i detti elementi
una varietd rappresentativa per la quale il gruppo delle collineazioni piane,
che mutano in sé la totalitd degli elementi, si rifletta in un gruppo di col-
lineazioni della varieta in se.

11 metodo che seguo, dovuto al BomP1ANI [4], consiste nel determinare
le coordinate grassmanniane della totalitad delle curve atte a rappresentare
un dato elemento. Dalle dette coordinate grassmanniane si risale alla deter-
minazione di coordinate atte ad individuare ’elemento le quali permettono
di scrivere le equazioni della varieta rappresentativa degli elementi in esame.

(1) Lo studio di tali elementi iniziato da E. BompIaNI, & stato oggetto di ricerca da
parte di varii Autori.

Si vedano: p. es., i lavori [1], [2], [3], [8], [9], [10], [11] della Bibliografia in fine
alla presente Nota.
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Con tale metodo pervengo alla rappresentazione degli elementi E, del
piano proiettivo e degli elementi F, con dato centro.

La varieta rappresentativa degli H,; & una rigata dello stesso tipo di
quella trovata da G. GHERARDELL1 [7](®) per gli elementi K, del piano
proiettivo, rigata congiungente punti corrispondenti di due opportuni mo-
delli degli K, del piano.

Nel caso degli E, si perviene immediatamente a tale rigata usufruendo
del sistema di coordinate introdotte per tali elementi da F. ENGEL [6] e da
E. Srupy [15].

Quest’ultima circostanza mi ha indotto a determinare un sistema di coor-
dinate, analogo al precedente, per una ampia classe di elementi. Questi ele-
menti sono definiti dalle curve passanti per un dato punto (centro dell’ele-
mento) origine di un unico ramo di ordine » e di classe u ed a due a due
intersecantisi in un gruppo G, con k=v(» 4+ u)+d—1 (6=M.C. D.
(u,») di punti coincidenti nel centro dell’elemento (per » —=2, u=—1 si
hanno gli ).

Questi elementi, che indicherd con E®*#, sono rappresentati su ri-
gate del tipo detto. Lo studio di tali rigate mi ha permesso infine di de-
terminare il modello minimo, nel senso di F. SEvVErI [13], degli elementi
E™# ciog la varietd d’ordine minimo tra tutte le varietdy rappresentative
di tali elementi e tra loro birazionalmente equivalenti senza eccezioni.

2. Elementi cuspidali E; del piano con centro assegnato.

Indicate con z, y le coordinate non omogenee di un piano proiettivo,
un elemento cuspidale Eg, con centro il punto O (0, 0) e tangente ¢, (x, y)==
—a;x -+ ayy=—0, & determinato da una curva:

2.1 tpf F s+ o= (@ @+ ay)? + ag @3+ 3 ay 2*y+ 3ap2y? -+ agy+...

insieme a tutte le curve aventi in O una cnispide con la stessa tangente
cuspidale ed intersecantisi in un gruppo G, di punti raccolti in 0. Questo
gruppo di punti impone solamente 6 condizioni alle curve che lo contengono
le quali si ottengono (tutte) formando fascio tra la curva 2.1 ed il sistema
lineare di curve aventi in O un punto triplo con una delle tre tangenti
principali coincidenti con la tangente cuspidale.

(®) A tale rignardo si veda anche: J. G. SEMPLE [12]. Una ricostruzione organica ed
originale dell’argomento trovasi in E. BomPIANI [4], pp. 101-111,
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Tale sistema & pertanto dato da:
2.2 Pt+o,+e v, +y,+ oy, =0
con y; forma arbitraria d’ordine k.

Assumiamo ora come parametri i coefficienti delle curve che determi-
nano il sistema lineare 2.2: tale sistema, e quindi I’Hy, individua un Sy,

con N:("_g2)— 7. Ci si rende facilmente conto che mnel calcolo delle

coordinate grassmanniane di tale Sy ci si puo limitare a considerare il si-
stema lineare oo3 delle cubiche

2.3 P+ o, 4+ e v,=0.

Le coordinate dello §; associato al sistema lineare 2.3 sono date dai
minori (indipendenti) del 4° ordine estratti dalla seguente matrice :

a2 2a,ay a3 @y 3@y 3an g
0o o0 0 a; a, 0 0
0 0 0 0 a; as, 0
0 0 0 0 0 a ay

Tali coordinate sono pertanto date da:
2.4 At A=gyay,—a)  (h=0,1,..,5).

Le precedenti coordinate pongono in evidenza che un E; di centro O &
individuato dal gruppo di coordinate

2.5 a],ag,A

\

ove 8i ritenga che questo gruppo sia equivalente al gruppo
2.5’ oa;,6a3,0%A

con o fattore arbitrario non nullo.

Dal precedente sistema di coordinate, o direttamente dalle 2.4, si ha
che gli co? E; di un piano, con dato centro, si possono rappresentare nei
punti del cono di Sg

2.6 gr=atal™  pg=4 (h=0,1,..,5)
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Si verifica facilmente che il gruppo G4 delle collineazioni del piano che
lasciano fisso il centro O degli elementi, induce nello S;, un gruppo G, di
collineazioni caratterizzato dal mutare in sé il cono e la sua direttrice che
gi ottiene per A — 0.

Si osservi che il gruppo G, si riflette in un gruppo @, in quanto che
il gruppo G, delle omologie speciali di centro O, sottogruppo invariante del
G, trasforma in s& ciascun elemento Fg: il gruppo G, & isomorfo al gruppo
quoziente G/ @, (3).

Possiamo quindi affermare che:

Qli co? elementi cuspidali Eg di un piano aventi lo stesso centro si rap-
presentano nei punti di un cono del 5° ordine di Sg.

La geometria proiettiva degli By si riflette nella geometria del cono 1i-
spetto al gruppo G, delle omografie che mutano in sé il cono ed una sua di-
rettrice C°.

Rendiamoci ora conto del significato della (> e del vertice del cono.

Per questo cominciamo a considerare gii oo! H; con data tangente
y—0:

2.7 ay=a x4 ...

Uno di questi elementi e determinato dal rapporto a: a, il quale indi-
vidua un punto della generatrice del cono sulla quale si rappresentano gli
ool elementi 2.7. )

Il punto intersezione di tale generatrice con la 0% si ottiene per a —0:
in tal caso la tangente all’elemento I ha contatto quadripunto. Si ha per-
tanto che i punti della (5 rappresentano gli £y con tangente a contatto
quadripunto, ossia di classe u—2.

Sulla generatrice considerata il vertice del cono si ottiene per a; =—0:
in corrispondenza a questo valore dalla 2.7 segue che si hanno curve con
un punto triplo in O. Possiamo pertanto dire che il vertice del cono rap-
presenta elementi eccezionali corrispondenti a curve con un punto triplo in 0.

In particolare, alla configurazione costituita dal vertice e da una gene-
ratrice si possono associare le curve con un punto triplo ed aventi una tan-
gente prineipale coincidente con la tangente corrispondente alla generatrice.
In tal modo si ottengono co! elementi eccezionali.

In questo caso ci si pud domandare un modello degli E; nel quale gli
co! elementi eccezionali si rappresentino biunivocamente in pnnti di una

(3) Come ® gid stato osservato da E. BompianNi [4] (pp. 88-89) la stessa circostanza
si presenta per gli E, di un piano aventi lo stesso centro.
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curva. Un tale modello & dato dalla rigata RY di Ss:

2.8 gre—=a"a , pr=a A4 , PP=a4 , h=0,1,..6)
che si ottiene come prodotto del cono 2.6 con le direzioni tangenti per il
centro comune degli elementi.

Gli co! elementi eccezionali sono rappresentati dai punti della direttrice
rettilinea della rigata 2.8.

3. Preliminari sulla rappresentazione degli E, con dato centro.

Analogamente a quanto si & fatto per gli E;, vogliamo ora determinare
un modello per gli elementi cuspidali E., del piano proiettivo aventi lo stesso
centro. In questo numero ci limiteremo a determinare coordinate atte ad in-
dividuare un tale elemento ed a richiamare la rappresentazione gia data da
E. BoMPIANI [5] per gli E, con centro e tangente assegnati.

Un elemento E, & determinato da una curva 2.1 insieme a tutte le
curve aventi nel centro O una cuspide, con la stessa tangente cuspidale, ed
intersecantisi in un gruppo G di punti raccolti in 0. Questo gruppo di
punti impone solamente 7 condizioni alle curve che lo contengono, le quali
si ottengono (tutte) formando fascio tra la curva 2.1 ed il sistema lineare
di curve aventi in O un punto triplo con due tangenti principali coincidenti
con la tangente cuspidale.

Anche nel caso in esame ci si puo limitare a considerare le cubiche
passanti per il dato E,: queste formano il seguente sistema lineare oo?:

3.1 Pt o, + ety =0
con y, forma lineare arbitraria.

Analogamente a quanto si e visto nel n. prec., possiamo rappresentare
la rete 3.1, o ’elemento K, da essa determinato, assumendo come sue coor-
dinate i minori di ordine massimo estratti dalla seguente matrice :

af 2 H 3 3
1 a g Qaz (30 a9 (% o3
2 2
0 0 0 aj 2010z a3 0
2 2
0 0 0 0 a) 2 a; az Qs

I detti minori danno ludgo ai due seguenti gruppi di coordinate :

I° gruppo: &F— a? ag—h
3.2
Il gruppo: #°—=—a34;1 , 7' =a:B1 , ®* =a1 By , ¥ =a} As

4. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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ove si & posto:

oA
Ai:ﬁ(l (4 =93 (ag, — ay)),

o,

3 2 3

Bi:asoaz—301202ﬂ1+203a1’

B.—9 3 3 2 3
g — 4 Q30 03 — as1 az a; —+ apz ay .

Si verifica facilmente che tra le coordinate #° si hanno le due seguenti
relazioni :
Cdn’—2aan+an?=0,
3.3
ain' —2aan®+aznP=0.

Dalle 3.2 segue, che per un elemento F,, di centro O, si possono as-
sumere come coordinate il gruppo di numeri

3.4 aryag ; A1y Ay, By, B,
con :
3;5 a1A1:2B1_B2,a2A2:2B2—Bl

ove si ritenga che il gruppo precedénte ed il gruppo
3.4' 6a1,0ay ; 0* A;,0* Ay, 0% By, 0° B,

con o fattore arbitrario non nullo, rappresentino un medesimo elemento.
In particolare, se si considerano gli oo? elementi E, con tangente y = 0:

3.6 ay+agpat+3ana®*y+..=0,

si ha che si possono assumere come coordinate omogenee di tali elementi i
parametri: a, asy, as, e che tali elementi si rappresentano nei punti di un
piano proiettivo.

Considerato il gruppo Gy di collineazioni che lasciano fissi il centro e
la tangente cuspidale, si verifica che tale gruppo si riflette in un gruppo G,
di collineazioni del piano rappresentativo caratterizzato dal lasciare fisse due
rette (a=—=0, azg,=0) ed un punto di una di esse (ay,— a,, = 0) (diverso
dal loro punto comune).

Si osservi che, anche in questo caso, considerato il gruppo @, delle
omologie speciali di centro O, il gruppo G5 & isomorfo al gruppo quoziente
Gs/4,.
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Pertanto:

La geometria proiettiva degli co? elementi cuspidali E., con centro e tan-
gente assegnati equivale alla geometria di un piano proiettivo rispetto al gruppo
G, delle collineazioni che lasciano invariate due refte ed un punto di una di
esse (diverso dal loro punto comune).

Come gia & stato messo in evidenza da E. BoMPIANI [3] le due rette
ed il punto di cui all’ultimo enunciato rappresentano elementi E, eccezio-
nali e precisamente : .

1) elementi eccezionali di 1° tipo, =0, per i quali invece di una
cuspide si ha un punto triplo in O;

2) elementi eccezionali di 2° tipo, a;,—0, per i quali la tangente
cuspidale ha contatto quadripunto in O;

3) elementi eccezionali di 3° tipo, a =—a3,=— 0, per i quali si ha un
punto triplo con una delle tangenti coincidente con la tangente fissata come
cuspidale.

4) elementi eccezionali di 4° tipo, agy—ay — 0, per i quali esistono
due rami lineari per O a contatto armonico.

Ricordiamo infine che un F, determina una retta invariante per il cen-
tro O, luogo dei flessi delle co? O3 contenenti F, (Cfr. [2], pp. 49). Per
Pelemento 3.6 tale retta ha equazioni: az;« -+ as; ¥y — 0; se si considera poi
Ielemento 3.1, determinato dalle coordinate "3.4, si trova senza alcuna diffi-
coltd che la relativa retta invariante ha equazione: A,z — A4, y—0.

Ne segue un significato geometrico delle coordinate A;.

4. Rappresentazione degli elementi F, con un dato centro.

Le equazioni 3.2 sono le equazioni parametriche di una varieta W rap-
presentativa degli oco® elementi F, di un dato piano e con dato centro O (0,0).

Ci proponiamo ora di studiare e caratterizzare tale varieta. Il primo
gruppo di coordinate 3.2 descrive, al variare di a,:a;, una C% normale ap-
partenente allo Sg', 7' =

Per quanto riguarda il secondo gruppo di coordinate, & subito visto che
le 3.3 sono le equazioni della tangente, nel punto a;:as, alla €3

0__ 3 1_ 2 2 2 3__ 3
N =ay y, N —@201 , 7] — Q201 3 | — 01,
Ll

appartenente allo 85 , & — 0, sghembo con lo Sg.

Il rapporto a;:a; determina una proiettivitd tra la €6 e la €3, e la
varietd W & luogo degli ool piani che si ottengono congiungendo un punto
della C6 con la tangente a C3 nel punto ad esso corrispondente.
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B subito visto, intersecando p. es. con un iperpiano per lo 85 , che la
W & una V3' appartenente allo 8, = S¥ U S¥.

Si consideri ora il gruppo G delle collineazioni piane che lasciano fisso
il centro O degli elementi. Questo gruppo si riflette in un gruppo @, di
collineazioni dello S;y che mutano in sé la V3 e caratterizzato dal mutare
in sd oltre alla C° e alla €%, la rigata R luogo delle rette congiungenti
punti corrispondenti della €S e della C3.

Anche in tal caso la circostanza che il gruppo G4 si riflette in un G,
dipende dal fatto che il sottogruppo invariante G, delle omologie speciali
di centro O, trasforma in s ciascun elemento F,.

Riepilogando si ha:

GQli 003 elementi B, di uno stesso piano ed aventi lo stesso centro si rappre-
sentano biunivocamente nei punti di wna V3' di Sy , definita nel seguente modo :

Si consideri una C8, normale, ed una cubica gobba C3 appartenenti a spazi
sghembi tra loro, e si ponga una proiettiviia tra i punti della C® ed i punti
della C°. La Vi & il luogo degli co' piani congiungenti un punto di O° cone
la tangente a C® nel punto ad esso corrispondente.

La geometria proiettiva degli E; é equivalente alla geometria della vy
rispetto al gruppo G, di collineazioni che mutano in sé la C%, la C3 e la ri-
gata RS luogo delle rette congiungenti punti corrispondenti delle due curre.

In particolare segue che due E, con lo stesso centro ammettono due
invariauti proiettivi ([2], pp. 50-51].

Da quanto si & gia detto per gli elementi I, con lo stesso centro e
con la stessa tangente (n. prec.), si ha:

1) 1a totalita P degli oo® elementi eccezionali di 1° tipo & rappresen-
tata dalla rigata Rj circoscritta alla C°;

2) 1a totalith @ degli oco® elementi eccezionali di 2° tipo & rappresen-
tata dalla rigata Rg;

3) la totalita p degli oco! elementi ecceziouali di 3° tipo & rappresen-
tata dalla cubica C3;

4) la totalitd ¢ degli oo! elementi eccezionali di 4° tipo & rappresen-
tata dalla curva CS.

Determiniamo ora la varietd R rappresentante gli oo? elementi con una
stessa retta invariante ». Se, p. es., questa retta ha equazione y — 0, per
i corrispondenti elementi si ha A, =0, e quindi, per le 3.2,93=—10. Os-
servato che nello 8F , #8—=0, & l’equazione del piano osculatore alla O3
nel punto a; =—0, si ha che la R & una rigata R avente per direttrici la
C° ed una (* di R} (appartenente ad un piano osculatore alla o¥.

Osservazione. Per il modo stesso con il quale siano pervenuti alla
Vi’ & chiaro che questa varietd & il modello minimo, secondo F. SEVERI,
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degli elementi [7,, ossia la varietd W d’ordine minimo tra tutti i modelli
di tali elementi e tra loro in corrispondenza birazionale senza eccezioni.

Tenuto presente il modello V%o, possiamo dimostrare quest’ultimo fatto
per mezzo della teoria della bas®, osservando quanto segue.

Indichiamo con 7T la varietd rappresentativa degli elementi F, con data
tangente; la 7' & una varietd lineare e la varieta W & luogo di oo! varieta
T. Sulla W, birazionalmente equivalente senza eccezioni alla V%O, si hanno
le seguenti equivalenze lineari:

P4+6T'=Q4+T=R-+2T.

Inoltre sulla W la base di dimensione 2 & costituita dalle varieta Pe T e,
pertanto, indicata con M una V, (pura), non composta con le 7', si ha:

M=AP+uT=AQ+u—5)T=AR+(@u—4NT, (AL=1).

Consideriamo Pimmagine proiettiva del sistema lineare | 1/ |: per il suo
grado o si ha:
o=[MMM =AM3u—81.

Osservato che sulla detta immagine proiettiva yu — 51 & Vordine di g e
che pertanto si ha u=5L -+ 1, & subito visto che il minimo valore di o
si consegue per A—1, u=—=6: in corrispondenza a questi valori si bha,
o —10.

5. Rappreésentazione degli Fg del piano proiettivo.

Ritorniamo ova agli elementi cuspidali E; allo secopo di determinare la
varietd rappresentativa di tutti gli elementi E, di un piano proiettivo.

Indicate con x* ed wu; rispettivamente le coordinate omogenee di punto
e di retta del piano, dobbiamo determinare coordinate atte ad individuare
un Eg di centro x e tangente u (passante per x, ossia tale che (w,x)=—
= a* = 0).

Per quanto si & gia visto per gli elementi di dato centro O (0,0,1),
nel caso in esame un elemento sara determinato, oltre che dalle coordinate
del centro e della tangente, da un’ulteriore coordinata A’, che ora dipendera
sia dalle x che dalle u.

Gia sappiamo come si altera la A quando si passi dalle » alle ¢ u:
dobbiamo ora determinare come si alteri la A quando si passi dalle x alle g .

+ Anche in questo caso sara sufficiente calcolare le coordinate grassman-
niane del sistema lineare oo di cubiche che determinano un elemento Fy:
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ossia, considerate coordinate non omogenee, del sistema lineare di curve
2.3 con le ¢,, @; e vy, forme nelle variabili X —a, ¥ —y.

Si osservi che per raggiungere il nostro scopo ci si puo limitare a con-
siderare gli E; con centro su una data retta (p. es.y = 0) cosa che sempli-
fica notevolmente i relativi calcoli.

Operando nel modo detto si trova che le dette coordinate grassman-
niane del sistema lineare di curve che determinano un FE; si esprimono per
mezzo di combinazioni lineari di espressioni del tipo:

5.1 (@) (), ()8 A

ove (x)” (ed analogamente (u)") indica il prodotto di m fattori a*.
Le 5.1 pongono in evidenza che un elemento E; ¢ determinato dal si-
stema di coordinate

5.2 r,u,A , (w,xr)=0
ove si ritenga che il precedente gruppo di coordinate sia equivalente al
gruppo '

5

5.2’ Qd’),Ou,gTA (w,2) =0

con o e o fattori arbitrari non nulli.
Dalle coordinate 5.2, tenuto conto delle 5.2’, si ha che le coordinate
omogenee di una varieta rappresentativa degli E; sono date da:

5.3 E=@m @ , n=A@Pw? , (u,»)=0,
con
5.4 n=—q+5 , p=m-+4.

La varietd 5.3 & unua rigata luogo delle rette congiungenti coppie di
punti corrispondenti di due modelli degli E, del piano.

Osservato: 19 che per m —¢q =1, n —=p—4 la rigata rappresenta il
modello minimo degli K, del piano (cfr. [7]); 2°) che si pud costruire tale
modello a partire dalle coordinate introdotte da F. ENGEL [6] e da E. STupYy
[15]; cercheremo nel n. seg. di ottenere direttamente il sistema di coordi-
nate 5.2 usufruendo dell’idea con la quale i detti Autori pervengono alle
coordinate di un E,. Nello stesso tempo saremo portati ad introdurre un
analogo sistema di coordinate atte ad individuare una piu vasta classe di
elementi nella quale entrano come casi particolari gli B, e gli E;.
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Osserviamo poi che tra i modelli che si ottengono dalle 5.3 quelkii in
corrispondenza biunivoca senza eccezioni con gli elementi Eg si ottengono
per mqg=1:1i minimi valori di m e ¢ che soddisfano questa ultima rela-
zione sono evidentemente m —q =1 . In corrispondenza a questi valori si
ha il minimo tra tutti i modelli.

Dimostreremo che tale modello minimo & altresi il modello minimo nel
senso di Severi.

A questo scopo premetteremo un breve studio delle rigate 5.3.

6. Coordinate di Engel e Study per un elemento E®# .

Incominciamo a ricordare brevemente il metodo seguito da ENGEL e da
S1rupY per introdurre coordinate atte ad individuare un elemento regolare
del 2° ordine, I, .

Suppbuiamo che le funzioni a*— &% (¢), definite in un intervallo I, siano
le equazioni parametriche di una curva di equazioni tangenziali wu;=— u; ().

Posto:

consideriamo le espressioni

:lz.vw/hl U/k:|wuu/k|

6.1 A @ wa)
ove 2z e w rappresentano rispettivamente un punto ed una retta arbitraria
del piano ed i numeratori sono i determinanti formati con le coordinate de-
gli elementi indicati.

Per un generico valore ¢t — ¢, il corrispondente punto della curva & ori-
gine di un elemento regolare E, di centro x—x(f,) e tangente u —wu (fy)
(v w) =u; 2 =0) .

Un tale B, é determinato, oltre che dal centro e dalla tangente, dalle
coordinate

6.2 X = .“'/1 ) U= U/l

indipendenti dalla scelta di z e di.w ().

() Le derivate che compaiono nelle espressioni 6,2 g'intendono oalcolate per t=t,.



56 CarMELO LoNGo : Sul modello minimo

Tenuto poi conto dei possibili cambiamenti degli elementi arbitrari
che intervengono nella rappresentazione della curva, e quindi dell’elemen-
to H,, si ha che per il cambiamento del parametro ¢ in una sua funzione
7 (t), (regolare per t —1) e per i cambiamenti dei fattori di proporziona-
litA o e o rispettivamente delle x e delle u, si ha:

— 2 _ 2 t
X:&(d_t) X U:6_<ﬂi_> U
o \dt), e \dt/,

Ne segue che i due gruppi di coordinate

6.3 x,u,X,U, (w,2)=0
e
6.3 ex,ou , Ao*X , Lo U, (w,#)=10

si debbono ritenere come equivalenti nella rappresentazione di uno stesso E, .
Supponiamo ora che per t=—1, si abbia:

‘X'/IZX/2:"':X/V—1:0 9 X/,,':l:O,
6.4
U/lz U/gz...:U/M_IIO U/,,,-’-‘I:O.

In tal caso, come & subito visto, il punto ¥ — @ (t;) della curva & ori-
gine di un ramo d’ordine » e di classe u, e pertanto determina un elemento
differenziale () che indicheremo con E®:«),

Come nel caso »— pu =1, si verifica facilmente che anche nelle ipotesi
attuali, espresse dalle relaziomi 6.4, si ha che le espressioni X, ed U, sono
indipendenti dagli elementi arbitrari z e w; inoltre per i cambiamenti prece-

(%) Supposto che O = (0,0, 1) sia il centro dell’elemento e che la retta y =0 ne sia
la tangente, posto y =vd,u=pd, con »,u primi tra loro, un tale elemento & rappre-
sentato da tutte le curve

(y;L- aw;+.74)5 + Japsxrys =10

con rv + spu >v(¥+ p) + 8 ed aps arbitrari. Tali enrve #’intersecano a due a due in un
gruppo Gk di punti raccolti in 0, con k=»(y + u) + 8. Per questa ragione un tale ele-
mento #’indica anche con Ex—;. Per 6 > 1 un elemento E(»«) degenera in d elementi Evnw
(efr. A. Maxia [11], p. 259-265). Tenuto conto di quest’nltima circostanza, nella rappre-
sentazione di tali elementi c¢i si puo limitare al caso d =1, cid che supporremo nel
seguito,
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dentemente detti, si ha:

_ — 2 (dt\
Xp=0 per i <, X, = %— (—) X,
0

ﬁ/kzo > k<u, ﬁlﬂzo—?(-d—t):U/M.

Ne segue che posto
X=X, , U=1U],

un elemento E®*® & determinato dal gruppo di coordinate
6.5 z,u, X, U , (u,0)=0
ove questo gruppo si ritenga equivalente al gruppo
6.5’ ox,ou , AgrtmXx | Aot U |, (w,x)=0
con g,o0,A fattori arbitrari non nulli.

Osservaziont :

1) per »—2, pu=—1 dalle 6.5 e 6.5’ si riottengono le coordinate 5.2
di un elemento E?2D = K.

2) Le coordinate 6.4 pongono in evidenza che nella totalita co* degli
elementi H®» del piano sono da considerare come eccezionali i seguenti
elementi :

a) gli elementi d’ordine » |+ 1, rappresentati da X —0;

b) gli elementi di classe u -+ 1, rappresentati da U —=0.

7. Richiami sulle varieta rappresantative degli E, del piano.

Ricordiamo ora alcune proprieta delle varietd rappresentative degli B,
del piano (6) delle quali avremo bisogno per lo studio delle rigate 5.3.
Una tale varieta ha le equazioni parametriche

7.1 & = (x)™ (u)" (w,2)=0

con m.n=>>1; il modello minimo si ha per m —=n —=1.

(6) Si veda [4], [7] e [14] (pp. 227-234).
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Sulla varieta 7.1 che indicheremo con V;""”), si hanno le seguenti va-
rietd :
1) La varietd P, rappresentante gli I, con la retta per un punto P.
Supposto, p. es.,, P=(0,0,1) le equazioni della P, si ottengono dalle
7.1 ponendo in esse: u, — %, uy— —al, u;—0.
Ne segue che I’, & la superficie rappresentante le curve piane d’ordine
m -+ n con punto nPP in P: pertanto essa appartiene ad un S con

7.2 k= —21— [(m 4 n) (m -0 4 3)—n@n -+ 1)

ed ha ordine
7.3 d—=m (m -4 2 n);

2) La varietd R, rappresentante gli E, con centro su una retta r.
La R, & duale della P,: la dimensione dello spazio di appartenenza e I’or-
dine si ottengono rispettivamente dalla 7.2 e dalla 7.3 scambiando tra loro
m ed n.

3) La varietd V,(P) rappresentante gli E, con dato centro P: tale
varietd & una C" normale.

4) La variera V,(r) rappresentante gli E; con nna stessa retta: tale
varietd e una C™ normale.

5) La varieta V,(P;r)= (P,, E,) rappresentante gli I/, con centri su
una retta r e rette per uno stesso punto P (non appartenente ad r): tale
varietd & una C"+* normale. .

Le varieta P, ed B, costituiscono una base minima della V3, mentre
Vi(P) e Vi(r) ne costituiscono una base duale.

Per la dimensione o (m,n) dello spazio di appartenenza e per l’ordine
N(m,n) della V, si ha:

7.4 6(m,n):——1—(m—|—]) m+1) (m+n—2)—1,
2 +

7.5 N(m,n)=3mn(m -+ n).

8. Sulle rigate determinate da due V,.

Come gia si & detto c¢i proponiamo ora di studiare la rigata W deter-
minata da due modelli Vi"" e V&% degli B, nel piano proiettivo.

Tale W ha le equazioni:
Lty FEZER Jn=—2Ax4 ... &'m Uy vus Uj,

nrtp s lg = A @ U e U
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o con un simbolo gia introdotto

E=2@)™ (u)* , & =pux)»ut (w,x)==10

Sulla W si habno le seguenti varieta:

1) La rigata V4 (P)= P, luogo delle rette congiungenti punti di una
Py™™ con i corrispondenti punti di PP?;

2) La rigata V,(r) = R;, duale della precedente.

Una P; appartiene ad un Sy, con k (e k') dati dalla 7.3.

Determiniamo Pordine Np della Py.

Per questo consideriamo un iperpiano Syy per lo Sy di P{™™ ¢ che
intersechi P? in ¢ curve (P ed in p curve OP1?,

Tale sezione iperpiana si compone: 1) della Py"™"; 2) di ¢ rigate de-
terminate dalla O” e dalla curva corrispondente ¢™; 3) da p rigate deter-
minate da una CP*+? e dalla curva corrispondente C™+", ‘

Segue:

Np=mm—+2n)+p(p+2q9—+mp-+q-+np
Analogamente' per lordine N, di RE; si ha:
No=an+42m4qg+2p)+np+q9-+mq.

La W, concepita come insieme delle co® generatrici ¢, & birazionalmente
equivalente, senza eccezioni, alla varietda degli K, del piano: pertanto per le
V4, composte con le ¢, una base minima consta delle varieta I’; ed R, .
Poich® le direttrici V™" e V% sono su W linearmente equivalenti a meno
di V3 composte con le ¢, si ha:

8.1 Vi = v L a Py b Ry
Indicata poi con M una sezione iperpiana della W, si ha su W:
8.2 M=V"" 4+ aly+pRy= VP? 4o’ Py+ f R;.
B subito visto, inoltre, che si ha (cfr. n. prec.):
(M, Vy(Pymn] —q —mn (M, V(PP =a=gq
M, Vy(ymm ] =f8 =m  [M, V,(r)p0)=f=p.
Da queste e dalle 8.1 e 8.2 segue:

8.3 a=mn—gq, b=m—p.
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Per I'ordine N (m,n;p,q) della W si ha, poi:

N(m,n;p,q)=3mn(m-n+pN,+qNp=
. =3pq(p4q +mN, 4 nNp=
=3mu(m-+n)+3pqp+q+2mpntq -t
+2ngm—4p)+mgm—+q +np@®-+p). —

L’ordine N (m,n;p,q) & anche dato dal grado del sistema lineare 8.2. Si
verifica facilmente che per tale grado si ha:

Nm,n;p,q) =[MMMM)=3ab(a+b)4+4b(2a D) g+
+4a@2bta)p+6ap*4- 60>+ 12pga+b+p+q).—

9. Modello minimo degli elementi E~~ del piano.

Siamo ora in grado di determinare il modello minimo W della varieta
degli elementi E®# del piano.

Indichiamo: 1) con C la varieta degli elementi eccezionali rappresentati
da X=0; 2) con F la varietd degli elementi eccezionali rappresentati da
U=—20; 3) con t la curva razionale rappresentante gli elementi con dato
centro e data tangente.

Nel caso v— pu =1 il GHERARDELLI osservato: 1) che la W concepita
come insieme delle co®¢, & birazionalmente equivalente, senza eccezioni, alla
varieta degli FK;; 2) che le ¢ sono unisecanti Ia ¢ e la F; ne deduce,
indicata con P e R la base su W per le V; composte con ¢, Pequivalenza
lineare

9.1 C=F}+aP+bR

e determina i valori

0

9.2 a=—3, b—23

osservando che in tal caso la 9.1 traduce una nota formula di Pliicker.
La determinazione dei valori 9.2 nella 9.1 & il punto di partenza per
la ricerca del modello minimo W.
Nel caso » 4 > 1 & chiaro che sussiste ancora la relazione 9.1 : ma non
sembra possibile determinare in questo ¢aso in modo divetto i relativi va-
lori a e b,
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Osservato perd che in tal caso un modello degli elementi E®# & dato
dalla varieta

9.3 &= X ()™ (uprtutn, = U (x)yteetm u)y  (w,x) =0

che per mn =1 rappresenta senza eccezioni i detti elementi, se ne deduce
tenuto conto delle 8.3 ’equivalenza

O+ @2r+uwP="F -+ +2pR.

Stabilita la precedente relazione basta ormai seguire il procedimento
indicato dal GHERARDELLI: indicata cioé con M una V4 (pua) di W, non
composta con le ¢, e posto [M,¢]=1>>0, basta calcolare il grado o del-
Pimmagine proiettiva del sistema lineare | M |. Si verifica facilmente che il
minimo di o si ha se e solo se A—=1 e

M=C+P+2v+pu+1)R=F+@w+2u+1)P+R.

Ne segue che il modello minimo e proiettivamente equivalente alla varieta
che si ottiene dalle 9.3 per m —=n —1.

Tenuto conto dei risultati del n. prec. si ha che tale modello appartie-
ne ad uno spazio di dimensione:

O, =08, =0Cv+p+2)Cr+pt+4+
+ o4+ 2p4+2)0p+2u+4)—1

]

ed ha ordine )
Ny,u)=N(u, =@r+2u+2)(Tr-+-8u-t+5) -+
@y b2 B Tyt 5+
ot 2p D@y b p b DBy 3ut2 2.
Per v—=2, pu=1(7) si ha:
N(1,2)=690, d(1,2)=110,
ossia:

Il modello minimo degli Eg del piano (od anche degli Ey con E, di flesso)
& una varviets, W° di Sy .

(") Per = =1, si ottiene, come & evidente, la w30 di 8y di GHERARDELLI
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Osservaziont :

1) I evidente che, come nel caso » — u=—1, la varietd W®») & priva
di punti multipli, e che il gruppo delle omografie del piano si riflette in un
gruppo Gy di trasformazioni della varietd in 88, generalmente transitivo e
subordinato dalle omografie dello spazio ambiente.

2) Si verifica facilmente che dati un E®#) ed un E, in posizione ge-
nerica vi & una sola curva d’ordine » 4 u ed avente nel centro dell’E, un
ramo d’ordine u e di classe » con tangente la tangente dell’E,: cioé un
E»#) ed un E; determina un E® per I'H,.

Ne segue che due generici elementi E*# ed E®» hanno un invariante
proiettivo.

Per »— pu =1 cid implica, come & stato messo in evidenza dal BoM-
PIANL ([4] p; 161) che il gruppo G4 & intransitivo sulle coppie di punti della
WaD (ciod sul prodotto topologico della W per se stessa): analogamente si
ha, per » u 4= 1, che il gruppo Gg & intransitivo sulla varietd prodotto delle
varieta W e Wk,
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